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Rezumat

Primul obiectiv al acestei teze este să studiem comportamentul spectrului operatorului

Dirac ı̂n procesul de degenerare al unei suprafet,e riemanniene, atunci când lungimea

unei geodezice simple ı̂nchise descres,te către zero. Vom lucra ı̂n ipoteza că structura

spin de-a lungul geodezicii pe care o strângem este non-trivială. Este bine-cunoscut

faptul că spectrul unui operator diferent, ial eliptic pe o varietate compactă variază con-

tinuu la perturbat, ii netede ale metricii. Dificultatea problemei noastre provine din

necompacitatea suprafet,ei limită, care este de arie finită cu două cuspuri. Ideea princi-

pală pentru această investigat, ie este construirea unui calcul pseudodiferent, ial adaptat

(̂ın spiritul celebrei b-algebre a lui Melrose) care include atât familia de operatori

Dirac pe familia de suprafet,e compacte, cât s, i operatorul Dirac de pe suprafat,a limită

(necompactă), ı̂mpreună cu rezolventele lor.

Al doilea obiectiv al acestei lucrări este să investigăm dezvoltări asimptotice ale

nucleelor căldurii pentru puteri reale de Laplacieni generalizat, i. Fixăm mai ı̂ntâi un

Laplacian generalizat ∆ (cu anumite ipoteze) care act, ionează pe funct, iile netede ale

unei varietăt, i ı̂nchise M . Studiem mai ı̂ntâi dezvoltarea asimptotică a nucleului căldurii

ht corespunzător lui ∆r, r ∈ (0, 1), de-a lungul diagonalei lui M×M . Apoi studiem dez-

voltarea asimptotică a lui ht către un compact disjunct de diagonală. În plus, demon-

străm non-trivialitatea coeficient, ilor obt, inut, i s, i non-localitatea unora dintre aces,tia. În

cazul special r = 1/2, obt, inem o descriere uniformă a tranzit, iei dintre comportamentul

lui ht pe diagonală s, i cel din afara diagonalei, demonstrând că nucleul căldurii lui ∆1/2

este o funct, ie poliomogen conormală pe un anumit spat, iu blow-up.
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2.2 Blow-upuri de p-subvarietăt, i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Spat, iul b-tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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4.4 Legătura dintre nucleul căldurii s, i puteri complexe de Laplacieni . . . . 100

4.5 Comportamentul câturilor de funct, ii Gamma de-a lungul liniilor verticale103
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Chapter 1

Introducere

Scopul tezei de fat, ă este să studiem comportamentul anumitor operatori eliptici s, i al

spectrelor lor ı̂n probleme de degenerare. În plus, vom investiga dezvoltări asimptotice

ale nucleului căldurii pentru puteri reale de Laplacieni generalizat, i. Punctul comun al

acestor două subiecte este analiza funct, iilor care au dezvoltări asimptotice cont, inând

termeni logaritmici s, i folosirea blow-upurilor de varietăt, i cu colt,uri.

O motivat, ie filozofică pentru a studia astfel de probleme apare din fizică. Pe de o

parte, o particulă ı̂n mecanica clasică este privită ca un punct ı̂n TR3 (spat, iul tangent

al lui R3): un punct ı̂n R3 s, i un vector care reprezintă viteza sa. Traiectoriile acestor

particule sunt geodezice ale spat, iului. Pe de altă parte, ı̂n mecanica cuantică o particulă

este o funct, ie L2. Viteza sa este codificată ı̂n transformata Fourier s, i evoluează sub

ecuat, ia Schrödinger:
∂f

∂t
= i∆xf.

Stările periodice ale acestor particule sunt date de funct, iile proprii ale Laplacianului,

iar frecvent,ele sunt legate de valorile proprii.

As,a cum a remarcat L. Schwartz [59], operatorii diferent, iali pot fi văzut, i ca opera-

tori integrali definit, i prin nuclee distribut, ionale. Teoria operatorilor pseudodiferent, iali

pe varietăt, i Riemanniene compacte a fost dezvoltată printre alt, ii de Hörmander [36].

Această teorie furnizează un cadru potrivit pentru studiul operatorilor geometrici

diferent, iali eliptici (cum ar fi operatorul Laplace sau operatorul Dirac) s, i a solut, iilor

acestora. Se demonstrează că algebra operatorilor pseudodiferent, iali cont, ine atât

parametrixuri, cât s, i familia de rezolvente a acestor operatori. Ca o consecint, ă, funct, iile

proprii normalizate ale operatorului Laplace formează o bază Hilbert pentru spat, iul

funct, iilor L2 pe o varietate Riemanniană compactă (vezi, de exemplu, [17]).

Calculul pseudodiferent, ial clasic este strâns legat de rezultatele din teoria indicelui,

cum ar fi teorema Atiyah-Patodi-Singer (vezi, de exemplu, [5]-[7]). Această formulă

calculează indexul unui operator diferent, ial eliptic pe o varietate orientată compactă cu
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frontieră ı̂n termeni ai unor date topologice ale varietăt, ii s, i ale unor date spectrale ale

frontierei, mai precis as,a-numitul invariant eta al operatorului Dirac indus pe frontieră.

Există modalităt, i de generalizare a teoriei operatorilor pseudodiferent, iali pentru

varietăt, i ne-compacte. De exemplu, b-calculul introdus de Melrose [45] reprezintă un

cadru pentru tratarea anumitor operatori diferent, iali pe varietăt, i compacte cu fron-

tieră. O consecint, ă frumoasă a acestui calculul este că furnizează o demonstrat, ie pentru

o generalizare a teoremei de index Atiyah-Patodi-Singer ı̂n contextul varietăt, ilor com-

pacte cu frontieră, dotate cu metrici complete cu capete asimptotic cilindrice (metrici

b-exacte).

Una dintre ideile centrale ı̂n mas, inăria lui Melrose este aceea de a descrie nucleele

distribut, ionale ale operatorilor pseudodiferent, iali ca distribut,ii poliomogen conormale

pe varietăt, i cu colt,uri obt, inute prin iterat, ii de blow-upuri. Această idee prolifică a

condus la dezvoltarea multor altor calcule pseudodiferent, iale: calculul φ [49], calcu-

lul zero [50], calculul edge [41], calculul scattering (vezi, de exemplu, [35]), calculul

de chirurgie b [42] s, i calculul de chirurgie ϕ [2], printre altele. Toate aceste calcule

pseudodiferent, iale s-au dovedit a fi instrumente puternice ı̂n rezolvarea unei game largi

de probleme analitice pe varietăt, i necompacte.

Studiul spectrului operatorului Dirac pe suprafet,e

care degenerează

Context s, i Motivare

Fie X o suprafat, ă netedă compactă s, i orientată de gen g ≥ 2. Notăm cu M−1(X)

mult, imea metricilor hiperbolice pe X. Folosind clasica Teoremă de Uniformizare

Poincaré-Koebe a suprafet,elor Riemann (vezi, de exemplu, [4]), M−1(X) este ı̂ntr-o

corespondent, ă bijectivă cu mult, imea structurilor complexe pe X. Spat, iul Teichmüller

Tg este definit prin factorizarea mult, imiiM−1(X) prin componenta conexă a identităt, ii

ı̂n grupul de difeomorfisme care act, ionează pe X. Se s,tie că Tg este o varietate com-

plexă de dimensiune 3g − 3, dotată cu metrica incompletă Weil-Peterson s, i, ı̂n plus,

este o varietate Kähler. Mai jos, descriem un proces pentru a considera un drum ı̂n Tg
către frontiera sa.

Fie γ ⊂ X o geodezică simplă ı̂nchisă pe X. Considerăm o familie netedă de metrici

(gt)t≥0 pe X \ γ astfel ı̂ncât local, lângă γ,

gt =
dx2

x2 + t2
+
(
x2 + t2

)
dy2.
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Ment, ionăm că metrica gt nu trebuie să fie hiperbolică peste tot, ci doar local, ı̂n

apropierea geodezicei γ pe care o strângem. Pentru t > 0, (X, gt) este o suprafat, ă

compactă, ı̂n timp ce (X \γ, g0) este o suprafat, ă necompactă cu două cuspuri. Numim

acest proces un proces de strângere de-a lungul geodezicei γ.

Dacă alegem familia de metrici (gt)t≥0 din mult, imeaM−1(X), procesul de strângere

descris mai sus corespunde unui drum către frontiera spat, iului Teichmüller. Astfel de

fenomene de degenerare au fost studiate de Ji [39], Bär [8], Schulze [58], s, i recent de

Stan [61].

Este bine cunoscut faptul că spectrul unui operator geometric diferent, ial eliptic

(precum Laplacianul sau operatorul Dirac), variază continuu ı̂n urma perturbat, iilor

netede ale metricii. Scopul nostru este să studiem continuitatea spectrului operatorului

Dirac ı̂n timpul unui proces de strângere. Dificultatea problemei apare din cauza

necompacităt, ii suprafet,ei limită.

Punct cheie

Există contexte ı̂n care Laplacianul are spectru discret ı̂n limita procesului de degener-

are, de exemplu Laplacianul care act, ionează asupra formelor [28], s, i Laplacianul mag-

netic [27]. Des, i spectrul Laplacianului scalar devine continuu ı̂n limita unui proces de

strângere, Bär [8] a demonstrat că ı̂n anumite condit, ii de invertibilitate pentru fiecare

cusp, spectrul operatorului Dirac rămâne discret la limită. Mai precis, dacă lipim un

cerc la ”capătul” fiecărui cusp, cerem ca structura spin să fie ne-trivială de-a lungul

acestui cerc. Acest lucru este echivalent cu faptul că operatorul Dirac corespunzător

structurii spin induse pe cerc este inversabil. Mai târziu, Moroianu [54] a generalizat

acest rezultat pentru varietăt, i de dimensiuni mai mari s, i pentru o clasă mai largă de

metrici. De asemenea, a dedus o lege Weyl pentru varietatea limită ne-compactă.

Ideea de rezolvare

Principalul instrument pentru investigarea continuităt, ii spectrului operatorului Dirac

ı̂n timpul unui proces de strângere este construirea unui calcul pseudodiferent, ial adap-

tat (̂ın spiritul celebrului b-calculus al lui Melrose) care include atât familia de operatori

Dirac /Dt pe familia de suprafet,e compacte (X, gt)t>0, cât s, i operatorul Dirac /D0 de pe

suprafat,a limită ne-compactă (X \ γ, g0). Acest calcul pseudodiferent, ial adaptat este

strâns legat de calculul cusp [51] (un caz particular al calculului ϕ [49]). Mai precis,

este calculul cusp cu un parametru temporal, s, i ı̂l denumim Ψ∗,∗,∗cp (X).

Albin, Rochon s, i Sher [2] au introdus calculul ϕ cu parametru pentru a studia spec-

trul Laplacianului Hodge cu coeficient, i ı̂ntr-un fibrat plat pe o varietate compactă care
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degenerază către o varietate cu cuspuri fibrate. Calculul nostru de chirurgie cu cusp

este un caz particular al calculului lor de chirurgie ϕ. Acest lucru se ı̂ntâmplă deoarece

ei tratează cazul mai complicat când frontiera fibrează peste o altă varietate ı̂nchisă.

Considerăm că este justificat să furnizăm ı̂n Capitolul 3 toate detaliile construct, iei,

deoarece investigat, ia noastră se referă la operatori diferent, iali complet eliptici, con-

ducând la demonstrat, ii diferite s, i mult simplificate fat, ă de [2].

Intuitiv, vom descrie operatorii pseudodiferent, iali de chirurgie cu cusp din Ψ∗,∗,∗cp (X)

ca fiind distribut, ii pe o anumită varietate blow-up cu colt,uri X2
cp, conormale la ı̂nchiderea

mult, imii (0,∞)× Diag, unde Diag este diagonala din X ×X (vezi Fig. 3.6). În plus,

vom impune anumite comportamente pentru aceste distribut, ii către fet,ele de frontieră

ale lui X2
cp.

Un rezultat dificil, dar crucial ı̂n construct, ia acestui calcul, este ceea ce se numes,te

Teorema de Compozit, ie. Aceasta stabiles,te că compunerea a doi operatori care apart, in

calculului se află, de asemenea, ı̂n calcul. La fel ca ı̂n cazul altor calcule pseudodiferent, iale

à la Melrose, vom demonstra acest rezultat prin utilizarea unui spat, iu triplu, ı̂mpreună

cu ı̂nmult, irea distribut, iilor conormale s, i teoremele de imagine inversă s, i imagine di-

rectă (Pull-back si Push-forward) pentru distribut, iile conormale (vezi, de exemplu,

[44], [31]).

Fiecărui operator pseudodiferent, ial de chirurgie cu cusp A ∈ Ψ∗,∗,∗cp (X) ı̂i vom aso-

cia trei simboluri principale: σcp(A), N (A) s, i T (A). Mai precis, simbolul cusp cu

parametru σcp(A) este termenul principal din simbolul distribut, iei conormale kA. Op-

eratorul normal N (A) este o normalizare a restrict, iei lui A la fat,a frontală cusp ffc. În

cele din urmă, operatorul temporal T (A) este restrict, ia normalizată a lui A la tb, fat,a

obt, inută prin ridicarea frontierei temporale {t = 0}×X ×X ⊂ [0,∞)×X ×X la X2
cp

(vezi Fig. 3.3).

Un rezultat de natură algebrică ne asigură că dacă un operator A ∈ Ψ∗,∗,∗cp (X) are

toate cele trei simboluri inversabile, putem construi un parametrix modulo operatori

reziduali din spatiul Ψ−∞,−∞,−∞cp (X).

Rezultate principale

Vom reus, i să unim familia de operatori Dirac
(
/Dt

)
t>0

de pe suprafet,ele Riemanniene

(X, gt), ı̂mpreună cu operatorul Dirac /D0 de pe suprafat,a limită (necompactă) (X \
γ, g0), pentru a obt, ine un operator diferent, ial de chirurgie cu cusp:

/D ∈ Ψ1,1,0
cp (X).

Un pas crucial ı̂n Capitolul 3 este să demonstrăm că operatorul normal N (/D) al

8
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lui /D este inversabil. Aici folosim ipoteza despre netrivialitatea structurii de spin de-a

lungul geodezicei γ. Apoi vom arăta că dacă λ0 nu este o valoare proprie a lui /D0,

atunci familia rezolventelor (/D− λ)−1 pentru timp t suficient de mic se află ı̂n calcul.

Theorem 1.1. Fie X o suprafat,ă compactă orientată, s, i fie γ ⊂ X o geodezică simplă

ı̂nchisă. Considerăm o familie netedă de metrici (gt)t≥0 pe X \ γ care, ı̂n apropierea

lui γ, sunt date de:

gt =
dx2

(x2 + t2)2
+
(
x2 + t2

)
dy2.

În plus, considerăm (/Dt)t≥0 familia de operatori Dirac corespunzători metricilor (gt)t≥0

s, i unei structuri de spin PSpin(2)X netriviale fat,ă de γ. Dacă λ ∈ R \ spec /D0, atunci

există t0(λ) > 0 astfel ı̂ncât operatorul (/Dt−λ) este inversabil pentru fiecare t ≤ t0(λ),

iar rezolventa este un operator de chirurgie cu cusp:

(/D− λ)−1 ∈ Ψ−1,−1,0
cp (X).

Demonstrăm de asemenea convergent,a proiectorilor spectrali ı̂n procesul de de-

generare.

Theorem 1.2. Presupunem că suntem ı̂n ipoteza Teoremei 1.1, s, i fie λ0 o valoare

proprie pentru operatorul limită /D0. Considerăm ε > 0 astfel ı̂ncât

[λ0 − ε, λ0 + ε] ∩ spec /D0 = {λ0}.

Atunci proiectorul spectral P[λ0−ε,λ0+ε] apart,ine lui Ψ−∞,−∞,0cp (X). Mai precis, nucleul

său Schwartz este neted pe [0,∞)×X×X s, i, ı̂n plus, se anulează rapid la {t = 0}×γ.

Dacă A ∈ Ψm,α,β
cp (X) este un operator de chirurgie cu cusp care admite urmă, atunci

aceasta este o funct, ie cp Tr(A) : [0,∞) −→ C care asociază fiecărui timp t integrala

peste “felia” de timp t din planul diagonal ∆ ⊂ X2
cp (vezi Fig. 3.6). De exemplu,

pentru t > 0, urma de chirurgie cusp asociază lui A urma L2 a operatorului At care

act, ionează pe (X, gt).

Theorem 1.3. Fie A ∈ Ψm,α,β
cp (X) un operator cu urmă, i.e., un operator ale cărui

ordinele verifică inegalităt,ile:

m < −2, α < −1, β ≤ 0. (1.1)

i) Dacă α− β /∈ Z, atunci

cp TrA ∈ t−αC∞[0,∞) + t−βC∞[0,∞).

9
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ii) Dacă α− β ∈ Z, atunci

cp TrA ∈ tmin(−α,−β)C∞[0,∞) + tmax(−α,−β) log t · C∞[0,∞).

Relevant,a rezultatului de mai sus constă ı̂n faptul că putem descrie comportamentul

urmei de chirurgie cusp către t = 0. Mai precis, urma de chirurgie cusp este de clasă

C1, ı̂n particular, este continuă la {t = 0}. Mai departe, studiem urma de chirurgie

cusp a rezolventei operatorului Dirac.

Theorem 1.4. Presupunem că suntem ı̂n ipotezele Teoremei 1.1. Considerăm un

număr ı̂ntreg k ≥ 3, s, i fie λ ∈ R ı̂n complementul spectrului lui /D0. Notăm cu

R(λ) = (/D− λ)−1

rezolventa operatorului Dirac. Atunci puterea k a rezolventei este un operator cu urmă,

iar urma de chirurgie cusp cp Tr
(
R(λ)k

)
este de clasă Hölder Ck−1,α ı̂n t ∈ [0, t0), pentru

orice α ∈ (0, 1).

Subliniem că funct, ia cp Tr
(
R(λ)k

)
este evident netedă pentru t > 0. Teorema

anterioară ne spune cum se comportă această funct, ie la t = 0. Mai departe, putem

investiga urma rezolventei relative a pătratului operatorului Dirac.

Theorem 1.5. Fie λ, λ0 ∈ R astfel ı̂ncât operatorii diferent,iali cusp /D
2
0−λ s, i /D

2
0−λ0

sunt inversabili. Notăm rezolventele operatorului Dirac ridicat la pătrat cu

R̃(λ) :=
(
/D

2 − λ
)−1

, R̃(λ0) :=
(
/D

2 − λ0

)−1

.

Atunci rezolventa relativă R̃(λ)− R̃(λ0) este operator cu urmă, iar urma de chirurgie

cusp se comportă ca funct,ie de t ı̂n felul următor:

cp Tr (R(λ)− R(λ0)) ∈ C∞[0,∞) + t2 log t C∞[0,∞).

Într-o lucrare viitoare, intent, ionăm să aplicăm această teoremă pentru a ı̂mbunătăt, i

rezultatul lui Stan [61] privind comportamentul asimptotic al funct, iei zeta Selberg

definită relativ la structura spin aleasă.

10
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Dezvoltări asimptotice ale nucleelor căldurii pentru

puteri reale de Laplacieni generalizat, i

Fie E un fibrat vectorial hermitic peste o varietate Riemanniană ı̂nchisă s, i orientată M

de dimensiune n. Considerăm un Laplacian generalizat auto-adjunct non-negativ ∆

care act, ionează asupra sect, iunilor fibratului E . De exemplu, dacă /D este un operator

Dirac corespunzător unei varietăt, i Riemanniene ı̂nchise s, i spin, atunci /D
∗ /D este un

astfel de Laplacian generalizat care act, ionează asupra sect, iunilor fibratului spinorial.

Istoric

Un rezultat clasic datorat lui Minakshisundaram-Pleijel [43] afirmă că nucleul căldurii

pt al lui ∆ (adică nucleul Schwartz al operatorului e−t∆) are o dezvoltare asimptotică

la timp mic ı̂n apropierea diagonalei:

pt(x, y)
t↘0∼ t−n/2e−

d(x,y)2

4t

∞∑
j=0

tjaj(x, y), (1.2)

unde d(x, y) este distant,a geodezică dintre x s, i y. Mai mult, aj sunt definit, i recursiv

ca solut, ii ale anumitor EDO-uri de-a lungul geodezicelor (vezi, de exemplu, [12], [14]).

Folosind acest rezultat, se poate demonstra legea lui Weyl privind numărul de valori

proprii ale unui Laplacian (vezi, de exemplu, [12]). În plus, dacă /D este un operator

Dirac twistat, atunci dezvoltarea asimptotică (1.2) aplicată Laplacianului generalizat

∆ = /D
∗ /D joacă un rol principal ı̂n demonstrarea teoremei de index Atiyah-Singer locală

(vezi, de exemplu, [13], [15], [23]).

Dezvoltări asimptotice la timp mic pentru nucleul căldurii core-

spunzător lui ∆r, r ∈ (0, 1)

Obiectul central de studiu ı̂n Capitolul 4 (care constă din articolul deja publicat [3])

este nucleul Schwartz ht al operatorului e−t∆r
, unde r ∈ (0, 1). Mai precis, investigăm

dezvoltarea asimptotică la timp mic a lui ht ı̂n [0,∞)×Diag, s, i ı̂n spat, iul [0,∞)×K,

unde K ⊂M×M este un compact care nu se intersectează cu diagonala. Ideea utilizată

ı̂n această investigat, ie este aceea de a corela operatorul de căldură e−t∆ s, i operatorul

e−t∆r
cu familia de operatori pseudodiferent, iali ∆s, s ∈ C. Aceste conexiuni pot fi

obt, inute prin intermediul formulelor de tip Mellin.

Nucleul Schwartz ht al operatorului e−t∆r
este C∞ pe [0,∞)×(M ×M \Diag) s, i se

anulează cel put, in la ordinul 1 la t = 0. Dăm o descriere precisă a coeficient, ilor Taylor

11
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ai lui ht atunci când t ↘ 0, ı̂n funct, ie de nucleele Schwartz qs ale puterilor complexe

∆s, s ∈ C.

Dezvoltarea asimptotică pe diagonală a lui ht este mai complicată decât cea a

nucleului clasic de căldură pt din (1.2). Ea depinde de paritatea lui n (as,a cum se

ı̂ntâmplă s, i ı̂n [9]) s, i de rat, ionalitatea lui r. Cazul cel mai interesant apare atunci când

observăm termeni logaritmici. Acest lucru se ı̂ntâmplă doar dacă n este impar, r = α
β

este rat, ional, iar numitorul β este par.

Theorem 1.6. Fie ∆ un Laplacian generalizat auto-adjunct non-negativ ∆ care act,io-

nează asupra sect,iunilor unui fibrat vectorial hermitic E peste o varietate ı̂nchisă M de

dimensiune n. Fie aj(x, x) coeficient,ii diagonali ai nucleului căldurii pt corespunzător

lui ∆ din (1.2). Dacă n este impar, r = α
β

este rat,ional s, i numitorul său β este par,

atunci dezvoltarea asimptotică a nucleului Schwartz ht al operatorului e−t∆r
, r ∈ (0, 1),

pe diagonală atunci când t↘ 0 este următoarea:

ht|Diag

t↘0∼
(n−1)/2∑
j=0

t−
n−2j

2r · A−n−2j
2r

+
∞∑
j=1

α-2j+1

t
2j+1

2r · A 2j+1
2r

+
∞∑
j=1
β
2
-j

tj · Aj

+
∞∑
l=1
l odd

tl
β
2 · Al β

2
+
∞∑
l=1
l odd

tl
β
2 log t ·Bl β

2
.

(1.3)

Mai mult,

Aj(x) =
(−1)j

j!
· qrj(x, x).

Demonstrăm dezvoltări similare ı̂n toate celelalte cazuri s, i dăm formule explicite

pentru tot, i coeficient, ii care apar ı̂n (1.3).

Motivat, ie pentru a studia puteri de Laplacieni

Dacă P este un operator pseudodiferent, ial scalar auto-adjunct eliptic pozitiv de ordin

ı̂ntreg, atunci dezvoltarea asimptotică a nucleului căldurii al lui e−tP a fost studiată

de Duistermaat s, i Guillemin [20]. Rezultatul lor a fost generalizat apoi de Grubb

[33, Teorema 4.2.2] ı̂n contextul fibrat, ilor vectoriali când ordinul lui P este pozitiv, nu

neapărat ı̂ntreg. Mai târziu, Bär s, i Moroianu [9] au studiat comportamentul asimptotic

la timp mic al nucleului căldurii al lui ∆1/m, m ∈ N∗, pentru un Laplacian generalizat

∆ strict pozitiv s, i auto-adjunct. În Teorema ??, obt, inem anularea unor termeni care

apar ı̂n [33, Corolarul 4.2.7] pentru cazul nostru particular când P = ∆r este o putere

reală a unui Laplacian generalizat pozitiv s, i auto-adjunct ∆, r ∈ (0, 1). Mai mult,

12
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demonstrăm că, generic, termenii rămas, i nu se anulează.

Non-localitatea anumitor coeficient, i

Este bine cunoscut faptul că coeficient, ii căldurii unui Laplacian generalizat pot fi

calculat, i local ı̂n funct, ie de curbura conexiunii lui E , de metrica riemanniană a lui

M s, i de derivatele acestora (vezi, de exemplu, [12]). Acest lucru nu mai este valabil

pentru coeficient, ii puterilor naturale ale lui t din Teorema 1.6.

Theorem 1.7. Dacă r este irat,ional, atunci coeficient,ii căldurii Aj pentru j ∈ N,

j ≥ 1 din Teorema 1.6 nu pot fi calculat,i local. Dacă r = α
β

este rat,ional, atunci Aj

nu pot fi calculat,i local pentru j ∈ N \ lβ : l ∈ N. Mai mult, tot,i ceilalt,i coeficient,i pot

fi exprimat,i ı̂n funct,ie de coeficient,ii de căldură ai lui e−t∆, astfel că aces, tia pot fi

calculat,i local.

Nucleul căldurii ca o sect, iune conormală

Nucleul căldurii clasic pt poate fi privit ca o funct, ie poliomogen conormală pe un anumit

spat, iu blow-up. Melrose a introdus spat, iul de căldură M2
H prin efectuarea unui blow-up

parabolic al diagonalei din M ×M la timpul t = 0. Noul spat, iu M2
H este o varietate

cu colt,uri, cu hipersuprafet,ele de frontieră date de funct, iile care definesc frontiera ρ s, i

ω0. A demonstrat apoi că nucleul clasic al căldurii pt apart, ine spat, iului ρ−nC∞(M2
H)

s, i, mai mult, se anulează rapid la fat,a de frontieră ω0 = 0 (vezi [45, Teorema 7.12]).

În cazul special r = 1/2, vom descrie uniform tranzit, ia dintre comportamentul lui

ht la diagonală s, i ı̂n afara diagonalei pe măsură ce t↘ 0. În acest caz, putem ı̂nt,elege

mai bine operatorul de căldură e−t∆1/2
pe un anumit spat, iu blow-up omogen (̂ın loc de

parabolic) obt, inut prin blow-upul standard al lui {0} ×Diag ı̂n [0,∞)×M ×M .

Theorem 1.8. Dacă n este par, atunci nucleul Schwartz ht al operatorului e−t∆1/2

apart,ine ρ−nω0 ·C∞(Mheat). Dacă n este impar, atunci ht ∈ ρ−nω0 ·C∞(Mheat)+ρ log ρ ·
ω0 · C∞(Mheat).

13
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