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(H3.1) Fie poliedrul P = {z € R* | z; > 0,25 > 0,27 + x5 < 1}. Scrieti fetele, fatetele,
fetele minimale si varfurile lui P.

Proof. P este solutia urmatorului sistem de inegalitati: —zy < 0, —x9 < 0,27 + 25 < 1, i.€.

Conform Teoremei 1.7.5, avem ca orice fata nevida a lui P este de forma
F={xeP|Ax=>0r}, unde I C {1,2,3}.

Prin urmare, fetele lui P sunt Fy = P si

I={1} = F={acP|-2=0}={0,2)"|]0< 2, <1}

I={2} = FB={@cP|-2=0={x,07]0<2 <1}

I={3} = B={xcPlo+r=1}={x,1-2)"|0<2 <1}
I={1,2} = Fy={x€P|—2,=0—2,=0}={(0,07"}
I={1,3} = Fag={z€P|-1=0,2+1,=1}={(0,1)"}
I1=1{2,3} = Fs={r€P|-1,=0,21+x,=1}={(1,0)"}
I={1,2,3} = Flaos={z€P|—-2,=0—23=0,21 +20 =0} =0.

Rezulta ca fatetele lui P sunt Fi, Fy, F3, fetele minimale ale lui P sunt F}o, Fi3, Fh3 si
varfurile sunt (0,0)7, (0,1)7, (1,0)7. O

(H3.2) Demonstrati urmatoarele:



(i) Orice fata proprie a lui P este continuta intr-o fateta a lui P.

(ii) Orice fata proprie a lui P este intersectie de fatete ale lui P.
Proof. Fie F o fata proprie a lui P. Atunci, conform Lemei 1.8.3.(iii), exista ) = [ C I"
astfel incat F' = {x € P | Ajx = b;}. Deoarece I # (), putem presupune fara a restrange

generalitatea ca sistemul ATz < bt este minimal, deci nu are inegalitati redundante.

(i) Pentru orice i € I, Fyy := {x € P | a;x = b;} este fateta a lui P, conform Teoremei
1.8.5. Este evident ca F' C Fy;.

(ii) Este evident faptul ca F' = ("),.; F;y, deci F este intersectie de fatete.

(H3.3) Demonstrati ca orice politop este marginit.

Proof. Fie P = conv(x',... z%) si M := max{|z'|,...,||z*||}. Fie x € P un punct arbitrar

al poliedrului. Atunci z = Z Nzt unde A, ..., Am € R, \; > 0 pentru orice s = 1,...,m si
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Astfel, ||z|| < M pentru orice z € P, deci P este marginit. O

(H3.4) Fie P = {x € R" | Ax < b}, unde A € R™" 5i b € R™. Demonstrati ca daca
rang(A) < n, atunci P nu are varfuri.

Proof. Observam mai intai ca rang(A) < min{m,n} < n. Presupunem ca P are un varf

v. Atunci, conform Observatiei 1.5.3, exista J C {1,...,m} astfel incat rank(A;) = n si
{v} ={z € R" | Ayz = b;}. Deoarece A; este o submatrice a lui A, rezulta ca trebuie sa
avem rang(A) = n. O

(H3.5) Demonstrati ca orice poliedru nevid are un punct interior (”inner point”).



Proof. Daca I™ = (), rezultatul este evident. Presupunem ca I™ # (). Atunci, conform
definitiei, pentru orice i € I existda un 2° € P astfel incat a;z° < b;. Definim

Deoarece 2° este combinatie convexd de puncte z° € P,i € I* si P este convex, rezulta ca
2% € P i, prin urmare, A=2% = b=. Pentru orice j € I, avem
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ajxo — ﬁ Z ajx = ﬁ Z ajx + aj.Tj < bj7
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deoarece a2/ < b; si a;ja’ < b; pentrui € I7,i # j. Deci, 2° este punct interior al lui P. [



