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Tema 3

(H3.1) Fie poliedrul P = {x 2 R2 | x1 � 0, x2 � 0, x1 + x2  1}. Scrieţi feţele, faţetele,
feţele minimale şi vârfurile lui P .

Proof. P este soluţia următorului sistem de inegalităţi: �x1  0,�x2  0, x1 + x2  1, i.e.
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Conform Teoremei 1.7.5, avem că orice faţă nevidă a lui P este de forma

F = {x 2 P | A
I

x = b
I

}, unde I ✓ {1, 2, 3}.

Prin urmare, feţele lui P sunt F0 = P şi

I = {1} ) F1 = {x 2 P | �x1 = 0} = {(0, x2)
T | 0  x2  1}

I = {2} ) F2 = {x 2 P | �x2 = 0} = {(x1, 0)
T | 0  x1  1}

I = {3} ) F3 = {x 2 P | x1 + x2 = 1} = {(x1, 1� x1)
T | 0  x1  1}

I = {1, 2} ) F1,2 = {x 2 P | �x1 = 0,�x2 = 0} = {(0, 0)T}
I = {1, 3} ) F1,3 = {x 2 P | �x1 = 0, x1 + x2 = 1} = {(0, 1)T}
I = {2, 3} ) F2,3 = {x 2 P | �x2 = 0, x1 + x2 = 1} = {(1, 0)T}

I = {1, 2, 3} ) F1,2,3 = {x 2 P | �x1 = 0,�x2 = 0, x1 + x2 = 0} = ;.

Rezultă că faţetele lui P sunt F1, F2, F3, feţele minimale ale lui P sunt F1,2, F1,3, F2,3 şi
vârfurile sunt (0, 0)T , (0, 1)T , (1, 0)T .

(H3.2) Demonstraţi următoarele:



(i) Orice faţă proprie a lui P este conţinută ı̂ntr-o faţetă a lui P .

(ii) Orice faţă proprie a lui P este intersecţie de faţete ale lui P .

Proof. Fie F o faţă proprie a lui P . Atunci, conform Lemei 1.8.3.(iii), există ; 6= I ✓ I+

astfel ı̂ncât F = {x 2 P | A
I

x = b
I

}. Deoarece I+ 6= ;, putem presupune fără a restrânge
generalitatea că sistemul A+x  b+ este minimal, deci nu are inegalităţi redundante.

(i) Pentru orice i 2 I, F{i} := {x 2 P | a
i

x = b
i

} este faţetă a lui P , conform Teoremei
1.8.5. Este evident că F ✓ F{i}.

(ii) Este evident faptul că F =
T

i2I F{i}, deci F este intersecţie de faţete.

(H3.3) Demonstraţi că orice politop este mărginit.

Proof. Fie P = conv(x1, . . . , xk) şi M := max{kx1k, . . . , kxkk}. Fie x 2 P un punct arbitrar

al poliedrului. Atunci x =
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Astfel, kxk  M pentru orice x 2 P , deci P este mărginit.

(H3.4) Fie P = {x 2 Rn | Ax  b}, unde A 2 Rm⇥n şi b 2 Rm. Demonstraţi că dacă
rang(A) < n, atunci P nu are vârfuri.

Proof. Observăm mai ı̂ntâi că rang(A)  min{m,n}  n. Presupunem că P are un vârf
v. Atunci, conform Observaţiei 1.5.3, există J ✓ {1, . . . ,m} astfel ı̂ncât rank(A

J

) = n şi
{v} = {x 2 Rn | A

J

x = b
J

}. Deoarece A
J

este o submatrice a lui A, rezultă că trebuie să
avem rang(A) = n.

(H3.5) Demonstraţi că orice poliedru nevid are un punct interior (”inner point”).



Proof. Dacă I+ = ;, rezultatul este evident. Presupunem că I+ 6= ;. Atunci, conform
definiţiei, pentru orice i 2 I+ există un xi 2 P astfel ı̂ncât a

i

xi < b
i

. Definim

x0 =
1

|I+|
X

i2I+
xi =

X

i2I+

1

|I+|x
i.

Deoarece x0 este combinaţie convexă de puncte xi 2 P, i 2 I+ şi P este convex, rezultă că
x0 2 P şi, prin urmare, A=x0 = b=. Pentru orice j 2 I+, avem
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A < b
j

,

deoarece a
j

xj < b
j

şi a
j

xi  b
j

pentru i 2 I+, i 6= j. Deci, x0 este punct interior al lui P .


