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Aceasta aniversare a descoperirii spatiilor neolonome de catre Gheorghe Vranceanu
[12] (1926), [13] (1928), este o buna ocazie pentru a descrie unele aparitii surprinzatoare,
dar naturale, ale acestor spatii in patru domenii matematice: operatori diferentiali
hipoeliptici, geometria sub-riemanniana, teoria grupurilor Carnot si teoria geometrica
a grupurilor discrete. Cum de apar spatiile neolonome in astfel de domenii variate?
Cheia necesara pentru a intelege este data de geometria distantei.

Vranceanu are contributii importante in mai multe domenii ale matematicii, nu
doar teoria spatiilor neolonome. De exemplu, in lucrarea [14] (1950), urmata de o serie
de alte articole, s-a ocupat de grupuri Lie de rang zero, numite si grupuri filiforme, o
clasa particulara de grupuri Carnot. In [15], [16] (1962-1963) si alte lucrari a studiat
scufundéri ale unui grup discret In grupuri lineare. Pot doar sa presupun ci intuitia sa
puternica l-a ghidat spre domenii care dupa un timp s-au dovedit a fi legate cu spatiile
neolonome.

Gh. Vranceanu a fost condus catre descoperirea spatiilor neolonome de anume
preocupari, din fizica teoretica si din geometria diferentiala, care erau de mare ac-
tualitate in epocad. Spatiile neolonome in mecanica clasicd apar In cinematica sis-
temelor dinamice cu legaturi liniare. O sursa initial mai mai putin mentionata, dar
in prezent reconsiderata, se gaseste in lucrarile privind termodinamica ale lui Gibbs si
Carathéodory. Un spatiu neolonom poate fi inzestrat cu o distanta numita distanta
Carnot-Carathéodory, in acelasi fel in care o varietate diferentiald poate fi dotatd cu
o distanta riemanniana. Astfel, in geometria spatiilor metrice spatiile neolonome sunt
cunoscute drept spatii Carnot-Carathéodory. Aceasta din urma terminologie s-a impus
in subiectele matematice pe care le voi evoca mai jos.

Geometria sub-riemanniana studiaza spatiile neolonome dotate cu distante Carnot-
Carathéodory. Pentru a intelege ugor natura acestor distante, sa ne inchipuim ca sun-
tem In cabina unui camion cu remorca. Dorim sa parcam camionul si remorca sa paralel



cu trotuarul. Este evident ca desi distanta pana la trotuar este, sa zicem, de 2 metri,
avem nevoie sa parcurgem o distanta mult mai mare pentru a parca, datorita diverselor
manevre necesare. Distanta aceasta este o distanta Carnot-Carathéodory. Intr-adevar,
sistemul mecanic format din camion si remorca sa este descris de un spatiu neolonom, in
care se tine cont de diversele legaturi (sau constrangeri) la care e supus sistemul. Ideal,
un bun gofer va parca urméand o geodezica (drum de lungime minima) in acest spatiu
neolonom, iar distanta necesara pentru a parca reprezinta lungimea acestei geodezice.
Imaginatia matematicianului vede aici un spatiu neolonom ale carui puncte reprezinta
configuratii (pozitii) posibile ale camionului-remorca, si in care distantele se masoara
de-a lungul geodezicelor. Cum arata aceste spatii ascunse ochiului? In anii '20, dupa
contributiile lui Cartan, Levi-Civita gi Weyl la teoria conexiunilor, Vranceanu da o
descriere a acestor spatii in termeni de geometrie diferentiala.

Mult mai tarziu, in 1967, Héormander [7] face o contributie fundamentala in dome-
niul ecuatiilor cu derivate partiale, in care studiaza operatorii hipoeliptici (acestia sunt
pentru un spatiu neolonom ceea ce un operator eliptic, de exemplu operatorul lapla-
cian, este pentru un spatiu riemannian). Aceasta contributie a lui Hérmander este o
dezvoltare a muncii pentru care primeste medalia Fields in 1962.

In 1981 M. Gromov [5] demonstreaza o teoremé reciproca a alternativei lui Tits.
Sa consideram un grup (discret) G generat de un numar finit de elemente. Daca acest
grup poate fi scufundat Intr-un grup de transforméri liniare ale unui spatiu vectorial
finit dimensional, atunci cresterea sa este polinomiala sau exponentiala (aceasta este
alternativa lui Tits). Cresterea unui grup discret este o estimare a functiei care asociaza
unui numar natural n (suficient de mare) numarul de elemente ale grupului ce pot
fi obtinute ca produse de cel mult n generatori. Desi functia crestere depinde de
alegerea generatorilor grupului, comportamentul siu atunci cand n tinde la infinit
este independent de alegerea generatorilor. Alternativa lui Tits ne spune cd pentru
subgrupuri discrete (si finit generate) ale grupurilor liniare numarul de elemente ale
grupului ce pot fi scrise ca produse de cel mult n generatori se comporta (pentru n
mare) ca un polinom in 7 sau ca o exponentiala in n. In particular, daca grupul discret
G este virtual nilpotent atunci cregterea sa este polinomiala. Gromov demonstreaza ca
daca grupul G are o crestere polinomiala atunci el este virtual nilpotent (adica modulo
un grup finit el poate fi scufundat intr-un grup de matrici superior triunghiulare).

Pentru a demonstra aceasta teorema remarcabild Gromov face apel la spatiile ne-
olonome! S& atagsam grupului G o distanta: doud elemente diferite x,y din G sunt
la distanta m (numar natural nenul) daca putem scrie y = uz cu u element al lui G
care poate fi scris numai ca un produs de cel putin m generatori ai lui G. Grupul
G devine astfel un spatiu metric, cu distanta notatd cu d. Gromov arata ca putem
privi de departe acest spatiu metric, in felul urméator: sa notam cu B(n) multimea
elementelor lui G care pot fi exprimate ca produs de cel mult n generatori. Pentru
orice numar natural nenul n avem spatiul metric B(n) cu distanta d/n. Acest spatiu
metric este de diametru cel mult 2 (pentru ca am impartit distanta d la n). Pentru n
din ce in ce mai mare B(n) are din ce in ce mai multe elemente, iar elementele sale
sunt din ce in ce mai apropiate. Obtinem astfel un gir de spatii metrice care tinde (in



sensul introdus de Gromov) spre un spatiu metric care nu mai e discret, ci continuu,
mai precis este un spatiu neolonom de un tip special, numit grup Carnot (din nou
o referire la terminologia imprumutata in termodinamica). Aceasta se intampla in
ipoteza cresterii polinomiale a lui G. Gromov arata ca acest spatiu asimptotic este un
spatiu Carnot-Carathéodory asociat unui grup nilpotent graduat, de unde deduce ca
G este virtual nilpotent.

Grupurile Carnot, numite si grupuri omogene, vezi Folland, Stein [4], sunt obiecte
de interes in domenii ale analizei matematice si ale ecuatiilor cu derivate partiale,
legate de operatorii diferentiali hipoeliptici ai lui Hormander. O clasa interesanta a lor
este formata de grupurile filiforme, introduse si studiate de Vranceanu in [14].

Aceste grupuri apar din nou in studiul spatiilor neolonome o datd cu lucrarea lui
Mitchell [10] din 1985. Acesta demonstreaza ca spatiul tangent (in sens metric) la un
spatiu neolonom (regulat) este un grup Carnot, folosind un rationament asemanator
cu cel precedent. In loc s& mergem spre infinitul mare, vom merge spre infinitezimal.
Sa privim vecinatatea unui punct z dintr-un spatiu neolonom M din ce in ce mai de
aproape. Pentru fiecare numar natural nenul n vom considera spatiul metric B(n)
al punctelor y aflate la distanta cel mult 1/n de punctul z, cu distanta nd. Pentru
fiecare n spatiul metric B(n) are diametrul cel mult 2, pentru ca am inmultit distanta
Carnot-Carathéodory initiala d cu n. Pentru n din ce in ce mai mare, multimea B(n)
este din ce in ce mai mica, iar distantele dintre punctele din ce in ce mai apropiate de
x devin din ce in ce mai mari, tinzand spre o distanta finita. La limita obtinem spatiul
tangent in punctul x la varietatea neolonoma M. Mitchell demonstreaza ca acesta este
un grup Carnot (adica la randul sau un spatiu neolonom).

Geometria metrica a spatiilor neolonome este studiata in continuare de Belldiche
[1] si Gromov [6] (1996). Acestia furnizeaza o descriere a spatiilor neolonome intrinseca
din punctul de vedere al geometriei distantei. Intr-un astfel de spatiu notiunile intrin-
seci de: infinitezimal, derivare, fibrat tangent, sunt altele decat cele uzuale pentru o
varietate diferentiala. Intram aici intr-un domeniu fierbinte al matematicii actuale,
cel al analizei matematice pe spatii metrice generale. Spatiile neolonome furnizeaza
o clasa foarte interesanta de exemple pe care teoria generala este aplicata si noi idei
sunt testate. Domeniul este in dezvoltare, dupa cum arata contributii recente ale unor
mari matematicieni: Cheeger [3] (1999), Margulis, Mostow [8] (1995) (si raspunsul [9]
la o critica a lui Deligne).

O parte a interesului pentru spatiile neolonome privite din punctul de vedere al
geometriei distantei vine ca urmare a articolului lui Pansu [11] (1989), in care acesta
da o noua demonstratie a teoremei de super-rigiditate a lui Margulis (medalie Fields
in 1978), privind scufundarea grupurilor discrete in anume grupuri continue (grupuri
Lie). O scufundare quasi-izometricd unui grup discret intr-un alt spatiu metric (de
exemplu un grup continuu cu o distanta invarianta la stanga) este o scufundare fara
a modifica distanta pe grupul discret prea mult: si notam cu d distanta pe grupul
discret in raport cu un sistem de generatori, cu d’ distanta pe spatiul metric tinta si cu
f functia care face scufundarea. Functia f este o quasi-izometrie daca exista constante



A, B pozitive astfel incat pentru orice x,y din grupul discret avem

Exista Intotdeuna o astfel de scufundare? Cum numéarul B poate fi arbitrar de mare,
este vorba de o proprietate metrica la scara mare. Margulis demonstreaza pe o cale
foarte lunga faptul ca doar in cazuri foarte particulare o astfel de scufundare exista,
de unde numele de super-rigiditate: chiar dacd avem voie sa deformam arbitrar de
mult (dar in limitele impuse de existenta constantelor A, B) grupul discret ca sa il
scufundam in grupul continuu, asta este posibil doar daca cele doua grupuri sunt
apropiate in anume sens.

Pansu demonstreaza ca daca privim de foarte departe scufundarea f, in stilul lui
Gromov, aceasta devine o aplicatie Lipschitz (aproape ca gi cum B = 0) intre un
grup Carnot (spatiu neolonom) si un spatiu riemannian. Apoi demonstreaza ci o
teorema clasica de analiza (teorema lui Rademacher: orice aplicatie Lipschitz este
derivabila aproape peste tot) este adevarata pentru situatia data, intr-un sens general-
izat, folosind o notiune de derivare intrinseca spatiilor neolonome. In concluzie exista
macar un punct (din spatiul metric asimptotic la grupul discret) in care scufundarea
este derivabila si derivata sa este o aplicatie liniara (morfism de grupuri). Existenta
acestor aplicatii liniare este o problema algebrica usor de transat, ceea ce ne conduce
la rezultatul de rigiditate al lui Margulis!

De aici, unde sa mergem mai departe In studiul spatiilor neolonome? Domeniul
este vast, posibilitatile de extindere sunt mari. Imi permit in continuare sa sugerez o
directie personala. Spatiile neolonome ale lui Vranceanu sunt prezente, dupa cum s-a
vazut, In multe subiecte matematice legate de proprietitile infinitezimale si asimpto-
tice (la infinit) ale spatiilor metrice. Aici geometria si analiza matematica se intalnesc.
Spatiile neolonome ne obignuiesc cu noi notiuni de infinitezimal §i ne indeamna sa
reconsideram rezultate matematice clasice dintr-o noua perspectiva. Vranceanu a
introdus spatiile neolonome ca o constructie din domeniul geometriei, subdomeniul
geometriei diferentiale, adica folosind concepte clasice de analizd matematica drept
fundament. Ori, rezultate recente ne arata ca aceste spatii sunt, din punctul de vedere
intrinsec al geometriei distantei, altfel decat orice am vazut pana acum. In loc de spatii
vectoriale gasim grupuri Carnot (un fel de spatii vectoriale necomutative), iar in loc de
varietati diferentiabile gasim spatii neolonome. Poate ci este momentul sa descoperim
spatiile neolonome ca exemple de spatii pe care traieste o altd analiza matematica
decat cea uzuald (cum e sugerat in [2]). Astfel, daca facem o paralela cu aparitia
spatiilor ne-euclidiene acum mai mult de un secol, poate vom putea afirma candva ca
primele exemple de spatii cu analiza ne-euclidiana (adica la orice scara altfel decat un
spatiu euclidian) apartin geometrului roman Gheorghe Vranceanu.
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