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Milieux avec interfaces et diffusion
Les phénomènes de diffusion dans des milieux avec des interfaces
sont ubiquitaires :
• roches de perméabilités différentes
• population d’insectes dans des habitats différents
• eau dans des cellule (dIRM, ...)
• plancton à proximité d’estuaires (eau salée/eau douce)
• super-nova
• dynamique moléculaire
• génétique
• ....
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Pourquoi est-ce difficile numériquement?
Une approche naturelle est de régulariser les coefficients le long de
l’interface.

Cela induit des discontinuités numériques.

Pour mettre en place desméthodes deMonte Carlo, il est important
de bien comprendre
• la dynamique des particules (stochastique)
• le modèle physique (répartition des masses) décrit au niveau
macroscopique par une EDP

et donc les liens entre lesmodèles probabilistes et lesmodèles EDP.
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Un faux paradoxe
Heuristiquement, discontinuité ≡ barrière perméable : « La parti-
cule va d’un côté avec une certaine probabilité »
Mais où replacer la particule?

𝒜 =
1

2
∇(𝐷∇·)

Fait no 1

P∙[atteindre ∙ avant ∙] =
𝐷+

𝐷+ +𝐷−0

Fait no 2

P∙[particule ∈ R+ au temps 𝑡] =

√︀
𝐷+√︀

𝐷+ +
√︀
𝐷−
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Les dynamiques spatiales et temporelles doivent
être prises en compte pour définir un pas.
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Les diffusions biaisées (dim. 𝑑 = 1)
• 𝜎 > 0 bornée, à variation bornée
• 𝑏 bornés, mesurable
• 𝜇( d𝑥) =

∑︀
𝑖 𝜅𝑖𝛿𝑥𝑖 ( d𝑥),−1 6 𝜅𝑖 6 1.

Une diffusion biaisée est la solution de l’EDS
d𝑋𝑡 = 𝜎(𝑋𝑡) d𝐵𝑡 + 𝑏(𝑋𝑡) d𝑡 +

∑︁
𝑖

𝜅𝑖𝐿
𝑥𝑖
𝑡 (𝑋),

• 𝐵 mouvement brownien
• 𝐿𝑎𝑡 (𝑋) temps local (symétrique) de 𝑋 en 𝑎.

Une solution forte existe et est unique [Le Gall].

Cas particulier : le Mouvement Brownien biaisé (Skew Brownianmo-
tion, SBM [Itô & McKean, Harrison & Sheep, Walsh, ...])

d𝑋𝑡 = d𝐵𝑡 + 𝜅𝐿
0
𝑡 (𝑋).
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Le temps local
Le temps local d’un processus𝑋 « représente » le temps passé en 0
(le temps réel passé en 0 est nul) par la particule :

𝐿𝑡(𝑋) = lim
𝜖→0

1

2𝜖

∫︁ 𝑡

0

1𝑋𝑠∈[−𝜖,𝜖] d⟨𝑋⟩𝑠 (◇)

où ⟨𝑋⟩ est le crochet de 𝑋. On a
• 𝐿(𝑋) continu, croissant,
• 𝐿(𝑋) constant presque partout,
• 𝐿(𝑋) ne croît que lorsque 𝑋 est en 0.
Ces propriétés viennent du caractère irrégulier du chemin des pro-
cessus stochastiques.

0
Lt

t
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Le mouvement brownien biaisé
𝑋𝑡 = 𝑥 +𝑊𝑡 +𝛽𝐿𝑡(𝑋) est un mouvement brownien biaisé (SBM)
𝛽 ∈ (−1, 1).

SBM = limite d’une marche aléatoire biasée
𝛽+1
2

1−𝛽
2

0 1
𝑛

−1
𝑛

1
2

1
2

1
2

1
2

Le temps moyen pour atteindre l’un des deux points voisins est
1/
√
𝑛.

En dehors de 0, ce processus se comporte comme un mouvement
brownien. Le temps local n’a d’effet qu’en 0.

Des schémas numériques peuvent être construits à
partir du SBM.
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Le mouvement brownien biaisé
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Générateur infinitésimal d’une diffusion biaisée
Le générateur infinitésimal d’une diffusion biaisée est de la forme

ℒ =
𝜌

2
∇(𝑎∇·) + 𝑏∇

où
• 𝜌 et 𝛼 sont 𝒞1 par morceaux avec des discontinuités aux points
𝑥𝑖 .

• 𝑏 est mesurable et bornée
L’EDS associée est

d𝑋𝑡 =
√
𝜌𝑎(𝑋𝑡) d𝐵𝑡 + 𝑏(𝑋𝑡) d𝑡 +

∑︁
𝑖

𝜅𝑖 d𝐿
𝑥𝑖
𝑡 (𝑋)

𝜅𝑖 =

√︀
𝑎(𝑥𝑖+)𝜌(𝑥𝑖+)−

√︀
𝑎(𝑥𝑖−)𝜌(𝑥𝑖−)√︀

𝑎(𝑥𝑖+)𝜌(𝑥𝑖+) +
√︀
𝑎(𝑥𝑖−)𝜌(𝑥𝑖−)

.
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Le domaine du générateur
Les fonctions du domaine de ℒ vérifie aux points de discontinuités

𝑎(𝑥𝑖+)∇𝑓 (𝑥𝑖+) = 𝑎(𝑥𝑖−)∇𝑓 (𝑥𝑖−) et 𝑓 (𝑥𝑖−) = 𝑓 (𝑥𝑖+).

𝑎 et 𝜌 peuvent être discontinues au même endroit.
En appliquant la formule d’Itô-Tanaka avecΦ(𝑥) =

∫︀ 𝑥
1
√︀
𝜌(𝑦)𝑎(𝑦) d𝑦 .

Lorsque 𝑎, 𝜌 sont constants sur R+ et R−,

𝑌 = Φ(𝑋) est sol. de d𝑌𝑡 = 𝐵𝑡 + 𝛽𝐿0𝑡 (𝑋)

𝛽 =

√︁
𝑎(0+)
𝜌(0+)

−
√︁
𝑎(0−)
𝜌(0−)√︁

𝑎(0+)
𝜌(0+)

+
√︁
𝑎(0−)
𝜌(0−)

.

Le paradoxe n’en n’est pas un...
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Densité et formule de Green
Principes de réflection+ P[excursion> 0] = (1 + 𝛽)/2

𝑝𝛽(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝛾(𝑡, 𝑥 − 𝑦) + sgn(𝑦)𝛽𝛾(𝑡, |𝑥 |+ |𝑦 |).
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• Pour la densité d’une diffusion biaisée avec 𝑏 = 0, on se ramène
au SBM par Itô-Tanaka (changement spatial).

• Dans le cas de plusieurs discontinuités, on peut « localiser » en
utilisant un pas de temps assez petit.

12



Schéma à pas constant pour le SBM
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Schéma à pas exponential
Avec un terme de dérive, la densité 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) s’exprime difficile-
ment.
La fonction de Green 𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) résout

(𝜆− ℒ)𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) = 𝛿𝑥(𝑦).

C’est la transformée de Laplace de la densité :

𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) =

∫︁ +∞

0

exp(−𝜆𝑡)𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) d𝑡.

Ainsi, ∫︁
R
𝜆𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) d𝑦 = 1 et 𝛾(𝜆, 𝑥, 𝑦) > 0.

Nous utilisons 𝑦 ↦→ 𝜆𝛾(𝜆, 𝑥, 𝑦) comme densité de la variable
aléatoire 𝑋𝜉 avec 𝜉 ∼ ℰ(𝜆).
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Schéma à pas exponential II
• Pour un pas de temps Δ𝑡 = 𝑇/𝑛, on pose 𝜆 = Δ𝑡−1.
• On simule récursivement

𝑋𝑘+1 ∼ 𝜆𝑔(𝜆,𝑋𝑘 , ·).
• On retourne(︀

(0, 𝑋0), (Δ𝑡, 𝑋1), . . . , (𝑛Δ𝑡, 𝑋𝑛Δ𝑡)
)︀

≈ ((0, 𝑋0), (Δ𝑡, 𝑋1), . . . , (𝑛Δ𝑡, 𝑋𝑛Δ𝑡)).
Ici, 𝑋𝑘 = 𝑋𝜁𝑘 à des temps inconnus 𝜁𝑘 d’un Poisson.
Si Δ𝑡 est petit, alors 𝜁𝑘 est proche de 𝑘Δ𝑡 et donc 𝑋𝑘 ≈ 𝑋𝑘Δ𝑡 .

Cet algorithme s’applique dès que l’on connaît 𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦).
Dans le cas du Brownien [Jansons & Lythe],

𝛾(𝜆, 𝑥, 𝑦) ∝ exp(−
√
2𝜆|𝑦 − 𝑥 |)

et donc 𝑋𝑘+1 = 𝑋𝑘 + 𝜎𝑘𝜉𝑘 avec 𝜉𝑘 = ℰ(
√
2𝜆) et P[𝜎𝑘 = 1] =

P[𝜎𝑘 = −1] = 1/2.
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Calcul de la fonction de Green

ℒ =
𝜌

2
∇(𝑎∇·) + 𝑏∇ · avec 𝑎, 𝑏, 𝜌 constants sur R+ et R−.

(𝜆− ℒ)𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) = 𝛿𝑥(𝑦), 𝑦 ∈ R.

Avec Itô-Tanaka, on peut supposer que 𝑎 = 𝜌 = 1 en changeant la
condition de flux en 0 et 𝑏 = 𝛾+1𝑥>0 + 𝛾−1𝑥<0.
Sauf en 0 et 𝑥 , 𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) est combinaison linéaire de

𝜓±(𝑦) = exp

(︂(︂
−𝛾± +

√︁
𝛾2± + 2𝜆𝑦

)︂)︂
,

𝜑±(𝑦) = exp

(︂(︂
−𝛾± −

√︁
𝛾2± + 2𝜆𝑦

)︂)︂
.

0

(1 + 𝛽)∇𝑔(𝜆, 𝑥, 0+) = (1− 𝛽)∇𝑔(𝜆, 𝑥, 0−) 𝑥

∇𝑔(𝜆, 𝑥, 0+)−∇𝑔(𝜆, 𝑥, 0−) = 2
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Calcul de la fonction de Green
Avec les conditions au bord, si 𝑥 > 0,

𝑔(𝜆, 𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐1𝜓−(𝑦)𝜑+(𝑥) if 𝑦 < 0,

𝑐2𝜑+(𝑥)𝜑+(𝑦) + 𝑐3𝜑+(𝑦)𝜓+(𝑥) if 0 < 𝑦 < 𝑥,

𝑐2𝜑+(𝑥)𝜑+(𝑦) + 𝑐3𝜑+(𝑥)𝜓+(𝑦) if 𝑥 < 𝑦.

Les coefficients 𝑐1, 𝑐2 et 𝑐3 s’obtiennent par résolution d’un sys-
tème linéaire.

0 𝑥

Une variable aléatoire de loi 𝜆𝑔(𝜆, 𝑥, ·) est facile à simuler.
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Exemples numériques
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Exemples numériques

−2 0 2 4 6
Smarts

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

Pr
ob
ab
ili
ty

𝛽 = 0.5, 𝑥 = 0, 𝑇 = 1, Δ𝑡 = 1/500, 𝛾+ = 𝛾− = 2

19



Exemples numériques

−4 −2 0 2 4 6 8 10
Smarts

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

Pr
ob
ab
ili
ty

𝛽 = 0.25, 𝑥 = 0, 𝑇 = 1, Δ𝑡 = 1/500, 𝛾+ = 4.5, 𝛾− = −1

20



Exemples numériques
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Conclusion
• Le cas 1d est assez bien compris.
• Ces approches peuvent se combiner avec desmilieux avec plusieurs
discontinuités, conditions au bord, ...

• Nous avons besoin de calcul stochastique et d’analyse des EDP.
• Des algorithmes peuvent être développés dans certains cas 𝑑 > 1
mais cela reste largement ouvert.
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