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Milieux avec interfaces et diffusion

Les phénomeénes de diffusion dans des milieux avec des interfaces
sont ubiquitaires :

« roches de permeéabilités differentes

« population d’'insectes dans des habitats difféerents

« eau dans des cellule (dIRM, ...)

- plancton a proximité d'estuaires (eau salée/eau douce)

« super-nova

« dynamique moléculaire

e génétique



Pourquoi est-ce difficile numériqguement?
Une approche naturelle est de régulariser les coefficients le long de
'interface.

Cela induit des discontinuités numeériques.

Pour mettre en place des méthodes de Monte Carlo, il est important
de bien comprendre
+ la dynamique des particules (stochastique)
 le modeéle physique (répartition des masses) décrit au niveau
macroscopique par une EDP
et donc les liens entre les modeles probabilistes et les modéles EDP.



Un faux paradoxe
Heuristiquement, discontinuité = barriere perméable : « La parti-
cule va d’un coté avec une certaine probabilité »
Mais ou replacer la particule?

A = %V(DV-)

Fait n°1

D
: P.[atteindre e avant o] = b. ++D_

v Dy
D, ++/D_

Fait n°2

P.[particule € R, au temps t] =



Un faux paradoxe
Heuristiquement, discontinuité = barriere perméable : « La parti-
cule va d’un coté avec une certaine probabilité »
Mais ou replacer la particule?

A= %V(DV-)

Fait n°1

D
. P.[atteindre e avant o] = D. —|—+D_

v Dy
/Dy ++/D_

Les dynamiques spatiales et temporelles doivent
e | @tre prises en compte pour définir un pas.
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Les diffusions biaisées (dim. d = 1)
o > 0 bornée, a variation bornée
b bornés, mesurable
u(dx) => . Kidx(dx), -1 < k; < 1.
Une diffusion biaisée est la solution de I'EDS
dX; = 0(X:)dBe + b(X:) dt + Y k¥ (X),

B mouvement brownien
L2(X) temps local (symétrique) de X en a.

Une solution forte existe et est unique [Le Galll.

Cas particulier: le Mouvement Brownien biaisé (Skew Brownian mo-
tion, SBM [It6 & McKean, Harrison & Sheep, Walsh, ...])
dX; = dB; + /{L?(X).



Le temps local
Le temps local d’un processus X « représente » le temps passé en 0
(le temps réel passé en O est nul) par la particule :

1t
L:(X)=lim P Ix.e[—e.q d(X)s (©)

ol (X) est le crochet de X.0On a

- L(X) continu, croissant,

« L(X) constant presque partout,

« L(X) ne croit que lorsque X est en 0.

Ces propriétés viennent du caractére irrégulier du chemin des pro-

cessus stochastiques.
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Le mouvement brownien biaisé
Xi = x+W;+BL:(X) estun mouvement brownien biaisé (SBM)
Be(—1,1).

SBM = limite d'une marche aléatoire biasée

1 1 1— ﬁ ,3-1-1 1 1

/\/\\/\/—\/—\/—\

O

S~ @

—_1
n

Le temps moyen pour atteindre l'un des deux points voisins est

1/y/n.
En dehors de O, ce processus se comporte comme un mouvement
brownien. Le temps local n'a d’effet qu’en O.

Des schémas numeériques peuvent etre construits a
partir du SBM.




Le mouvement brownien biaisé

—B3=0
— B ="T7/10
— B8 =—"/10

Chemins du SBM



Géenérateur infinitésimal d’'une diffusion biaisée
Le générateur infinitésimal d'une diffusion biaisée est de la forme

L= gV(aV-) + bV

ou

« petasont C! par morceaux avec des discontinuités aux points
Xi.

« b est mesurable et bornée

L'EDS associéee est

dX; = \/pa(X) dBy + b(X:) dt + Y ki dLY(X)

_ Valxi+)p(xi+) — \/3(X/—)p(X/—)_
Valxi+)p(x+) + v/ alxi—)p(xi—)

]



Le domaine du générateur
Les fonctions du domaine de L vérifie aux points de discontinuités

a(xi+H)VF(x+) = a(x;i—)VFf(xi—) et f(xi—) = f(x+).

a et p peuvent étre discontinues au méme endroit.
En appliquant la formule d'1t6-Tanaka avec ®(x) = [~ 1+/p(y)a(y) dy.

Lorsque a, p sont constants sur R, etR_,

Y = ®(X) estsol.de dY; = B; + BLY(X)

a(0+) a(0—)
p(0+) p(0-)
b= a(O—I—)_|_ a(0—)
o(0+) p(0—)

Le paradoxe n'en n’est pas un...



Densité et formule de Green
Principes de réflection + P[excursion > 0] = (1 4+ 0)/2

pe(t. x,y) =(t, x —y)+sgn(y)By(t, x| + |y]).
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« Pour la densité d’'une diffusion biaisée avec b = 0, on se raméne
au SBM par Ito-Tanaka (changement spatial).

« Dans le cas de plusieurs discontinuités, on peut « localiser » en
utilisant un pas de temps assez petit.



Schéma a pas constant pour le SBM
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Schéma a pas exponential
Avec un terme de dérive, la densité p(t, x, y) s’exprime difficile-
ment.

La fonction de Green g(\, X, y) résout

(A=L)g(A x,y) = 0x(y).

C'est la transformée de Laplace de la densité :

+00
g(%,x,y)zf exp(—At)p(t, x,y)dt.
0
Ainsi,
/Ag(k,x,y) dy =lety(A x,y) > 0.
R

Nous utilisons y — A7y(A, x,y) comme densité de la variable
aléatoire X¢ avec & ~ E(N).



Schéma a pas exponential Il
« Pour un pas de temps At = T /n, on pose A = At~ 1.
e On simule récursivement
Xir1 ~ Ag(\, X, -).
* On retourne
((0, Xo), (At, X1), ..., (nAt, Xpat))

Ici, Xx = X¢, a des temps inconnus , d’un Poisson.
Si At est petit, alors (. est proche de kAt et donc X ~ Xya:.
Cet algorithme s’applique dés que l'on connait g( A, x, y).
Dans le cas du Brownien [Jansons & Lythe],
Y\, X, y) oc exp(—V2Xly — x])
et donc X1 = Xi + 0xé avec & = E(V2N) et Plo, = 1] =
Plo, =-1] =1/2.



Calcul de la fonction de Green

L = gV(aV-) + bV - avec a, b, p constants surR; et R_.
(A=L)g(A x,y) =dx(¥). y €R.

Avec It0-Tanaka, on peut supposer que a = p = 1 en changeant la
condition de fluxen O et b = v, 1,~0 + V- 1«<0.
Saufen O et x, g(A, x, y) est combinaison linéaire de

Yi(y) = exp((—’yi + \/'Yi + 2Ay>> ,
P+ (y) = exp((—wi — \/wi + 2>\y>>.

(1+B8)Vg(h x,0+) = (1 — B)Vg(A x,0—) X

@ @
O Vag(A x,04) — Vg(r x,0-) =2




Calcul de la fonction de Green
Avec les conditions au bord, si x > 0,

(- (y) o4 (X) if y <0,
gA X, y) =9 o ()P (y) + b (V)i (x) fO<y <x,
OO+ (X)P+ (V) + o (X)Y4(y) ifx<y.

Les coefficients ¢;, ¢ et ¢3 s'obtiennent par résolution d'un sys-
téme lineaire.
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Une variable aléatoire de loi Ag(X, X, ) est facile a simuler.



Exemples numériques

B=05x=0T=1At=1/500,v, =~ =—2



Exemples numériques

B=05x=0T=1At=1/500,v, =v_ =2



Exemples numériques

SSSSS

B=025x=0T=1,At=1/500,v7, =4.5,v. = —1



Exemples numériques

6 =035x=0T=1At=1/500,v, =5v_. =2



Conclusion

Le cas 1d est assez bien compris.

Ces approches peuvent se combiner avec des milieux avec plusieurs
discontinuités, conditions au bord, ...

Nous avons besoin de calcul stochastique et d’analyse des EDP.
Des algorithmes peuvent étre développés dans certainscas d > 1
mais cela reste largement ouvert.
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