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~SSD. (X,B) un pace mesurable séparable,
“w € X. On appelle SSD sur (X, B) :

®: R, x X — X, mesurable :

: = (S1)3p € [0, +00]?* temps de vie avec puit w.

(S)D(t,z) = Bt y), Vi>0=z =y



Schéma SSD Animé

Schéma SSD) /




Xo=X\{w}, Bo={A€cB AcC X} |
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et Vo € X, on note
T = {<I>(,:z), t €0, p(z)}.

—

= sl = x
S

r<oy&eycl,.



Vee Xp:z e D=
3e € (0, p(z)) : O(t,x) € D,Vt € [0,¢)].

V€ Xo,Vig€ [0,p(z)): ®lty,x) € D] =
[Fe>0:®,x) € D, Vit € (to—e,tot+e)N0, p(x))].




Sch. Ouvert FIn




Sch. Ouvert Naturel
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SG déterministe:

B { F(®(t,2)) site[0,pla))
0

si ¢ > pla),

Résolvante associée au SSD &:

— Hyp. ® est un S50 transient.
[Fonctions Excessives:

Eo=4{f>0,] (<s),7p — continue}.



Notation.
SI: {ACXOIAQFI GBO, VJ?EXQ}.
et * = {f > 0: Bf — mesurable surXp}.

Mesure de Lebesgue associée au SSD &:
3! mesure A sur Bj :

A(B) = M@ Y(B)),Yz € Xy, VB € By, BCT,,







Résolvante duale associée au SSD O

Es =1{f > 0,t0t. /" (<o), tot. continue & gauche}



Blumenthal et Getoor (1968), Dellacherie
et Meyer(1980), Boboc, Bucur et Cornea
(1981).




Hyp. Vue que toute fonction co-excessive finie
' g’annule, sur chaque 7¢-composante connexe en
~ dehors d’une o-réunion de trajectoires, on sup-

o 2|
-

~ pose que par tout point de Xp passe au plus une
| o-infinité de trajectoires maximales.

T5-Composantes Connexes. M = U, o[
En particulier M est un espace de Lusin et A
est ®-absorbant.




e

/ f Hygdh — f gPfAA S, g € F*.




u-transformation de Doob. M = Uen+] 5

une composante conn ty=S"1° L
e composante connexe et % = y %] ZXT,.

V feF*,

ulx)

{ Pt(uf)(x) Si = M

si z € Xo\M.

(P)t>0 SG sous-markovien en dualité avec H
par rapport a uA.




Processus Dual Droit. Xg = U,l",; est sup-

pose connexe. Alors Xy est semi-saturé par rap-
port a H (resp. P*). En particulier, 3 (¥;)s>0

~ un processus droit sur (X, Bp) ayant ' comme
~ SG de transition. Un tel processus (Y;);>0 est

— appelé processus dual associé a ®.



Schéma SSD Connexe




Schema.(Realisation Proc. Dual)




| ]?;obabilités P“-Invariantes
2 Xo = Unen+l',;, est supposé Td?—connexe .
- Alors une probabilité p sur (Xo, Bp) est P*

—

== invariante < 3 (au)n, o = 0, D oy, = 1 et
* (%) de points minimaux de Xo: gt = > ey,




Schema (Prob. Inv.)
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_ temps de début, D, == inf{t > 0: @

réduite, R* = inf{t € £(A) : t > s sur A}.




;:'héoréme de Hunt.
s(D(T'y,.)) < Rf‘, sur Xg

= s(®(T4,.) = RA sauf sur AN (A7), ot
" - - - ].




4 Subordination de systemes semi-dynamiques
(..& N.BelhajRhouma)

Dynkin, Meyer (1962), Blumenthal et
Getoor (1968): Processus de Markov.




Temps Terminal. T € [0, co|* est un temps |
d’arret si T’ est Bj-mesurable. ' —

g Si de plus, V £ > 0,
- T =t+T(9(,.)) sur [T > ¢,

on dira que 1’ est un temps terminal.

= Exemple. D4 (resp.T4) temps terminal,

M = {My;0 <t < oo} C [0,1]% est appelée

(FM) si:

(My) YVt > 0, M; est Bi-mesurable.

(M)

Ms+t = MtMs(q)(t, .)),Vt, S 2 0.



- Exemple. Vf € F*,
. = inf{t > 0: / f(®(s,.))ds = xo}.

~est un temps terminal sur X et

t
M; = xor(t) exp (— [ s, .>>ds>)
définit une F M.




Subordination. ® un SSD sur (X, B).
P = (P;)>0 est subordonné a H si

E R <EH, Vzxe X, Vi >0.

Théoreme de Meyer. H = (H;):>p et

P = (P,)s>p deux SG déterministes sur (X, B).
Alors IP est subordonné a H ssi 4 77 un temps
terminal par rapport a H : P, = x(o 7 Hs,
Vit>0.




SSD subordonné
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Hyp. P multiplicatif tq: V1 := / Pldt > 0
0

-

A —— . g T e,

Caract. SG Mult. Supposons que (X, B)

gest de Lusin, V1 < oo et que &p est minsta-

ble et sépare les points de X. De plus, Vx €
‘ X, 3 a, < B; tel que

— ;f.‘"i-» V1:T%® = {y: 1 <g y} —]ag, 3 isomorphisme.

Alors, P est déterministe continu a droite et

T .= V1 est un temps terminal par rapport
a [P,

Hmissi (1989): X LCD.
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5 Caracérisation des SSD produisant la méme

- relation d’ordre (..& N.BelhajRhouma)

Proc. of the Int. Conf. on Stochastic Analysis
- land Appl. Hammamet, 2001, Kluwer.

-

Blumenthal et Getoor (1968) et Sharpe
(1988), Ito et McKean (1965), Fitzim-

mons (1988) et (1990) et Glover (1983).




I Fonctionnells Additive:

A = {A,t € [0,p)} C [0,00]* est appelée
(FA) de  si:

(A1) Vz € X, t — Ayx) est croissé,nte, con-
tinue a droite et satisfait Ag(x) = 0.

Exemple.

tAp(z)
A= (Ao 1 A(x) = A f(®(u, z))du.




Hyp. A FAC stricte i.e. ¢t +— Ai(x) continue
 strictement croissante sur |0, p(z)).

~ Inverse de A.

T = (R)ezo : Te(x) = inf{s : Ay(z) > ¢}

SSD Changé. L’application
Pp R xX — X
(¢, 7) — Dult, z) = (7(z), z)

est un SSD sur (X, B) appelé SSD changé de
d.




- Soit deux SSD ® et @' transients sur (X, B)
ayant le méme pole w.

les potentiels d’equilibre de U € B par rapport
a ® et &' respectivement.




S N
Caractérisation des SSD .... ©

—

-

lL.Vz,y€ Xp,onazx <py <=z <g¢' v,

2. 3 A une FAC stricte telle que &' = ® 4,

——

B CRY = (I”R?, pour tout borélien U de Xj.




SSD produisant le méme ordre



Mokobodzkl (1968), Boboc,Bucur et Cornea
(1981)




Potentiels Réguliers. f > 0 sur X est
de Liapunov (resp. Liapunov stricte) si f est
~ décroissante (resp. strictement décroissante) suiv-

]

= et 7,"-continue. Si de plus,
- lim f(®(¢,.)) =0, f est dite potentiel régulier.

> t—+o00
P = {potentiels réguliers}




. Potentiel d’une FAC A. Pour tout
‘f f e F* on définit

~—
. |

466

Unfl@)= | F(&(t,2))dAuz). |

0

A<B<=3CcA: A+C =B VA BCcA.

Not.A@:{AEAIuA<OO}.




_ Corresp. FAC et Pot. rég.

(A, <) — (P, <) : A — u gest un isomorphisme.

De plus f = uy est de Liapunov strict sur

e suppA = {z € X : A|(x) >0,V s > 0}.

Radon-Nikodym. Soit A, B € A.
B<A«&=d3fceF, 0 Ff<l tgB=fA




3. La décomposition de Riesz est satisfaite dans

Ag: A<B 4B = A=A+ A% A <B




1. V(u;);er /" et dominée dans (P, <),
SUp u; = YU € P.

2

>

D Y(w)ier \, dans (P, <), Au; € P et

3. La décomposition de Riesz dans P est satis-

faite pour I’ordre naturel et I’ordre spécifique.



7 Potentiels de FA dans les SSD instables
(..& N.BelhajRhouma)

- Bhatia, Hajek & Szego (1970).



S

(X,7)un espace LCD et ®: R, x X — X,

~ |un SSD "global” continu.

" Attracteur. Yx € X, on note
| ;_:. J. = {lim O(t,,x,) € X : limzx, = z,limt, = +oo}

= , | ’attracteur de z et on note J = U, xJ; 'attracteur
| uniforme.

Instabilité. Le SSD & est dit instable si
Vz € X,onax ¢ J,.

Hyp. A (FA) = xz — Ayz) continue,
vt > 0.



Caract. de 'Instab.. O
1 $ est un SSD instable sur (X, 7).

2.0 € f€CIX)=>VF= [~

est borné.

4.¥YA (FA) et VO < f € C(X),Uyf est

5. VA (F'A) , Uy est propre.

Remarque. Les équivalences (1) <= (2) <—
(3) ont été démontrées par M.Hmissi (1994).




| Prop. Loc. de Cont.. ® est un SSD in-
_ stable, A une FAC stricte et 0 < f € C(X).

~Alors Vz € X,

Uf est continue en x <= [f > 0| N J, = 0.

Remarque. M. Hmissi (1994):

V fest continue < J N supp f = 0.



U 4 f est continue en x
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