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Un probleme variationnel dégénéré

Minimiser u — [ (F(Vu(z)) — Au)dz , u€ Hy(Q),
o
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Quand (2 est une boule
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Figure : Solution quand Q est un disque dans R? de rayon r = 2 avec A = 2.
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Régularité pour les problemes dégénérés |

Un probleme plus général

Minimiser u / (F(Vu) + h(z)u) dz.
Q

Théoreme (Fonseca-Fusco-Marcellini; Brasco)

On suppose que

1. F(-) est uniformément conveze et C* hors de la boule unité B,
2. il existe L > 0 tel que

0<F() <LA+I[EP) , |IVFE)| <L+,
3. he LP(Q), p> N.

Alors tout minimiseur local est localement Lipschitz dans €.
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Régularité pour les problemes dégénérés ||

Un probléeme plus général

Minimiser u / (F(Vu) + h(z)u)dz , ue Wy () + .
Q

Théoreme (Bousquet-Brasco)

On suppose que
1. F est uniformément convexe hors de la boule unité B,
2. he L>(Q),

3. Q est conveze et ¢ vérifie la condition de pente bornée.

Alors toute solution est Lipschitz sur §).
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Régularité C' sur I'ouvert [|[Vu| > 1]

Théoreme (Colombo-Figalli)

On suppose que
1. F est convere, C? sur RN \ B,
2. il existe 0 < p < M tel que V¢ € RV \ B,

pld < V2F(€) < MId.

3. he LI(Q) avec g > N.
4. wu est Lipschitz.

Alors la fonction (|Vu| — 1)+ a un représentant continu sur €.
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Un résultat d’unicité

Un probléme variationnel sans terme d’ordre inférieur

Minimiser u / 9(|Vu(z))de , uwe W™+
Q

Théoreme (Marcellini)

On suppose que
1. g:[0,+00) — [0, +00) est conveze et g(t) > g(0) pour tout t > 0,
2. Q est convezxe et CF,

3. il existe une solution u € C*(Q) telle que Vu # 0 dans Q.
Alors u est l'unique solution.
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Régularité des ensembles de niveau

Lemme

Soit u une solution et U louvert de 2 défini par [|Vu| > 1]. Alors pour
presque tout t € R, il existe un ouvert W dans Q tel que

Wnut(t) est une hypersurface C*

et pour tout s > N — 8,
HA(Q\ (WuUoU)) =0.




Le résultat d’unicité

Théoreme (Bouchitté, B.)

On suppose que OS) est connexe. Alors il existe une unique solution.

Structure de la preuve
Etape 1 [|[Vu| > 1] =[|Vv| > 1] =: U et Vu = Vv sur U.
Etape 2 Chaque composante connexe de U intersecte la frontiere 0€2.

== u = v sur U.

Etape 3 v est constante sur les ensembles de niveau de w.

Etape 4 Pour presque tout ¢ € R, chaque composante connexe de u~*(t)
intersecte U.

= u=v sur les ensembles de niveau de wu.
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