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(Plan de 'exposé )

e inégalités variationnelles de la deuxieme espéce
ueK: (F'(u),v—u)+ep)—eu) >0, foranyv € K
et les inégalités quasi-variationnelles
ueK:(F'(u),v—u)+¢(u,v)—p(u,u) >0, foranyv € K
sont équivalentes a de problemes de minimisation
ueK:F(u)+e(u) <F(V)+¢(v), foranyv € K

et
ueK:F(u)+p(uu) <F(Vv)+e(u,v), foranyv € K.

respectivement, ou les fonctions ¢ sont non différentiables

e de nombreux problémes de mécanique sont modélisés avec de telles inégalités: l'infiltration

d’un fluide par un milieu poreux, problemes de contact avec friction, etc.
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e L. B., R. Krause, One- and two-level Schwarz methods for inequalities of the second kind and
their application to frictional contact, Numer. Math., 120, 4, 2012, pp. 573-599

on a introduit de méthodes multiplicatives a deux niveaux pour de telles inégalités
e les méthodes introduites dans cet exposé sont une amélioration de ces méthodes

— par l'introduction de certains ensembles convexes de niveau ou on cherche les corrections

> on évite I'utilisation de I'ensemble convexe initial (du probléme) qui est définit sur le
niveau de discrétisation fin, pour la recherche des corrections sur le niveau grossier
(qui introduirait des interpolations supplémentaires)

> de cette maniere, les itérations ont une complexité de calcul optimale

— la condition de convergence des nouveaux algorithmes pour les inégalités
guasi-variationnelles est similaire a la condition d’existence et d’unicité de la solution de
I'inégalité et ne dépend pas du nombre de sous-domaines
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e dans cet exposé, nous introduisons de méthodes additives et multiplicatives a deux niveaux
pour les deux, les inégalités variationnelles de la deuxieme espéce et les inégalités
quasi-variationnelles

on introduit des algorithmes de correction sur les sous-espaces correspondant aux
méthodes dans un espace de Banach réflexif général
on prouve leur convergence globale en utilisant d’hypotheses sur
> la construction des ensembles convexes de niveau
> la décomposition des éléments de I'ensemble convexe en fonction de la
décomposition du domaine

on estime I'erreur et écrit explicitement le taux de convergence qui dépend essentiellement
d’une constante Cg introduite par la condition de stabilité de la décomposition du domaine

des hypotheses

les algorithmes abstraits deviennent méthodes de Schwarz a deux niveaux dans le cas
des espaces d’éléments finis, et nous montrons que

> les hypotheses introduites dans le cadre abstrait sont satisfaites pour les ensembles

convexes a deux obstacles
> on écrit explicitement la constante Cy en fonction des parameétres du maillage et de
la décomposition du domaine

> nous obtenons que les taux de convergence des méthodes a deux niveaux que

nous avons introduit dpendent tres faiblement ou, dans certains cas, sont totalement

indépendants de ces paramétres
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Cadre général pour
( )

(Ies algorithmes de correction sur les sous-espaces]

e V - espace de Banach réflexif, K C V - ensemble convexe fermé nonvide
e sous-espaces fermés de V:

— Vg - associé a la discrétisation grossiere
— Vi1,...,Vim - @ssociés a la décomposition du domaine

e hypothése sur le choix des ensembles convexes ou on cherche les corrections de niveau (les
ensambles convexes de niveau dépendent de I'approximation courante des algorithmes)

Hypothese (1)

On suppose que pour un w € K, nous pouvons introduire récursivement les ensembles
convexes K, et Kg:

0Ky, Ky C{vy €V:w+vy €K}et pourunw; € Ky,

0 € Ko, Ko C{vo€Vp:wW+w; +Vvg €K}
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e hypothéses sur la décomposition des éléments de I'ensemble convexe K
- pour I'algorithme multiplicatif

Hypothese (2)
Il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout u,w € K, pour tout wy; € Vy;,

Wi1 + ...+ Wwp € Ky, i =1,...,m, et pour tout wg € Ko, il existe uyj € Vqj,i =1,...,m, et
Ug € Vo, qui satisfont

U € Kpetwyg +...+Wpj_1+ U €Ky, i =2,...,m, Ug € Kg
u—w =330, uyi + up et 35y [Jugil] + [luol| < Co(llu —wil + 3Ty [Iwaill + [Iwoll)-

Les ensembles convexes K; et Ko sont construits comme dans I'Hypothése 1 en utilisant w et
W1 =Wjq1 + ...+ Wqmp.

- pour l'algorithme additif
Hypothése (3)

Il existe une constante Cy > 0 tel que pour tout u,w € K, il existe u;; € Vi NKy,i=1,...,m, et
Ug € Ko, qui satisfont

u—w =31, Uy + o et 35T lugif + [[uol| < Collu — wl.

Les ensembles convexes K; et Ko sont construits comme dans I'Hypothése 1 avec w ci-dessus
etw; =0.

v
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e F : V — R - fonctionnelle différentiable Gateaux:
- il existe p,q > 1, et pour tout M > 0 il existe ay, By > 0 pour lesquelles

ap[lv —u|lP << F/(v) = F/(u),v —u >, [[F'(v) = F'(u)llys < Bullv —ul[*,
pour tout u,v € K, ||u]], [[v]] < M

U
1<g<2<p
F fonctionnelle strictement convexe
pour tout u,v € V, ||ul, [v]| < M, ona

am v —ull” < (F'(v) = F'(u),v —u) < Bullv —ul?
et

(F'(u),v —u) + "‘?an —ulP < F(v)—F(u)

IN

<F'(u),v—u>+%“”||v—u||q
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[Algorithmes de correction sur les sous-espaces]

(pour les inégalités variationnelles de la deuxieme espéce]

e ¢ : V — R fonctionnelle propre, inférieurement semicontinue et convexe

— F 4 ¢ coercitive dans le sens F (v) + ¢(v) — oo, quand |[v|| — oo, v € K, si K n'est pas
borné

— I'hypothése technigue dans le cas multiplicatif

M lp(w + 351 wyj + Uni) — (W + 357 wyj + wy)]
+o(W 4+ W1 + Up) — (W + Wq + Wo)
< p(u) = e(w + 351, wii +wo)
pour u,w € K, ugj, wy; € Vyj et ug, wg € Vg comme dans I'Hypothése 2, et w; = erll Wyj.
— I'hypothése technique dans le cas additif,

m

D e(W + uy) + (W + Ug) < mep(w) + (u)
i=1

pour tout u,w € K, uyj € Vg3, i = 1,...,m, etuy € Vg qui satisfont I'Hypothese 3
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e l'inégalité variationnelle de la deuxiéme espece

ueK: (F'(u),v—u)+p\)—eu) >0, foranyv € K €N}

— le probleme a une solution unique

e pour résoudre le probléme (1), nous introduisons deux algorithmes, I'un de type multiplicatif et
l'autre du type additif

— les itérations ont une complexité de calcul optimale
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e algorithme multiplicatif pour le probléme (1)
Algorithme (1)

On commence l'algorithme avec un u® € K arbitraire. En admettant qu’aprés n > 0 itérations
nous avons u" € K, on effectue successivement les pas suivants:

- au niveau 1, on construit I'ensemble convexe K; comme dans I'Hypotheése 1 avec w = u".
Ensune on écrit d'abord wi' = 0, et, pouri = 1,...,m, on calcule successwementw”Jrl € Vyj,

==
Wy w + Wn+1 € Kj, la solution des inégalités

<F/(un +W: ‘m +W )Vli Wn+l>.

(U T +vl.)—w(u T w0,

ni 1Tt P e n+1
pour tout vy € Vyj, Wy + vyi € Ky, eton écrit w, = +wi,
- au niveau 0, on construit I'ensemble convexe Ko comme dans I'Hypothése 1 avec w = u" et
wy = wit. Ensuite, on calcule wg ™ € Ko, la solution de linégalité

n+

(F/(u" + w4+ wi ™), vo — wgtt)
+o(u" + Wit 4 vp) — p(u” +witt 4 wgtt) >0,

pour tout vo € Kg,
- on écrit u™ = u" +wtt +wg Tt
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e algorithme additif pour le probleme (1)

Algorithme (2)

On commence I'algorithme avec un u® € K arbitraire. En admettant qu'aprés n > 0 itérations
nous avons u" € K, on effectue simultanément les pas suivants:
- on construit les ensembles convexes K; et Ko comme dans I'Hypothése 1 avec w = u" et
wy =0,
-pouri =1,...,m, on calcule simultanément:

(a) wfi“ € Vy; N Ky, les solutions des inégalités

(F/(u" +wit ), vap — Wity + o(u” 4+ vyi) — o(u” +wiitt) > 0,

Z et n+1 __ m n+1
pour tout vy; € Vqj N Ky, on écritw,; ™= =3 0 Wli+ ,

(b) wg™™ € Ko, la solution de linégalité
(F/(u" +wg™™),vo —wi™) + o(u” +vo) — p(u” +wg ™) >0,

pour tout Vo € Ko,

Ensuite, on écrit u" = u" + Lo (wt + wgth), avec un 0 < r < 1fixé.

- par l'introduction des ensembles convexes de niveau, les interpolations additionnelles pour
vérifier les contraintes données sur la grille grossiére sont évitées
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Theorem (1)

Soit V un espace de Banach réflexif, Vg, V11, - . ., Vim certains sous-espaces fermés de V et K
un sous-ensemble convexe fermé non vide de V qui satisfait les hypothéses précédentes. De
plus, on suppose que F est Gateaux différentiable, o est convexe et inférieurement
semi-continue et elles ont les propriétés ci-dessus. Soit

M = sup{||v|| : F(v) + @(v) < F(u®) + (u®)} ou u® est le point de départ des Algorithmes 1
ou 2. Alors, les normes des approximations de la solution u du probleme (1) obtenues a partir de
ces algorithmes sont bornées par M et nous avons les estimations d’erreur suivantes:
()sip=qg=2ona

F(u") + (u") — F(u) — o(u) < (g227)"[F (U°) + o(u®) = F (u) — e(u)],

Jun — U2 < 2 () [F(0) + o(u®) — F(u) — p(u)]

(iysip>qona
F(U) +(u") — F(u) = p(u) < P el Pl et

(141G (F (40) +40(u0) —F (u)— p(u)) =2 P~

|

lu—un|P < ﬁ F(u0)+p(u®)—F (u)—p(u) —=t-
[1-+nCo (F (u®)+p(u0) —F (u) —(u)) 3=1 | P—d

Les constantes C; > 0 et C, > 0 dépendent de la fonction F, la solution u, I'approximation
initiale u®, m et la constante Cy.

v
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Remarque (1)

— pour 'Algorithme 1, les constantes C; et C, peuvent étre écrires comme,

C1 = AL+ 2Co)(m +1)°75 ()7 (F(u°) — F(u)

0 p—q p—ail D 9-1
+o(u”) — o(u))PP=D + fuCo(m +1) P i (5,)P "

ep-1
Cy = B=9 =
= q—1

(P=1)(F (u0)+p(u®)—F (u)—¢(u)) 4= +(q—1)C;

|

p—a+l
ote =am/(pBmCo(m+1) 7 ).
— dans le cas de I'Algorithm 2, ces constantes peuvent étre écrites comme,

Ci= e +(1+Co)(m+1) +C3(m + 1)(H% 7]

C, = p—q — i

p=q
(P—1)(F (U0)+p(u®)—F (1) —p(w)) =1 +(a—1)C4 —*

(p—=1)q
N _ q
0l Cy = = [F(W0) — F(4) 4 ¢(u%) — oI + ()} utteCanegy T
- ot Lot L
(F(u°)—F(u)+<p(u°)—w(u))ip(”v—%+(”‘%1)3;—£M Co (o))"

i
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[Algorithmes de correction sur les sous—espaces]

[pour les inégalités quasi-variationnelles]

e dans cette section, nous supposons que p = q = 2

e p:V x V — R fonctionnelle (conditions imposées sur le second argument de ¢(u, V) sont

similaires avec les conditions de ¢(v) dans le cas des inégalités variationnelles de la deuxieme
espece)

pourtoutu € V, ¢(u,-) : V. — R est convexe et inférieurement semicontinue

si K n’est pas borné, F + ¢ est coercitif dans le sens que F(v) + ¢(u,Vv) — oo, when

V]| = o0, v € K, pour tout u € K
pour tout M > O il existe cy > 0 tel que
[o(Va, W2) + p(V2,W1) — @(V1,W1) — p(Va, Wa)| < Cy vy — Val|[lwy — wa||
pour tout vy, Vo, Wy Wp € K, [[ve|l, [Ivall, [[wall lwz]l <M
hypothése technique dans le cas multiplicatif
S (U, W+ 37573 waj + Uri) — (U, W+ 3575 waj + wa)]
(U, W +wy +Ug) — (U, W +wy +wg) < (U, v) — p(u,w + 33 wyi + wo)
pour tout u,w € K, uj, wyj € Vi et ug, wg € Vg satisfesant 'Hypothése 2, et
W1 = Z]n;l le.
hypothese technique dans le cas I'additif
Zin;l @(va + uli) + lp(U,W + UO) S mgo(U,W) + ‘P(u’ U)
pour tout u,w € K, uyj € Vg3, i = 1,...,m, etuy € Vg qui satisfont I'Hypothese 3
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e inégalité quasi-variationnelle

ueK: (F'(u),v —u)+e(u,v) —p(u,u) >0, pourtoutv € K. 2

- (condition d’existence et d’unicité de la solution) le probléeme (2) a une solution unique s'il
existe une constante s < 1 telle que

c
M < 5 pour toutM > 0. ©)
am

e pour résoudre le probléme (2), on introduit deux algorithmes, un du type multiplicatif et I'autre
du type additif

— les algorithmes exécutent « itérations internes a chaque itération, ou le premier argument
de ¢ est maintenu inchangé (ayant la valeur obtenue a l'itération précédente)

— les conditions de convergence sont indpendantes du nombre de sous-espaces

— les itérations ont une complexité de calcul optimale
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e algorithme multiplicatif pour le probléme (2)
Algorithme (3)

On commence l'algorithme avec un u® € K arbitraire. En supposant qu’aprés n > 0 itérations
nous avons u" € K, on écrit " = u" et effectuons les deux pas suivants:

1. On effectue x > 1 itérations multiplicatives, en gardant le premier argument de ¢ égal a u”.
On commence par (" et ayant ("k—1 & I'itération 1 < k < &, on calcule successivement les
corrections de niveau et (i"tk:

— au niveau 1, on construit 'ensemble convexe K; comme dans I'Hypothése 1 avec

w = ("tk=1 Ensuite, on écrit d'abord Wi( =0, et, pouri =1,...,m, on calcule successivement

k=t . S
Wi e vy, wy T ™ +wiH € Ky, les solutions des inégalités

——— [SR=0
<F/(un+k 1+W1 m} +W;'|_<i+1)7vli _W]lfi+1>+

=L k+

- k4=t - (=
gﬂ(un, gnt+k—1 +w, m +V1i) _ L’D(un’ gnt+k—1 +w, m +Wi<i+1) >0,
i—1 i

o e wktm kgt k+1
pour tout vy; € Vyj, Wy + Vi € Ky, and write w; =w, + Wy,

— au niveau 0, on construit I'ensemble convexe Ko comme dans I'Hypothése 1 avec w = {intk—1
etw; = wk™t. Ensuite, on calcule wi ™ € Ko, la solution de I'inégalité
r(n+k—1 k+1 k+1 k+1

(F (u“~+ +W1k 1|-WO ),VO—W9 Y+ " -

(,D(Un, gin+k—1 +Wl+ +VO) _ s0(un7 gn+k—1 +Wl+ +WO+ ) >0,
pour tout vo € Ko
— on écrit AN K = Gkt wiH 4wl
2. On écrit u"t! = gntx

v
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e algorithme additif pour le probleme (2)
Algorithme (4)

On commence l'algorithme avec un u® € K. En supposant qu'aprés l'itération n > 0 nous avons
u" € K, on écrit " = u" et effectuons les deux pas suivants:
1.0n effectue x > 1 itérations additives, en gardant le premier argument de ¢ égal a u". On
commence par (" et ayant i"tk—1 3 l'itération 1 < k < &, on calcule simultanément les
corrections de niveau et G"tk:
— on construit les ensembles convexes K; et K, comme dans I'Hypothése 1 avec w = (i"tk—1 et
wy =0,
— pouri =1,...,m, on calcule simultanément:

(a) wiﬂ“ € Vi; N Ky, les solutions des inégalités

<|:/(un+k 1 +wk+1) Vi — wk+1)

+<p(u“, gn+k—1 V1|) Lp(u LIn+k 1y Wk+1) >0,
pour tout vy; € V3 N Ky, on écrit W1 Z, lWk+1 et

(b) w§ Ko, la solution de l'inégalité

<F/(Gn+k71 +Wk+l) Vo _W(l)<+l>

+<p(u n+k 1 +V0) o ¢(u lJn+k 1 +Wk+1) > 0
pour tout vo € Kg.

Acrit (in+k — gn+k—1 r k+1 k+1 R

—onécrit 0"t¢ =1 + mrz(Wy T +wp ™), avecun 0 < r < 1fixe.
2. On écrit u"tt = gntx
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Theorem (2)

Soit V un espace de Banach réflexif, Vo, V11, . . ., Vin de sous-espaces fermés de V et K un
sous-ensemble convexe fermé non vide de V qui satisfont les hypothéses précédentes. Aussi,
nous supposons que F est Gateaux différentiable, ¢ est convexe et semi-continue
inférieurement dans la deuxieme variable et elles satisfont les conditions de cette section. Soit
M = sup{||v|| : F(v) + ¢(u,v) < F(u®) + ¢(u,u®)} ot u est la solution du probléme (2) et u®
est son approximation initiale dans I'’Algorithmes 3 ou 4. Dans ces conditions, si

g—n<%poutoutM>O (4)

C
1-2-M
e < % alors, les normes des approximations de la solution

et x satisfait ( CC1 =
143 M e iy +—’§'
o2

1+1

u du probleme (2) obtenues a partlr de ces algorithmes sont bornées par M, les deux
algorithmes sont convergents et nous avons les estimations d'erreur suivantes:

F(UM) 4+ (U7 ) — F(u) = p(u,u) < 22 + (cZp)"(L+ 358 + 45 + Sy
F(U%)+ ¢(uu) = F(0) = o(usu)
e

c2 S
o~ ulf < Z (28 + ()1 + 3% + 4k + S

[F(u%) + ¢(u,u®) — F(u) — ¢(u,u)].
La constante C; > 0 dépend des fonctions F et o, la solution u, 'approximation initiale u®, m et
le constante Cg.

v

Lori Badea (IMAR) XIV-eme Colloque Franco-Roumain 27-31 Aolt, 2018 18/26




Remarque (2)

— constante C; peut étre écrit comme
Ci=(m+1)[(1+ 2c0)§;m + cg(fj;m)Z]
pour I'Algorithme 3 et
Cy="H[1— Lo 4 (1+Co)(m+ 1) +C2(m + 1)( B )2]

pour I'Algorithme 4

Remarque (3)

Théoréme 2 montre que:

1. sila condition de convergence (4) est satisfaite et le nombre « des itérations internes est
suffisamment grand, alors les Algorithmes 3 et 4 sont globalement convergent et nous
avons estimé les erreurs

2. condition de convergence (4) est un peu plus restrictive que la condition d’existence et
d’unicité de la solution (3) mais elles sont du méme type

3. condition de convergence (4) ne dépend pas du nombre m de sous-domaines
v
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[Méthodes a deux niveaux]

o deux maillages 7, et 7 du domaine Q c RY avec les tailles des mailles de h et H

e les deux familles, des maillages fins et grossiers, sont rgulieres et le maillage 7y, est un
raffinement de 7y

o le domaine 2 est décomposé Q = J, Q;, le paramétre de chevauchement est désigné par §
e 7y, fournit un maillage pour chaque sous-domaine Q;,i =1,...,m

e diam(€2;) < CH, la constante C est une constante générique, indépendante des deux
maillages et du parametre de chevauchement

o domaine Q2 peut étre différent de Qg = U, ¢ 7;, 7, mais on suppose
— siun noeud de T4 se trouve sur 9 alors il se trouve aussi sur 992
— dist(x,Qg) < CH pour tout noeud x de 7y,
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e éléments finis linéaires par morceaux
— Vh={veC®Q):v|; €Pi(r), T € Th, v = 00n N} correspondant au domaine Q

— V,‘1 ={v €Vy:v =0dans Q\Q;}, fori =1,...,m, correspondant & la décomposition du
domaine

— V8 ={vecCQ):v|r €Pi(r), T € Ty, v =0sur 8} correspondant a la
décomposition grossiére, du niveau H, ou les fonctions v sont étendues avec zéro dans
N\

e espaces Vj, et Vﬂ], i=1,...,m, et VS sont considérés comme sous-espaces de WS, pour un
1 <'s < oo fixé (onnote || - [|o,s la norme dans L3, etpar || - ||1,s et | - |1 s la norme et la
seminorme de W19)

e probléemes (1) et (2) sont considérés dans I'espace V = V,, avec I'ensamble convexe de la
formeK ={veVy:a<v <b},oua, beVya<hb

e les méthodes a deux niveaux sont obtenus a partir des algorithmes des sections précédentes
avec Vo = V2, Vi1 = V3, ... Vi = V"
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e conditions techniques sont satisfaites par des approximations des fonctions ¢, obtenues par de
formules de quadrature numérique dans Vy,, de la forme

— pour les inégalités variationnelles de la deuxieme espéece

e(v) = > sc(h)d(v(x))

keNy

ou ¢ : R — R est une fonction continue et convexe, N, est I'ensemble des noeuds du
maillage 7p, et sk (h) > 0, k € N}, sont des nombres réels non négatifs qui peuvent
dépendre de la taille h du maillage

— pour les inégalités quasi-variationnelles

e(u,v) = > sk(h)e(u,v(x))

keN
ol ¢ : Vi, x R — R est continue, et, comme ci-dessus, sx(h) > 0, k € A, sont des

nombres réels non négatifs qui peuvent dépendre de la taille h du maillage. En outre, on
suppose que ¢(u, -):R — R est convexe pour tout u € V},
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e les ensembles convexes de niveau K; et Kqg peuvent étre construits comme dans la proposition
suivante

Proposition (1)
Lhypothése 1 est valable pour les ensembles convexes K; et K, définis par

Ky =[a;,b1], aa =a—w, by =b —w,
Ko = [ag, bo], ag = I(a; — wa), bo = Iy (by —wy)

pour toutw € K etw; € Ky, Iy : Vj, — VH0 étant un opérateur d’interpolation non linéaire.
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e la proposition suivante montre que le taux de convergence des algorithmes dépend trés
faiblement (par la constante Cy des Hypothéses 2 et 3) sur les parameétres de la décomposition
domaine et du maillage et il est indépendant d’eux si H/§ et H/h sont constants quand h — 0

Proposition (2)

Les Hypotheses 2 et 3 sur les ensembles convexes K; et Ky définis dans la Proposition 1 sont
satisfaites avec la constante Cy de la forme

Co = C(m +1)Cq,s(H,h)[1 + (m — 1)H]

ou C est indépendante des paramétres du maillage et de la décomposition du domaine, m est le
nombre de sous-domaines et

1 ifd=s=1or
1<d<s<o

+1)'T ifl<d=s<oo

5 ifl<s<d< oo,

Cd,s(th) = (In

(#

7T

v
¢ ‘

Remarque (4)

Les résultat précédents ont fait référence a des problémes dans WS avec conditions aux limites
de Dirichlet. De résultats similaires peuvent étre obtenus pour les problémes de (W1:)? ou les
problémes avec de conditions mixtes aux limites.

v
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(Conclusions )

e les algorithmes ont été introduits sous la forme de méthodes de correction sur les
sous-espaces dans un espace de Banach reflexif pour les inégalités varaitionnelles de la
deuxiéme espéce et les inégalités quasi-variationnelles

e nous avons prouveé leur convergence globale et estimé les erreurs en faisant

— une hypothése sur la construction des ensembles convexes de niveau

— des hypothéses sur la décomposition des éléments de I'ensemble convexe selon la
décomposition de I'espace en sous-espaces

— des hypotheses techniques
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e les méthodes additives et multiplicatives de Schwarz a deux niveaux sont obtenues en utilisant
les espaces d’éléments finis

— nous avons prouvé que les hypothéses faites dans le cadre général ainsi que les
hypothéses techniques sont satisfaites pour les ensembles convexes fermés K du type a
deux obstacles

— on a écrit explicitement la dépendance de la constante Cy (introduite dans la condition de
stabilité de la décomposition des hypothéses) des parameétres de la décomposition du
domaine et du maillage

— des Théoréemes 1 et 2, on peut conclure

> les méthodes a deux niveaux convergent globalement pour les inégalités
variationnelles de la deuxiéme espéce et les inégalités quasi-variationnelles

> les taux de convergence dépendent essentiellement de la constante Cy

> compte tenu de la dépendance de Cy des parametres du maillage et de la
décomposition du domaine, le taux de convergence dépend trés faiblement de ces
parametres et il est méme indépendant d’eux pour certains choix particuliers

> les méthodes introduites ont une complexité de calcul optimale par itération
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