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Les variétés localement conformément kahleriennes (LCK) sont des variétés hermitiennes
(M,g,J) dont la 2-forme fondamentale w(-,-) = g(J-, ) vérifie

dw=0ANw

pour une 1-forme fermée 6 appelée forme de Lee. Une variété LCK dont la forme de Lee
est parallele par rapport a la connexion de Levi-Civita de g s’appelle Vaisman (V).

Le revétement fondamental d’une variété LCK admet toujours une métrique kahlerienne
dans la classe conforme de la métrique LCK, et le groupe fondamental agit par homothéties
par rapport a cette métrique.

Les exemples connus dans le cas compact sont les surfaces complexes a premier nombre
de Betti impair (& ’exception de certaines surfaces d’Inoue, cf. [1]), les fibrations en courbes
elliptiques au-dessus de variétés de Hodge (qui admettent des métriques de Vaisman) ol
les variétés d’Oeljeklaus-Toma (OT) qui sont des quotients de groupes de Lie résolubles
par des lattices, définies a I'aide de corps de nombres.

On peut distinguer plusieurs classes de variétés LCK entre les cas générique et le cas
Vaisman :

(1) laclasse E des variétés LCK ezactes, dont la forme w s’écrit sous la forme w = dn—0An
pour une certaine 1-forme 7;

(2) laclasse P des variétés LCK a potentiel, dont la métrique kéahlerienne sur le revétement
universel admet un potentiel équivariant, ou, de maniere équivalente, satisfaisant

dw=0AJ0—dJo:

(3) la classe PC des variétés LCK pluricanoniques [2], dont la dérivée covariante de la
forme de Lie anti-commute avec J.

Il est facile de voir qu'on a les inclusions LCK D E D P D PC D V. Dans [3] nous
avons montré que dans le cas compact PC = V. Par ailleurs, H. Sawai a montré dans [5]
le résultat suivant :

Théoréme. Une solvariété LCK compacte M := I'\G de la classe P dont la forme de
Lee 6 est co-homologue a une forme fermée G-invariante 6, admet une structure de Vaisman
G-invariante avec forme de Lee 6.

N.B. Un objet sur M s’appelle G-invariant si c¢’est la projection sur M d’un objet sur G
invariant par rapport a I’action a gauche de G sur lui-méme.

Autrement dit, on a P = V dans le cas des structures LCK sur les quotients compacts de
groupes de Lie résolubles, a condition que la forme de Lee soit co-homologue a une 1-forme

invariante.
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Dans ce projet, nous nous proposons d’étendre le résultat de Sawai a des groupes de
Lie généraux, sans condition de réductivité, et sans supposer la compacité, en utilisant
les méthodes introduites dans [3]. Nous allons également nous intéresser aux structures de
la classe E sur les groupes de Lie, et chercher notamment des exemples qui ne sont pas

Vaisman. Il est a noter que les variétés OT n’admettent aucune métrique LCK dans la
classe E, cf. [4].
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