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On considère une équation intégro-di�érentielle qui modélise le déplacement et
la variation de la masse des gouttelettes se trouvant dans un vent vertical ascen-
dant. Pour cette équation on démontre l'existence d'une solution stationnaire,
en utilisant le théorème de point �xe de Schauder.

We consider an integro-di�erential equation which models the displacement and
the variation of mass of droplets in a vertical ascending wind. For this equation
we prove the existence of a stationary solution by using the �xed point theorem
of Schauder.
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1. INTRODUCTION

Dans le présent travail on considère le problème des gouttelettes qui se
déplacent par la force gravitationnelle et le vent vertical ascendant pendant
qu'elles accroissent leur poids par la condensation de la vapeur sur elles et
se coagulent. Dans sa formulation mathématique, il s'agit d'une équation de
transport avec des termes donnés par des opérateurs intégraux représentant le
processus de coagulation.

Dans une série de travaux, Galkin [10�12] et Dubovskii [4�7] ont démontré
l'existence et l'unicité de la solution d'une équation analogue, éventuellement
avec le processus de fragmentation, sous de di�érentes conditions, toutefois sans
l'e�et spéci�que du vent sur le déplacement des gouttelettes ; ils ont construit
la solution suivant l'ordre naturel du temps de l'équation d'évolution. D'autre
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part, dans [15] et [2] la construction de la solution suivant les trajectoires des
gouttelettes dans les positions verticales (ou spatiales) a été utlisée pour ré-
soudre l'équation stationnaire et pour démontrer la convergence de la solution
d'évolution vers la solution stationnaire.

Dans le présent travail, nous allons démontrer l'existence d'une solution
stationnaire de l'équation décrivant le déplacement des gouttelettes dans l'in-
tervalle 0 ≤ z ≤ 1 avec les processus de coagulation et d'accroissement de poids
dû à la condensation, équation dans laquelle la vitesse de déplacement est don-
née comme fonction u(m, z) de la masse d'une gouttelette m et de la position
z avec les propriétés u(m, z) > 0 pour m petits, u(m, z) < 0 pour m grands
et ∂mu(m, z) < 0 pour tout (m, z). C'est-à-dire, les conditions sur u(m, z) sont
telles que les petites gouttelettes montent, tandis que les grandes tombent.

L'étude de l'équation avec ces conditions particulières est motivée par
l'intérêt pour les phénomènes de l'écoulement vertical de l'air, qui engendre la
condensation de la vapeur dans l'air et cause des précipitations souvent intenses.
En e�et, les phénomènes de l'écoulement vertical de l'air accompagné par la for-
mation des gouttelettes, où la chaleur latente de la condensation qui accélèrent
l'écoulement ascendant de l'air, sont considérés comme moteur principal des
pluies intense comme orage (voir par exemple [3]).

Du point de vue technique, pour montrer l'existence d'une solution sta-
tionnaire, nous construisons d'abord la solution σ(m, z) dans la partie où la vi-
tesse des gouttelettes u(m, z) est positive, en supposant que la densité σ(m, z)
est donnée dans la partie où u(m, z) < 0, et puis la solution dans la par-
tie où u(m, z) < 0, en supposant que la densité est donnée dans la partie où
u(m, z) > 0. Ensuite nous allons appliquer le théorème de point �xe de Schauder
pour trouver une solution dans le domaine entier. Pour élaborer ces raisonne-
ments, comme il est naturel, nous avons besoin d'estimations adéquates. Or, ces
estimations ne s'obtiennent pas facilement, en particulier, dans le voisinage des
points (m, z) où la vitesse u(m, z) des gouttelettes de massem s'annule, et, pour
les obtenir, nous avons besoin d'une élaboration considérable des estimations,
ce qui constitue le point technique principal de notre travail.

2. POSITION DU PROBLEME

Nous allons considérer la densité σ = σ(m, z) de l'eau liquide contenue
dans les gouttelettes de masse m à la hauteur z ∈ [0, 1]. En désignant par
u = u(m, z) la vitesse (verticale) des gouttelettes de masse m à la position z,
par hgl = hgl(m, z) la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m
par unité de temps et par unité de masse de gouttelettes et par β = β(m1,m2)
le taut de coagulation entre les gouttelettes de masse m1 et celles de masse m2,
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nous considérons l'équation

(1) ∂z
(
σ(m, z)u(m, z)

)
+ ∂m

(
mhgl(m, z)σ(m, z)

)
= hgl

(
m, z

)
σ(m, z)+

+
m

2

∫ m

0
β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+

−m
∫ ∞

0
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′

dans le domaine

(2) Ω = { (m, z) ∈ R2 |m > ma, 0 < z < 1 }, ma > 0;

dans le présent travail nous supposons que les fonctions u(m, z) et hgl(m, z) sont
données. L'équation (1) va être envisagée dans Ω avec les conditions d'entrée

(3) σ(m, z) = σ0(m, z) pour (m, z) ∈ S0 ∪ S1 ∪ Sa,

où

(4) S0 = { (m, z) ∈ Ω |m ≥ ma, z = 0, u(m, 0) ≥ 0 },

(5) S1 = { (m, z) ∈ Ω |m ≥ ma, z = 1, u(m, 1) < 0 },

(6) Sa = { (m, z) ∈ Ω |m = ma, 0 ≤ z ≤ 1 }.

On suppose que σ0(m, z) est continue sur S0∪Sa et uniformément continue sur
S1 et que

(7) σ0(m, z) ≥ 0 ∀(m, z) ∈ S0 ∪ S1 ∪ Sa,

(8) σ0(m, z) = 0 si m ≥ mA (mA > ma).

On remarque que S0 ∪ S1 ∪ Sa est la partie de la frontière de Ω où le vecteur
(mhgl, u)T est orienté vers l'intérieur de Ω ; on précise que, d'après la condition
(16) (voir aussi (15)) formulée dans la suite, on aura mahgl(ma, z) > 0 pour
tout z ∈ [0, 1], ce qui nous garantit que le vecteur (mhgl, u)T est orienté vers
l'intérieur de Ω même sur Sa. L'hypothèse de la continuité de σ0(m, z) garantira
que le problème ne sera pas in�uencé par la convention sur l'appartenance ou
non à S0 du point (m, 0) tel que u(m, 0) = 0 et sur l'appartenance du point
(ma, 0) à S0 ou à Sa. Quant au point (m, 1) tel que u(m, 1) = 0, nous convenons
qu'il n'appartient pas à S1 et nous formulerons le problème conformément à
cette convention.

Il serait utile de rappeler que l'équation (1) est le cas stationnaire de
l'équation décrivant de la variation de la densité de l'eau liquide σ = σ(m, z, t)
dans le cadre de la modélisation de l'atmosphère avec la condensation de la
vapeur (voir [1] ; voir aussi [8, 9, 18]). Le choix d'une constante ma strictement
positive et convenablement petite et du domaine Ω donné dans (2) est, nous
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croyons, conforme à la nature physique du problème ; en e�et, la courbure élevée
des gouttelettes très petites ne leur permet pas de subsister dans l'atmosphère
réelle et les gouttelettes se forment exclusivement sur des aérosols ayant une
masse supérieure à une valeur critique (voir par exemple [13, 17]). En outre,
même si la condition (8) est restrictive, nous la posons, car une généralisa-
tion envisageable dans la méthodologie du présent travail ne nous semble pas
particulièrement intéressante ; la constante mA sera choisie conformément à la
condition (19) (voir le commentaire de la �n de ce paragraphe).

Il est bon de rappeler, en outre, que dans la litérature concernant l'équa-
tion de Smoluchowski on utilise souvent le nombre, au sens purement statis-
tique, des gouttelettes de masse m dans l'unité de volume

ñ(m, z, t) =
σ(m, z, t)

m

au lieu de la densité σ. Mais nous préférons utiliser la densité σ pour la com-
modité pour la modélisation générale des phénomènes météorologiques.

Maintenant on va préciser les hypothèses sur les fonctions u(m,z), hgl(m, z)
et β(m1,m2). D'abord nous écrivons la formulation formelle des conditions et
puis nous allons donner des motivations de ces conditions introduites.

On suppose que u(m, z) a l'expression

(9) u(m, z) = v(z)− g

α(m)

et que g est une constante strictement positive et

(10) v(·) ∈ C1([0, 1]), inf
z∈[0,1]

v(z) > 0,

(11) α(·) ∈ C1([ma,∞[ ),
d

dm
α(m) < 0 ∀m ≥ ma,

(12) 0 < inf
m≥ma

α(m) < sup
m≥ma

α(m) <∞,

(13) inf
z∈[0,1]

(v(z)− g

α(ma)
) > 0,

(14) ∃m1 > ma tel que sup
z∈[0,1]

(v(z)− g

α(m1)
) < 0.

Pour la fonction hgl(m, z) on suppose que

(15) hgl(·, ·) ∈ C1(Ω),

(16) 0 < inf
(m,z)∈Ω

mhgl(m, z) ≤ sup
(m,z)∈Ω

mhgl(m, z) <∞.
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En ce qui concerne β(m1,m2) nous supposons que

(17) β(·, ·) ∈ C(R+ × R+), β(m1,m2) ≥ 0 ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+,

(18) β(m1,m2) = β(m2,m1)

(19) β(m1,m2) = 0 pour m1 +m2 ≥ mA,

où mA est une constante telle que ma < mA <∞.
Pour la vitesse des gouttelettes, conformément à ce que les météorologues

suggèrent (voir par exemple [17, 19]), nous adoptons l'approximation (9), dans
laquelle v(z), g et α(m) représentent respectivement la vitesse de l'air (dans la
direction de l'axe z), l'accélération gravitationnelle et le coe�cient de friction
entre les gouttelettes et l'air. La première inégalité de (12) et les conditions
(13)�(14) pourraient être remplacées par des conditions plus générales ; mais
cette généralisation ne nous semblent pas particulièrement intéressante, donc
nous adoptons ces conditions qui nous permettent d'épargner des précisations
ennuyeuses dans nos raisonnements.

Rappelons que l'écoulement ascendant de l'air cause généralement, par la
transformation adiabatique de l'air, la diminution de la température de chaque
partie de l'air qui se déplace ; la diminution de la température, à son tour, im-
plique la diminution de la densité de la vapeur saturée, ce qui cause la conden-
sation de la vapeur, si l'humidité de l'air est déjà au niveau de la saturation.
Pour que la position de notre problème corresponde à cette situation, nous
supposons que v(z) > 0 et hgl > 0 (voir (10), (16)).

En ce qui concerne β(m1,m2), on remarque que les conditions (17) et
(18) sont des conditions naturelles de la fonction de probabilité de rencontre
de gouttelettes. D'autre part, la condition (19) est une approximation motivée
par le fait que dans l'atmosphère les grandes gouttelettes subissent également
le processus de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population
de gouttelettes de masse élevée due à la coagulation (cette approximation a été
adoptée même dans [1, 2, 9, 15, 18]).

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant.

Théorème 2.1. Sous les hypothèses (10)�(19), il existe une constante

A0 > 0 telle que, si

(20) ‖σ0‖L∞(S0∪S1∪Sa) ≤ A0,

alors l'équation (1) avec les conditions (3) admette une solution σ dans la

classe L∞(Ω) ; cette solution σ est non-négative, bornée et continue à morceaux

dans Ω.

La constante A0 mensionnée dans l'énoncé du théorème 2.1 pourra être
mieux déterminée, comme on le verra dans la remarque 8.1.
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3. DIVISION DU DOMAINE ET CARACTERISTIQUES

Nous dé�nissons d'abord la division du domaine Ω en trois parties Ω1,
Σint , Ω2 :

(21)


Ω1 = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) > 0 },
Σint = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) = 0 },
Ω2 = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) < 0 }.

Nous posons également

Σ = {(m, z) ∈ Ω |u(m, z) = 0}.

En vertu des conditions (9)�(14) la relation

u(mΣ(z), z) = 0, z ∈ [0, 1]

dé�nit une fonction mΣ(z) de classe C1([0, 1]) de sorte que Σ est représentée
par

(22) Σ = { (m, z) ∈ Ω |m = mΣ(z), z ∈ [0, 1]}

et on a
ma < m−Σ ≤ m

+
Σ <∞,

où

(23) m−Σ = inf
0≤z≤1

mΣ(z), m+
Σ = sup

0≤z≤1
mΣ(z).

La fonction mΣ(z) jouit de la propriété suivante.

Lemme 3.1. On a

(24)
dmΣ(z)

dz
= −

α(m)2 dv(z)
dz

g dα(m)
dm

.

Démonstration. Comme mΣ(z) est dé�nie par la relation

u(mΣ(z), z) = v(z)− g

α(m)
= 0,

en désignant par ~wΣ = (dmΣ(z)
dz , 1)T le vecteur tangent à la courbe Σ, de la

relation

∇u · ~wΣ =
g

α(m)2

dα(m)

dm

dmΣ(z)

dz
+

dv(z)

dz
= 0

on obtient (24). �

Maintenant on va dé�nir les caractéristiques pour l'équation (1), qui peut
être écrite dans la forme

u(m, z)∂zσ(m, z) +mhgl(m, z)∂mσ(m, z) =(25)
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= −σ(m, z)
(
∂zu(m, z) +m∂mhgl(m, z)

)
+

+
m

2

∫ m

0
β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+

−m
∫ ∞

0
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′.

De l'expression de l'équation (25) il résulte que les caractéristiques sont déter-
minées par le système d'équations

(26)
dz(t)

dt
= u(m(t), z(t)),

(27)
dm(t)

dt
= m(t)hgl(m(t), z(t))

avec les conditions initiales pour (m(t0), z(t0)). Comme le second membre des
équations (26)�(27) est de classe C1 par rapport à (m, z), pour tout (m, z) ∈ Ω
il existe une courbe et une seule qui est dé�nie par les équations (26)�(27) et
qui passe par (m, z). Nous désignons ces courbes par

(28) γ = {(mγ(t), zγ(t)) ∈ Ω | t ∈ [t0, t1]}

et par Γ l'ensemble de toutes ces caractéristiques γ ; dans (28) mγ(t) et zγ(t)
sont des fonctions qui satisfont au système d'équations (26)�(27), tandis que t0
et t1 sont tels que zγ(t0) = 0 ou 1 ou mγ(t0) = ma et zγ(t1) = 0 ou 1, mais,
comme on le voit aisément, t0 peut être choisi arbitrairement.

Lemme 3.2. Chaque courbe γ ∈ Γ, dé�nie par les équations (26)�(27) et

les conditions initiales, peut être représentée par une fonction continue z̃(m) =
z̃γ(m) de m ∈ [m0,m1] à valeurs dans [0, 1] (avec certains m0, m1 ∈ [ma,∞[ )
et la fonction z̃γ(m) est strictement croissante dans la partie où (m, z̃γ(m)) ∈
Ω1 et strictement décroissante dans la partie où (m, z̃γ(m)) ∈ Ω2.

Démonstration. Comme mhgl(m, z) > 0 pour tout (m, z) ∈ Ω (voir(16)),
l'équation (27) implique que sur γ la fonction mγ(t) est strictement croissante,
ce qui nous permet de représenter γ par une fonction z̃(m) = z̃γ(m) pour
m ∈ [m0,m1], m0 = m(t0),m1 = m(t1). Des équations (26)�(27) on déduit que

(29)
dz̃(m)

dm
=

u(m, z)

mhgl(m, z)
pour (m, z) ∈ γ.

La dé�nition des sous-domaine Ω1 et Ω2 et la relation (29) entraînent que
dz̃(m)
dm > 0 si (m, z̃(m)) ∈ Ω1 et que dz̃(m)

dm < 0 si (m, z̃(m)) ∈ Ω2, ce qui prouve
la deuxième partie de l'énoncé du lemme. �



316 Merad Meriem, Mohamed Zine Aissaoui and Hisao Fujita Yashima 8

On voit aisément que, quelque soit γ ∈ Γ, les courbes Σ et γ possèdent
au plus un point commun, que nous notons

(mΣ(γ), zΣ(γ)).

Si on dé�nit tΣ par la relation

(mγ(tΣ), zγ(tΣ)) ∈ Σ,

on a
(mΣ(γ), zΣ(γ)) = (mγ(tΣ), zγ(tΣ)).

On remarque que mΣ(γ) et zΣ(γ) véri�ent les relations

mΣ(γ) = mΣ(zΣ(γ)) = mγ(tΣ), zΣ(γ) = max
m0≤m≤m1

z̃γ(m).

Nous posons

(30) γ(1) = γ ∩ Ω1, γ(2) = γ ∩ Ω2,

Γ(1) = { γ(1) = γ ∩ Ω1 | γ ∈ Γ }, Γ(2) = { γ(2) = γ ∩ Ω2 | γ ∈ Γ }

(le fait que Γ(1) et Γ(2) contiennent l'ensemble vide ne causera pas d'obstacle à
nos raisonnements). Comme z̃(m) est strictement croissante pour m0 ≤ m ≤
mΣ(γ) et strictement décroissante dans mΣ(γ) ≤ m ≤ m1 (voir le lemme 3.2),

on peut dé�nir les fonctions m
(1)
γ (z) et m

(2)
γ (z) par les relations

(31) m = m(1)
γ (z) ⇔ (m, z) ∈ γ(1), m = m(2)

γ (z) ⇔ (m, z) ∈ γ(2).

Lemme 3.3. On suppose que Σ∩γ 6= ∅. Alors, quelque soit ε > 0, il existe
un δ = δ(ε) > 0 tel que

(32)

∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−δ

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε,
∫ zΣ(γ)−δ

zΣ(γ)

1

u(m
(2)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε.

Démonstration. En vertu des conditions (10)�(12) on peut choisir un
voisinage UΣ de Σ et quatre constantes c1, c2, c3, c4 tels que

(33) −c2 ≤
g

α(m)2

dα(m)

dm
≤ −c1 < 0 dans UΣ,

(34) mhgl(m, z) ≥ c3 > 0 dans UΣ,

(35)
∣∣∣dv(z)

dz

∣∣∣ ≤ c4 <∞ ∀z ∈ [0, 1].

Nous nous limitons d'abord à la partie de γ contenue dans Ω1 et donc à
[t0, tΣ] pour t. On pose

(36) ζ(t) = zγ(tΣ)− zγ(t) = zΣ(γ)− zγ(t) pour t ∈ [t0, tΣ].
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On a alors

(37)
dζ(t)

dt
= −u(mγ(t), zγ(t)).

Or, comme on a u(m, z) = 0 sur Σ, en utilisant la fonction mΣ(z) (voir
(22)), on a

u(mγ(t), zγ(t)) = u(mγ(t), zγ(t))− u(mΣ(zγ(t)), zγ(t)) =(38)

= −
∫ mΣ(zγ(t))

mγ(t)

∂u

∂m
dm = −

∫ mΣ(zγ(t))

mγ(t)

g

α(m)2

dα(m)

dm
dm.

D'autre part, d'après le lemme 3.1, on a
(39)

mγ(tΣ)−mΣ(zγ(t)) = mΣ(zγ(tΣ))−mΣ(zγ(t)) = −
∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

α(mΣ(z))2 dv(z)
dz

g dα(m)
dm |m=mΣ(z)

dz.

Maintenant nous nous limitons à t tels que (mγ(t), zγ(t)) ∈ Ω1∩UΣ. Alors,
de (37), (38), (33) on déduit que

(40)
dζ(t)

dt
≤ −c1(mΣ(zγ(t))−mγ(t)).

Or, comme en vertu de (33) et (35) on a

−
∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

α(mΣ(z))2 dv(z)
dz

g dα(m)
dm |m=mΣ(z)

dz ≤ c4

c1
(zγ(tΣ)− zγ(t)) =

c4

c1
ζ(t),

de (39) on obtient

mΣ(zγ(t))−mγ(t) = mγ(tΣ)−mγ(t)− (mγ(tΣ)−mΣ(zγ(t))) ≥

≥ mγ(tΣ)−mγ(t)− c4

c1
ζ(t),

ce qui, joint à (40), nous donne

(41)
dζ(t)

dt
≤ −c1(mγ(tΣ)−mγ(t)) + c4ζ(t).

En outre, en vertu de (34) et (27), on a

mγ(tΣ)−mγ(t) ≥ c3(tΣ − t),

ce qui nous permet de déduire de (41) que

(42)
dζ(t)

dt
≤ −c1c3(tΣ − t) + c4ζ(t) pour tΣ − δ̃ ≤ t ≤ tΣ

avec un certain δ̃ > 0.
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Comme la fonction

ζ(t) = c1c3

∫ tΣ

t
(tΣ − t′)e−c4(t′−t)dt′

véri�e l'égalité
dζ(t)

dt
= −c1c3(tΣ − t) + c4ζ(t)

et que
ζ(tΣ) = ζ(tΣ) = 0,

d'après le théorème de comparaison, on déduit de (42) que

ζ(t) ≥ c1c3

∫ tΣ

t
(tΣ − t′)e−c4(t′−t)dt′ ≥ c1c3

2
(tΣ − t)2e−c4(tΣ−t)

pour tΣ − δ̃ ≤ t ≤ tΣ ; en particulier, pour tΣ − δ̃1 ≤ t ≤ tΣ, δ̃1 = min(δ̃, log 2
c4

),
on a

ζ(t) ≥ c1c3

4
(tΣ − t)2,

ou

(43) tΣ − t ≤
2

√
c1c3

√
ζ(t) =

2
√
c1c3

√
zγ(tΣ)− zγ(t).

On rappelle que d'après la dé�nition de la vitesse u(m, z), on a

tΣ − t =

∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′

(pour la fonction m
(1)
γ (z), voir (31)). Donc, de (43) on déduit que∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ 2
√
c1c3

√
zγ(tΣ)− zγ(t),

ce qui implique que, étant donné ε > 0, on peut choisis

δ = δ(ε) =
ε2c1c3

4
,

de sorte que la première inégalité de (44) sera véri�ée.
La deuxième inégalité de (44) se démontre de manière analogue.
Le lemme est démontré. �

Corollaire. On pose

z
(γ)
1 = zΣ(γ) si Σ ∩ γ 6= ∅, z

(γ)
1 = 1 si γ ⊂ Ω1,

z
(γ)
2 = zΣ(γ) si Σ ∩ γ 6= ∅, z

(γ)
2 = 1 si γ ⊂ Ω2.

Alors, quelque soit ε > 0, il existe un δ = δ(ε) > 0 tel que

(44)

∫ z
(γ)
1

z
(γ)
1 −δ

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε,
∫ z

(γ)
2 −δ

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε.
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Démonstration. Le corollaire résulte immédiatement du lemme et des
hypothèses sur u(m, z). �

4. TRANSFORMATION DE L'EQUATION

Les caractéristiques γ étant dé�nies, nous pouvons écrire l'équation (25)
comme la famille d'équations sur γ ∈ Γ

(45)
d

dt
σ(mγ(t), zγ(t)) =

= −σ(mγ(t), zγ(t))
(
m∂mhgl(mγ(t), zγ(t)) + ∂zu(mγ(t), zγ(t))

)
+

+
mγ(t)

2

∫ mγ(t)

0
β(mγ(t)−m′,m′)σ(m′, zγ(t))σ(mγ(t)−m′, zγ(t))dm′+

−mγ(t)

∫ ∞
0

β(mγ(t),m′)σ(mγ(t), zγ(t))σ(m′, zγ(t))dm′;

ici, pour ne pas alourdir l'écriture, nous avons écrit

∂mhgl(mγ(t), zγ(t)), ∂zu(mγ(t), zγ(t))

au lieu de

∂mhgl(m, z)
∣∣
(m,z)=(mγ(t),zγ(t))

, ∂zu(m, z)
∣∣
(m,z)=(mγ(t),zγ(t))

.

Si nous introduisons les opérateurs K[m, z;σ, σ] et L[m, z;σ] par

(46) K[m, z;σ, σ] =

∫ m

0
β(m−m′,m′)σ(m−m′, z)σ(m′, z)dm′,

(47) L[m, z;σ] =

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m′, z)dm′,

nous pouvons écrire l'équation (45) sur γ dans la forme

(48)
d

dt
σ(mγ(t), zγ(t)) =

= −σ(mγ(t), zγ(t))
(
m∂mhgl(mγ(t), zγ(t)) + ∂zu(mγ(t), zγ(t))

)
+

+mγ(t)
(1

2
K[mγ(t), zγ(t);σ, σ]− σ(mγ(t), zγ(t))L[mγ(t), zγ(t);σ]

)
.

Si on considère l'équation (48) séparément sur γ(1) = γ ∩Ω1 et sur γ(2) =
γ ∩Ω2, on peut même transformer (48) dans une forme relative à la variable z.
On rappelle que sur γ = γ(1) ∪ γ(2) on a

(49)
dσ

dt
=

dσ

dz

dz

dt
=

dσ

dz
u(mγ(t), zγ(t)).
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Considérons d'abord l'équation sur γ(1) et utilisons la fonction m
(1)
γ (z)

(voir (31)). Si on introduit les notations σ(γ; z), hgl(γ; z), u(γ; z) par
(50)
σ(γ; z) = σ(m(1)

γ (z); z), hgl(γ; z) = hgl(m
(1)
γ (z); z), u(γ; z) = u(m(1)

γ (z); z),

compte tenu de la relation (49), nous pouvons écrire l'équation (45) dans la
forme

(51)
dσ(γ; z)

dz
= −σ(γ; z)

u(γ; z)

(
m(1)
γ (z)∂mhgl(γ; z) + ∂zu(γ; z)

)
+

+
m

(1)
γ (z)

u(γ; z)

(1

2
K[m(1)

γ (z), z;σ, σ]− σ(γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ]

)
.

L'équation (51) doit être envisagée sur l'intervalle [z
(γ)
0 , z

(γ)
1 ] et avec la condition

initiale

(52) σ(γ; z
(γ)
0 ) = σ0(m(1)

γ (z
(γ)
0 ), z

(γ)
0 ),

où z
(γ)
0 (resp. z

(γ)
1 ) est la valeur la plus petite (resp. grande) de z sur γ(1). La

condition (52) n'est autre que la condition (3) restreinte sur S0∪Sa et exprimée
par rapport à γ(1) ∈ Γ(1).

Sur γ(2), en utilisant la fonction m
(2)
γ (z) et les notations σ(γ; z), hgl(γ; z),

u(γ; z) tout analogues (avec m
(2)
γ (z) au lieu de m

(1)
γ (z) dans (50)), compte tenu

de (49), l'équation (48), de manière tout analogue à (51), peut être écrite dans
la forme

(53)
dσ(γ; z)

dz
= −σ(γ; z)

u(γ; z)

(
m(2)
γ (z)∂mhgl(γ; z) + ∂zu(γ; z)

)
+

+
m

(2)
γ (z)

u(γ; z)

(1

2
K[m(2)

γ (z), z;σ, σ]− σ(γ; z)L[m(2)
γ (z), z;σ]

)
.

L'équation (53) doit être considérée sur l'intervalle [0, z
(γ)
2 ], où z

(γ)
2 est la valeur

la plus grande de z sur γ(2). Si γ(2) ∩ Σ = ∅, alors z(γ)
2 = 1 ; si γ(2) ∩ Σ 6= ∅,

alors z
(γ)
2 = zΣ(γ). La condition (3) se traduit en

(54) σ(γ; z
(γ)
2 ) = σ(γ; 1) = σ0(m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) si (m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ S1.

D'autre part, si (m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ Σ, alors la valeur de σ(γ; z

(γ)
2 ) doit être

égale à la valeur au point z = z
(γ)
2 = z

(γ)
1 de la fonction σ(γ; z) qui satisfait à

(51).
Il est utile de rappeler que dans Ω1 on a u(m, z) > 0 et dans Ω2 on a

u(m, z) < 0. Donc, même si formellement (53) ne di�ère de (51) que par la

présence de m
(2)
γ (z) au lieu de m

(1)
γ (z), les signes des facteurs σ(γ;z)

u(γ;z) et
m

(1)
γ (z)
u(γ;z)

(respectivement
m

(2)
γ (z)
u(γ;z) ) dans leur second membre sont opposés l'un à l'autre.
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5. RESOLUTION DE L'EQUATION DANS Ω1

Pour résoudre l'équation (1) (ou (25)) avec les conditions (3), nous la
résolvons d'abord dans Ω1, en supposant que dans Ω2 la fonction σ est égale à
une fonction donnée σ2 et puis nous allons résoudre l'équation dans Ω2 avec la
fonction σ = σ1 dans Ω1, σ1 étant la solution obtenue dans l'étape précédente.
On cherchera ensuite un point �xe de l'opérateur qui, à σ2, associe la solution
σ2 de la seconde étape.

Pour construire la solution σ = σ1 dans Ω1 avec la donnée σ2 dans Ω2, on
suppose qu'une fonction σ2(m, z) est donnée dans Ω2 et véri�e la condition

(55) 0 ≤ inf
(m,z)∈Ω2

σ2(m, z) ≤ sup
(m,z)∈Ω2

σ2(m, z) <∞.

(56) σ2(m, z) = 0 pour m ≥ mB

où
mB = sup{m(2)

γ (0)|m(2)
γ (z

(γ)
2 ) ≤ mA, γ

(2) ∈ Γ(2)}.
Pour préciser les conditions sur l'existence et l'unicité de la solution σ

dans Ω1 avec σ2 dans Ω2, nous posons

(57) Ch = sup
(m,z)∈Ω

|m∂mhgl(m, z) + ∂zu(m, z)|,

(58) Cβ = sup
m,m′∈R+

mβ(m,m′).

En vertu du lemme 3.3 nous pouvons choisir un δ1 > 0 tel que

(59)

∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−δ1

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤

≤ 1

4 max(Ch + Cβ‖σ2‖L∞(Ω2)(mB −m−Σ),
3Cβ

2 (m+
Σ −ma))

.

(pour m−Σ , m
+
Σ voir (23)). Posons encore

(60)

M1 = sup
(m,z)∈Ω

(δ1)
1

1

u(m, z)
, Ω

(δ1)
1 =

⋃
γ(1)∈Γ(1)

{(m, z) ∈ γ(1) | z ≤ zΣ(γ)− δ1 }.

Proposition 5.1. On suppose que σ2 véri�e la condition (55) et que

(61) ‖σ0‖L∞(S0∪Sa) <
1

2(ec1 + c2
c1

(ec1 − 1))
.

où

(62) c1 = 2(Ch + Cβ‖σ2‖L∞(Ω2)(mB −m−Σ))M1, c2 = 3Cβ(m+
Σ −ma)M1.
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Alors il existe une fonction σ(m, z) = σ1(m, z) qui véri�e dans Ω1 l'équation

(1) dans laquelle on substitue σ2(m, z) à la place de σ(m, z) pour (m, z) ∈ Ω2 et

la condition (3) (restreinte à S0 ∪ Sa) ; cette solution est unique dans la classe

L∞(Ω1).

Démonstration. Pour construire la solution σ dans Ω1, on construit d'abord
une approximation successive {σ[n]}n∈N, en utilisant la structure de l'équation
(51) (et de la condition (52)). On pose

(63) σ[0](γ; z) = σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 )

et, si σ[n] est bien dé�nie, on pose

(64) σ[n+1](γ; z) = σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 ) +R1(σ[n])(γ; z),

où R1(·) est l'opérateur intégral dé�ni par

(65) R1(σ)(γ; z) = −
∫ z

z
(γ)
0

σ(γ; z′)

u(γ; z′)
(m(1)

γ (z′)∂mhgl(γ; z′) + ∂zu(γ; z′))dz′+

+

∫ z

z
(γ)
0

m
(1)
γ (z′)

u(γ; z′)

(1

2
K[m(1)

γ (z′), z′;σ, σ]− σ(γ; z′)L[m(1)
γ (z′), z′;σ]

)
dz′.

Lemme 5.1. Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien dé�nie et on a

(66)

‖σ[n](·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) ≤
2‖σ0‖L∞(S0∪Sa)e

c1z

1− 2 c2c1 ‖σ0‖L∞(S0∪Sa)(ec1z − 1)
pour 0 ≤ z ≤ 1.

Démonstration du lemme. On déduit de (64) (voir aussi (112)) que

(67) |σ[n+1](γ; z)| ≤ σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 )+

+

∫ z

z
(γ)
0

|σ[n](γ; z′)|
u(γ; z′)

|m(1)
γ (z′)∂mhgl(γ; z′) + ∂zu(γ; z′)|dz′+

+

∫ z

z
(γ)
0

m
(1)
γ (z′)

u(γ; z′)

(1

2
|K[m(1)

γ (z′), z′;σ[n], σ[n]]|+|σ[n](γ; z′)L[m(1)
γ (z′), z′;σ[n]]|

)
dz′.

En écrivant ‖σ[n](·, z)‖L∞ et ‖σ0‖L∞ au lieu de ‖σ[n](·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) et
‖σ0‖L∞(S0∪Sa), on déduit de (67) (voir aussi (57), (58)) que

(68) |σ[n+1](γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞+

+(Ch + Cβ‖σ2‖L∞(Ω2)(mB −m−Σ))

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖L∞

u(γ; z′)
dz′,

+
3Cβ

2
(m+

Σ −ma)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖2L∞

u(γ; z′)
dz′
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Donc, en vertu de (59) et (60) on a

(69) |σ[n+1](γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞+

+
c1

2

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖L∞dz′ +
1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖L∞+

+
c2

2

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖2L∞dz′ +
1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖2L∞ ,

où c1 et c2 sont les constantes dé�nies dans (62). Comme (68) est valable pour
tout γ(1) ∈ Γ(1), en dé�nissant de manière naturelle la fonction σ[n+1](m, z) sur
Ω1 et les normes ‖σ[n+1](·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) (pour mΣ(z) voir (22)), on déduit
de (69) que

(70) ‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ ‖σ0‖L∞+

+
c1

2

∫ z

0
‖σ[n](·, z′)‖L∞dz′ +

1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖L∞+

+
c2

2

∫ z

0
‖σ[n](·, z′)‖2L∞dz′ +

1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖2L∞ .

Considérons la fonction

(71) X(z) =
2‖σ0‖L∞ec1z

1− 2 c2c1 ‖σ0‖L∞(ec1z − 1)
, 0 ≤ z ≤ 1.

On constate que X(z) véri�e les relations

d

dz
X(z) = c1X(z) + c2X

2
(z), X(0) = 2‖σ0‖L∞

et donc

(72) X(z) = 2‖σ0‖L∞ + c1

∫ z

0
X(z′)dz′ + c2

∫ z

0
(X(z′))2dz′.

D'après (61) et (71) on a également

X(1) ≤ 1.

On va montrer que, quelque soit n ∈ N, la fonction σ[n] véri�e l'inégalité

(73) ‖σ[n](·, z)‖L∞ ≤ X(z).

En e�et, pour n = 0, l'inégalité (73) résulte immédiatement de la dé�nition
(63).

Supposons maintenant que σ[n] véri�e (73). En substituant (73) dans (70),
on a

‖σ[n+1](·, z)‖L∞≤‖σ0‖L∞+
c1

2

∫ z

0
X(z′)dz′+

c2

2

∫ z

0
X

2
(z′)dz′+

1

4
X(z)+

1

4
X

2
(z),
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ou, compte tenu de la relation X(z) ≤ X(1) ≤ 1,

‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ ‖σ0‖L∞ +
c1

2

∫ z

0
X(z′)dz′ +

c2

2

∫ z

0
X

2
(z′)dz′ +

1

2
X(z).

Cette inégalité et l'égalité (72) entraînent

‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ X(z) pour z ∈ [0, 1],

ce qui démontre (73) et donc (66). Le lemme est démontré. �

Continuation de la démonstration de la proposition 5.1. En
faisant la di�érence entre la n + m-ième approximation σ[n+m] et la n-ième
approximation σ[n], des dé�nitions (64) et (112) on obtient

(74) σ[n+m](γ; z)− σ[n](γ; z) =

∫ z

z̃0

1

u(γ; z′)
D(z′)dz′,

où

D(z) = −(σ[n+m−1] − σ[n−1])(m(1)
γ (z)∂mhgl(γ; z) + ∂zu(γ; z))+

+
m

(1)
γ (z)

2

(
K[m(1)

γ (z), z;σ[n+m−1], σ[n+m−1]]−K[m(1)
γ (z), z;σ[n−1], σ[n−1]]

)
+

−m(1)
γ (z)

(
σ[n+m−1](γ; z)L[m(1)

γ (z), z;σ[n+m−1]]−σ[n−1](γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ[n−1]]

)
.

D'après les dé�nitions (46), (47) et l'inégalité (66) ainsi que l'hypothèse sur σ2,
il existe deux constantes C0 et C1 telles que

(75) |D(z)| ≤ C0,

(76) |D(z)| ≤ C1‖σ[n+m−1](·, z)− σ[n−1](·, z)‖L∞ .

Soit ε un nombre réel strictement positif. D'après le lemme 3.3 il existe
un δ(ε) > 0 tel que

(77)

∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−δ(ε)

1

u(γ; z′)
dz′ =

ε

2eC0
∀γ(1) ∈ Γ(1).

On pose

(78) L1(ε) = sup
γ(1)∈Γ(1)

{ 1

u(γ; z)
| (m, z) ∈ γ(1), z ≤ zΣ(γ)− δ(ε) }.

Des relations (74)�(78) on déduit que

|σ[n+m](γ; z)−σ[n](γ; z)| ≤ L1(ε)C1

∫ z

0
‖σ[n+m−1](·, z′)−σ[n−1](·, z′)‖L∞dz′+

ε

2e
,

d'où
‖σ[n+m](·, z)− σ[n](·, z)‖L∞([ma,mΣ(z)]) ≤
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≤ L1(ε)C1

∫ z

0
‖σ[n+m−1](·, z′)− σ[n−1](·, z′)‖L∞dz′ +

ε

2e
.

En répétant une procédure analogue, on arrive à l'inégalité
(79)

‖σ[n+m](·, z)− σ[n](·, z)‖L∞ ≤ (L1(ε)C1)n
zn

n!
‖σ[m] − σ[0]‖L∞(Ω1) +

ε

2e

n−1∑
k=0

1

k!
.

Comme, en vertu du lemme 3.4, il existe un nε ∈ N tel que

(L1(ε)C1)n
zn

n!
‖σ[m] − σ[0]‖L∞(Ω1) ≤

ε

2
∀n ≥ nε,

on déduit de (79) que

(80) ‖σ[n+m](·, z)− σ[n](·, z)‖L∞(Ω1) ≤ ε ∀n ≥ nε, ∀m ≥ 1.

C'est-à-dire, {σ[n]}n∈N est une suite de Cauchy dans la topologie de L∞(Ω1) et
donc, quand n tend vers l'in�ni, σ[n] converge vers une fonction σ = σ1 dans
L∞(Ω1).

Il n'est pas di�cile à démontrer que la limite σ = σ1 satisfait à l'équation
(1) dans laquelle on substitue σ2(m, z) à la place de σ(m, z) pour (m, z) ∈ Ω2

et à la condition (3) et que la solution est unique. �

6. RESOLUTION DE L'EQUATION DANS Ω2

Maintenant on se propose de résoudre l'équation (1) dans Ω2, en supposant
que dans Ω1 la fonction σ est égale à une fonction donnée σ1 (plus tard on
substituera à σ1 la solution σ1 de l'équation (1) dans Ω1 avec σ2 donnée dans
Ω2). On suppose que

(81) σ1 ∈ C(Ω1), 0 ≤ inf
(m,z)∈Ω1

σ1(m, z) ≤ sup
(m,z)∈Ω1

σ1(m, z) <∞

et, à l'aide du corollaire du lemme 3.3 on choisit un δ2 > 0 tel que

(82)

∫ z
(γ)
2

z
(γ)
2 −δ2

1

|u(m
(2)
γ (z′), z′)|

dz′ ≤

≤ 1

4 max(Ch+
3Cβ

2 ‖σ1‖L∞(Ω1)(m
+
Σ−ma)+

Cβ
2 ‖σ1‖L∞(Ω1)(mB−m−Σ),

3Cβ
2 (mB−m−Σ))

où m−Σ , m
+
Σ , Ch et Cβ sont les constantes introduites dans (57), (58) et (23)

respectivement. On pose en outre
(83)

M2 = sup
(m,z)∈Ω

(δ2)
2

1

|u(γ; z)|
, Ω

(δ2)
2 =

⋃
γ(2)∈Γ(2)

{(m, z) ∈ γ(2) | z ≤ zΣ(γ)− δ2 }.
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(84) T2 = sup
γ(2)∈Γ(2)

∫ 0

z
(γ)
2

1

u(γ, z′)
dz′;

on voit aisément que, en vertu de (9),(11), et (16), on a T2 <∞.
Pour démontrer l'existence et l'unicité de la solution σ = σ2 dans Ω2, on

suppose, de manière analogue à (61), que

(85) max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+
CβT2

2
‖σ1‖2L∞(Ω1)(m

+
Σ −ma) ≤

≤ 1

2(ec3 + c4
c3

(ec3 − 1))
,

où σ1

∣∣
Σ
est la restriction de σ1 à Σ et

(86) c3 = (2Ch + 3Cβ‖σ1‖L∞(Ω1)(m
+
Σ −ma) +Cβ‖σ1‖L∞(Ω1)(mB −m−Σ))M2,

c4 = 3Cβ(mB −m−Σ)M2.

Proposition 6.1. On suppose que les conditions (81) et (85) sont vé-

ri�ées. Alors il existe une fonction σ(m, z) = σ2(m, z) qui véri�e dans Ω2

l'équation (1) dans laquelle on substitue σ1(m, z) à la place de σ(m, z) pour

(m, z) ∈ Ω1 et la condition (3) sur S1 et la condition σ(m, z) = σ1(m, z) pour

(m, z) ∈ Σ ; cette solution σ est unique dans la classe L∞(Ω2).

Démonstration. Comme pour la proposition 5.1, on va utiliser la forme

(53) sur γ(2) de l'équation. Or, dans le cas où le point de départ (m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 )

de γ(2) se trouve sur Σ, nous posons la condition

(87) σ(γ; z
(γ)
2 ) = σ1(m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) si (m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ Σ,

tandis que, dans le cas où (m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ S1, nous considérons la condition

(54) déjà introduite précédemment.
Toujours comme dans la démonstration de la proposition 3.1, on construit

une approximation successive {σ[n]}n∈N. On choisit σ[0](γ; z) égale à la donnée
initiale (54) ou (87), c'est-à-dire

(88) σ[0](γ; z) = σi(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ),

où

σi = σ1 si (m(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ Σ, σi = σ0 si (m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ S1,

et, si σ[n] est bien dé�nie, on pose (avec la même notation σi(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 )

utilisée dans (88))

(89) σ[n+1](γ; z) = σi(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) +R2(σ[n])(γ; z),
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où R2(·) est dé�ni par

(90) R2(σ)(γ; z) = −
∫ z

z
(γ)
2

σ(γ; z′)

u(γ; z′)
(m(2)

γ (z′)∂mhgl(γ; z′) + ∂zu(γ; z′))dz′+

+

∫ z

z
(γ)
2

m
(2)
γ (z′)

u(γ; z′)

(1

2
K[m(2)

γ (z′), z′;σ, σ]− σ(γ; z′)L[m(2)
γ (z′), z′;σ]

)
dz′.

Lemme 6.1. Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien dé�nie et on a

(91) σ[n](m, z) = 0 si m > mB,

(92) ‖σ[n](·, z)‖L∞(mΣ(z),mB) ≤
2A0,1e

c3(1−z)

1− 2 c4c3A0,1(ec3(1−z) − 1)
pour 0 ≤ z ≤ 1,

avec

A0,1 = max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+
T2Cβ

2
‖σ1‖2L∞(Ω1)(m

+
Σ −ma).

Démonstration du lemme. Des conditions (8), (19), de la dé�nition demB

(voir (86)) et de la dé�nition de σ[n] on déduit immédiatement que σ[n](m, z) =
0 pour m > mB.

De manière analogue à la déduction de (68), en écrivant ‖σ[n](·, z)‖L∞ au
lieu de ‖σ[n](·, z)‖L∞(mΣ(z),mB), on déduit de (89)�(114), (57), (58) que

(93) |σ[n+1](γ; z)| ≤ max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+

+
Cβ
2
‖σ1‖2L∞(Ω1)(m

+
Σ −ma)

∫ z

z
(γ)
2

1

u(γ; z′)
dz′+

+(Ch +
3Cβ

2
‖σ1‖L∞(Ω1)(m

+
Σ −ma)+

+
Cβ
2
‖σ1‖L∞(Ω1)(mB −m−Σ))

∫ z

z
(γ)
2

‖σ[n](·, z′)‖L∞

u(γ; z′)
dz′+

+
3Cβ

2
(mB −m−Σ)

∫ z

z
(γ)
2

‖σ[n](·, z′)‖2L∞

u(γ; z′)
dz′.

Or en décomposant l'intégrale
∫ z
z

(γ)
2

en∫ z

z
(γ)
2

=

∫ max(z
(γ)
2 −δ2,z)

z
(γ)
2

+

∫ z

max(z
(γ)
2 −δ2,z)

et en utilisant (82), (83), (86), de manière analogue à l'obtention de (70) on
déduit de (93) que

(94) ‖σ[n+1](γ; z)‖L∞ ≤ A0,1+
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+
c3

2

∫ 1

z
‖σ[n](·, z′)‖L∞dz′ +

1

4
sup

z≤z′≤1
‖σ[n](·, z′)‖L∞+

+
c4

2

∫ 1

z
‖σ[n](·, z′)‖2L∞dz′ +

1

4
sup

z≤z′≤1
‖σ[n](·, z′)‖2L∞ .

Ayant obtenu une inégalité similaire à (70), nous pouvons procéder de la
même manière, en dé�nissant

Y (z) =
2A0,1e

c3(1−z)

1− 2 c4c3A0,1(ec3(1−z) − 1)
pour 0 < z < 1,

et en démontrant

‖σ[n](·, z)‖L∞ ≤ Y (z),

ce qui nous amène au lemme. �

Continuation de la démonstration de la proposition 6.1. Une fois construite
la suite de solutions approchées σ[n] véri�ant les relations (91), (92), on peut
procéder de manière tout analogue à la démonstration de la proposition 5.1,
en faisant la di�érence σ[n+m](γ; z) − σ[n](γ; z) (pour σ[n] construites dans le
lemme 6.1) comme dans (74) et en l'estimant comme dans (75)-(80), de sorte
que la démonstration de la proposition 6.1 sera complétée. �

7. ESTIMATIONS DE σ1 SUR Ω1 ET DE σ2 SUR Ω2

Même si la démonstration des propositions 5.1 et 6.1 contient implici-
tement (voir les lemmes 5.1 et 6.1) une majoration de la norme de σ1 dans
L∞(Ω1) et de celle de σ2 dans L∞(Ω2), pour nos ultérieurs raisonnements il
nous convient d'améliorer ces estimations. Nous commençons par la démons-
tration de la positivité de σ1.

Lemme 7.1. Soit σ = σ1 la solution de l'équation (1) dans Ω1, obtenue

dans la proposition 5.1 (sous les conditions de la proposition 5.1). Alors on a

(95) σ1(m, z) ≥ 0 ∀(m, z) ∈ Ω1.

En outre, σ1 est continue dans Ω1.

Démonstration. On rappelle que σ = σ1 satisfait, sur chaque γ(1) ∈ Γ(1),
à l'équation (51) et que, en vertu de la dé�nition (46) de K, on a

m
(1)
γ (z)

u(γ; z)
K[m(1)

γ (z), z;σ, σ] ≥ 0.
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Donc la condition σ(γ; z
(γ)
0 ) ≥ 0 (voir (52), (3)) et l'expression du second

membre de l'équation (51), considérée comme équation di�érentielle ordinaire,
impliquent que σ(γ; z) ≥ 0 là où σ(γ; z) est bien dé�nie.

La continuité de σ1 résulte de la continuité de σ0 sur S0∪Sa et du fait que,
sur chaque γ(1) ∈ Γ(1), σ1 est la solution de l'équation (51), dont les coe�cients
sont continus. �

A l'aide du corollaire du lemme 3.3 on choisit un ϑ1 > 0 tel que

(96)

∫ z
(γ)
1

z
(γ)
1 −ϑ1

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ 1

4 max(Ch, Cβ(m+
Σ −ma))

et on pose
(97)

µ1 = sup
(m,z)∈Ω

(ϑ1)
1

1

u(m, z)
, Ω

(ϑ1)
1 =

⋃
γ(1)∈Γ(1)

{(m, z) ∈ γ(1) | z ≤ zΣ(γ)− ϑ1 },

(98) a1 = 2Chµ1, a2 = 2Cβ(m+
Σ −ma)µ1.

On a le lemme suivant.

Lemme 7.2. Soit σ = σ1 la solution de l'équation (1) dans Ω1, obtenue

dans la proposition 5.1 (sous les conditions de la proposition 5.1). Alors on a

(99) σ1(m, z) ≤ A1 ∀(m, z) ∈ Ω1,

où

(100) A1 =
2ea1‖σ0‖L∞(S0∪Sa)

1− 2a2
a1
‖σ0‖L∞(S0∪Sa)(ea1 − 1)

.

Démonstration. On considère de nouveau l'équation (51) véri�ée par σ.
En vertu de la condition (55) et du lemme 7.1 on a

σ(γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ] ≥ 0,

ce qui nous permet de déduire de (51) que

(101) |σ(γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞ + Ch

∫ z

z
(γ)
0

‖σ(·, z′)‖L∞

u(γ; z′)
dz′+

+Cβ(m+
Σ −ma)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ(·, z′)‖2L∞

u(γ; z′)
dz′,

où on a écrit ‖σ(·, z)‖L∞ et ‖σ0‖L∞ au lieu de ‖σ(·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) et
‖σ0‖L∞(S0∪Sa).
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L'inégalité (101) étant établie, on peut procéder d'une manière analogue à
la démonstration du lemme 5.1 (en particulier, à partir de (68)), en y remplaçant
c1 et c2 par a1 et a2 dé�nis dans (98) (vois aussi (96), (97)). De la sorte on aura

‖σ(·, z)‖L∞ ≤
2‖σ0‖L∞(S0∪Sa)e

a1z

1− 2a2
a1
‖σ0‖L∞(S0∪Sa)(ea1z − 1)

pour 0 ≤ z ≤ 1,

d'où le lemme. �

Remarque 7.1. La valeur A0 donnée dans (100) ne dépend pas σ2. En e�et,
a1 et a2 ne dépendent pas de σ2 (voir (96)�(98)).

Maintenant on considère l'équation (1) dans Ω2 avec σ = σ1 dans Ω1, où
σ1 est la solution de l'équation (1) dans Ω1 obtenue dans la proposition 3.1.
Pour mieux caractériser la solution σ = σ2 de ce problème, en désignant par
γb la caractéristique qui passe par le point (mΣ(1), 1) (pour la notation mΣ(z),
voir (22)), on divise Ω2 en deux parties

(102) Ω2,1 = { (m, z) ∈ Ω2 |mΣ(z) < m ≤ m(2)
γb

(z) },

(103) Ω2,2 = Ω2\Ω2,1 = { (m, z) ∈ Ω2 |m > m
(2)
γb

(z) },

où m
(2)
γ (z) est la fonction dé�nie dans (31).

Lemme 7.3. Soit σ = σ2 la solution de l'équation (1) dans Ω2, obtenue

dans la proposition 6.1 (sous les conditions de la proposition 6.1) avec σ1 =
σ1 dans Ω1, où σ1 est la solution de l'équation (1) dans Ω1 obtenue dans la

proposition 5.1. Alors on a

(104) σ2(m, z) ≥ 0 ∀(m, z) ∈ Ω2.

En outre, σ2 est continue dans Ω2,1 et continue dans Ω2,2.

Démonstration. On procède d'une manière analogue à la démonstration
du lemme 7.1. On rappelle d'abord que σ = σ2 satisfait, sur chaque γ(2) ∈ Γ(2),
à l'équation (53) et que, en vertu de la dé�nition de K, on a

m
(2)
γ (z)

|u(γ; z)|
K[m(2)

γ (z), z;σ, σ] ≥ 0.

Rappelons que les conditions initiales sur S1 sont données par (54) et elles sont
non-négatives par l'hypothèse (20), tandis que celles sur Σ sont données par
(87) et elles sont non-négatives en vertu du lemme 7.1. Par suite l'expression
du second membre de l'équation (53) implique que σ(γ; z) ≥ 0 là où σ(γ; z) est
bien dé�nie, ce qui achève la démonstration du lemme. �
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Analoguement au cas précédent, on choisit un ϑ2 > 0 tel que

(105)

∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−ϑ2

1

|u(m
(2)
γ (z′), z′)|

dz′ ≤

≤ 1

4 max(Ch + CβA1(m+
Σ −ma), Cβ(mB −m−Σ))

,

et on pose
(106)

µ2 = sup
(m,z)∈Ω

(ϑ2)
2

1

|u(m, z)|
, Ω

(ϑ2)
2 =

⋃
γ(2)∈Γ(2)

{(m, z) ∈ γ(2) | z ≤ zΣ(γ)− ϑ2 },

(107) a3 = 2(Ch + CβA1(m+
Σ −ma))µ2, a4 = 2Cβ(mB −m−Σ)µ2.

On a le lemme suivant.

Lemme 7.4. Soit σ = σ2 la solution de l'équation (1) dans Ω2, obtenue

dans la proposition 6.1 (sous les conditions de la proposition 6.1) avec σ1 =
σ1 dans Ω1, où σ1 est la solution de l'équation (1) dans Ω1 obtenue dans la

proposition 5.1. Alors on a

(108) σ2(m, z) ≤ A2 ∀(m, z) ∈ Ω2,

où

(109) A2 =
2ea3 max(‖σ0‖L∞(S1), A1)

1− 2a4
a3

max(‖σ0‖L∞(S1), A1)(ea3 − 1)
.

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme 7.2, on consi-
dère l'équation (53) véri�ée par σ sur γ(2). En vertu des lemmes 7.1 et 7.3 on
a σ1 ≥ 0 et σ2 ≥ 0, et donc

σ(γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ] ≥ 0.

Compte tenu de cette relation, on déduit de (53) que

|σ(γ; z)| ≤ max(‖σ0‖L∞ , ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞)+(110)

+(Ch + Cβ‖σ1‖L∞(m+
Σ −ma))

∫ z

z
(γ)
2

‖σ(·, z′)‖L∞

u(m
(2)
γ , z′)

dz′

+Cβ(mB −m−Σ)

∫ z

z
(γ)
2

‖σ(·, z′)‖2L∞

u(m
(2)
γ ; z′)

dz′.

L'inégalité (110) étant établie, on peut procéder d'une manière analogue à
la démonstration du lemme 6.1 (en particulier, à partir de (93)), en y remplaçant
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c3 et c4 par a3 et a4 dé�nis dans (107). De la sorte, en rappelant la continuité
de σ1 sur chaque γ(1) ∈ Γ(1), on aura

‖σ(·, z)‖L∞ ≤
2ea3(1−z) max(‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1‖L∞)

1− 2a4
a3

(ea3(1−z) − 1) max(‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1‖L∞)
pour 0 ≤ z ≤ 1.

A l'aide du lemme 7.2 on en déduit le lemme. �

8. EXISTENCE DE LA SOLUTION DANS Ω

On va maintenant compléter la démonstration du théorème 3.1. On com-
mence par dé�nir l'ensemble

(111) B0 =
{
σ2 ∈ L∞(Ω2), 0 ≤ σ2(m, z) ≤ A2

}
où A2 est la constante dé�nie dans (109).

Si σ2 ∈ B0, alors en vertu de la proposition 3.1 et des lemmes 3.6 et
3.7 il existe une unique fonction σ1(m, z) qui véri�e dans Ω1 l'équation (1)
dans laquelle on substitue σ2(m, z) à la place de σ(m, z) pour (m, z) ∈ Ω2, la
condition (3) (restreinte à S0 ∪ Sa) et l'inégalité

0 ≤ σ1(m, z) ≤ A1 ∀(m, z) ∈ Ω1,

oùA1 est la constante dé�nie dans (100). Ceci nous permet de dé�nir l'opérateur

(112) G1 : B0 → L∞(Ω1),

qui, à σ2 ∈ B0, associe la solution σ1 ∈ L∞(Ω1) obtenue dans la proposition
5.1 et on a

(113) G1(B0) ⊂ {σ1 ∈ L∞(Ω1) | 0 ≤ σ1(m, z) ≤ A1 ∀(m, z) ∈ Ω1 }.

Maintenant, à l'aide de la proposition 6.1, nous pouvons dé�nir l'opérateur

(114) G2 : G1(B0)→ L∞(Ω2),

qui, à σ1 ∈ G1(B0), associe la fonction σ2 ∈ L∞(Ω2) qui véri�e dans Ω2

l'équation (1) dans laquelle on substitue σ1(m, z) à la place de σ(m, z) pour
(m, z) ∈ Ω1 et la condition (3) sur S1 et la condition σ(m, z) = σ1(m, z) pour
(m, z) ∈ Σ. En outre, en vertu des lemmes 7.3 et 7.4, on a

(115) G2(G1(B0)) ⊂ B0.

Nous posons

(116) G = G2 ◦G1,

(117) B = conv(G(B0)),
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où la fermeture · est prise par rapport à la topologie induite par la norme

‖ϕ‖ = sup
(m,z)∈Ω2

|ϕ(m, z)|,

tandis que �conv(A)� désigne l'ensemble convexe le plus petit qui contient A.

Lemme 8.1. On a

(118) G(B) ⊂ B,

et

(119) B est convexe.

Démonstration. L'a�rmation (119) résulte immédiatement de la dé�-
nition (117), tandis que (118) se déduit de (115) et des dé�nitions (116)�
(117). �

On va démontrer l'équicontinuité de σ2 ∈ G(B0) dans Ω2,2 et dans Ω2,1.

Lemme 8.2. Il existe une fonction continue ε̃(·) : R+ → R+ telle que

(120) ε̃(r)→ 0 pour r → 0

et que, quelque soit σ2 ∈ G(B0) et quelque soit ((m1, z1), (m2, z2)) ∈ Ω2,2×Ω2,2

ou ∈ Ω2,1 × Ω2,1, on ait

(121) |σ2(m1, z1)− σ2(m2, z2)| ≤ ε̃(|m1 −m2|+ |z2 − z1|).

Démonstration. Comme la démonstration de (121) pour ((m1, z1), (m2,
z2)) ∈ Ω2,1 × Ω2,1 ne di�ère pas beaucoup de celle pour ((m1, z1), (m2, z2)) ∈
Ω2,2 × Ω2,2, on examine de manière détaillée le cas de ((m1, z1), (m2, z2)) ∈
Ω2,2 ×Ω2,2 et nous nous limiterons à des commentaires essentielles pour le cas
de ((m1, z1), (m2, z2)) ∈ Ω2,1 × Ω2,1.

Considérons deux points (m1, z1) et (m2, z2) appartenant à Ω2,2 et sup-
posons, sans restreindre la généralité, que z1 ≤ z2. Désignons par γ1 (resp. γ2)
la caractéristique qui passe par (m1, z1) (resp. (m2, z2)). On pose en outre

m
(z2)
1 = m(2)

γ1
(z2).

En rappelant la dé�nition des caractéristiques γ (voir (26)�(27)) et les
hypothèses sur u(m, z) et hgl(m, z), on voit aisément qu'il existe une fonction

d̃m telle que

(122) |m(z2)
1 −m2| = |m(2)

γ1
(z2)−m2| ≤ d̃m(|m1 −m2|+ |z2 − z1|).

En vertu de (122), pour démontrer l'existence d'une fonction ε̃(·) véri�ant (120)
et (121), il su�t de montrer l'existence d'une fonction continue ε̃z(·) telle que

(123) ε̃z(r)→ 0 pour r → 0,
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(124) |σ2(γ; z1)− σ2(γ; z2)| ≤ ε̃r(|z2 − z1|)

(ici σ2(γ; z) désigne la valeur de σ2(m, z) sur la courbe γ comme dans (53)) et
l'existence d'une fonction continue ε̃m(·) telle que

(125) ε̃m(r)→ 0 pour r → 0,

(126) |σ2(m1, z)− σ2(m2, z)| ≤ ε̃m(|m1 −m2|).

Or, de l'équation (53) on déduit que

|σ2(γ; z1)− σ2(γ; z2)| =
∫ z2

z1

∣∣Φ(γ; z)

u(γ; z)

∣∣dz,
où Φ(γ; z) est le second membre de (53) multiplié par u(γ; z). Comme on le
voit aisément, les hypothèses sur hgl, u, β implique qu'il existe une constante
C1 telle que

|Φ(γ; z)| ≤ C1

pour tout γ ∈ Γ et pour tout z ∈ [0, 1]. Donc, d'après le corollaire du lemme
3.3, il existe une fonction continue ε̃z(·) : [0, 1]→ R+ véri�ant (123) et (124).

Pour montrer l'existence de la fonction ε̃m(·), on considère un nombre ε
strictement positif. Si (m1, z), (m2, z) ∈ Ω2,2, (m1, z) ∈ γ1, (m2, z) ∈ γ2, alors
il résulte de l'équation (53) que

(127) σ2(m1, z)− σ2(m2, z) = σ(γ1; z)− σ(γ2; z) =

= σ2(m(2)
γ1
, 1)− σ2(m(2)

γ2
, 1) +

∫ z

1

(Φ(γ1; z′)

u(γ1; z′)
− Φ(γ2; z′)

u(γ2; z′)

)
dz′.

En vertu du corollaire du lemme 3.3 il existe un δ1,ε tel que

(128)

∫ 1

max(z,1−δ1,ε)

∣∣∣Φ(γ1; z′)

u(γ1; z′)
− Φ(γ2; z′)

u(γ2; z′)

∣∣∣dz′ ≤ ε

3
.

D'autre part, comme les hypothèses sur u(m, z) implique que

sup
(m,z)∈Ω2,2,z≤1−δ1,ε

1

|u(m, z)|
<∞,

les hypothèses de la régularité des coe�cients qui �gurent dans le second
membre de (53) impliquent que

(129)

∫ max(z,1−δ1,ε)

z

∣∣∣Φ(γ1; z′)

u(γ1; z′)
− Φ(γ2; z′)

u(γ2; z′)

∣∣∣dz′ ≤ ϕ1,ε(dist(γ1, γ2)),

où ϕ1,ε(·) est une fonction continue telle que ϕ1,ε(r) → 0 pour r → 0, tandis
que

(130) dist(γ1, γ2) = sup
z∈[0,1]

|m(2)
γ1

(z)−m(2)
γ2

(z)|.
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On rappelle en outre que, comme le système d'équations (26)�(27) peut être
résolu avec les conditions �initiales� (m(t0), z(t0)) = (m1, z) ou (m(t0), z(t0)) =
(m2, z) dans toutes les deux directions de t et les coe�cients sont des fonctions
lipschitziennes, il existe une fonction continue δ̃m : R+ → R+ telle que

(131) dist(γ1, γ2) ≤ δ̃m(|m1 −m2|)
et que

δ̃m(r)→ 0 pour r → 0.

En�n, en vertu de la régularité supposée pour σ0, il existe une fonction
continue ϕ0 telle que ϕ0(r)→ 0 pour r → 0 et que

|σ0(m1, 1)− σ0(m2, 1)| ≤ ϕ0(|m1 −m2|).
On a donc

(132) |σ2(m(2)
γ1
, 1)− σ2(m(2)

γ2
, 1)| ≤ ϕ0(dist(γ1, γ2)).

Des relations (127)�(132) on déduit qu'il existe un δε > 0 tel que, si

|m1 −m2| ≤ δε,
alors on ait

|σ2(m1, z)− σ2(m2, z)| ≤ ε,
ce qui implique l'existence d'une fonction continue ε̃m(·) véri�ant (125) et
(126). �

Corollaire. L'ensemble B est compact dans la topologie induite par la

norme ‖ϕ‖ = sup(m,z)∈Ω2
|ϕ(m, z)|.

Démonstration. D'après le lemme 8.2, G(B0) est équicontinu. Donc l'est
aussiB. D'autre part, en vertu des lemmes 7.3 et 7.4,B est uniformément borné.
Donc d'après le théorème d'Ascoli-Arzelà l'ensemble B est compact. �

Maintenant on va démontrer que l'opérateur G est continu.

Lemme 8.3. L'opérateur G est continu de B dans lui même dans la topo-

logie induite par la norme

‖ϕ‖ = sup
(m,z)∈Ω2

|ϕ(m, z)|.

Démonstration. On va montrer la continuité de G1 et celle de G2, qui
impliqueront la continuité de G.

On va d'abord montrer que G1 est continu. On remarque que, comme les
fonctions appartenant à B sont continues à morceaux et celles de G1(B) sont
continues, ici on peut utiliser la norme de L∞. En e�et, si on pose

(133) σ1 = G1(σ2), σ∗1 = G1(σ∗2), Ξ = σ1 − σ∗1, Π = σ2 − σ∗2,
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on déduit de (51) (voir aussi (46), (47)) que, en désignant Ξ(γ; z) = σ1(γ; z)−
σ∗1(γ; z), etc..., on a

(134) |Ξ(γ; z)| ≤ Ch
∫ z

z
(γ)
0

|Ξ(γ; z′)|
u(γ; z′)

dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

1

u(γ; z′)

∫ mγ(z′)

0

(
|σ1(m′, z′)Ξ(m−m′, z′)|+

+|σ∗1(m−m′, z′)Ξ(m′, z′)|
)
dm′dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

σ1(γ; z′)

u(γ; z′)

[ ∫ mΣ(z′)

0
|Ξ(m′, z′)|dm′ +

∫ ∞
mΣ(z′)

|Π(m′, z′)|dm′
]
dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

|Ξ(γ; z′)|
u(γ; z′)

[ ∫ mΣ(z′)

0
σ∗1(m′, z′)dm′ +

∫ ∞
mΣ(z′)

σ∗2(m′, z′)dm′
]
dz′,

où Ch et Cβ sont les constantes dé�nies dans (57)�(58).
Comme en vertu des lemmes 7.1�7.4 et de la dé�nition de B les valeurs

σ1(m, z), σ∗1(m, z), σ2(m, z), σ∗2(m, z) sont uniformément bornées et σ2(m, z) =
σ∗2(m, z) = 0 pour m ≥ mB, en vertu du corollaire du lemme 3.3 il existe
un certain δ > 0 tel que le second membre de (134) restreint à l'intégrale

sur l'intervalle [min(z, z
(γ)
1 − δ), z] est majoré par 1

2 sup0≤z′≤z(‖Ξ(·, z′)‖L∞ +

‖Π(·, z′)‖L∞) et donc, compte tenu que 1
u(m,z) avec z ≤ z

(γ)
1 −δ est uniformément

borné, on déduit de (134) que

|Ξ(γ; z)| ≤ 1

2
sup

0≤z′≤z
(‖Ξ(·, z′)‖L∞ + ‖Π(·, z′)‖L∞)+

+C

∫ min(z,z
(γ)
1 −δ)

z
(γ)
0

‖Ξ(·, z′)‖L∞dz′ + C ′
∫ min(z,z

(γ)
1 −δ)

z
(γ)
0

‖Π(·, z′)‖L∞dz′,

où C et C ′ sont deux constantes. Comme cette inégalité est valable pour tout
γ(1) ∈ Γ(1), on en déduit que

y(z) ≤ 1

2
y(z) + C

∫ z

0
y(z′)dz′ +

(1

2
+ C ′

)
‖Π‖L∞(Ω2),

où
y(z) = sup

0≤z′≤z
‖Ξ(·, z′)‖L∞ .

On en déduit qu'il existe une constante C ′′ telle que

‖Ξ‖L∞(Ω2) ≤ C ′′‖Π‖L∞(Ω2),

ce qui prouve la continuité de G1.
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En ce qui concerne la continuité de G2, on verra qu'elle peut être démon-
trée d'une manière analogue à celle de G1. �

Démonstration du théorème 2.1. En vertu des lemmes 8.1�8.3 et leur corol-
laire,B est convexe et compact, on aG(B) ⊂ B et l'opérateurG est continu. Par
conséquent d'après le théorème de Schauder il existe un élément σ2 ∈ L∞(Ω2)
tel que G(σ2) = σ2, c'est-à-dire σ2 = σ2, ce qui achève la démonstration. �

Remarque 8.1. La constante A0 mensionnée dans l'énoncé du théorème 2.1
pourra être mieux déterminée. En e�et la constante doit véri�er les conditions
(61) et (85), qui peuvent être réécrites par

(135) A0 <
1

2(ec1(A0) + c2
c1(A0)

(ec1(A0) − 1))
≡ ψ1(A0),

(136) max(A0, A1(A0)) +
Cβ
2
T2A

2
1(A0)(m+

Σ −ma) ≤

≤ 1

2(ec3(A0) + c4
c3(A0)

(ec3(A0) − 1))
≡ ψ2(A0)

où

A1(A0) =
2ea1A0

1− 2a2
a1
A0(ea1 − 1)

,

c1(A0) = 2(Ch + CβA1(A0)(mB −m−Σ))M1

c3(A0) = (2Ch + 3CβA1(A0)(m+
Σ −ma) + CβA1(A0)(mB −m−Σ))M2.

Comme ψ1(0) > 0, ψ2(0) > 0, et que ψ1(·) et ψ2(·) sont continues, on peut
trouver A0 > 0 tel que les inégalités (135) et (136) soient véri�ées.
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