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INTRODUCTION

Certaines caractéristiques des espaces semi-reflexifs ont été examinées par
des auteurs aussi pour d’autres espaces. Ainsi ont apparu diverses notions de
semi-reflexivité et de reflexivité (voir [3, 4, 6, §]).

Dans 'article, on introduit la notion de produit semi-reflexif £xg,..A (Défi-
nition 1.1) et celle de souscatégorie L-semi-reflexive (Définition 1.5) dans la ca-
tégorie C2V des espaces topologiques vectoriels Hausdorff localement convexes.

Si la catégorie L est c-reflective (£ contient la souscatégories des espaces
avec la topologie faible S, et le foncteur reflecteur [ : CoV — L est exactement
a gauche), ces deux notions ne meénent pas a la méme classe des souscatégories
R} (L) (Théoréme 1.7). Dans le paragraphe 1 on construit plusieurs classes de
souscatégories qui appartiennent a la classe R;(aﬁ).

Dans le paragraphe 2, dans la classe R;(é‘ﬁ), on introduit une opération
binaire (Théoréme 2.2), et on examine certains exemples (p. 2.4). Mentionnons
que la souscatégorie sR des espaces semi-reflexifs (voir [7]) est un élément de la
classe R}(eS), et la souscatégorie iR des espaces inductifs semi-reflexifs [3] est
un élément de la classe R“} (Sh), ott Sh est la souscatégorie des espaces Schwartz
(voir [7]).

On utilise dans 'article les notions suivantes :

Les structures de factorisation :

(Epi, Ms)= (la classe de tous les épimorphismes, la classe de toutes les
inclusions topologiques avec I'image fermée) ;
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(Eus Mp)= (la classe des épimorphismes universaux, la classe des mono-
morphismes précis)=(la classe des morphismes surjectifs, la classe des inclusions
topologiques).

R(K) la classe de toutes les souscatégories reflectives (coreflectives) non
nulles.

M la souscatégorie coreflective des espaces avec la topologie Mackey.

S la souscatégorie reflective des espaces avec la topologie faible.

IT la souscatégorie reflective des espaces complets avec la topologie faible.

I'g la souscatégorie reflective des espaces complets.

Dans la catégorie C2V sont vraies les relations (voir [1]) :

R C R(Epin M,,),

K c K(&, N Mono).

1. SOUSCATEGORIES £-SEMI-REFLEXIVES

Définition 1.1 ([2]). Soit £ et A deux souscatégories de la catégorie CaV,
ou £ € R. L’objet X € |C2V| est nommé (L, A)-semi-reflexif, si sa L-réplique
appartient 4 la souscatégorie A.

Notons L x4 A la souscatégorie pleine de tous les objets (£, .A4)-semi-
reflexifs. Elle se nomme le produit semi-reflexif des souscatégories L et A.

1.2. Soit R(K) une souscatégorie reflective (coreflective) de la catégorie
CoV avec le foncteur respectif r : CoV — R (k : C2V — K). Notons

eR ={e € &Epi| r(e) € Iso}, pk ={m € Mono| k(m) € Iso}.

Soit b: X Y € GV, rX : X — rX TR-réplique de X. b € R, alors et
seulement alors quand b € Epi et

X=1eb (1)

pour un f (voir [1]).
Mentionnons, si b : X — Y € uk, Z € |K|, alors pour tout f: Z - Y a
lieu
f=u-b 2)

pour un u.

TuEOREME 1.3 ([1]). Soit L € R. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. § C L et le foncteur reflecteur 1 : CoV — L est exactement & gauche.

2.SCLetl(My)C Mg,

3.8 C L etl(Mp) CM,.

4. 1l existe une souscatégorie corefiective K ainst que ukC = eL.
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1.4. Les couples de souscatégories (IC, £) qui vérifient les conditions du
Théoréme précédent s’appellent les couples de souscatégories conjuguées et
forment la classse P., les souscatégories reflectives (coreflectives) s’appellent
c-reflectives (c-coreflectives) et forment la classe R, (K.).

Si (K, L) € P, alors chaque componente est de maniére unique définie.
(C2V,C2V) est le plus grand élément de la classe P, et (M,S) le plus petit
élément. A la classe R, appartiennent la souscatégorie Sh des espaces Schwartz
(voir [7]), uN des espaces ultranucléaires (voir [3]), les souscatégories générées
des objets injectifs (voir [1]).

Définition 1.5. Soit £ € R. La classe des souscatégories reflectives fermées
par rapport & (eL)-sousobjets (respectivement : (e£)-facteurobjets) est noté
R¥(eL) (respectivement : R¢(eL)), et R}(eL) = R¥(eL) NRy(eL). Les éléments
de la classe R?(sﬁ) s’appellent souscatégories L£-semi-reflexives.

Toujours C2V € R}(eL). Si S C £, alors IT € R} (eL).

1.6. L’operation Ar. Soit R C R, et A une souscatégorie de la catégorie
C2V. Notons avec Mg (A) la souscatégorie pleine de tous les objets Z € |C2V|
avec les caractéristiques suivantes :

Pour tout A € |A| tout morphisme f : A — Z s’exteint par R-réplique
de A:

o o f=go (1)

pour un g, ou 7 est R-réplique de A.

On vérifie facilement que Ag(A) est fermé par rapport aux produits et
M g-sousobjets. Donc Ar(A) est une souscatégorie reflective. Il est évident que
R C Ar(A).

THEOREME 1.7. Soit L,R € R. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. R=Lx*4R.

2. Pour tout H € R avec les caractéristiques LNR C H C Ar(L) a lieu
R =L s H.

3. R € R;(sﬁ).

Démonstration. 1 = 3. Soit R = L %4 R et nous allons vérifier que
R € R}(eL). Soit B € |L xg R[,b: X — B € eL, et on va démontrer que
X € |L*4 R|. SilP: B = IB est L-réplique de B, alors [B € |R|, et [P - b est
L-réplique de X. Donc X € |L g R|.

Soit B € |[L#s R|,b: B =Y €eL,alors Y : Y — IY est L-réplique de
B, 1Y -b: B — 1Y est Lréplique de Y, et [Y € |R|. Donc Y € |L£ . R|.

2 = 1. Evidemment.

3=2. 50t HeR, LNR CH C I(L), et nous allons démontrer que
R = L *g H.
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R C L *g H. Soit A € |R|, et 14 : A — IA L-réplique de A. Comme
14 € eL, il résulte que A € |R|, ot [A € |LNR| C |H].

L*gH C R. Soit A € |L *g H|, 1" : A — IA L-réplique de A. Donc
1A € [H| C [Mr(L)]. Si r'4 : 1A — rlA est R-réplique de A, alors 4 € Tso,
parce que [A € |[Ag(L)|. Ainsi [A € |R/|, et comme R est fermé par rapport aux
(eL)-sousobjets, décidons que A € |[R|. O

Ainsi un élément R de la classe R} (e£) peut étre défini & I'aide de deux
méthodes suivantes :

1. R est une souscatégorie reflective fermée par rapport aux (e£)-sous-
objets et (eL£)-facteurobjets.

2. R est le produit semi-reflexif des souscatégories L et R : R = L*g R.

LEMME 1.8. Soit R € R, et K € K. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. 7(K) C K.

2. k(R) CR.

Démonstration. 1 = 2. Soit A € |R|, k% : kA — A K-coréplique de A,
et 74 kA — rkA R-réplique de kA. Alors

A = k4 (1)
pour un u. Mais comme rkA € |K|, alors
u=k"v (2)
pour un v. On vérifie que 74 = v,
TkA
kA - ————— " rkA

2 = 1. Démonstration duale. [
COROLLAIRE 1.9. Soit (K,L) € P, et R € R*(eL). Alors r(K) C K.
Démonstration. Si R € R*(eL), il resulte que k(R) C R. O

THEOREME 1.10. 1. 81 L € R, alors pour tout R € R on a L x4 R €
R} (eL).

2. Soit (K, L) € P.,,ReR el r(K)CK. Alors

a) Ar(K) € R}(eL);

b) \n(R) € R?(sﬁ).



5 Groupoid des souscatégories L-semi-reflexives 65

Démonstration. 1. Vérifions que Lx*5, R € R3(e£). Dans la catégorie CoV
tout foncteur reflectif commute avec les produits ([2], Théoréme 1.12). Ainsi,
L *g R est fermé par rapport aux produits.

Soit m: X Y € My, Y € [L*g Rl et I : X - 1X, et 1Y :Y =1V
L-réplique des objects correspondants. Alors

Y om=1I(m)- 1%, (1)

et Y € [R|, et I(m) € My. Donc IX € |R|, et X € |L %, R|. Ainsi on a
démontré que L x4 R € R.

X m Y
1X Y
1x_ Um) Y

La condition £ x5 R € R} (L) résulte du Théoréme 1.7.

2. a) Vérifions que Az (K) € R¢(eL). Soit A € [Ar(K)[,b: A = X € eL,
Z e |K|,r?:Z —rZ Rrépliquede Z et f:Z — X.

1l faut démontrer que f s’exteint par 7Z. Comme Z € |K|, et b € e£ = pk,
il résulte que

f=bu (2)
pour un u. Alors u s’exteint par rZ :
u=uv-r%. (3)
Ainsi
f=(bw)-r?, @

Verifions que Az (K) € R¥(eL). Soit A € |Ar(K)|,b: X = A€eLl,Z €
\K|,r% :Z = rZet h:Z — X. Alors

b-h=w-r? (5)
pour un w. Comme rZ € |[K|, et b € €L, il résulte que
w=>b-t (6)

pour un t. Ainsi

h=t-rZ. (7)
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Z r’ rZ Z r’ rZ
N /|
| S a
U‘ v ‘b’l) h t/ ‘w
e | / |
e } / }
A beel X X beel A

b) An(R) € Ry(eL). Soit A € [An(R)|,b: A = X € eL,Z € |R|, 7%
Z—nZ et f:7Z— X.Sik?:kZ — Z est K-coréplique de Z, alors

f-kZ=b-u (8)

pour un w. Comme IT € M C K, il résulte que 72 - kZ est Il-réplique de kZ, et
kZ € |R|. Ainsi

w=uv-n7. k% 9)
pour un v, on vérifie que
f=b-v-n? (10)
oz
Z nZ
o
~
v_
7 P / |
Z nZ kXa |
AN / |
a f|EY /X Kz
Kz v b o |
- | / |
‘s ! | l
A beel X X beel A

An(R) € R¥(eL). Soit A € [ M\g(R)|,b: X - Acel,Z € |R|, 7% : 7 —
nZ H-réplique de Z, et f : Z — X € CyV. Plus loin soit k¥ : kX — X K-
coréplique de X. Alors b- kX : kX — A est K-coréplique de A. Ainsi
b-f=u-n7, (11)
pour un u. Comme IT C M C K, on a
u="b-k% v (12)

pour un v. Alors k¥ - v s’exteint sur f par 77 :

f=kXv.2% 0O (13)
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COROLLAIRE 1.11. Soit (K,L) e P.,'e R et 'y CT.
Alors :

L. Ar(K) € R}(eL).

2. dn(T) € R} (eL).

Comme M C K, et Ty C T, il résulte que g(K) € K (voir [2], Lemme 3.1).

COROLLAIRE 1.12. Soit (K, L) € P;, et R € R}(eL). Alors :
L. Ar(K) € R}(eL).
2. Mi(R) € R} (eL).

PROPOSITION 1.13. Soit (K, L) € P.. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. R € R}(eL).

2. R=XM(K) et k(R) CR.

Démonstration. 1 = 2. L’inclusion R C Ag(K) est évidente. Vérifions
que Ar(K) € R. Soit A € [Ar(K)|, ¥4 : kKA — A K-coréplique de A, mais
rkA kA — rkA  R-feplique de kA. Alors

A = k4 (1)

pour un u. Comme k4 € pkC = €L, il résulte que r*4 € £, c'est-a-dire kA €
IR|. Alors et A € |R].

La condition k(R) C R est évidente.

2 = 1. Selon le Théoréme 1.7.

2. LE GROUPOID R} (c£), L € R,

2.1. Soit K € K, mais R € R. Pour un objet X € |CoV)| soit k¥ : kX — X
et 7% : X — rX K-coréplique et R-réplique de X. Si k™ : krX — rX est
K-coréplique de rX, alors

r* kY = B k(). (1)
Sir*X : kX — rkX est R-réplique de kX, alors
rX X = r(kX) kX (2)

LEMME. 1. Soit (K,L) € P, et R € R*(eL), alors le carré (1) est
cocartésien.
2. Soit (K, L) € P., et R € Ry(eL), alors le carré (2) est cocartésien.

Démonstration. 1. Vraiment, soit

v kX = k() (3)



68 Dumitru Botnaru 8

le carré cocartesien construit sur les morphismes k% et k(rX). Alors

rX =t. v, (4)

EX =t-u (5)
pour un t. Comme k¥ € &,, mais (3) est un carré cocartésien, on déduit que
u € &,. Ainsi dans (5) k™% € M, mais u € Epi, donc t € M,,. Alors t € ukC =
eL, et P € |R|. Ainsi t € Zso.

k(r)
kX ~ krX

/ er

kX P

2. La démonstration se répéte. [

THEOREME 2.2. Soit (K,L) € Pe, et R,T € Rj(eL). Alors Ar(T) €
R3(eL).

Démonstration. Vérifions que Ag(7T) € R*(eL). Soit A € |Ar(T)|,b: X —
A€el,Be|T|, mais f: B— X. Alors

pour un g, mais

g-kB=b-n (2)
pour un h. Plus loin, rB € |R|,R € R%(¢L) et k"B € uk = L. Alors krB €
|R|. Tenant compte de ce moment et du fait que R € R*(eL), il résulte que le
carré

rB kB = k"B k(rP) (3)
est un carré cocartésien (Lemme 2.1, p.1). Comme
fokP =h-k(r"), (4)
il resulte que
f=w- er (5)
g="b-w (6)

pour un w. L’égalité (5) déemontre que X € |[A\g (7).
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k(rP?)
kB - krB
//
kB h " kB
—
¥ ~
B —
B , rB
~
~ - /‘
f - w_ ‘9
— - L
‘ - beel
X - A

Vérifions que Ag(7T) € Ry(eL). Soit A € |AR(T)|, b1 : A=Y €eL,B €
7], mais f; : B — Y. Si k4 : kA — A est K-coréplique de A, alors by - k4 :

kA =Y est K-coréplique de Y. Ainsi

fi-kB=b k4 g

(7)

pour un g;. Ainsi A € [Agr(T)| et kB € |T|. Donc le morphisme k4 - g; s’exteint

par r¢B
k:A-gl = hy - r*B.

Comme R € Ry(eL), on constate que le carré
rB kB = r(kB) . kB
est cocartesien (Lemme 2.1, p.2). Tenant compte de 1'égalité
fr kP = (b hy) - rFB,

il résulte que

flzwl'TB>
b1 'hl = w1 'T(k‘B)

pour un wy. L’égalité (11) démontre que Ag(T) € R}(eL).

(8)

(11)

(12)
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kB
kB ~/7‘kB
—
/ B ~ B
a k hy - r(k")
v _
FA=KY rB - rB
~ //
A T~ ‘wl
k - ~ 5 |
Ve ~ — ¢
by €el ~
A - Y

2.3. Pour (K, L) € Pc dans la classe R}(e£) on va définir une opération
binaire o.

RoT =A(T).

Ezemple 2.4. Soit (K, L) € Pe, et R, T € R}(eL). Alors :
. Ro(CV =TR. Ainsi CoV est 'unité de droite.
.CoVoR =C(CoV.

. Toujours RC RoT.

.SiIT CR,alors RoT =CoV.

. L’opération o n’est pas commutative.

. L’opération o n’est par associative.

(IToIl) oIl =CoV oIl =CV; Tlo(Iloll) =IToCyV =1L
7.5iT eRet Iy C T, alors A (') € R3(eS).

O U = W N =

Remarque 2.5. Soit K € K et K;(,uIC) la classe des souscatégories core-
flectives fermées par rapport a (uk)-sousobjets et (ukC)-facteurobjets, qui se
nomme souscatégories K-semi-coreflexives. Plus loin, soit I % T le produit
semi-coreflexif des souscatégories IC et 7 (voir 1.1), et \* l'opération duale a
Popération A (voir 1.5). Sont vraies les affirmations duales pour le Théoréme 1.7,
Lemme 2.1 et Théoréme 2.2. Ainsi, pour (K, £) € P, nous avons deux groupoids
R} (eL) et K}(uK) = K3(eL).
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