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INTRODUCTION

Certaines caractéristiques des espaces semi-re�exifs ont été examinées par
des auteurs aussi pour d'autres espaces. Ainsi ont apparu diverses notions de
semi-re�exivité et de re�exivité (voir [3, 4, 6, 8]).

Dans l'article, on introduit la notion de produit semi-re�exif L∗srA (Dé�-
nition 1.1) et celle de souscatégorie L-semi-re�exive (Dé�nition 1.5) dans la ca-
tégorie C2V des espaces topologiques vectoriels Hausdor� localement convexes.

Si la catégorie L est c-re�ective (L contient la souscatégories des espaces
avec la topologie faible S, et le foncteur re�ecteur l : C2V → L est exactement
à gauche), ces deux notions ne mènent pas à la même classe des souscatégories
Rs
f (εL) (Théorème 1.7). Dans le paragraphe 1 on construit plusieurs classes de

souscatégories qui appartiennent à la classe Rs
f (εL).

Dans le paragraphe 2, dans la classe Rs
f (εL), on introduit une opération

binaire (Théorème 2.2), et on examine certains exemples (p. 2.4). Mentionnons
que la souscatégorie sR des espaces semi-re�exifs (voir [7]) est un élément de la
classe Rs

f (εS), et la souscatégorie iR des espaces inductifs semi-re�exifs [3] est
un élément de la classe Rs

f (Sh), où Sh est la souscatégorie des espaces Schwartz
(voir [7]).

On utilise dans l'article les notions suivantes :

Les structures de factorisation :

(Epi,Mf )= (la classe de tous les épimorphismes, la classe de toutes les
inclusions topologiques avec l'image fermée) ;
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(Eu,Mp)= (la classe des épimorphismes universaux, la classe des mono-
morphismes précis)=(la classe des morphismes surjectifs, la classe des inclusions
topologiques).

R(K) la classe de toutes les souscatégories re�ectives (core�ectives) non
nulles.

M̃ la souscatégorie core�ective des espaces avec la topologie Mackey.

S la souscatégorie re�ective des espaces avec la topologie faible.

Π la souscatégorie re�ective des espaces complets avec la topologie faible.

Γ0 la souscatégorie re�ective des espaces complets.

Dans la catégorie C2V sont vraies les relations (voir [1]) :

R ⊂ R(Epi ∩Mu),

K ⊂ K(Eu ∩Mono).

1. SOUSCATÉGORIES L-SEMI-REFLEXIVES

Dé�nition 1.1 ([2]). Soit L et A deux souscatégories de la catégorie C2V,
où L ∈ R. L'objet X ∈ |C2V| est nommé (L,A)-semi-re�exif, si sa L-réplique
appartient á la souscatégorie A.

Notons L ∗sr A la souscatégorie pleine de tous les objets (L,A)-semi-
re�exifs. Elle se nomme le produit semi-re�exif des souscatégories L et A.

1.2. Soit R(K) une souscatégorie re�ective (core�ective) de la catégorie
C2V avec le foncteur respectif r : C2V → R (k : C2V → K). Notons

εR = {e ∈ Epi| r(e) ∈ Iso}, µK = {m ∈Mono| k(m) ∈ Iso}.

Soit b : X → Y ∈ C2V, rX : X → rX R-réplique de X. b ∈ εR, alors et
seulement alors quand b ∈ Epi et

lX = f · b (1)

pour un f (voir [1]).

Mentionnons, si b : X → Y ∈ µK, Z ∈ |K|, alors pour tout f : Z → Y a
lieu

f = u · b (2)

pour un u.

Théorème 1.3 ([1]). Soit L ∈ R. Les a�rmations suivantes sont équi-

valentes :

1. S ⊂ L et le foncteur re�ecteur l : C2V → L est exactement à gauche.

2. S ⊂ L et l(Mf ) ⊂Mf .

3. S ⊂ L et l(Mp) ⊂Mp.

4. Il existe une souscatégorie core�ective K ainsi que µK = εL.



3 Groupoïd des souscatégories L-semi-re�exives 63

1.4. Les couples de souscatégories (K,L) qui véri�ent les conditions du
Théorème précédent s'appellent les couples de souscatégories conjuguées et
forment la classse Pc, les souscatégories re�ectives (core�ectives) s'appellent
c-re�ectives (c-core�ectives) et forment la classe Rc (Kc).

Si (K,L) ∈ Pc, alors chaque componente est de manière unique dé�nie.
(C2V, C2V) est le plus grand é1ément de la classe Pc, et (M̃,S) le plus petit
élément. A la classe Rc appartiennent la souscatégorie Sh des espaces Schwartz
(voir [7]), uN des espaces ultranucléaires (voir [3]), les souscatégories générées
des objets injectifs (voir [1]).

Dé�nition 1.5. Soit L ∈ R. La classe des souscatégories re�ectives fermées
par rapport à (εL)-sousobjets (respectivement : (εL)-facteurobjets) est noté
Rs(εL) (respectivement : Rf (εL)), et Rs

f (εL) = Rs(εL)∩Rf (εL). Les éléments
de la classe Rs

f (εL) s'appellent souscatégories L-semi-re�exives.
Toujours C2V ∈ Rs

f (εL). Si S ⊂ L, alors Π ∈ Rs
f (εL).

1.6. L'operation λR. Soit R ⊂ R, et A une souscatégorie de la catégorie
C2V. Notons avec λR(A) la souscatégorie pleine de tous les objets Z ∈ |C2V|
avec les caractéristiques suivantes :

Pour tout A ∈ |A| tout morphisme f : A → Z s'exteint par R-réplique
de A :

f = g · rA (1)
pour un g, où rA est R-réplique de A.

On véri�e facilement que λR(A) est fermé par rapport aux produits et
Mf -sousobjets. Donc λR(A) est une souscatégorie re�ective. Il est évident que
R ⊂ λR(A).

Théorème 1.7. Soit L,R ∈ R. Les a�rmations suivantes sont équi-

valentes :

1. R = L ∗sr R.
2. Pour tout H ∈ R avec les caractéristiques L ∩ R ⊂ H ⊂ λR(L) a lieu

R = L ∗sr H.
3. R ∈ Rs

f (εL).

Démonstration. 1 ⇒ 3. Soit R = L ∗sr R et nous allons véri�er que
R ∈ Rs

f (εL). Soit B ∈ |L ∗sr R|, b : X → B ∈ εL, et on va démontrer que

X ∈ |L ∗sr R|. Si lB : B → lB est L-réplique de B, alors lB ∈ |R|, et lB · b est
L-réplique de X. Donc X ∈ |L ∗sr R|.

Soit B ∈ |L ∗sr R|, b : B → Y ∈ εL, alors lY : Y → lY est L-réplique de
B, lY · b : B → lY est L-réplique de Y , et lY ∈ |R|. Donc Y ∈ |L ∗∗r R|.

2⇒ 1. Evidemment.
3 ⇒ 2. Soit H ∈ R, L ∩ R ⊂ H ⊂ λR(L), et nous allons démontrer que

R = L ∗sr H.
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R ⊂ L ∗sr H. Soit A ∈ |R|, et lA : A → lA L-réplique de A. Comme
lA ∈ εL, il résulte que lA ∈ |R|, où lA ∈ |L ∩ R| ⊂ |H|.

L ∗sr H ⊂ R. Soit A ∈ |L ∗sr H|, lA : A → lA L-réplique de A. Donc
lA ∈ |H| ⊂ |λR(L)|. Si rlA : lA → rlA est R-réplique de lA, alors rlA ∈ Iso,
parce que lA ∈ |λR(L)|. Ainsi lA ∈ |R|, et comme R est fermé par rapport aux
(εL)-sousobjets, décidons que A ∈ |R|. �

Ainsi un élément R de la classe Rs
f (εL) peut être dé�ni à l'aide de deux

méthodes suivantes :
1. R est une souscatégorie re�ective fermée par rapport aux (εL)-sous-

objets et (εL)-facteurobjets.
2. R est le produit semi-re�exif des souscatégories L et R : R = L∗srR.

Lemme 1.8. Soit R ∈ R, et K ∈ K. Les a�rmations suivantes sont équi-

valentes :

1. r(K) ⊂ K.
2. k(R) ⊂ R.

Démonstration. 1 ⇒ 2. Soit A ∈ |R|, kA : kA → A K-coréplique de A,
et rkA : kA→ rkA R-réplique de kA. Alors

kA = u · rkA (1)

pour un u. Mais comme rkA ∈ |K|, alors

u = kA · v (2)

pour un v. On véri�e que rkA = v−1.

kA rkA
v

rkA
-

�

��

��

��	

@
@
@
@@R

A

kA u

2⇒ 1. Démonstration duale. �

Corollaire 1.9. Soit (K,L) ∈ Pc, et R ∈ Rs(εL). Alors r(K) ⊂ K.

Démonstration. Si R ∈ Rs(εL), il resulte que k(R) ⊂ R. �

Théorème 1.10. 1. Si L ∈ Rc, alors pour tout R ∈ R on a L ∗sr R ∈
Rs
f (εL).

2. Soit (K,L) ∈ Pc,R ∈ R et r(K) ⊂ K. Alors
a) λR(K) ∈ Rs

f (εL);
b) λΠ(R) ∈ Rs

f (εL).
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Démonstration. 1. Véri�ons que L∗srR ∈ Rs
f (εL). Dans la catégorie C2V

tout foncteur re�ectif commute avec les produits ([2], Théorème 1.12). Ainsi,
L ∗sr R est fermé par rapport aux produits.

Soit m : X → Y ∈ Mf , Y ∈ |L ∗sr R|, et lX : X → lX, et lY : Y → lY
L-réplique des objects correspondants. Alors

lY ·m = l(m) · lX , (1)

et lY ∈ |R|, et l(m) ∈ Mf . Donc lX ∈ |R|, et X ∈ |L ∗sr R|. Ainsi on a
démontré que L ∗sr R ∈ R.

X

lX lY

Y

l(m)

lX lY

m

?

-

-

?

La condition L ∗sr R ∈ Rs
f (εL) résulte du Théorème 1.7.

2. a) Véri�ons que λR(K) ∈ Rf (εL). Soit A ∈ |λR(K)|, b : A → X ∈ εL,
Z ∈ |K|, rZ : Z → rZ R-réplique de Z et f : Z → X.

Il faut démontrer que f s'exteint par rZ . Comme Z ∈ |K|, et b ∈ εL = µK,
il résulte que

f = b · u (2)
pour un u. Alors u s'exteint par rZ :

u = v · rZ . (3)

Ainsi
f = (b · v) · rZ . (4)

Véri�ons que λR(K) ∈ Rs(εL). Soit A ∈ |λR(K)|, b : X → A ∈ εL, Z ∈
|K|, rZ : Z → rZ et h : Z → X. Alors

b · h = w · rZ (5)

pour un w. Comme rZ ∈ |K|, et b ∈ εL, il résulte que

w = b · t (6)

pour un t. Ainsi
h = t · rZ . (7)
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��

��

��

��	

t

X A
b ∈ εL

h w

rZ
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-

-

b) λΠ(R) ∈ Rf (εL). Soit A ∈ |λΠ(R)|, b : A → X ∈ εL, Z ∈ |R|, πZ :
Z → πZ, et f : Z → X. Si kZ : kZ → Z est K-coréplique de Z, alors

f · kZ = b · u (8)

pour un u. Comme Π ⊂ M̃ ⊂ K, il résulte que πZ · kZ est Π-réplique de kZ, et
kZ ∈ |R|. Ainsi

u = v · πZ · kZ (9)
pour un v, on véri�e que

f = b · v · πZ . (10)

Z

A

kZ

6

X

πZ

b ∈ εL
u

kZ

b · v

πZ
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b ∈ εL

f u

πZ
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v
��
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λΠ(R) ∈ Rs(εL). Soit A ∈ |λΠ(R)|, b : X → A ∈ εL, Z ∈ |R|, πZ : Z →
πZ Π-réplique de Z, et f : Z → X ∈ C2V. Plus loin soit kX : kX → X K-
coréplique de X. Alors b · kX : kX → A est K-coréplique de A. Ainsi

b · f = u · πZ , (11)

pour un u. Comme Π ⊂ M̃ ⊂ K, on a

u = b · kX · v (12)

pour un v. Alors kX · v s'exteint sur f par πZ :

f = kX · v · πZ . � (13)
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Corollaire 1.11. Soit (K,L) ∈ Pc,Γ ∈ R et Γ0 ⊂ Γ.

Alors :

1. λΓ(K) ∈ Rs
f (εL).

2. λΠ(Γ) ∈ Rs
f (εL).

Comme M̃ ⊂ K, et Γ0 ⊂ Γ, il résulte que g(K) ⊂ K (voir [2], Lemme 3.1).

Corollaire 1.12. Soit (K,L) ∈ Pc, et R ∈ Rs
f (εL). Alors :

1. λR(K) ∈ Rs
f (εL).

2. λΠ(R) ∈ Rs
f (εL).

Proposition 1.13. Soit (K,L) ∈ Pc. Les a�rmations suivantes sont équi-

valentes :

1. R ∈ Rs
f (εL).

2. R = λR(K) et k(R) ⊂ R.

Démonstration. 1 ⇒ 2. L'inclusion R ⊂ λR(K) est évidente. Véri�ons
que λR(K) ⊂ R. Soit A ∈ |λR(K)|, kA : kA → A K-coréplique de A, mais
rkA : kA→ rkA R-¯eplique de kA. Alors

kA = u · rkA (1)

pour un u. Comme kA ∈ µK = εL, il résulte que rkA ∈ εL, c'est-à-dire kA ∈
|R|. Alors et A ∈ |R|.

La condition k(R) ⊂ R est évidente.
2⇒ 1. Selon le Théorème 1.7.

2. LE GROUPOÏD Rs
f (εL), L ∈ Rc

2.1. Soit K ∈ K, mais R ∈ R. Pour un objet X ∈ |C2V| soit kX : kX → X
et rX : X → rX K-coréplique et R-réplique de X. Si krX : krX → rX est
K-coréplique de rX, alors

rX · kX = krX · k(rX). (1)

Si rkX : kX → rkX est R-réplique de kX, alors

rX · kX = r(kX) · rkX . (2)

Lemme. 1. Soit (K,L) ∈ Pc, et R ∈ Rs(εL), alors le carré (1) est

cocartésien.

2. Soit (K,L) ∈ Pc, et R ∈ Rf (εL), alors le carré (2) est cocartésien.

Démonstration. 1. Vraiment, soit

v · kX = u · k(rX) (3)
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le carré cocartesien construit sur les morphismes kX et k(rX). Alors

rX = t · v, (4)

krX = t · u (5)

pour un t. Comme kX ∈ Eu, mais (3) est un carré cocartésien, on déduit que
u ∈ Eu. Ainsi dans (5) krX ∈Mu, mais u ∈ Epi, donc t ∈Mu. Alors t ∈ µK =
εL, et P ∈ |R|. Ainsi t ∈ Iso.

X

kX

?

rX
-

-

P

rX

krXkX

k(rX)

u

v t

krX

?

��

��

��

��	

��

��

��

���

@@

@@

@@

@@R

2. La démonstration se répète. �

Théorème 2.2. Soit (K,L) ∈ Pc, et R, T ∈ Rs
f (εL). Alors λR(T ) ∈

Rs
f (εL).

Démonstration. Véri�ons que λR(T ) ∈ Rs(εL). Soit A ∈ |λR(T )|, b : X →
A ∈ εL, B ∈ |T |, mais f : B → X. Alors

b · f = g · rB (1)

pour un g, mais
g · krB = b · h (2)

pour un h. Plus loin, rB ∈ |R|,R ∈ Rs(εL) et krB ∈ µK = εL. Alors krB ∈
|R|. Tenant compte de ce moment et du fait que R ∈ Rs(εL), il résulte que le
carré

rB · kB = krB · k(rB) (3)
est un carré cocartésien (Lemme 2.1, p.1). Comme

f · kB = h · k(rB), (4)

il resulte que
f = w · rB, (5)

g = b · w (6)
pour un w. L'égalité (5) démontre que X ∈ |λR(T )|.
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X

rB

g

- A
b ∈ εL

w

?

rB
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��
��) ?

krB

Véri�ons que λR(T ) ∈ Rf (εL). Soit A ∈ |λR(T )|, b1 : A → Y ∈ εL, B ∈
|T |, mais f1 : B → Y. Si kA : kA → A est K-coréplique de A, alors b1 · kA :
kA→ Y est K-coréplique de Y. Ainsi

f1 · kB = b1 · kA · g1 (7)

pour un g1. Ainsi A ∈ |λR(T )| et kB ∈ |T |. Donc le morphisme kA ·g1 s'exteint
par rkB :

kA · g1 = h1 · rkB. (8)

Comme R ∈ Rf (εL), on constate que le carré

rB · kB = r(kB) · rkB (9)

est cocartesien (Lemme 2.1, p.2). Tenant compte de l'égalité

f1 · kB = (b1 · h1) · rkB, (10)

il résulte que

f1 = w1 · rB, (11)

b1 · h1 = w1 · r(kB) (12)

pour un w1. L'égalité (11) démontre que λR(T ) ∈ Rs
f (εL). �
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r(kB)

2.3. Pour (K,L) ∈ Pc dans la classe Rs
f (εL) on va dé�nir une opération

binaire ◦.
R ◦ T = λR(T ).

Exemple 2.4. Soit (K,L) ∈ Pc, et R, T ∈ Rs
f (εL). Alors :

1. R ◦ C2V = R. Ainsi C2V est l'unité de droite.
2. C2V ◦ R = C2V.
3. Toujours R ⊂ R ◦ T .
4. Si T ⊂ R, alors R ◦ T = C2V.
5. L'opération ◦ n'est pas commutative.
6. L'opération ◦ n'est par associative.

(Π ◦Π) ◦Π = C2V ◦Π = C2V; Π ◦ (Π ◦Π) = Π ◦ C2V = Π.

7. Si Γ ∈ R et Γ0 ⊂ Γ, alors λΠ(Γ) ∈ Rs
f (εS).

Remarque 2.5. Soit K ∈ K et Ks
f (µK) la classe des souscatégories core-

�ectives fermées par rapport à (µK)-sousobjets et (µK)-facteurobjets, qui se
nomme souscatégories K-semi-core�exives. Plus loin, soit K ∗cs T le produit
semi-core�exif des souscatégories K et T (voir 1.1), et λ∗ l'opération duale à
l'opération λ (voir 1.5). Sont vraies les a�rmations duales pour le Théorème 1.7,
Lemme 2.1 et Théorème 2.2. Ainsi, pour (K,L) ∈ Pc nous avons deux groupoïds
Rs
f (εL) et Ks

f (µK) = Ks
f (εL).
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