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On considère un système de deux équations paraboliques linéaires couplées d'une
manière particulière et on démontre l'existence et l'unicité de la solution d'abord
dans un domaine d'une dimension spatiale et puis dans un domaine dans R3

délimité par deux plans horizontaux. Cette étude est motivée par le phénomène
d'évaporation d'eau de la surface de l'eau liquide, dont dépendent la température
et la densité de vapeur.

We consider a system of two linear parabolic equations coupled in a particular
way and we prove the existence and uniqueness of the solution, �rst in a domain
of one spatial dimension and then in a domain in R3 delimited by two horizontal
planes. This study is motivated by the phenomenon of evaporation of water from
the surface of the liquid water, on which the temperature and the vapor density
depend.
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1. INTRODUCTION

Dans le présent travail nous allons étudier un système d'équations para-
boliques linéaires couplées par une condition particulière. L'étude est motivée
par le phénomène d'évaporation de l'eau de la surface de l'eau liquide, qui,
intervenant dans un grand nombre de phénomènes physiques, joue souvent un
rôle important à la grande échelle comme l'évaporation de l'eau de la surface
de l'océan (voir par exemple [5, 10]) ainsi qu'à l'échelle plus petite ; dans des
cas particuliers, des physiciens et des chimistes ont proposé des modèles ma-
thématiques bien articulés des comportements locaux de l'évaporation de l'eau
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(voir par exemple [6,16,17,20] ; sur la physique de l'évaporation en général, voir

aussi [9]). Mais il nous semble que l'étude mathématiques des équations qui

décrivent l'évaporation de l'eau et ses e�ets n'est pas su�samment développée.

Rappelons les caractéristiques particulières de l'évaporation. Si S est l'in-

tersurface entre l'eau liquide et l'air, l'évaporation de l'eau qui se produit sur la

surface S est accompagnée par l'absorption de la chaleur, dite chaleur latente

de la transition de phase de H2O, de sorte qu'il y a une source (négative) de

la chaleur concentrée sur la surface S. D'autre part, si on admet la présence

de la di�usion de la vapeur d'eau dans l'air, la quantité de l'évaporation devra

être proportionnelle à la composante normale à l'intersurface du gradient de la

densité de vapeur, tandis que sur S la densité de vapeur doit être celle de la

vapeur saturée. Quant à la di�usion de la chaleur, son coe�cient ainsi que la

chaleur spéci�que sont di�érents dans l'eau liquide et dans l'air. Ces relations

physiques, traduites dans les conditions sur les équations de di�usion pour la

chaleur et la densité de la vapeur d'eau, constituent les conditions particulières

qui ne facilitent pas la résolution des équations.

Dans le présent travail on considère une équation parabolique linéaire pour

la fonction inconnue T (température) dans le domaine Ω = {x ∈ R3 | − b <
x3 < a } et une équation parabolique linéaire pour la fonction inconnue Π

(densité de vapeur) dans le domaine Ω+ = {x ∈ R3 | 0 < x3 < a }. On suppose

que dans l'équation pour T la �source de la chaleur� est concentrée sur {x3 = 0}
et proportionnelle à 1

ε1

[
Π
∣∣
x3=ε1

− Π
∣∣
x3=0

]
avec un ε1 > 0, ce qui est analogue

à l'approximation souvent utilisée dans les travaux pratiques (voir par exemple

[8]) de la loi de Dalton (voir par exemple [1], [18]). On suppose aussi que la

fonction Π doit satisfaire à la condition

Π
∣∣
x3=0

= π0 + α1T
∣∣
x3=0

avec deux constantes π0 et α1 ; cette condition est une linéarisation de la relation

Π
∣∣
x3=0

= πvs(T ) avec la densité de la vapeur saturée πvs(T ) à la température T .

Les équations que nous allons considérer sont linéaires et les méthodes de

la résolution des équations de ce type sont bien établies (voir par exemple [2,7,

12,15]). Mais notre problème exige une élaboration non indi�érente à cause du

couplage particulier mentionné ci-dessus et aussi à cause de la discontinuité du

coe�cient pour l'équation de la chaleur. Les aspects généraux de cette dernière

problématique ont été investigués par plusieurs auteurs (voir par exemple [3,4,

11]), mais nous allons utiliser une autre méthode directement utilisable pour la

résolution de notre problème.
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2. SYSTÈME D'ÉQUATIONS

Nous précisons d'abord le domaine dans lequel nous considérons notre
problème. On pose

(2.1) Ω = { (x1, x2, x3) ∈ R3 | − b < x3 < a },

où a et b sont deux nombres strictement positifs. Nous dé�nissons aussi la partie
inférieure Ω− et la partie supérieure Ω+ de Ω,

(2.2) Ω− = { (x1, x2, x3) ∈ Ω |x3 < 0 }, Ω+ = { (x1, x2, x3) ∈ Ω |x3 > 0 }.

Dans le domaine Ω nous considérons l'équation

(2.3) cv%∂tT = ∇ · (κ∇T ) + ψδ(x3),

tandis que dans le domaine Ω+ on considère l'équation

(2.4) ∂tΠ = γ0∆Π.

Dans les équations (2.3)�(2.4), γ0 est une constante strictement positive, tan-
dis que

(2.5) cv% = c(1)
v% , κ = κ(1) dans Ω−, cv% = c(2)

v% , κ = κ(2) dans Ω+,

c
(1)
v% , κ(1), c

(2)
v% , κ(2) étant des constantes strictement positives ; le symbole δ(x3)

dans (2.3) désigne la delta de Dirac par rapport à x3. Pour ψ nous supposons
qu'elle est une fonction dé�nie sur R2 et doit satisfaire à l'équation

(2.6) ψ = γ1

Π
∣∣
x3=ε1

−Π
∣∣
x3=0

ε1
,

où γ1 et ε1 sont des constantes strictement positives satisfaisant à la condition
0 < ε1 < a.

Pour les fonctions inconnues T et Π nous posons les conditions aux limites

(2.7) T |x3=−b= T−b, T |x3=a= T a,

(2.8) Π |x3=0= π0 + α1T |x3=0,

(2.9) Π |x3=a= Πa,

et les conditions initiales

(2.10) T |t=0= T0(x) x ∈ Ω,

(2.11) Π |t=0= Π0(x) x ∈ Ω+.

Dans (2.7)�(2.9), T−b, T a, Πa, π0 et α1 sont des constantes. Pour T0(x) et
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Π0(x) nous supposons les conditions de compatibilité

T0(−b) = T−b, T0(a) = T a

Π0(0) = π0 + α1T0(0), Π0(a) = Πa.

Avant d'envisager le problème complet (2.3)�(2.11) dans Ω ⊂ R3, nous
allons démontrer, dans la section 5, l'existence et l'unicité de la solution dans
le cas où le domaine se réduit à l'intervalle ] − b, a[⊂ R, c'est-à-dire, dans le
domaine d'une dimension spatiale. Pour le problème complet dans Ω ⊂ R3, nous
démontrons le résultat d'existence et unicité de la solution sous l'hypothèse

(2.12)
c

(1)
v%

κ(1)
=
c

(2)
v%

κ(2)
.

Il est clair que la condition (2.12) est assez restrictive. Mais, comme dans le
cas du domaine d'une dimension spatiale le résultat s'obtient sans cette restric-
tion, nous espérons obtenir, dans un futur prochain, un résultat analogue sans
supposer la condition (2.12).

3. PRÉLIMINAIRES

Pour résoudre l'équation (2.3) nous aurons besoin d'une version particu-
lière de la série de Fourier, que nous présentons ici dans une forme qui ne fait
pas référence spéci�que à l'équation (2.3).

Soient L1 et L2 deux nombres réels strictement positifs (dans l'application
à notre problème on aura L1 = b et L2 = a). On considère le domaine en une
dimension

I = {x ∈ R | − L1 < x < L2 }.
On considère deux fonctions strictement positives ν(x) et κ(x) constantes dans
chacun des sous-intervelles I1 = ]− L1, 0[ et I2 = ]0, L2[

(3.1) ν(x) = ν1 si x ∈ I1, ν(x) = ν2 si x ∈ I2,

(3.2) κ(x) = κ1 si x ∈ I1, κ(x) = κ2 si x ∈ I2

avec des constantes strictement positives ν1, ν2, κ1, κ2 (on ne suppose pas de
condition analogue à (2.12), donc en général ν1κ1 6=

ν2
κ2
). Au point x = 0, on peut

choisir quelconques valeurs de ν(0) et κ(0), donc on peut prendre par exemple

ν(0) =
ν1 + ν2

2
, κ(0) =

κ1 + κ2

2
;

ce qui n'in�uence pas le résultat.

Nous allons d'abord construire une série de Fourier relative aux deux
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espaces de Hilbert

(3.3) L2
ν(I) = {u : I → R, mesurables |

∫
I
ν(x)|u(x)|2dx <∞}

et

(3.4) H̃1
κ(I) = {u ∈ C(I;R) |

∫
I
κ(x)|u′(x)|2dx <∞, u(−L1) = u(L2) = 0 }

munis respectivement du produit scalaire

〈u, v〉L2
ν(I) =

∫
I
ν(x)u(x)v(x)dx, 〈u, v〉

H̃1
κ(I)

=

∫
I
κ(x)u′(x)v′(x)dx,

et de la norme

‖u‖L2
ν(I) =

√
〈u, u〉L2

ν(I), ‖u‖
H̃1
κ(I)

=
√
〈u, u〉

H̃1
κ(I)

.

Dé�nissons pour λ > 0 les fonctions β̃(λ), γ̃(λ), h̃(λ) comme suit :

(3.5) β̃(λ) = arctg
(√κ2ν2

κ1ν1
tg
(√λν1

κ1
L1

))
si 0 < λ <

κ1

ν1L2
1

π2

4
,

β̃(λ) = (n− 1

2
)π si λ =

κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2, n = 1, 2, · · · ,

β̃(λ) = (n− 1

2
)π + arctg

(√κ2ν2

κ1ν1
tg
(√λν1

κ1
L1

))
si

κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2 < λ <

κ1

ν1L2
1

((n+
1

2
)2)π2, n = 1, 2, · · · ,

(3.6)

γ̃(λ) =
1√
λκ2ν2

cos
(√

λν1
κ1
L1

)
cos β̃(λ)

si λ 6= κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2, n = 1, 2, · · · ,

γ̃(λ) =
1√
λκ2ν2

si λ =
κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2, n = 1, 2, · · · ,

(3.7) h̃(λ) = β̃(λ) +

√
λν2

κ2
L2.

La fonction h̃(λ) a la propriété suivante.

Lemme 3.1. La fonction h̃(λ) dé�nie dans (3.7) est continue et stricte-

ment croissante et véri�e les relations

(3.8) lim
λ→0+

h̃(λ) = 0, lim
λ→∞

h̃(λ) =∞.
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Démonstration. Il résulte immédiatement de la dé�nition (3.7) de h̃(λ) et
de la dé�nition (3.5) de β̃(λ). �

Le lemme (3.1) nous permet de dé�nir une suite {λk}∞k=1 par

(3.9) λk = h̃−1(kπ), k = 1, 2, · · · .

En utilisant la suite {λk}∞k=1, on va dé�nir les fonctions ek(x), k = 1, 2, · · · ,
qui vont former une base orthonormale de l'espace de Hilbert L2

ν(I) ayant des
propriétés utiles pour résoudre notre problème.

Proposition 3.1. On pose

(3.10) ek(x) =
yk(x)

‖yk‖L2
ν(I)

,

où

(3.11) yk(x) =


1√

λkκ1ν1
sin
(√

λkν1
κ1

L1 +
√

λkν1
κ1

x
)

si − L1 ≤ x ≤ 0 ,

γ̃(λk) sin
(
β̃(λk) +

√
λkν2
κ2

x
)

si 0 ≤ x ≤ L2 .

Alors

(A) {ek}∞k=1 est une base orthonormale de L2
ν(I) ;

(B) {ek}∞k=1 est un système orthogonal complet de H̃1
κ(I) ;

(C) on a

‖ek‖2H̃1
κ(I)

= λk;

(D)

− d

dx
(κ(x)

d

dx
ek(x)) = λkν(x)ek(x) ∀x ∈ ]− L1, 0[∪ ]0, L2[

et κ(x) d

dxek(x) est continue sur [−L1, L2] ;

(E) on a

sup
−L1<x<L2

|ek(x)| ≤ K1,

K1 = 2 max
( 1
√
ν1κ1

,
1

√
ν2κ2

)
max

(√κ1√
L1
,

√
κ2√
L2

)
;

(F) on a

M0(k − 1)2 ≤ λk ≤M0(k + 1)2, M0 =
( π

L1

√
ν1
κ1

+ L2

√
ν2
κ2

)2
.

Comme la démonstration de la proposition 3.1 est un peu longue, nous la
renvoyons à la section 9.
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4. SOLUTION STATIONNAIRE

En revenant au système d'équations (2.3)�(2.4), nous considérons avant
tout la solution stationnaire du système d'équations (2.3)�(2.4) avec les cond-
tions aux limites (2.7)�(2.9) et avec ψ dé�nie dans (2.6). Plus précisément, en
écrivant z au lieu de x3, il s'agit de trouver les fonctions T (z) et Π(z) qui
satisfont aux équations

(4.1) − d

dz

(
κ
d

dz
T
)

= ψδ(z) pour − b < z < a,

(4.2) −γ0
d2

dz2
Π = 0 pour 0 < z < a

avec ψ dé�nie par

(4.3) ψ = γ1

Π
∣∣
z=ε1

−Π
∣∣
z=0

ε1

et aux conditions aux limites

(4.4) T |z=−b= T−b, T |z=a= T a,

(4.5) Π |z=0= π0 + α1T |z=0,

(4.6) Π |z=a= Πa.

Les deux équations (4.1) et (4.2) sont couplées par la dé�nition (4.3) de ψ et
la condition aux limites (4.5).

Pour déterminer la solution du problème (4.1)�(4.6), on introduit la fonc-
tion T c(z) continue dé�nie par

(4.7) T c(z) =

 T−b +
κ(2)(Ta−T−b)
aκ(1)+bκ(2)

(z + b) pour − b < z ≤ 0

T a − κ(1)(Ta−T−b)
aκ(1)+bκ(2)

(a− z) pour 0 ≤ z < a
,

pour laquelle κ d

dzT c(z) a la même valeur dans ]− b, 0[ et dans ]0, a[ .

On dé�nit en outre Θ0 par l'égalité

(4.8) Θ0 =
γ1A0

a

(
Πa − (π0 + α1(T c(0) + Θ0))

)
,

c'est-à-dire

Θ0 =
γ1A0

a+ γ1A0α1

(Πa − π0 − α1T c(0)),

où

A0 =

∞∑
k=1

(ek(0))2

λk
.
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On a la proposition suivante.

Proposition 4.1. La solution du problème (4.1)�(4.6) est donnée par

(4.9)

T (z) = T c(z) +

∞∑
k=1

cΘ
k ek(z), cΘ

k = γ1
Πa − (π0 + α1(T c(0) + Θ0))

a

ek(0)

λk
,

(4.10) Π(z) = π0 + α1(T c(0) + Θ0) +
Πa − (π0 + α1(T c(0) + Θ0))

a
z.

Nous précisons que la proposition 4.1 ne suppose pas la condition (2.12).

Démonstration. Il est clair que la solution (formelle) du problème (4.2),
(4.5), (4.6) est

(4.11) Π(z) = π0 + α1T (0) +
Πa − (π0 + α1T (0))

a
z.

Donc, en substituant cette relation dans (4.3), on obtient

(4.12) ψ = γ1

Π
∣∣
z=ε1

−Π
∣∣
z=0

ε1
= γ1

Πa − (π0 + α1T (0))

a
≡ ψ0(T (0)).

On remarque que κ(z) d

dzT c(z) a une valeur identique dans ] − b, 0[ et
dans ]0, a[ , ce qui nous permet d'écrire

(4.13)
d

dz

(
κ(z)

d

dz
T c(z)

)
= 0 dans ]− b, a[ .

Nous posons également

(4.14) Θ(z) = T (z)− T c(z).

Alors le problème (4.1), (4.4) se réduit à

(4.15) − d

dz

(
κ
d

dz
Θ(z)

)
= ψ0(T (0))δ(z),

(4.16) Θ(−b) = Θ(a) = 0.

En posant

Θ(z) =

∞∑
k=1

cΘ
k ek(z)

et en intégrant les deux membres de (4.15) multipliés par ek(z) sur [−b, a], en
vertu de (B), (C), (D) de la proposition 3.1, on a

λkc
Θ
k =

∫ a

−b
ek(z)

(
− d

dz

(
κ
d

dz
Θ(z)

))
dz = ψ0(T (0))ek(0).
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C'est-à-dire, la solution du problème (4.15)�(4.16) est donnée par

(4.17) Θ(z) =
∞∑
k=1

cΘ
k ek(z), cΘ

k = ψ0(T (0))
ek(0)

λk
.

Donc la valeur de Θ(0) est

(4.18) Θ(0) = ψ0(T (0))A0, A0 =
∞∑
k=1

(ek(0))2

λk
.

De (4.12) et de (4.18) on obtient

(4.19) Θ(0) =
γ1A0

a

(
Πa − (π0 + α1(T c(0) + Θ(0)))

)
.

Donc, d'après la dé�nition (4.8) de Θ0, on a

Θ(0) = Θ0

et donc
T (0) = T c(0) + Θ0.

En substituant cette expression dans (4.12), (4.17), (4.11), on obtient (4.9) et
(4.10). �

5. CAS DU DOMAINE D'UNE DIMENSION SPATIALE

Avant d'envisager le système d'équations (2.3)�(2.4) dans le domaine Ω ⊂
R3 (dé�ni dans (2.1)), considérons le problème réduit à une dimension spatiale.
Il s'agit donc du système d'équations

(5.1) cv%∂tT = ∂z(κ∂zT ) + ψδ(z) dans R+× ]− b, a[ ,

(5.2) ∂tΠ = γ0∂
2
zΠ dans R+× ]0, a[ ,

avec

(5.3) ψ = γ1
Π(ε1)−Π(0)

ε1
;

les conditions aux limites et initiales sont (2.7)�(2.11), dans lesquelles les fonc-
tions ne dépendent pas de (x1, x2). Dans ce problème on ne suppose pas la
condition (2.12).

Dans la section précédente nous avons déjà montré l'existence et l'unicité
de la solution stationnaire de ce problème, que nous notons (T st(z),Πst(z)).
Posons

(5.4) ϑ = ϑ(t, z) = T (t, z)− T st(z),
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(5.5) η = η(t, z) = Π(t, z)−Πst(z)− α1ϑ(t, z).

Comme ∂2
zΠst = 0 (voir (4.2)), de (5.2) découle

∂tη − γ0∂
2
zη = −α1(∂tϑ− γ0∂

2
zϑ) pour 0 < z < a.

On remarque que, en vertu de (5.1), (2.5) et (5.4), on a

−α1(∂tϑ− γ0∂
2
zϑ) = −α1

(κ(2)

c
(2)
v%

− γ0

)
∂2
zϑ pour 0 < z < a.

Ces relations nous permettent de réduire le système d'équations (5.1)�
(5.3) à

(5.6) cv%∂tϑ− ∂z(κ∂zϑ) = qδ(z) dans ]− b, a[ ,

(5.7) ∂tη − γ0∂
2
zη = f dans ]0, a[ ,

(5.8) q = q(t) = γ1
η(t, ε1)

ε1
,

(5.9) f = −α1

(κ(2)

c
(2)
v%

− γ0

)
∂2
zϑ.

Les conditions aux limites sont

(5.10) ϑ(t,−b) = ϑ(t, a) = 0, η(t, 0) = η(t, a) = 0 ∀t ≥ 0,

tandis que les conditions initiales sont

(5.11) ϑ(0, z) = T0(z)− T st(z) ≡ ϑ0(z) pour − b < z < a,

(5.12) η(0, z) = Π0(z)−Πst(z)− α1ϑ0(z) ≡ η0(z) pour 0 < z < a.

Pour les fonctions u dé�nies sur [−b, a], en utilisant les fonctions ek dé�nies
dans (3.10)�(3.11) avec L1 = b, L2 = a, on dé�nit les coe�cients de Fourier
û(k) et la norme ‖u‖Hr

(−b,a)
par

(5.13) û(k) = 〈u, ek〉L2
cv%

(−b,a), ‖u‖Hr
(−b,a)

=
( ∞∑
k=1

λrk|û(k)|2
) 1

2
,

où L2
cv%(−b, a) est dé�ni comme dans (3.3). D'autre part, pour les fonctions u

dé�nies sur [0, a], en utilisant les fonctions gk(z) =
√

2
a sin(πakz) on dé�nit

(5.14) û(k) = 〈u, gk〉L2(0,a), ‖u‖Hr
(0,a)

=
( ∞∑
k=1

k2r|û(k)|2
) 1

2
.
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Proposition 5.1. Soit 1 < r < 3
2 . Supposons que ϑ0 ∈ Hr−1

(−b,a) et η0 ∈
Hr−1

(0,a). Alors, quel que soit t > 0, il existe une solution (ϑ, η) et une seule du

problème (5.6)�(5.12) dans la classe

ϑ ∈ L∞(0, t;Hr−1
(−b,a)) ∩ L

2(0, t;Hr
(−b,a)),

(5.15) η ∈ L∞(0, t;Hr−1
(0,a)) ∩ L

2(0, t;Hr
(0,a)).

Démonstration. En utilisant les coe�cients de Fourier dé�nis dans (5.13)�
(5.14) (même si on utilise le même symbole û(k) pour les deux sens di�érents,
il n'est pas di�cile de les distinguer du contexte), on peut transformer les
équations (5.6)�(5.7) en

(5.16)
d

dt
ϑ̂(t, k) + λkϑ̂(t, k) = q(t)ek(0),

(5.17)
d

dt
η̂(t, k) + γ0

π2

a2
k2η̂(t, k) = f̂(t, k).

En multipliant les deux membres de (5.16) par λr−1
k ϑ̂(t, k), on a

1

2
∂tλ

r−1
k ϑ̂2(t, k)) + λrkϑ̂

2(t, k) = λr−1
k ϑ̂(t, k)q(t)ek(0).

Comme
|ek(0)| ≤ K1 ∀k ∈ N\{0}

(voir (E) de la proposition 3.1), on a

λr−1
k ϑ̂(t, k)q(t)ek(0) ≤ 1

2
λrk|ϑ̂(t, k)|2 +

K2
1

2
λr−2
k |q(t)|2.

Or, comme r − 2 < −1
2 , en vertu de (F ) de la proposition 3.1 on a

∞∑
k=1

λr−2
k ≡ Kλ <∞.

On en déduit que

d

dt
‖ϑ‖2

Hr−1
(−b,a)

+ ‖ϑ‖2Hr
(−b,a)

≤ K2
1Kλ|q(t)|2.

Quant à |q(t)|2, on a

|q(t)|2 =
γ2

1

ε2
1

|η(t, ε1)|2 =
γ2

1

ε2
1

∣∣∣ ∞∑
k=1

η̂(t, k)

√
2

a
sin(

π

a
kε1)

∣∣∣2 ≤
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≤ Kq

∞∑
k=1

k2r−1|η̂(t, k)|2 = Kq‖η(t, ·)‖2
H
r− 1

2
(0,a)

,

où

Kq =
2γ2

1

aε2
1

∞∑
k=1

1

k2r−1
<∞.

En adjoignant les deux inégalités, on obtient

(5.18)
d

dt
‖ϑ‖2

Hr−1
(−b,a)

+ ‖ϑ‖2Hr
(−b,a)

≤ K2
1KλKq‖η‖2

H
r− 1

2
(0,a)

.

D'autre part, si on multiplie les deux membres de (5.17) par k2r−2η̂(t, k)
et on fait la somme par rapport à k, on obtient

(5.19)
d

dt
‖η‖2

Hr−1
(0,a)

+ γ0
π2

a2
‖η‖2Hr

(0,a)
≤ K2‖f(t, ·)‖2

Hr−2
(0,a)

,

où

K2 =
1

γ0

a2

π2
.

Si on dé�nit

(5.20) ϑ̃ = e−ωtϑ, η̃ = e−ωtη, q̃ = e−ωtq, f̃ = e−ωtf

avec un ω > 0 (à choisir dans la suite), de (5.6)�(5.7) on obtient

(5.21) cv%∂tϑ̃− ∂z(κ∂zϑ̃) + ωcv%ϑ̃ = q̃δ(z) dans ]− b, a[ ,

(5.22) ∂tη̃ − γ0∂
2
z η̃ + ωη̃ = f̃ dans ]0, a[ .

En procédant d'une manière tout analogue à l'obtention de (5.18)�(5.19), de
(5.21)�(5.22) on obtient

(5.23)
d

dt
‖ϑ̃‖2

Hr−1
(−b,a)

+ ‖ϑ̃‖2Hr
(−b,a)

+ 2ω‖ϑ̃‖2
Hr−1

(−b,a)
≤ K2

1KλKq‖η̃‖2
H
r− 1

2
(0,a)

,

(5.24)
d

dt
‖η̃‖2

Hr−1
(0,a)

+ γ0
π2

a2
‖η̃‖2Hr

(0,a)
+ 2ω‖η̃‖2

Hr−1
(0,a)

≤ K2‖f̃‖2Hr−2
(0,a)

.

Soit ϑ une fonction appartenant à la classe

(5.25) Yϑ = L∞(0, t;Hr−1
(−b,a)) ∩ L

2(0, t;Hr
(−b,a)).

Alors, en substituant ϑ à la place de ϑ dans la dé�nition (5.9) de f , on dé�nit
f , qui appartiendra à L2(0, t;Hr−2

(0,a)). En substituant f à la place de f dans
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(5.7), on peut résoudre l'équation (5.7) (avec f) et on obtient

η ∈ L∞(0, t;Hr−1
(0,a)) ∩ L

2(0, t;Hr
(0,a))

(voir (5.19)). Ensuite, en dé�nissant q par (5.8), on résout l'équation (5.6) et
on obtient ϑ, qui, en vertu de (5.18), apprtient à la classe Yϑ. C'est-à-dire,
on a dé�nit un opérateur G1 qui, à ϑ ∈ Yϑ, associe la solution ϑ ∈ Yϑ de
l'équation (5.6).

Si on dé�nit f̃ = e−ωt f et si on rappelle la dé�nition de f , on voit aisément
qu'il existe une constante Kf telle que

(5.26) ‖f̃‖2
Hr−2

(0,a)

≤ Kf‖ϑ̃‖2Hr
(−b,a)

.

Considérons maintenant deux fonctions ϑ1 et ϑ2 appartenant à la classe

Yϑ. En dé�nissant ϑ̃1, ϑ̃2, ϑ̃1, ϑ̃2, η̃1, η̃2 de la manière indiquée ci-dessus, on
pose

Θ̃ = ϑ̃1 − ϑ̃2, H̃ = η̃1 − η̃2, Θ̃ = ϑ̃1 − ϑ̃2.

Comme les équations (5.21)�(5.22) sont linéaires, de la même manière que
(5.23)�(5.24) et (5.26) on obtient

(5.27)
d

dt
‖Θ̃‖2

Hr−1
(−b,a)

+ ‖Θ̃‖2Hr
(−b,a)

+ 2ω‖Θ̃‖2
Hr−1

(−b,a)
≤ K2

1KλKq‖H̃‖2
H
r− 1

2
(0,a)

,

(5.28)
d

dt
‖H̃‖2

Hr−1
(0,a)

+ γ0
π2

a2
‖H̃‖2Hr

(0,a)
+ 2ω‖H̃‖2

Hr−1
(0,a)

≤ K2Kf‖Θ̃‖2Hr
(0,a)

.

Comme λ2r−1 ≤ δλ2r + 1
4δλ

2r−2 et donc ‖H̃‖2
H
r− 1

2
(0,a)

≤ δ‖H̃‖2Hr
(0,a)

+ 1
4δ‖H̃‖

2
Hr−1

(0,a)

pour tout δ > 0, en multipliant les deux membres de (5.27) par une constante
Λ à déterminer et en faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient

d

dt

(
Λ‖Θ̃‖2

Hr−1
(−b,a)

+ ‖H̃‖2
Hr−1

(0,a)

)
+ Λ‖Θ̃‖2Hr

(−b,a)
+

+γ0
π2

a2
‖H̃‖2Hr

(0,a)
+ 2Λω‖Θ̃‖2

Hr−1
(−b,a)

+ 2ω‖H̃‖2
Hr−1

(0,a)

≤

(5.29) ≤ δΛK2
1KλKq‖H̃‖2Hr

(0,a)
+

Λ

4δ
K2

1KλKq‖H̃‖2Hr−1
(0,a)

+K2Kf‖Θ̃‖2Hr
(−b,a)

.

Si on choisit Λ = 2K2Kf , δ = γ0π2

2Λa2K2
1KλKq

, ω = Λ
4δK

2
1KλKq, l'inégalité (5.29)
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se réduit à

d

dt

(
Λ‖Θ̃‖2

Hr−1
(−b,a)

+ ‖H̃‖2
Hr−1

(0,a)

)
+ Λ‖Θ̃‖2Hr

(−b,a)
+ γ0

π2

2a2
‖H̃‖2Hr

(0,a)
+

(5.30) +2Λω‖Θ̃‖2
Hr−1

(−b,a)
+ ω‖H̃‖2

Hr−1
(0,a)

≤ Λ

2
‖Θ̃‖2Hr

(−b,a)
.

L'inégalité (5.30) implique que l'approximation successive ϑ̃(n), n = 1,
2, · · · , pour le problème (5.21)�(5.22) (avec les conditions initiales (5.11)�(5.12)
pour tout n avec ϑ0 ∈ Hr−1

(−b,a) et η0 ∈ Hr−1
(0,a)) converge dans l'espace de Banach

Ỹϑ muni de la norme

‖ϑ̃‖
Ỹϑ

=
(
‖ϑ̃‖2

L∞(0,t;Hr−1
(−b,a)

+ ‖ϑ̃‖2L2(0,t;Hr
(−b,a))

+ 2ω‖ϑ̃‖2
L2(0,t;Hr−1

(−b,a)

)1/2
.

Comme les équations sont linéaires, la limite ϑ̃ de l'approximation successive
ϑ̃(n) sera la solution du problème (5.21)�(5.22) (et, par sa construction, donnera

aussi η̃). En posant ϑ = eωtϑ̃, η = eωtη̃, on voit aisément que (ϑ, η) sera la
solution du problème (5.6)�(5.12). Leur appartenance aux classes (5.15) résulte
des estimations établies ci-dessus. �

La solution (ϑ, η) du problème (5.6)�(5.12) étant trouvée, par les égalités
(5.4)�(5.5) on peut construire les fonctions T (t, z) et Π(t, z) qui satisfont aux
équations (5.1)�(5.3) et aux conditions (2.7)�(2.11).

6. TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS

Dans le cas où le domaine en considération est Ω ⊂ R3 dé�ni dans (2.1),
nous allons démontrer notre résultat sous hypothèse (2.12). Dans la démons-
tration, même si nous suivons l'idée générale adoptée dans le cas du domaine
d'une dimension spatiale, la structure des équations aux dérivées partielles dans
un domaine de dimension 3 exige une élaboration technique non indi�érente.

De manière analogue à (5.4)�(5.5), nous posons

(6.1) ϑ = ϑ(t, x) = T (t, x)− T st(x3),

(6.2) η = η(t, x) = Π(t, x)−Πst(x3)− α1ϑ(t, x).

Comme ∆Πst = 0 (voir (4.2)), de (2.4) s'obtient

∂tη − γ0∆η = −α1(∂tϑ− γ0∆ϑ) dans Ω+.



15 Système d'équations paraboliques linéaires 59

Or, de (2.3), de (2.5) et de (6.1) on déduit que

−α1(∂tϑ− γ0∆ϑ) = −α1

(κ(2)

c
(2)
v%

− γ0

)
∆ϑ dans Ω+.

Ainsi on peut réduire le problème (2.3)�(2.9) au système d'équations

(6.3) cv%∂tϑ−∇ · κ∇ϑ = qδ(x3) dans Ω,

(6.4) ∂tη − γ0∆η = f dans Ω+,

avec les conditions aux limites

(6.5) ϑ |x3=−b= ϑ |x3=a= 0, η |x3=0= η |x3=a= 0,

et les conditions initiales
(6.6)
ϑ |t=0= T0 − T st ≡ ϑ0 dans Ω, η |t=0= Π0 −Πst − α1ϑ0 ≡ η0 dans Ω+,

où

(6.7) q = q(t, x1, x2) = γ1
η(t, x1, x2, ε1)

ε1
,

(6.8) f = −α1

(κ(2)

c
(2)
v%

− γ0

)
∆ϑ.

On rappelle que, comme η
∣∣
x3=0

= 0, on a

q = γ1
η|x3=ε1

ε1
= γ1

η|x3=ε1 − η|x3=0

ε1
,

ce qui fait correspondre (6.7) à (2.6).

Pour obtenir des estimations utiles à la démonstration de l'existence et de
l'unicité de la solution, nous allons utiliser la transformée de Fourier en (x1, x2)
et le développement en série de Fourier par rapport à x3. En rappelant (2.12),
nous réécrivons l'équation (6.3) dans la forme

(6.9) cv%∂tϑ− hcv%
( ∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
ϑ− ∂

∂x3

(
κ
∂

∂x3
ϑ
)

= qδ(x3),

où

h =
κ(1)

c
(1)
v%

=
κ(2)

c
(2)
v%

.

Comme en vertu de la proposition 3.1 on a

−
∫ a

−b
ek(x3)

∂

∂x3

(
κ
∂

∂x3
ϑ(x3)

)
= λk〈ek, ϑ〉L2

cv%
(−b,a),
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en faisant le produit scalaire des deux membres de l'équation (6.9) avec ek(·),
de leur transformée de Fourier par rapport à (x1, x2) ∈ R2 on obtient

(6.10) ∂tϑ̂(t, ξ, k) +
(
h|ξ|2 + λk

)
ϑ̂(t, ξ, k) = q̂(t, ξ)ek(0),

où ξ = (ξ1, ξ2), |ξ|2 = ξ2
1 + ξ2

2 et

ϑ̂(t, ξ, k) = F(x1,x2)〈ek, ϑ〉L2
cv%

(−b,a), q̂(t, ξ) = F(x1,x2)q,

F(x1,x2)(·) étant la transformée de Fourier par rapport à (x1, x2).
D'autre part, en exprimant les deux membres de l'équation (6.4) en la

transformée de Fourier par rapport à (x1, x2) et en le développement en série

de Fourier par rapport à x3 sur la base {
√

2
a sin(πakx3)}∞k=1, on a

(6.11) ∂tη̂(t, ξ, k) + γ0

(
|ξ|2 +

π2

a2
k2
)
η̂(t, ξ, k) = f̂(t, ξ, k).

Ici et dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous désignons par le
même symbole ̂ la transformée de Fourier par rapport à x1 et x2 ainsi que
le développement en série de Fourier par rapport à x3 d'une fonction sur la

base {ek}∞k=1 et sur la base {
√

2
a sin(πakx3)}∞k=1. Même si le symbole ̂ désigne

di�érentes transformations, il ne sera pas di�cile de comprendre du contexte
ce qu'il signi�e.

Pour démontrer l'existence et l'unicité de la solution du problème (6.3)�
(6.6), nous posons

(6.12) ϑ̃ = e−ωtϑ, η̃ = e−ωtη, q̃ = e−ωtq, f̃ = e−ωtf

avec une constante ω > 0, que nous allons choisir dans la suite. Alors on a

(6.13) cv%∂tϑ̃−hcv%
( ∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
ϑ̃− ∂

∂x3

(
κ
∂

∂x3
ϑ̃
)

+ωcv%ϑ̃ = q̃δ(x3) dans Ω,

(6.14) ∂tη̃ − γ0∆η̃ + ωη̃ = f̃ dans Ω+.

En outre, de manière analogue à (6.10)�(6.11) on a

(6.15) ∂t
̂̃
ϑ(t, ξ, k) +

(
h|ξ|2 + λk

)̂̃
ϑ(t, ξ, k) + ω

̂̃
ϑ(t, ξ, k) = ̂̃q(t, ξ)ek(0),

(6.16) ∂t̂̃η(t, ξ, k) + γ0

(
|ξ|2 +

π2

a2
k2
)̂̃η(t, ξ, k) + ω̂̃η(t, ξ, k) =

̂̃
f(t, ξ, k).

7. ESPACES FONCTIONNELS ET ESTIMATIONS

Nous introduisons les espaces fonctionnels que nous allons utiliser pour
montrer l'existence et l'unicité de la solution de notre problème.
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Pour les fonctions dé�nies sur R2 nous utilisons les espaces de Sobolev
usuels Hs(R2) munis de la norme

(7.1) ‖u‖Hs(R2) =
(∫

R2

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ
)1/2

.

Pour les fonctions dé�nies sur Ω+ = R2× ]0, a[ nous dé�nissons les espaces
Hs,r(Ω+) par la norme

(7.2) ‖u‖Hs,r(Ω+) =
( ∞∑
k=1

∫
R2

(
1 + |ξ|2

)s−r
(1 + |ξ|2 + k2)r|û(ξ, k)|2dξ

)1/2
,

tandis que pour les fonctions dé�nies sur Ω = R2× ]− b, a[ nous dé�nissons les
espaces Hs,r(Ω) par la norme

(7.3) ‖u‖Hs,r(Ω) =
( ∞∑
k=1

∫
R2

(
1 + |ξ|2

)s−r(
1 + |ξ|2 + λk

)r|û(ξ, k)|2dξ
)1/2

,

où λk sont les nombres dé�nis dans (3.9) (avec L1 = b et L2 = a).
Cela étant, nous considérons deux nombres réels r et s satisfaisant aux

conditions

(7.4) 1 < r <
3

2
, s ≥ r.

On va utiliser les espaces Hs− 3
2 (R2), Hs−1,r−1(Ω), etc..., qui sont dé�nis selon

(7.1)�(7.3) (avec la substitution de s− 3
2 au lieu du nombre générique s, etc...).

La motivation de l'introduction des espaces Hs,r(Ω+) et Hs,r(Ω) avec s ≥ r
est que pour l'interprétation physique il est important d'avoir la bornitude de
la restriction à {x3 = 0} de la température T , qui sera obtenue en supposant
que 5

2 > s.
Dans la suite nous allons établir des estimations de la solution ϑ de l'équa-

tion (6.3) (ou (6.9)) et de la solution η de l'équation (6.4), estimations en
fonction de q et de f considérées à titre provisoire comme données. Puis, on
établira aussi des estimations de q et de f dé�nies par (6.7) et (6.8). Pour
leur démonstration, nous allons utiliser l'idée du théorème de trace illustrée
dans [13]. Toutefois, comme nous utilisons des espaces de Sobolev non usuels,
nous démontrons les inégalités d'une manière directe sans recourir aux résultats
connus des théorèmes de trace.

Lemme 7.1. Soit ϑ une fonction satisfaisant à l'équation (6.9) et à la

première condition de (6.5). Soient ϑ̃ et q̃ les fonctions dé�nies dans (6.12).

On suppose que q ∈ L2(0, t;Hs− 3
2 (R2)). Alors on a

(7.5)
d

dt
‖ϑ‖2Hs−1,r−1(Ω) + c1‖ϑ‖2Hs,r(Ω) ≤ C̃1‖q‖2

Hs− 3
2 (R2)

,
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(7.6)
d

dt
‖ϑ̃‖2Hs−1,r−1(Ω) + c1‖ϑ̃‖2Hs,r(Ω) + 2ω‖ϑ̃‖2Hs−1,r−1(Ω) ≤ C̃1‖q̃‖2

Hs− 3
2 (R2)

,

où

(7.7) c1 =
λ1

1 + λ1
, C̃1 =

K2
1

c1

(
1 +

22−r

(3− 2r)
√
M0

)
.

Démonstration. On multiplie les deux membres de (6.10) par (1 + |ξ|2)s−r

(1 + h|ξ|2 + λk)
r−1ϑ̂(t, ξ, k), de sorte que l'on obtient

1

2
∂t((1 + |ξ|2)s−r(1 + h|ξ|2 + λk)

r−1ϑ̂2(t, ξ, k))+

+(1 + |ξ|2)s−r(1 + h|ξ|2 + λk)
r−1(h|ξ|2 + λk)ϑ̂

2(t, ξ, k) =

(7.8) = (1 + |ξ|2)s−r(1 + h|ξ|2 + λk)
r−1ϑ̂(t, ξ, k)q̂(t, ξ)ek(0).

Comme λ1 > 0 (voir (3.9)), on a

(7.9) c1(1 + h|ξ|2 + λk) ≤ h|ξ|2 + λk.

D'autre part, d'après (E) de la proposition 3.1 on a

|ek(0)| ≤ K1 ∀k ∈ N\{0}.

On a donc

(1 + |ξ|2)s−r(1 + h|ξ|2 + λk)
r−1ϑ̂(t, ξ, k)q̂(t, ξ)ek(0) ≤

≤ c1

2
(1 + |ξ|2)s−r(1 + h|ξ|2 + λk)

r|ϑ̂(t, ξ, k)|2+

+
K2

1

2c1
(1 + |ξ|2)s−r(1 + h|ξ|2 + λk)

r−2|q̂(t, ξ)|2.

Comme r − 2 < 0, on a

(1 + h|ξ|2 + λk)
r−2 ≤ 22−r(

√
1 + h|ξ|2 +

√
λk)

2r−4.

Donc, en vertu de (F ) de la proposition 3.1 on a

∞∑
k=1

(1+h|ξ|2+λk)
r−2 ≤ (1+h|ξ|2+λ1)r−2+

( 2

M0

)2−r ∞∑
k=1

(

√
1 + h|ξ|2√
M0

+k)2r−4;

on a en outre
∞∑
k=1

(

√
1 + h|ξ|2√
M0

+ k)2r−4 ≤

≤
∫ ∞

0
(

√
1 + h|ξ|2√
M0

+ x)2r−4dx =
1

3− 2r

(1 + h|ξ|2

M0

)r− 3
2

et
(1 + h|ξ|2 + λ1)r−2 ≤ (1 + h|ξ|2)r−

3
2 .
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On a donc

(7.10)
∞∑
k=1

(1 + h|ξ|2 + λk)
r−2 ≤

(
1 +

22−r

(3− 2r)
√
M0

)
(1 + h|ξ|2)r−

3
2 .

En intégrant par rapport à ξ = (ξ1, ξ2) les deux membres de (7.8) et
en faisant leur somme par rapport à k (voir aussi les dé�nitions (7.1), (7.3)),
compte tenu des relations (7.9)�(7.10), on obtient (7.5).

L'inégalité (7.6) s'obtient d'une manière tout analogue (voir (6.15)). �

Lemme 7.2. Soit η une fonction satisfaisant à l'équation (6.4) et à la

seconde condition de (6.5). Soient η̃ et f̃ les fonctions dé�nies dans (6.12). On

suppose que f ∈ L2(0, t;Hs−2,r−2(Ω+)). Alors il existe une constante C̃3 > 0
telle que

(7.11)
d

dt
‖η‖2Hs−1,r−1(Ω+) + γ0c2‖η‖2Hs,r(Ω+) ≤ C̃3‖f‖2Hs−2,r−2(Ω+),

(7.12)
d

dt
‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+) + γ0c2‖η̃‖2Hs,r(Ω+) + 2ω‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+) ≤ C̃3‖f̃‖2Hs−2,r−2(Ω+)

(une expression explicite de C̃3 est donnée à la �n de la démonstration).

Démonstration. On multiplie les deux membres de (6.11) par (1 + |ξ|2)s−r

(1 + |ξ|2 + k2)r−1η̂(t, ξ, k), de sorte que l'on obtient

1

2
∂t((1 + |ξ|2)s−r(1 + |ξ|2 + k2)r−1η̂2(t, ξ, k))+

+γ0(1 + |ξ|2)s−r(1 + |ξ|2 + k2)r−1(|ξ|2 +
π2

a2
k2)η̂2(t, ξ, k) =

(7.13) = (1 + |ξ|2)s−r(1 + |ξ|2 + k2)r−1η̂(t, ξ, k)f̂(t, ξ, k).

On rappelle les inégalités

c2(1 + |ξ|2 + k2) ≤ |ξ|2 +
π2

a2
k2, c2 = min

(
1,
π2

2a2

)
,

(1 + |ξ|2 + k2)r−1η̂(t, ξ, k)f̂(t, ξ, k) ≤
≤ c2γ0

2
(1 + |ξ|2 + k2)r|η̂(t, ξ, k)|2 +

1

2c2γ0
(1 + |ξ|2 + k2)r−2|f̂(t, ξ, k)|2.

Si on substitue ces inégalités dans l'égalité (7.13) et en fait l'intégrale par rap-
port à ξ = (ξ1, ξ2) et la somme par rapport à k, en raisonnant de manière

analogue à la démonstration du lemme 7.1, on obtient (7.11) avec C̃3 =
1

c2γ0
.

L'inégalité (7.12) s'obtient d'une manière tout analogue (voir (6.16)). �
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Lemme 7.3. Soient q, q̃ et η̃ les fonctions dé�nies dans (6.7) et (6.12).
Alors, quel que soit δ > 0, il existe une constante Cδ telle qu'on ait

(7.14) ‖q‖2Hs−1(R2) ≤ δ‖η‖
2
Hs,r(Ω+) + Cδ‖η‖2Hs−1,r−1(Ω+),

(7.15) ‖q̃‖2Hs−1(R2) ≤ δ‖η̃‖
2
Hs,r(Ω+) + Cδ‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+).

Démonstration. Comme

η̂(t, ξ, ε1) =
∞∑
k=1

η̂(t, ξ, k)

√
2

a
sin
(πk
a
ε1

)
, ξ = (ξ1, ξ2),

on a∫
R2

(1 + |ξ|2)s−1|η̂(t, ξ, ε1)|2dξ ≤ 2

a

∫
R2

(1 + |ξ|2)s−1
( ∞∑
k=1

|η̂(t, ξ, k)|
)2

dξ.

On remarque que( ∞∑
k=1

|η̂(t, ξ, k)|
)2
≤
( ∞∑
k=1

1

(1 + |ξ|2 + k2)r−
1
2

) ∞∑
k=1

(1 + |ξ|2 + k2)r−
1
2 |η̂(t, ξ, k)|2

et que l'on a

∞∑
k=1

1

(1 + |ξ|2 + k2)r−
1
2

≤
∞∑
k=1

2r−
1
2

(1 + |ξ|2 + k2)2r−1
≤

≤
∫ ∞

0

2r−
1
2

(
√

1 + |ξ|2 + x)2r−1
dx =

2r−
1
2

(2r − 2)(1 + |ξ|2)r−1
.

On a donc ∫
R2

(1 + |ξ|2)s−1|η̂(t, ξ, ε1)|2dξ ≤

≤ 2 · 2r−
1
2

a(2r − 2)

∫
R2

(1 + |ξ|2)s−r
∞∑
k=1

(1 + |ξ|2 + k2)r−
1
2 |η̂(t, ξ, k)|2dξ ≤

≤ 2r+
1
2

a(2r − 2)

(∫
R2

(1 + |ξ|2)s−r
∞∑
k=1

(1 + |ξ|2 + k2)r|η̂(t, ξ, k)|2dξ
)1/2
×

×
(∫

R2

(1 + |ξ|2)s−r
∞∑
k=1

(1 + |ξ|2 + k2)r−1|η̂(t, ξ, k)|2dξ
)1/2

.

Par conséquent on a

‖q‖2Hs−1(R2) =
γ2

1

ε2
1

‖η(t, ·, ·, ε1)‖2Hs−1(R2) ≤

≤ δ
∫
R2

(1 + |ξ|2)s−r
∞∑
k=1

(1 + |ξ|2 + k2)r|η̂(t, ξ, k)|2dξ+



21 Système d'équations paraboliques linéaires 65

+Cδ

∫
R2

(1 + |ξ|2)s−r
∞∑
k=1

(1 + |ξ|2 + k2)r−1|η̂(t, ξ, k)|2dξ,

où

Cδ =
22r+1γ4

1

4δa2(2r − 2)2ε4
1

.

On en déduit (7.14).

L'inégalité (7.15) s'obtient de la même manière. �

L'estimation de f dé�nie par (6.8) que nous allons utiliser résultera im-
médiatement de (6.8) et sera mentionnée directement dans la section suivante.

8. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

Comme nous avons transformé le problème (2.3)�(2.9) pour (T,Π) en le
problème (6.3)�(6.6) pour (ϑ, η), le problème se réduit à démontrer la proposi-
tion suivante.

Proposition 8.1. Supposons que ϑ0∈Hs−1,r−1(Ω) et η0 ∈ Hs−1,r−1(Ω+).
Alors, quel que soit t > 0, il existe une solution (ϑ, η) et une seule du problème

(6.3)�(6.6) dans la classe

ϑ ∈ L∞(0, t;Hs−1,r−1(Ω)) ∩ L2(0, t;Hs,r(Ω)),

(8.1) η ∈ L∞(0, t;Hs−1,r−1(Ω+)) ∩ L2(0, t;Hs,r(Ω+)).

Démonstration. Soit ϑ une fonction appartenant à la classe

(8.2) Yϑ = L∞(0, t;Hs−1,r−1(Ω)) ∩ L2(0, t;Hs,r(Ω)).

Alors, en dé�nissant

(8.3) f = −α1

(κ(2)

c
(2)
v%

− γ0

)
∆ϑ (dans Ω+),

on a
f ∈ L2(0, t;Hs−2,r−2(Ω+)),

ce qui nous permet de trouver la solution η de l'équation (6.4) avec f = f ,
solution qui, d'après le lemme 7.2, apprtient à la classe

η ∈ L∞(0, t;Hs−1,r−1(Ω+)) ∩ L2(0, t;Hs,r(Ω+)).

Si on dé�nit q par (6.7), d'après le lemme 7.3, on a

q ∈ L2(0, t;Hs−1(R2)) ⊂ L2(0, t;Hs− 3
2 (R2)),
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ce qui nous permet de trouver la solution ϑ de l'équation (6.3), solution qui,
d'après le lemme 7.1, apprtient à la classe Yϑ dé�nie dans (8.2).

Ainsi, cette chaîne de résolution d'équations dé�nit un opérateur G qui,
à ϑ ∈ Yϑ, associe la solution ϑ ∈ Yϑ de l'équation (6.3).

Pour trouver le point �xe de l'opérateur G, nous passons aux fonctions ϑ̃,
η̃ et q̃ dé�nies dans (6.12). Dé�nissons aussi

f̃ = e−ωt f,

c'est-à-dire, f̃ dé�nie dans (6.12) avec f = f . On remarque que de la dé�nition

(8.3) de f et de celle de f̃ il résulte immédiatement que

(8.4) ‖f̃‖2Hs−2,r−2(Ω+) ≤ Cf‖ϑ̃‖
2
Hs,r(Ω)

avec une constante Cf . D'autre part, des inégalités (7.6), (7.12), (7.15) on déduit
que

d

dt

(
Λ‖ϑ̃‖2Hs−1,r−1(Ω) + ‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+)

)
+ Λc1‖ϑ̃‖2Hs,r(Ω)+

+c2γ0‖η̃‖2Hs,r(Ω+) + 2Λω‖ϑ̃‖2Hs−1,r−1(Ω) + 2ω‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+) ≤

(8.5) ≤ ΛC̃1δ‖η̃‖2Hs,r(Ω+) + ΛC̃1Cδ‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+) + C̃3‖f̃‖2Hs−2,r−2(Ω+),

où Λ est une constante à déterminer (δ et ω sont aussi à choisir). Si on choisit

Λ = 3
C̃3Cf
c1

, δ = γ0c2
2ΛC̃1

, ω = ΛC̃1Cδ, de (8.4) et de (8.5) on déduit

d

dt

(
Λ‖ϑ̃‖2Hs−1,r−1(Ω) + ‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+)

)
+ Λc1‖ϑ̃‖2Hs,r(Ω)+

+
c2γ0

2
‖η̃‖2Hs,r(Ω+) + 2Λω‖ϑ̃‖2Hs−1,r−1(Ω) + ΛC̃1Cδ‖η̃‖2Hs−1,r−1(Ω+) ≤

(8.6) ≤ Λc1

3
‖ϑ̃‖2Hs,r(Ω).

Si on considère deux fonctions ϑ1 et ϑ2 appartenant à la classe Yϑ, alors

en dé�nissant ϑ̃1, ϑ̃2, ϑ̃1, ϑ̃2, η̃1, η̃2 de la même manière et en posant

Θ̃ = ϑ̃1 − ϑ̃2, H̃ = η̃1 − η̃2, Θ̃ = ϑ̃1 − ϑ̃2,

les fonctions Θ̃, H̃ et Θ̃ véri�ent l'inégalité analogue à (8.5), d'où on obtient

(8.7) Λ‖Θ̃‖2L∞(0,t;Hs−1,r−1(Ω)) + Λc1‖Θ̃‖2L2(0,t;Hs,r(Ω)) ≤
2Λc1

3
‖Θ̃‖2L2(0,t;Hs,r(Ω)).

L'inégalité (8.7) implique que l'opérateur G̃ qui, à ϑ̃, associe ϑ̃ est une



23 Système d'équations paraboliques linéaires 67

contraction dans l'espace de Banach Ỹϑ muni de la norme

‖ϑ̃‖
Ỹϑ

=
(

Λ‖ϑ̃‖2L∞(0,t;Hs−1,r−1(Ω)) + Λc1‖ϑ̃‖2L2(0,t;Hs,r(Ω))

)1/2
.

On en déduit l'existence et l'unicité de l'élément ϑ̃ ∈ Ỹϑ tel que G̃(ϑ̃) = ϑ̃. A
partir de cet élément ϑ̃ ∈ Ỹϑ on peut construire la solution (ϑ, η) du problème
(6.3)�(6.6). La proposition est démontrée. �

La proposition 8.1 étant démontrée, par les égalités (6.1)�(6.2) on peut
dé�nir (T,Π), qui sera la solution unique du problème (2.3)�(2.11) sous les
conditions

T0 − T st ∈ Hs−1,r−1(Ω),

Π0 −Πst − α1[T0 − T st]
∣∣∣
Ω+
∈ Hs−1,r−1(Ω+).

Il est clair que la régularité de T et Π sera caractérisée par

T − T st ∈ L∞(0, t;Hs−1,r−1(Ω)) ∩ L2(0, t;Hs,r(Ω)),

Π−Πst − α1[T − T st]
∣∣∣
Ω+
∈ L∞(0, t;Hs−1,r−1(Ω+)) ∩ L2(0, t;Hs,r(Ω+))

pour tout t > 0.

9. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1

La démonstration de la proposition 3.1 s'articule en plusieurs étapes. Nous
procédons donc en démontrant d'abord des lemmes et ensuite en démontrant
la proposition.

Lemme 9.1. Il existe un opérateur linéaire A de L2
ν(I) sur H̃1

κ(I) qui à

chaque u ∈ L2
ν(I) associe Au ∈ H̃1

κ(I) véri�ant la relation

(9.1) 〈Au,ϕ〉
H̃1
κ(I)

= 〈u, ϕ〉L2
ν(I) ∀ϕ ∈ H̃1

κ(I).

L'opérateur A, considéré comme opérateur de L2
ν(I) dans lui-même, est

un opérateur linéaire auto-adjoint et compact et ses vecteurs propres ẽk corres-

pondants aux valeurs propres µk,

(9.2) Aẽk = µkẽk,

forment une base orthonormale {ẽk}∞k=1 de L2
ν(I). Les valeurs propres µk véri-

�ent la relation

(9.3) µk ≥ µk+1 pour k = 1, 2, · · · , µk → 0 pour k →∞.

Démonstration. Puisqu'on a

‖ϕ‖L2
ν(I) ≤ C‖ϕ‖H̃1

κ(I)
∀ϕ ∈ H̃1

κ(I)
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avec une constante C et que donc le produit scalaire 〈u, ϕ〉L2
ν(I) peut être consi-

déré comme fonctionnelle linéaire sur ϕ ∈ H̃1
κ(I), d'après le théorème de repré-

sentation de Riesz, pour chaque u ∈ L2
ν(I) il existe un élément U ∈ H̃1

κ(I) et
un seul qui véri�e la relation

(9.4) 〈U,ϕ〉
H̃1
κ(I)

= 〈u, ϕ〉L2
ν(I) ∀ϕ ∈ H̃1

κ(I).

En posant Au = U , on dé�nit l'opérateur A de L2
ν(I) dans H̃1

κ(I).
Cela étant, le lemme résulte de la théorie bien connue sur l'opérateur

linéaire auto-adjoint et compact et de la dé�nition des espaces L2
ν(I) et H̃1

κ(I)
(voir par exemple le lemme 1 du � 1 du chap. IV de [14]). �

Lemme 9.2. Soit {ẽk}∞k=1 la base orthonormale de L2
ν(I) dé�nie dans le

lemme 9.1. Alors pour tout k on a

(9.5) µk
d

dx

(
κ
d

dx
ẽk

)
= −νẽk dans L2(I).

Démonstration. Comme Aẽk = µkẽk, en posant U = Aẽk, d'après (9.4)
on a ∫

I
µkκ(x)

( d

dx
ẽk(x)

) d

dx
ϕ(x)dx =

∫
I
ν(x)ẽk(x)ϕ(x)dx.

Compte tenu que H̃1
κ(I) est dense dans L2

ν(I), cette égalité dé�nit la dérivée
généralisée d

dx(κ(x) d

dx ẽk(x)), qui véri�e (9.5). �

Lemme 9.3. Soit {ẽk}∞k=1 la base orthonormale de L2
ν(I) dé�nie dans le

lemme 9.1. Alors pour tout k la fonction κ(x) d

dx ẽk(x) est continue et la dérivée

à gauche et la dérivée à droite de ẽk(x) au point x = 0 ont le même signe.

Démonstration. Il résulte immédiatement du lemme 9.2. �

Lemme 9.4. Soit {ẽk}∞k=1 la base orthonormale de L2
ν(I) dé�nie dans le

lemme 9.1. Alors pour tout k, ẽk(x) a la forme

(9.6) ẽk(x) =
yk(x)

‖yk‖L2
ν(I)

,

où yk(x) est la fonction donnée dans (3.11).

Démonstration. On considère la famille de système d'équations linéaires
avec un paramètre λ > 0

(9.7)

{
d

dxy(x) = 1
κ(x)z(x)

d

dxz(x) = −λν(x)y(x)

avec les conditions initiales

(9.8) y(−L1) = 0, z(−L1) = 1.
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Par des calculs élémentaires (même si un peu longs) on constante que, si β̃(λ)
et γ̃(λ) sont les fonctions dé�nies dans (3.5) et dans (3.6), les fonctions y(x) =
y(λ;x), z(x) = z(λ;x),

(9.9) y(λ;x) =


1√
λκ1ν1

sin
(√

λν1
κ1
L1 +

√
λν1
κ1
x
)

si − L1 ≤ x ≤ 0

γ̃(λ) sin
(
β̃(λ) +

√
λν2
κ2
x
)

si 0 ≤ x ≤ L2

,

(9.10) z(λ;x) =

 cos
(√

λν1
κ1
L1 +

√
λν1
κ1
x
)

si − L1 ≤ x ≤ 0

γ̃(λ)
√
λκ2ν2 cos

(
β̃(λ) +

√
λν2
κ2
x
)

si 0 ≤ x ≤ L2

,

constituent la solution unique du problème de Cauchy (9.7)�(9.8) dans la classe
C([−L1, L2]). En outre, comme on le voit immédiatement, on a

(9.11) − d

dx

(
κ(x)

d

dx
y(x)

)
= λν(x)y(x)

presque partout dans ]− L1, L2[ pour tout λ > 0.

D'après la dé�nition (3.5) de β̃(λ), on a

β̃( ]0,
κ1

ν1L2
1

π2

4
[ ) = ]0,

κ1

ν1L2
1

π2

4
[ ,

β̃( ]
κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2,

κ1

ν1L2
1

((n+
1

2
)2)π2[ ) =

(9.12) = ]
κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2,

κ1

ν1L2
1

((n+
1

2
)2)π2[ ,

ce qui implique que

cos
(√

λν1
κ1
L1

)
cos β̃(λ)

> 0 si λ 6= κ1

ν1L2
1

((n− 1

2
)2)π2, n = 1, 2, · · · ;

donc, d'après la dé�nition (3.6) de γ̃(λ), on a γ̃(λ) > 0 pour tout λ > 0.

Or, d'après la dé�ntion des fonctions h̃(λ) et y(λ;x) (voir (3.7), (9.9)) on
a

y(λ;L2) = γ̃(λ) sin(h̃(λ)).
Donc

(9.13) y(λ;L2) = 0, si et seulement si λ = h̃−1(kπ), k ∈ N\{0},

c'est-à-dire, si et seulement si λ = λk avec un des nombres λk dé�nis dans (3.9).
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En retournant à ẽk(x), de (9.5) on déduit que, si on pose

cz(k) = κ1
d

dx
ẽk(x)

∣∣∣
x=−L1

, ỹ(x) =
1

cz(k)
ẽk(x), z̃(x) =

1

cz(k)
κ(x)

d

dx
ẽk(x),

alors les fonctions ỹ(x) et z̃(x) satisfont au système d'équations (9.7) et aux
conditions initiales (9.8). Donc en vertu de l'unicité de la solution du problème
de Cauchy (9.7)�(9.8), on a

ỹ(x) = y(λk, x), z̃(x) = z(λk, x),

d'où, en posant yk(x) = y(λk, x), on a

ẽk(x) = cz(k)yk(x).

Comme ‖ẽk‖L2
ν(I) = 1, on a

cz(k) =
1

‖yk‖L2
ν(I)

.

Ainsi on a établi (9.6). �

Lemme 9.5. Soit y(λ;x) la fonction dé�nie dans (9.9). Soient λk les
nombres dé�nis dans (3.9). Alors pour tout k, la fonction y(λk;x) = yk(x)
admet k − 1 zéros dans l'intervalle ]− L1, L2[ .

Démonstration. De la forme de la fonction y(λ;x) donné dans (9.9) et de

la propriété de la fonction β̃(λ) (en particulier (9.12)) on déduit que le nombre
de zéros dans l'intervalle ]−L1, L2[ est une fonction croissante et qu'à chaque
point λ = λk il croît d'unité. D'autre part, on a

lim
λ→0+

y(λ;x) = x+ L1 pour x ∈ [−L1, L2].

On en déduit l'a�rmation du lemme. �

Maintenant nous démontrons la proposition 3.1.

Démonstration. Du lemme 9.4 résulte

ẽk = ek

et de (9.11) et de (9.5) on déduit

λk =
1

µk
.

Cela étant du lemme 9.1 d'coulent les propriétés (A), (B), (C) et (D).

Nous rappelons que ek(x) est de la forme ek(x) = yk(x)
‖yk‖L2

ν (I)
avec

yk(x) =
1√

λkν1κ1
sin
(√λkν1

κ1
(L1 + x)

)
pour − L1 ≤ x ≤ 0,
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yk(x) = ± 1√
λkν2κ2

sin
(√λkν2

κ2
(L2 − x)

)
pour 0 ≤ x ≤ L2.

Comme lim
x→0−

κ1
d

dxex(x) = lim
x→0+

κ2
d

dxex(x), lim
x→0−

d

dxex(x) et lim
x→0+

d

dxex(x) ont

le même signe, ce qui implique l'existence d'un x1 ∈ [−L1
2 , 0[ tel que

∣∣ sin(√λkν1
κ1

(L1 +x1)
)∣∣ = 1, ou d'un x1 ∈ [0, L2

2 [ tel que
∣∣ sin(√λkν2

κ2
(x1 +L2)

)∣∣ = 1. Dans

le premier cas on a

‖yk(x)‖2L2
ν(I) =

∫ L2

−L1

ν(x)|yk(x)|2dx ≥
∫ x1

−L1

ν1|yk(x)|2dx =

=
1

λkκ1

∫ x1

−L1

sin2
(√λkν1

κ1
(L1 + x1)

)
dx =

=
1

λkκ1

[x
2
− 1

2

sin
(

2
√

λkν1
κ1

(L1 + x)
)

2
√

λkν1
κ1

]x1
−L1

=

=
1

λkκ1

(x1

2
+
L1

2

)
≥ L1

4λkκ1
.

De manière analogue dans le deuxième cas on a

‖yk(x)‖2L2
ν(I) ≥

L2

4λkκ2
.

Comme

sup
−L1≤x≤L2

|ek(x)| = 1

‖yk‖Lν(I)
max

(
sup

−L1≤x≤0
|yk(x)|, sup

0≤x≤L2

|yk(x)|
)
,

on en déduit la propriété (E).

On rappelle que, d'après le lemme 9.5, ek(x) admet k − 1 zéros dans
] − L1, L2[ . Désignons par q le nombre de zéros dans ] − L1, 0] et par r celui
dans ]0, L2[ (de sorte que q + r = k − 1). Alors on a

qπ ≤
√
λk
ν1

κ1
L1 ≤ (q + 1)π,

rπ ≤
√
λk
ν2

κ2
L2 ≤ (r + 1)π,

d'où

π(k − 1) = π(q + r) ≤
√
λk

(√ ν1

κ1
L1 +

√
ν2

κ2
L2

)
≤ π(q + r + 2) = π(k + 1).
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On a donc

M0(k − 1)2 ≤ λk ≤M0(k + 1)2, M0 =
( π

L1

√
ν1
κ1

+ L2

√
ν2
κ2

)2
.

La propriété (F ) est démontrée. �
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