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On considére un systéme de deux équations paraboliques linéaires couplées d’une
maniére particuliére et on démontre I’existence et I'unicité de la solution d’abord
dans un domaine d’une dimension spatiale et puis dans un domaine dans R>
délimité par deux plans horizontaux. Cette étude est motivée par le phénoméne
d’évaporation d’eau de la surface de I’eau liquide, dont dépendent la température
et la densité de vapeur.

We consider a system of two linear parabolic equations coupled in a particular
way and we prove the existence and uniqueness of the solution, first in a domain
of one spatial dimension and then in a domain in R? delimited by two horizontal
planes. This study is motivated by the phenomenon of evaporation of water from
the surface of the liquid water, on which the temperature and the vapor density
depend.
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1. INTRODUCTION

Dans le présent travail nous allons étudier un systéme d’équations para-
boliques linéaires couplées par une condition particuliére. L’étude est motivée
par le phénomeéne d’évaporation de l'eau de la surface de ’eau liquide, qui,
intervenant dans un grand nombre de phénoménes physiques, joue souvent un
role important a la grande échelle comme ’évaporation de I'eau de la surface
de l'océan (voir par exemple [5,10]) ainsi qu’a I’échelle plus petite; dans des
cas particuliers, des physiciens et des chimistes ont proposé des modéles ma-
thématiques bien articulés des comportements locaux de I’évaporation de 1’eau
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(voir par exemple [6,16,17,20] ; sur la physique de I’évaporation en général, voir
aussi [9]). Mais il nous semble que 1’étude mathématiques des équations qui
décrivent I’évaporation de I’eau et ses effets n’est pas suffisamment développée.

Rappelons les caractéristiques particuliéres de ’évaporation. Si S est l'in-
tersurface entre 1’eau liquide et Iair, I’évaporation de ’eau qui se produit sur la
surface S est accompagnée par ’absorption de la chaleur, dite chaleur latente
de la transition de phase de H20, de sorte qu’il y a une source (négative) de
la chaleur concentrée sur la surface S. D’autre part, si on admet la présence
de la diffusion de la vapeur d’eau dans l’air, la quantité de ’évaporation devra
étre proportionnelle & la composante normale & l'intersurface du gradient de la
densité de vapeur, tandis que sur S la densité de vapeur doit étre celle de la
vapeur saturée. Quant a la diffusion de la chaleur, son coefficient ainsi que la
chaleur spécifique sont différents dans ’eau liquide et dans ’air. Ces relations
physiques, traduites dans les conditions sur les équations de diffusion pour la
chaleur et la densité de la vapeur d’eau, constituent les conditions particuliéres
qui ne facilitent pas la résolution des équations.

Dans le présent travail on considére une équation parabolique linéaire pour
la fonction inconnue T (température) dans le domaine Q = {z € R3| —b <
x3 < a} et une équation parabolique linéaire pour la fonction inconnue II
(densité de vapeur) dans le domaine QT = {x € R?®|0 < 23 < a }. On suppose
que dans l'équation pour T la “source de la chaleur” est concentrée sur {x3 = 0}

et proportionnelle & é [H‘ ] avec un €1 > 0, ce qui est analogue

r3=e1 B H}:E;;:O
a lapproximation souvent utilisée dans les travaux pratiques (voir par exemple
[8]) de la loi de Dalton (voir par exemple [1], [18]). On suppose aussi que la
fonction II doit satisfaire & la condition

=70+ 7|

{:E3:0 x3=0

avec deux constantes Ty et &y ; cette condition est une linéarisation de la relation
H‘mzo = Tys(T') avec la densité de la vapeur saturée 7,s(7') a la température 7T'.

Les équations que nous allons considérer sont linéaires et les méthodes de
la résolution des équations de ce type sont bien établies (voir par exemple [2,7,
12,15]). Mais notre probléme exige une élaboration non indifférente a cause du
couplage particulier mentionné ci-dessus et aussi a cause de la discontinuité du
coefficient pour I’équation de la chaleur. Les aspects généraux de cette derniére
problématique ont été investigués par plusieurs auteurs (voir par exemple 3,4,
11]), mais nous allons utiliser une autre méthode directement utilisable pour la
résolution de notre probléme.
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2. SYSTEME D’EQUATIONS

Nous précisons d’abord le domaine dans lequel nous considérons notre
probléme. On pose

(2.1) Q= {(21,29,23) €R¥| —b<a3<a},

ou a et b sont deux nombres strictement positifs. Nous définissons aussi la partie
inférieure 2~ et la partie supérieure QT de €,

(2.2) Q" ={(z1,22,23) € Q]x3 <0}, QOF = {(z1,72,73) € Q]z3 >0}
Dans le domaine €2 nous considérons 1’équation

(2.3) CooO T =V - (kVT) + ¥d(x3),

tandis que dans le domaine Q% on considére 1’équation

(2.4) OIT = ATl

Dans les équations (2.3)—(2.4), 1o est une constante strictement positive, tan-

dis que

(2.5) cpp = cq(JlQ), k=rW dans O, Cyg = cg?, k=r® dans QF,

c&lg), ) 05,29), k() etant des constantes strictement positives: le symbole 6(x3)

dans (2.3) désigne la delta de Dirac par rapport & x3. Pour % nous supposons
qu’elle est une fonction définie sur R? et doit satisfaire a 'équation

H{ = _H’ =0
2.6 § =m0,
€1

ou 71 et 1 sont des constantes strictement positives satisfaisant & la condition
0<e; <a.

Pour les fonctions inconnues 1" et II nous posons les conditions aux limites

(27) T ‘x3=7b: T*ba T ’:E;g:a: Tav
(2.8) 1I ’$3:0: o + a1 |x3:07
(2.9) IT | 3=q= I,

et les conditions initiales

(2.10) Tlmo=Tol@)  zeQ
(2.11) I |;—o= IIp(x) reQr.

Dans (2.7)(2.9), T_y, T4, 4, To et @ sont des constantes. Pour Ty(z) et
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ITy(x) nous supposons les conditions de compatibilité
To(—b) = T, To(a) =Ta
Ho(O) =T + alT()(O), Ho(a) = ﬁa.

Avant d’envisager le probléme complet (2.3)—(2.11) dans Q C R3, nous
allons démontrer, dans la section 5, 'existence et 'unicité de la solution dans
le cas o le domaine se réduit a Uintervalle | — b,a[ C R, c’est-a-dire, dans le
domaine d’une dimension spatiale. Pour le probléme complet dans 2 C R?, nous
démontrons le résultat d’existence et unicité de la solution sous I’hypothése

(1) (2)

Coo _ Cvo
(2.12) R ORRIOR

Il est clair que la condition (2.12) est assez restrictive. Mais, comme dans le
cas du domaine d’une dimension spatiale le résultat s’obtient sans cette restric-
tion, nous espérons obtenir, dans un futur prochain, un résultat analogue sans
supposer la condition (2.12).

3. PRELIMINAIRES

Pour résoudre ’équation (2.3) nous aurons besoin d'une version particu-
liere de la série de Fourier, que nous présentons ici dans une forme qui ne fait
pas référence speécifique a l'équation (2.3).

Soient Lj et Lo deux nombres réels strictement positifs (dans application
a notre probléme on aura L; = b et Ly = a). On considére le domaine en une
dimension

I={zeR| -Li<z< Ly}
On considére deux fonctions strictement positives v(x) et x(x) constantes dans

chacun des sous-intervelles I} =] — L1,0[ et Iy =0, Lo|
(3.1) vir)=v1 st ze€l, v(r)=1r si z€ly,
(3.2) kK(x)=r1 st €@, k(zr)=kKy si z€l

avec des constantes strictement positives vy, va, K1, K2 (on ne suppose pas de

condition analogue & (2.12), donc en général = :—z) Au point z = 0, on peut

choisir quelconques valeurs de v(0) et x(0), donc on peut prendre par exemple
V1 + Uy

v(0) = 2222 K(0) =

ce qui n'influence pas le résultat.

K1+ K2
2 )

Nous allons d’abord construire une série de Fourier relative aux deux
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espaces de Hilbert

(3.3) L2(I) = {u: I — R, mesurables | / u(z)|*dz < oo}
et
(3.4) H%)—{ueCIR]/) '(z)2dz < 0o, u(—Ly) = u(Ls) =0}

munis respectivement du produit scalaire

(u,v) 21y = /Iu(x)u(x)v(m)dm, <u,v>ﬁé(1) = /%(ZE)U,(ZE)U/(l')dl’,

I
et de la norme

||U”L3(I) =4/ (u, U>L3(I)> ||U”ﬁé([) = <u7u>ﬁé(1)'

Définissons pour A > 0 les fonctions B(\), F(A), h(\) comme suit :

Sy Kol Ap K1 T2
(3.5) B(N) = arctg( i tg(” p L1)> si0< A< V1L2 R

Buy:mf%w &A——fﬂ(—%fha n=12 -

E(A) =(n— %)ﬂ' + arctg( :jZ?tg(\/le))

. K1 1 1
si m((n—i) )7T <AL LQ(( +§)2)7r2, n=1.2
(3.6)
)\1/1
1 cos( TlL1> Ky )
F(\) = ! i\ — 222 19
() VARals cos BV si A # ulL%((n 2) ) n
y ! k1 Ligy o
A= A=——(n- —1,2
7(A) vl ylL%(( SO =12,
7 a )\1/2
(3.7) h(\) = B\ + HTLQ'

La fonction h()) a la propriété suivante.

LEMME 3.1. La fonction h()\) définie dans (3.7) est continue et stricte-
ment croissante et vérifie les relations

(3.8) lim h(\) =0, lim A(\) = co.
A—00

A—01
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Démonstration. Il résulte immédiatement de la définition (3.7) de h(\) et
de la définition (3.5) de S(A). O

Le lemme (3.1) nous permet de définir une suite {\;}2°, par
(3.9) e =hNkrw), k=12, .

En utilisant la suite {A\;}?2,, on va définir les fonctions ey(x ), k=1,2,---,
qui vont former une base orthonormale de I’espace de Hilbert L2 () ayant des
propriétés utiles pour résoudre notre probléme.

PROPOSITION 3.1. On pose

(3.10) ex(r) = L(x),
HkaLﬁ(I)

o

)\ sm( ’\k”lL + ’\’“V1> st —L1<x<0,
klﬁll/

J(Ag) sin (ﬁ(Ak) \/Mm) st 0<x<Ly.

K2

(3.11) yr(x) =

Alors
(A) {er}o, est une base orthonormale de L2(I) ;

(B) {ex}?2, est un systéme orthogonal complet de H\I) ;

(C) ona
lexll s 7y = o
(D)
d d
— 3, @) en(@) = Arv(z)ex(@) Vo €] — L1,0[U]0, Ly
et (z) Ley(x) est continue sur [—Ly, Lo] ;
(E) ona
sup  [ex(z)| < K7,
—Li<x<Lsy
(1 Nl
=2 (o ) e (2 V)
(F) ona

Mo(k —1)2 < M\, < Mo(k+1)2, My = (

Comme la démonstration de la proposition 3.1 est un peu longue, nous la
renvoyons 4 la section 9.
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4. SOLUTION STATIONNAIRE

En revenant au systéme d’équations (2.3)-(2.4), nous considérons avant
tout la solution stationnaire du systéme d’équations (2.3)-(2.4) avec les cond-
tions aux limites (2.7)-(2.9) et avec ¢ définie dans (2.6). Plus précisément, en
écrivant z au lieu de z3, il s’agit de trouver les fonctions T'(z) et II(z) qui
satisfont aux équations

d, d

(4.1) —5(/§$T) = d(2) pour —b< z<a,
2
(4.2) —’yoﬁﬂ =0 pour 0<z<a
2z
avec ¢ définie par
o, -1,
(43) g ===
€1
et aux conditions aux limites
(44) T ‘szb: T*b; T ’z:a: TCH
(4.5) I |.=0= 7o + 1T |.=o,
(4.6) I |,—q= IL,.

Les deux équations (4.1) et (4.2) sont couplées par la définition (4.3) de v et
la condition aux limites (4.5).

Pour déterminer la solution du probléme (4.1)-(4.6), on introduit la fonc-
tion T.(2) continue définie par

H,<2) (Ta _T—b)

(47)  Te(z) = Tt R (z+b) pour —b<z<0
. T To—T_

Ta_nan((l)i—i-lm(”b)(a_z) pour 0 <z <a
pour laquelle kL7 (2) a la méme valeur dans | — b,0[ et dans ]0,a[.

On définit en outre O par I'égalité

_ o _ _
(4.8) 8y = 20T, — (70 + a1 (T (0) + ©0))),
c’est-a-dire .
_ A _ _
G0 = — 20 (T, — 7 — a1 Tu(0)),
. a + 71140041
ou

< o (en(0)?
Ao = .
0 ; ™
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On a la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. La solution du probléme (4.1)—(4.6) est donnée par

T(2) =Te(2) + > cfen(z), =m I, — (o + ala(Tc(O) +0y)) 6,3(5)7
k=1
(4.10) II(2) = 7o + o (T (0) + ©p) + M, — (o + a1 (Te(0) + @0))2.

a

Nous précisons que la proposition 4.1 ne suppose pas la condition (2.12).

Démonstration. 11 est clair que la solution (formelle) du probléme (4.2),
(4.5), (4.6) est

I, — (7o + alT(O))z.

(4.11) Il(z) = 7o + a, T(0) + -

Donc, en substituant cette relation dans (4.3), on obtient

Iy __ —1IIj _ I, — (7o + a1 T(0
(4.12) b= ‘zslg ‘270:71 a (7T0a+041 (0))
1

= %o(T(0)).

On remarque que k(z)3T.(z) a une valeur identique dans ] — b,0[ et
dans ]0,a[, ce qui nous permet d’écrire

% (H(Z)%Tc(z)> =0 dans | —b,a].

Nous posons également

(4.13)

(4.14) O(2) =T(2) — Te(2).
Alors le probléme (4.1), (4.4) se réduit a

(4.15) 2 (n20(2)) = w(T(0)5(2),
(4.16) ©(—b) = O(a) = 0.

En posant

O(z) = Z cgek(z)
k=1

et en intégrant les deux membres de (4.15) multipliés par eg(z) sur [—b,a], en
vertu de (B), (C), (D) de la proposition 3.1, on a

Aped = /a ek(z)( - i(,l»g;%@(@))dz = 1o(T(0))ex(0).

—b dz
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C’est-a-dire, la solution du probléme (4.15)-(4.16) est donnée par

(17) o) =3 Per(s), = uo(ro 2.

k=1
Donc la valeur de ©(0) est

(418) O0) = to(TO) Ay, Ay =3 O

De (4.12) et de (4.18) on obtient

_ ’leo
a

(4.19) ©(0) (e — (To + @1 (T(0) + ©(0)))).

Donc, d’aprés la définition (4.8) de G, on a
0(0) = 6

et donc B B
T(0) = T2(0) + .

En substituant cette expression dans (4.12), (4.17), (4.11), on obtient (4.9) et
(4.10). O

5. CAS DU DOMAINE D’UNE DIMENSION SPATIALE

Avant d’envisager le systéme d’équations (2.3)—(2.4) dans le domaine Q C
R? (défini dans (2.1)), considérons le probléme réduit 4 une dimension spatiale.
Il s’agit donc du systeme d’équations

(5.1) CooOtT = 0,(k0,T) + 16(2) dans Ry x| —b,al,
(5.2) O = 411 dans R4 x]0,af,
avec
IT(eq) — II(0
(5.9 v =y =HO,

les conditions aux limites et initiales sont (2.7)-(2.11), dans lesquelles les fonc-
tions ne dépendent pas de (x1,x2). Dans ce probléme on ne suppose pas la
condition (2.12).

Dans la section précédente nous avons déja montré I'existence et I'unicité

de la solution stationnaire de ce probléme, que nous notons (T (2), s (2)).
Posons

(5.4) V=9, z2) =T(t,z) — Tx(z),
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(5.5) 0= (t,2) = TI(t, 2) — Ta(2) — 9, 2).
Comme 0?TLg = 0 (voir (4.2)), de (5.2) découle

Oen — 0% = —ay (040 — 7020) pour 0< z < a.
On remarque que, en vertu de (5.1), (2.5) et (5.4), on a

B ) k@ )
—1 (O — 7 0209) = —ay (ﬁ — 'yo) 059 pour 0< z<a.
c

v

Ces relations nous permettent de réduire le systéme d’équations (5.1)—

(5.6) CpoOt — 0,(k0,V) = ¢d(2) dans | — b, al,
(5.7) O —002n=f  dans ]0,al,
(55) 0= qt) = 15,
€1
k@ )
(5.9) f= <c(fg) )azﬁ.

Les conditions aux limites sont

(510) 19@7 _b) = ﬁ(tv CL) =0, n(ta 0) = n(tv a) =0 Vi >0,
tandis que les conditions initiales sont

(5.11) (0, 2) = To(z) — Tst(2) = 9o(2) pour —b<z<a,
(5.12) n(0, 2) = Tp(z) — Mg (z) — aro(2) = no(2) pour 0 < z < a.

Pour les fonctions u définies sur [—b, a], en utilisant les fonctions ey, définies
dans (3.10)—(3.11) avec Ly = b, Ly = a, on définit les coeflicients de Fourier

u(k) et la norme ||uHH( by PAT

o0 1
(5.13) k) = (wen)z, vy Il = (3 MIAEE)7,
k=1

ou ng(—b, a) est défini comme dans (3.3). D’autre part, pour les fonctions u

définies sur [0, a], en utilisant les fonctions gi(z) = \/> sin(Zkz) on définit

o 1
G14) ) = e, g, = (3 FEERE)*.
k=1
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PROPOSITION 5.1. Soit 1 < r < % Supposons que Vg € H(—_bl,a) et ng €

H(O_;). Alors, quel que soit t > 0, il existe une solution (9,n) et une seule du

probleme (5.6)—(5.12) dans la classe
0 € L%(0,5; H{ =y ) N L*(0, 8 H{_, ),

(5.15) ne L0, !

(07(1)) N L2(0,f; H(TO,a)).

Démonstration. En utilisant les coefficients de Fourier définis dans (5.13)—
(5.14) (méme si on utilise le méme symbole u(k) pour les deux sens différents,
il n’est pas difficile de les distinguer du contexte), on peut transformer les
équations (5.6)-(5.7) en

(5.16) %3@5, k) + AD(E k) = g(t)ex(0),

~

(5.17) n(t, I<:)+70 k;2( k)= f(t, k).

at’
En multipliant les deux membres de (5.16) par )\2715(75, k), on a
fatx L2(t, k) + Np02 (8, k) = Xe20(t, k) q(t)ex (0).

Comme

e(0) < ) Yk € N\{0)
(voir (E) de la proposition 3.1), on a
ALt k < L o + K2
9, B)a(t)ex(0) < DAL R + SN a(0)

Or, comme 7 — 2 < —%, en vertu de (F) de la proposition 3.1 on a

o
Z /\2_2 =K, < oo.
k=1

On en déduit que

||’l9HHr . +||"9H%g < K{Kxla(t)[*.
(=bsa)

uant a t)|%, on a
Q la(t)]%,

> 1 2
lq(t)]” = = In(t,e1)|” = —2) Z —sm( k‘sl)‘
1 S

IN
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< Ko KA R = Ko )l?

k=1 Ho,a)
ou -
22 1
Ky="32 155 <
L g=1
En adjoignant les deux inégalités, on obtient
(5.18) ||19\|Hr it 917, < KEEAK Il

(0,a)

D’autre part, si on multiplie les deux membres de (5.17) par k2" —27(¢, k)
et on fait la somme par rapport a k, on obtient

(5.19) IMHT1+w)ﬂmm@)<Kﬂﬂ Wiz
ou )
1a
KQ - 772
Yo

Si on définit

(520)  G=et, =y, Gty f=e'f
avec un w > 0 (& choisir dans la suite), de (5.6)—(5.7) on obtient
(5.21) cwaﬁ?— 9.(k0.9) + wcv95 = qi(2) dans | —b,al,
(5.22) O — 7027 +wij=f  dans ]0,a|.

En procédant d’une maniére tout analogue a ’obtention de (5.18)-(5.19), de
(5.21)7(5.22) on obtient

(5.23) !WHHr it 9, +2WHI9HHT i <K12KAKqHﬁH2r,;7

(0,0)
(5.24) Hn\l w1 0 2||77”HT +QWI|17||2r : <K2Hf||Hr 2

Soit 1) une fonction appartenant  la classe

(5.25) Yy = L®(0,5; H{ =, ) N L*(0, & HYy, ).

Alors, en substituant ¥ & la place de 9 dans la définition (5.9) de f, on définit

f, qui appartiendra a L?(0,%; H(r 2)) En substituant f a la place de f dans
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(5.7), on peut résoudre I’équation (5.7) (avec f) et on obtient

1€ L°(0,8; Hiy ) N L*(0,% Hiy )
(voir (5.19)). Ensuite, en définissant ¢ par (5.8), on résout ’équation (5.6) et
on obtient ¥, qui, en vertu de (5.18), apprtient a la classe Yy. C’est-a-dire,
on a définit un opérateur Gy qui, & ¥ € Yy, associe la solution ¥ € Yy de

Péquation (5.6).

Si on définit f = e~ f et si on rappelle la définition de f, on voit aisément
qu’il existe une constante Ky telle que

(5.26) Hfll 2 <Kf\|29||Hr b’

Considérons maintenant deux fonctions U, et 99 appartenant a la classe
Yy. En définissant 1, 9, Y1, Y2, 71, 72 de la maniére indiquée ci-dessus, on
pose

@:191—192, H:ﬁl—ﬁQ, @251—52.

Comme les équations (5.21)-(5.22) sont linéaires, de la méme maniére que
(5.23)7(5.24) et (5.26) on obtient

(5.27) H9HHr 1 +H@|l§q~ b +2WH@||Hr 1 <K1KAK HHII

\_/wh—‘

(
(5.28) ||H|| w1 40 2HHHH +2WI|H|| = <K2Kf||@||m

Comme A?"~1 < A% + LA*=2 et donc [|H|? 1 < (5||H||%I<T0 45||H||HT n
(0,a)
pour tout § > 0, en multipliant les deux membres de (5.27) par une constante

A & déterminer et en faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient

(A||®||H7 ! +||HHHT 1)+A”@”§f(_b,a)+

S
05 Hlly, +2Aw”9”w 5 +2°JHH”2T LS

~ A
(529) < ONKTRAK || Hllfyy, |+ KT RKAK | HIJ3, - +K2Kf”®”H’“
. . . 2 9. 4 [
Si on choisit A = 2K2Kf, 6= Mw, W = EK%KAKQ7 llnegahte (529)
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se réduit a

OIS o 120 ) + MBI, | + 05051,
A = 2

(530) +280]8) 2 e <510l -

s+l

L’inégalité (5.30) implique que I'approximation successive 5(71), n =1,
2,---, pour le probléme (5.21)-(5.22) (avec les conditions initiales (5.11)—(5.12)
pour tout n avec ¥y € H Zfbla) et mp € H (To_al)) converge dans l’espace de Banach
1719 muni de la norme

~ ~ ~ ~ 1/2
19117, = (103w ity + W00y, )+ 2090 a0 )

(=b,a)
Comme les équations sont linéaires, la limite J de I'approximation successive
() sera la solution du probléme (5.21)-(5.22) (et, par sa construction, donnera

aussi 7). En posant ¢ = e*'d, n = e*!7], on voit aisément que (4,7) sera la
solution du probléme (5.6)-(5.12). Leur appartenance aux classes (5.15) résulte
des estimations établies ci-dessus. U

La solution (9,n) du probléme (5.6)—(5.12) étant trouvée, par les égalités
(5.4)-(5.5) on peut construire les fonctions T'(t,z) et II(¢, z) qui satisfont aux
équations (5.1)—(5.3) et aux conditions (2.7)—(2.11).

6. TRANSFORMATION DES EQUATIONS

Dans le cas oil le domaine en considération est ) C R? défini dans (2.1),
nous allons démontrer notre résultat sous hypothése (2.12). Dans la démons-
tration, méme si nous suivons l'idée générale adoptée dans le cas du domaine
d’une dimension spatiale, la structure des équations aux dérivées partielles dans
un domaine de dimension 3 exige une élaboration technique non indifférente.

De maniére analogue & (5.4)—(5.5), nous posons
(6.1) ¥ =9(t,x) = T(t,z) — Tg(x3),
(62) n= 77(157 .ZC) = H(ta .I) - ﬁst(x?)) - 6119@, Z’)
Comme Allg = 0 (voir (4.2)), de (2.4) s’obtient
o — YoAn = —a1 (09 — yAY) dans Q7.



15 Systéme d’équations paraboliques linéaires 59

Or, de (2.3), de (2.5) et de (6.1) on déduit que

) N
— w1 (90 — D) = —a <W . fy())Aﬁ dans Q.

C'UQ

Ainsi on peut réduire le probléme (2.3)-(2.9) au systéme d’équations

(6.3) CpeOtd — V - KV = ¢d(x3) dans Q,
(6.4) o —vwAn=f dans Q7
avec les conditions aux limites
(65) 9 ’xngb: v |x3:a: O, n ‘383:0: n |x3:a: 07
et les conditions initiales
(6.6)
Y |t=o=To — Tst =99 dans , N li=o= g — Iy — @199 =19 dans QF,
ou

t,x1,%9,€
(6.7 0= ot 1,2) = 7y LTI,

(2)
K
(68) f=—al—= — AY.
G

On rappelle que, comme n’mszo =0, on a

= = - =0
q= 7177|503 €1 — ,)/177’503 €1 77|933 ,
€1 €1

ce qui fait correspondre (6.7) & (2.6).

Pour obtenir des estimations utiles a la démonstration de ’existence et de
I'unicité de la solution, nous allons utiliser la transformée de Fourier en (x1, x2)
et le développement en série de Fourier par rapport a xs. En rappelant (2.12),
nous réécrivons I'équation (6.3) dans la forme

0? 0? 0 0

(69) cvgf)tz? - thQ(aix% + aix%)ﬁ - aixg (H@’ﬂ) = qa(%g),
ot G
h="="a
Cvo Cvo

Comme en vertu de la proposition 3.1 on a

@ 0 0
—/_b 61@(903)87%(/?87%19(903)) = Aulers D)r2, (~ba)s
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en faisant le produit scalaire des deux membres de I’équation (6.9) avec ey(+),
de leur transformée de Fourier par rapport & (x1,22) € R? on obtient

(6.10) B0t &, k) + (€[ + M) D(t, €, k) = (¢, €)ex(0),
ot £ = (&,&), [P =€ + & et
5(757 3 k) = f(xl,z2)<€k> 19>L2W(—b,a)7 Zl\(ta {) = f(x17x2)qa

Flz1,20)(+) étant la transformée de Fourier par rapport & (w1, z2).

D’autre part, en exprimant les deux membres de l'équation (6.4) en la
transformée de Fourier par rapport a (r1,22) et en le développement en série
2

de Fourier par rapport & x3 sur la base {4/2sin(Zkx3)}32,, on a

2 ~
(6.11) ori(t, €, k) + 70 (162 + 25 k) ii(t, &, k) = Ft.€. k).

Ici et dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous désignons par le
méme symbole ~ la transformée de Fourier par rapport & 7 et zo ainsi que
le développement en série de Fourier par rapport a x3 d’une fonction sur la
base {e;}72, et sur la base {\/%sin(gk’xg)}zo:l. Meéme si le symbole ~ désigne
différentes transformations, il ne sera pas difficile de comprendre du contexte
ce qu’il signifie.

Pour démontrer 'existence et I'unicité de la solution du probléme (6.3)-
(6.6), nous posons

(6.12) 0 = ey, n=e ", q=e "y, f: e vt f
avec une constante w > 0, que nous allons choisir dans la suite. Alors on a
~ 0? ? .~ 0 0 ~ ~
(6.13) cvgatﬁ—hcvg(a—x% + 6736%)19— 92a (Ha—xg ) +weyeY = @o(xz)  dans €,
(6.14) O — AT +wij=f  dans QF.

En outre, de maniére analogue a (6.10)-(6.11) on a
(6.15) It &, k) + (hIE* + M) D(t, €, k) + wi(t, €, k) = (¢, €)er(0),
= 5 T \= = T
(6.16)  Oi(t &, k) + 70 (€ + k2 )AL, €. k) + willt &, k) = F(1,€. k).
7. ESPACES FONCTIONNELS ET ESTIMATIONS

Nous introduisons les espaces fonctionnels que nous allons utiliser pour
montrer I'existence et 'unicité de la solution de notre probléme.
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Pour les fonctions définies sur R? nous utilisons les espaces de Sobolev
usuels H*(R?) munis de la norme

(71) Il = ([ (4 lgPTaoRdg)

Pour les fonctions définies sur O = R%x]0,a| nous définissons les espaces
H*"(Q") par la norme

> - N 1/2
(7.2) Nl oy = (32 /W(ma?) (1+ [ + K2)"face, k) 2ag)
k=1

tandis que pour les fonctions définies sur 2 = R2x ] — b, a[ nous définissons les
espaces H*" () par la norme

(13)  Nullerio) = Z / L) (14 € 4+ ) Tate R Pa)

ol A\ sont les nombres définis dans (3.9) (avec Ly = b et Ly = a).
Cela étant, nous considérons deux nombres réels r et s satisfaisant aux
conditions

(7.4) 1<r<g, s>

On va utiliser les espaces HS_Q(RQ) Hs~br=1(Q), etc..., qui sont définis selon
(7.1)-(7.3) (avec la substitution de s — 3 au lieu du nombre générique s, etc...).
La motivation de l'introduction des espaces H®"(Q") et H*"(Q) avec s > r
est que pour l'interprétation physique il est important d’avoir la bornitude de
la restriction a {x3 = 0} de la température T', qui sera obtenue en supposant
que 3 2> s

Dans la suite nous allons établir des estimations de la solution 9 de I’équa-
tion (6.3) (ou (6.9)) et de la solution n de I’équation (6.4), estimations en
fonction de ¢ et de f considérées & titre provisoire comme données. Puis, on
établira aussi des estimations de g et de f définies par (6.7) et (6.8). Pour
leur démonstration, nous allons utiliser I'idée du théoréme de trace illustrée
dans [13]. Toutefois, comme nous utilisons des espaces de Sobolev non usuels,
nous démontrons les inégalités d’une maniére directe sans recourir aux résultats
connus des théorémes de trace.

LeEMME 7.1. Soit ¥ une fonction satisfaisant a l'équation (6.9) et a la
premiére condition de (6.5). Soient ¥ et q les fonctions définies dans (6.12).

On suppose que q € L*(0,%; Hsfg(]RQ)). Alors on a

(7.5 IOy + a9l < el g
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d, ~ 2 2112 2112 ~ 2
(76) &HﬁHHsfl,rfl(Q) + Cl||’19HHs,r(Q) + 2w||19||H571,7‘71(Q) S ClHaHHsfg(RQ)

A - K2 92—
7.7 O/ N A —
(77) TN T (1+ (3—27“)\/M0)

Démonstration. On multiplie les deux membres de (6.10) par (14 |¢|2)*~
(14 hl€]2 + )"~ 119(75 &, k), de sorte que l'on obtient

*81%( + 162 (L4 BIEP + M) P (1 € R))+

F(L4 27 (1 + BIE + ) L (RIS + M) (1,6, k) =

(7.8) = (14 [€%)° 7" (14 BIEP + M) 19(E, €, R)t, €)ex(0).
Comme A1 > 0 (voir (3.9)), on a
(7.9) c1r(L+ R + M) < BIE? + A

D’autre part, d’aprés (E) de la proposition 3.1 on a
lex(0)] < K, VEk € N\{0}.
On a donc
(1+ \6!2)"”*’"(1 +hIE 4+ M) MO € RN €)en(0) <
L€ (L4 hEP + M) [0t €, k) P+

(
2
S (L [EP) (L4 RIEP + M) 2 [a(t, €)%

+K

2cq
Comme r —2 <0, on a

(L4 RIEP + )2 < 2277 (VI + RIER + V>

Donc, en vertu de (F') de la proposition 3.1 on a

3 2 \2-r L /1 + €2
D (A+REP+A)? < (1+h|§|2+)\1)T—2+(7> Z(@+k)2r—4;
MO MO
k=1 P
on a en outre
> V1 + h|€E? -
74_]{: T S
25
©VLHRIER o 1 /1+hjeP\r—3
< A b =44
‘/o(m o)t = o= ()

et
(L4 hlEP+ )2 < (1+Rlgf*) 2
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On a donc
2—r

T Y HER a1 )+ nigyr

] = (3 — 2r)v/,

En intégrant par rapport & & = (£1,&2) les deux membres de (7.8) et

en faisant leur somme par rapport a k (voir aussi les définitions (7.1), (7.3)),
compte tenu des relations (7.9)-(7.10), on obtient (7.5).

L’inégalité (7.6) s’obtient d’une maniére tout analogue (voir (6.15)). O

LEMME 7.2. Soit  une fonction satisfaisant a l’équation (6.4) et a la
seconde condition de (6.5). Soient 1) et f les fonctions définies dans (6.12). On
suppose que f € L*(0,; HS=27=2(Q)). Alors il existe une constante C3 > 0
telle que

d ~
(7.11) &HUH%{#M%(Qﬂ +7002||77||§{sm(9+) < C3Hf“§1572w72(9+)a

(7.12)

d _ _ _ ~ o~
10y + V02l + 290110y < Coll T s 20

(une expression explicite de Cs est donnée a la fin de la démonstration).

Démonstration. On multiplie les deux membres de (6.11) par (1+[£]?)5"
(14 €2 + k%) 19(t, &, k), de sorte que 1'on obtient

SO HIER) (1 + I + B2 30,6, R)+

2
+0(1 + [E7)° 7 (1 + [€” + &%) (€ + %kﬁ?)ﬁz(t,&, k) =

~

(7.13) = (L4 [€7) (L + €] + K21t & k) f (1, € K).
On rappelle les inégalités
2 2 2 i 2 . 2
02(1+|§| +k)§|£‘ +¥k‘ ) CQZmln(Lﬁ)v

(14 €2 + K210, &, k) f (1,6, k) <
€270

2 2\7 | 2 1 2 2\7—2| 77 2

Si on substitue ces inégalités dans 1’égalité (7.13) et en fait U'intégrale par rap-

port & & = (§1,&2) et la somme par rapport a k, en raisonnant de maniére
1

2%
L’inégalité (7.12) s’obtient d’une maniére tout analogue (voir (6.16)). [

analogue & la démonstration du lemme 7.1, on obtient (7.11) avec Cy =
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LEMME 7.3. Soient q, q et 1] les fonctions définies dans (6.7) et (6.12).
Alors, quel que soit 6 > 0, il existe une constante Cs telle qu’on ait

(7.14) lall -1 g2y < SlnlFrer o) + Collnllfre—to—1 0+,

(7.15) 191 Fo-1 2y < Ol Frer oy + Collllge—1.r-1 24

Démonstration. Comme

> k
ﬁ(taéagl) = ﬁ(t,&,k)\/gsm (%51)7 5 = (61752)7
=1

i

on a

o0

1 2 .
[ttt g arass 2 [ oty (X e m) e

On remarque que

o0

(Z\ntsk) (> )fj L+ [ + K22 (7t &, )2

= (1+ \§|2+k:2) —

et que 'on a

N

1 (L+ \§|2 + k2)" k:l (1+ [€]2 + k2)2—1 =

</oo 27‘—— by — or—35
Sl TTEE ot e Py
On a donc

/Rz(l + €2t € en)[PE <

2.272 o0
= CM/W(HI&IQ)STZ(1+!§|2+/€2) 2[7(t, &, k)| 2de <
27‘+% o} ) N , 1/2
< oz (Lo (Il A B a) " x

a6 Yo I e g Ry ag)
k=1

Par conséquent on a

5
”qH%IS—l(RQ) = 8%”77(@ g "51)||12qs—1(R2) <

<6/ L+ 6P)~ SO0+ (€2 + K271 €, k) Pde+
k—1



21 Systéme d’équations paraboliques linéaires 65

4Cs [ (1 P SO I + A € ) P
R2 k=1

ou
92r+1 ’Yil

46a2(2r — 2)2et

Cs =

On en déduit (7.14).
L’inégalité (7.15) s’obtient de la méme maniére. [

L’estimation de f définie par (6.8) que nous allons utiliser résultera im-
médiatement de (6.8) et sera mentionnée directement dans la section suivante.

8. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Comme nous avons transformé le probléme (2.3)-(2.9) pour (7',1I) en le
probléme (6.3)-(6.6) pour (¢, 7n), le probléme se réduit a démontrer la proposi-
tion suivante.

PROPOSITION 8.1. Supposons que 9o € HS~1"=1(Q) etng € H*~17=1(Q).
Alors, quel que soit t > 0, il existe une solution (9,n) et une seule du probléme
(6.3)-(6.6) dans la classe

9 € L=(0,5 H°~H"=H(Q)) N L*(0,T; H™"(2)),

(8.1) n € L>(0,8 H V=1 Q1) N L2(0,T; H*"(QT)).
Démonstration. Soit ¥ une fonction appartenant a la classe

(8.2) Yy = L0, H 5" 1(Q)) N L?(0,F H*"(Q)).
Alors, en définissant

(2

— _ /<.'/ —

(8.3) 7= a1<c(2) - 70) AU (dans Q%),

Vo

on a

f e L*0,5H272(Q)),

ce qui nous permet de trouver la solution n de I’équation (6.4) avec f = f,
solution qui, d’aprés le lemme 7.2, apprtient & la classe

n € L>®(0,% H~ V=1 Q1) N L2(0,T; H*"(QT)).
Si on définit g par (6.7), d’aprés le lemme 7.3, on a
q € L2(0,5 H* ' (R?) € L*(0, H > (R?)),
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ce qui nous permet de trouver la solution ¥ de ’équation (6.3), solution qui,
d’apres le lemme 7.1, apprtient a la classe Yy définie dans (8.2).

_Ainsi, cette chaine de résolution d’é¢quations définit un opérateur G qui,
a ¥ € Yy, associe la solution 9 € Yy de I’équation (6.3).

Pour trouver le point fixe de 'opérateur G, nous passons aux fonctions 5,
7 et ¢ définies dans (6.12). Définissons aussi

F=eT,
¢’est-a-dire, ]?déﬁnie dans (6.12) avec f = f. On remarque que de la définition
(8.3) de f et de celle de f il résulte immeédiatement que

(8.4) 171222ty < Crll e

avec une constante C'y. D’autre part, des inégalités (7.6), (7.12), (7.15) on déduit

que
d ~ _ ~
S A ey + 111 0)) + At T+

+0270H77H%1sm(9+) + 2Aw||19||§{5,1,7.,1(9) + 2w||ﬁ||?{5*177'*1(§2+) <
(85) < ACIITHer(ary + ACICs [T Frerir—1 ) + Call Fll o220y
ou A est une constante a déterminer (0 et w sont aussi & choisir). Si on choisit

A= 3CsCf 5 = 271(\)2? , W= AC’IC(;7 de (8 4) et de (8 5) on déduit
d

3 M0y + 1311 ) + At [9]Fer o)+

02 ’YO

HnHHsr(Q+)+2AWHT9HHs Lr— 1(Q)+ACIC<$H77HHS Lr-1(+) S
Ac
(8.6) < S ey

Si on considére deux fonctions 1 et U9 appartenant a la classe Yy, alors
en définissant 91, ¥9, Y1, U2, 71, 72 de la méme maniére et en posant
@:191_1927 H:ﬁl_ﬁ27 @:51_527
les fonctions é, H et © vérifient I'inégalité analogue a (8.5), d’ott on obtient

2A01

o112 D12
(87) MBI e o retros ey + MBI srern) < —a IOz sreren)

L’inégalité (8.7) implique que opérateur G qui, & 9, associe ¥ est une
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contraction dans l’espace de Banach Yy muni de la norme

3 12 312 /2
1915, = (AN o aremrr- gy + ActlP 2o ziran)) -

On en déduit I'existence et I'unicité de I’élément 0 € Yy tel que G(9) = 1. A
partir de cet élément ¥ € Yy on peut construire la solution (9,7) du probléme
(6.3)-(6.6). La proposition est démontrée. [

La proposition 8.1 étant démontrée, par les égalités (6.1)—(6.2) on peut
deéfinir (7',II), qui sera la solution unique du probléme (2.3)—(2.11) sous les
conditions

Ty — Tst € HS_I’T_I(Q),
Mo — Ty — a1 [Ty — Tt] ‘m e HLrh o).
Il est clair que la régularité de T' et II sera caractérisée par
T — Ty € L®0,t; HS Y ~1(Q)) N L2(0,t; H>"(Q)),
-1y — @[T — Ty o € L0, t; H=5=1(QM)) N L2(0,t; H"(QT))
pour tout £ > 0.

9. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1

La démonstration de la proposition 3.1 s’articule en plusieurs étapes. Nous
procédons donc en démontrant d’abord des lemmes et ensuite en démontrant
la proposition.

LEMME 9.1. II existe un opérateur linéaire A de LZ(I) sur HXI) qui a
chaque u € L2(I) associe Au € HL(I) vérifiant la relation

(9.1) <AU7<P>1§;U([) = (u, ) 12(n) Vo € ﬁ;(l)

Lopérateur A, considéré comme opérateur de L2(I) dans lui-méme, est
un opérateur linéaire auto-adjoint et compact et ses vecteurs propres €y, corres-
pondants auzx valeurs propres i,

(9.2) Aeg = prek,

forment une base orthonormale {€x}32, de LZ(I). Les valeurs propres puy, véri-
fient la relation

(9.3) Wi > pg+1 pour k=12, e — 0 pour k — oo.

Démonstration. Puisqu’on a

lelzi < Cllelly, Ve € HAD)
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avec une constante C et que donc le produit scalaire (u, @) 12 (1) peut étre consi-

déré comme fonctionnelle linéaire sur p € H(I), d’aprés le théoreme de repré-
sentation de Riesz, pour chaque u € L2([) il existe un élément U € H}(I) et
un seul qui vérifie la relation

(9-4) U@y = (w oz Ve € HYI).

En posant Au = U, on définit Uopérateur A de L2(I) dans H!(I).

Cela étant, le lemme résulte de la théorie bien connue sur 'opérateur
linéaire auto-adjoint et compact et de la définition des espaces L2(I) et H(I)
(voir par exemple le lemme 1 du § 1 du chap. IV de [14]). O

LEMME 9.2. Soit {¢;}2°, la base orthonormale de L2(I) définie dans le
lemme 9.1. Alors pour tout k on a

d d . - 9
(9.5) “’“@(“@eo = —vey dans L*(I).

Démonstration. Comme Aep = ppey, en posant U = Aey, d’apres (9.4)
on a

/I pun(e)(57(0)) 1o p(@)de = [ (@i (e)p(e)da.

I
Compte tenu que H!(I) est dense dans L2(I), cette égalité définit la dérivée
généralisée %(/{(x)%'ék(m)), qui verifie (9.5). O

LEMME 9.3. Soit {¢;}2°, la base orthonormale de L2(I) définie dans le
lemme 9.1. Alors pour tout k la fonction k(x) L€y (z) est continue et la dérivée
a gauche et la dérivée a droite de €x(x) au point x = 0 ont le méme signe.

Démonstration. 1l résulte immédiatement du lemme 9.2. O

LEMME 9.4. Soit {¢;}2°, la base orthonormale de L2(I) définie dans le
lemme 9.1. Alors pour tout k, ex(x) a la forme

~ x
(9.6) er(x) = M,
Nyl 22 (1)

ot yr(x) est la fonction donnée dans (3.11).

Démonstration. On considere la famille de systéme d’équations linéaires
avec un parametre A > 0

d _ 1
4 2(2) = —Mv(a)y(a)
avec les conditions initiales

(9.8) y(=L1) =0,  2(-Li) =1
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Par des calculs élémentaires (méme si un peu longs) on constante que, si S())
et ¥(A) sont les fonctions définies dans (3.5) et dans (3.6), les fonctions y(z) =

y(Nsz), 2(7) = 2(\s 2),

sm( ),‘:llL + )‘”1) si —L;<z<0

9.9 )\’ _ )\Hll/ )
(9.9)  y(Xz) S\ sin (BOV +\/§I) si 0<z< Ly

cos( ’}{”IIL1+ )‘”1) si — L1 <zx<0
(A)\/Amgugcos( (A) + ’\V2 ) si 0<z< Lo

constituent la solution unique du probléme de Cauchy (9.7)-(9.8) dans la classe
C([—L1, Ls]). En outre, comme on le voit immédiatement, on a

(9.11) 2 (5a)yle) = Wla)y(a)

presque partout dans | — Ly, Lo| pour tout A > 0.

(9.10) z(\;z) =

D’aprés la définition (3.5) de S()), on a
2 2

50 T D =10 5 T
B = 5P, ot 5l =
912 =)= P, S e,

ce qui implique que

AV
cos< —Ll) 1
1 : k1 2\ 2
————2 >0 siA#£ n— =)\, n=12---;
cos () I/lL%(( 2) )

donc, d’apres la définition (3.6) de ¥(\), on a ¥(\) > 0 pour tout A > 0.

Or, d’aprés la défintion des fonctions h()\) et y(A;z) (voir (3.7), (9.9)) on

a
y(A; La) = 7(A) sin(h(X)).
Donc
(9.13) y(\;Ly) =0, siet seulement si A =h"Y(kn), ke N\{0},

c’est-a-dire, si et seulement si A = A, avec un des nombres \;, définis dans (3.9).



70 Khadidja Hallaci and Hisao Fujita Yashima 26

En retournant a e(z), de (9.5) on déduit que, si on pose
d . ~ 1 ~ 1 d .
(k) = m L) i) = @) 50 = k) )

alors les fonctions y(x) et zZ(x) satisfont au systéme d’équations (9.7) et aux
conditions initiales (9.8). Donc en vertu de 'unicité de la solution du probléme
de Cauchy (9.7)-(9.8), on a

y(@) =y(Ae,x),  2(@) = 2(Ak, @),
d’otu, en posant yx(x) = y(Ag, z), on a
ex(z) = cz(k)yx(z).

)
r=—1

Comme |[€x|[z2(r) =1, on a
1

c:(k) = —m.
1kl Lz (r)
Ainsi on a établi (9.6). O

LeEMME 9.5. Soit y(X\;x) la fonction définie dans (9.9). Soient M\ les
nombres définis dans (3.9). Alors pour tout k, la fonction y(Ag;x) = yr(z)
admet k — 1 zéros dans Uintervalle | — Ly, Lo] .

Démonstration. De la forme de la fonction y(\; x) donné dans (9.9) et de

la propriété de la fonction B(\) (en particulier (9.12)) on déduit que le nombre
de zéros dans l'intervalle | — Ly, Lo| est une fonction croissante et qu’a chaque
point A = A il croit d’unité. D’autre part, on a

lim y(\jz) =2+ Ly pour z € [—Ly, Lo].
A—=0t
On en déduit I'affirmation du lemme. [
Maintenant nous démontrons la proposition 3.1.

Démonstration. Du lemme 9.4 résulte

e = eg
et de (9.11) et de (9.5) on déduit
1
A= —.
27
Cela étant du lemme 9.1 d’coulent les propriétés (A), (B), (C) et (D).
Nous rappelons que ex(x) est de la forme eg(z) = Hyzlﬁ(l; - avec
L2

1 A
yp(z) = NI sin ( :Iljl (L1 + m)) pour — L3 <z <0,
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1 o)
yp(x) = i\/ﬁ sin ( 27;/2([/2 - :c)) pour 0 <z < Ly.

Comme lim k1 -Ley(z) = lm rodey(z), lim Ley(z) et lim Ley(z) ont
z—0~ ldz I( ) z—0t 2de z( )’ z—0~ da x( ) z—0t da x( )
le méme signe, ce qui implique existence d'un z; € [—%L 5, 0[ tel que ‘ sm(, / ’\:—1’1

Li+z1))| =1, oudun z; € [0, £2] tel que | sin M z1+Lo) )| = 1. Dans
2 K2

le premier cas on a

Lo x1
It (@) By = / vl > [P -

1
)\k/ﬂ sin? \/ ARV1 (L1 + xl dx =
1 [x 1 sin ( )\kyl )]

LK1 2 Akv1 —L
K1
— (3 >
iK1 4)\k/ﬂ
De maniére analogue dans le deuxiéme cas on a
L
2, 0> 2
lye(@) 721y = Ihers
Comme
1
sup ep(2)| = ;r——max ( sup |yp(z)], sup |yx(2)]),
—L1<z<Lo ”kaLV(I) —L1<x<0 0<z<Lsy

on en déduit la propriété (EF).

On rappelle que, d’aprés le lemme 9.5, er(x) admet k — 1 zéros dans
| = L1, Lo[ . Désignons par ¢ le nombre de zéros dans | — L1,0] et par r celui
dans )0, Lo[ (de sorte que ¢+ r =k — 1). Alors on a

1

g < At Ly <
K1
TWS,/Ak2L2S
K2
d’ot1
rk—1)=7(qg+7r) < Vi ,/ L1 1/ L2 <7rq+r+2)—7r(k+1)

g+ )7
r+)m

(
(
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On a donc

™

|1 24 |1 % ’

Mo(k —1)? < A\, < Mo(k+1)%, My = (

La propriété (F') est démontrée. [
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