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Rezumat

Lucrarea de fata, propusa ca teza de doctorat, se incadreaza in domeniul
teoriei neliniare a potentialului. Sunt dezvoltate tehnici care utilizeaza re-
zolvante neliniare asociate unui operator perturbat. Mai precis, tinta a fost
studiul operatorului Monge-Ampeére prin intermediul unei functii nenegative,
masurabila si marginita h.

O tehnica principala utilizata in studiul operatorilor de tip

A—h

este clasica formula Feynman-Kac

Pl f(x) = E7 (e4 “BS”SﬂBt))

unde B; este migcarea browniana, iar (P');>q este semigrupul avand A —h ca
generator infinitezimal. O metoda analoaga, analitica, utilizeaza rezolvanta
de nuclee asociata, iar nucleul Vj, := (A — h)~! joacad un rol central ([1], [5],
8], [9]). Acesta este nucleul initial al rezolvantei submarkoviene (Vi) pe(0,00)
si satisface principiul complet de maxim. O astfel de functie h este numita
ezacta de H. Ben Saad ([1]).

In lucrare se abordeazi aceastd problematica pentru operatorul Monge-
Ampere. Formal se urmaregte inlocuirea operatorului (liniar) Laplace cu ope-
ratorul Monge-Ampere, si se construiegte un operator neliniar corespunzator
lui V}, care satisface principiul complet de maxim in sensul dezvoltat de C.
Dellacherie ([13], a se vedea si [15], [18], [20]). De fapt, abordarea se va face
intr-un cadru neliniar mai general, operatorul Monge-Ampere fiind astfel un
exemplu. Se particularizeaza contextul general al operatorilor neliniari care
satisfac principiul complet de maxim si care genereaza o rezolvanta neliniara,
avand V}, ca operator initial.

In acest sens, este definita functia exacta relativ la un operator neliniar,
care este analoaga celei din cazul liniar, mentionat mai sus. Este fixat astfel
cadrul general abstract al problemei gi anume o algebra de functii marginite £
care contine constantele, presupusa a fi Banach in raport cu norma uniforma
(in particular latice vectoriala relativ la ordinea punctuala).

Se demonstreaza ca orice functie nenegativa din L este exacta, deci si
orice constanta reala nenegativa, ceea ce permite, in prezenta principiului



complet de maxim (ipoteza obligatorie si in cazul liniar) sa se construiasca
rezolvante neliniare submarkoviane asociate operatorului neliniar initial si
respectiv cu operatorul neliniar perturbat.

Trecandu-se la studiul operatorului asociat problemei Dirichlet cu date
zero pe frontiera, pentru ecuatia Monge-Ampere (numit in continuare oper-
atorul Monge-Ampere), se aplica rezultatele obtinute in situatia abstracta si
se realizeaza astfel programul propus.

Teza are o introducere, studiul propriu-zis fiind impartit in doua parti si
un apendix. Fiecare parte este structurata in cate doua capitole.

Prima parte intitulata ”Operatori neliniari, rezolvente asociate, pertur-
bari”, este consacrata prezentarii cadrului general in care se incadreaza lu-
crarea. Capitolul 1 (”Preliminarii”) este impartit in patru paragrafe i este
bazat pe rezultate din [3], [13], [17], [18] si [23]. In primul dintre ele (" Oper-
atori neliniari”), se fixeaza conceptele general acceptate in teoria neliniara a
potentialului. Sunt definite notiunile de operator neliniar, functie Lipschitz
(si operator Lipschitz), operator neliniar submarkovian, operator neliniar
marginit si sunt prezentate, cateva rezultate necesare si care sunt aplicate
situatiei concrete din lucrare.

Paragraful ”Principii de maxim” se ocupa de introducerea proprietatilor
mentionate in titlu, de interes deosebit fiind legatura dintre aceste principii si
proprietatea de submarkovianitate, existenta in cazul perechilor de operatori
conjugati. Tot aici sunt reamintite conceptele de functii dominante (conform
cu [21]).

Al treilea paragraf ”Operatori holderieni. Rezolvante neliniare” se ocupa
de un operator general supus proprietatii de a fi holderian si compact (aga
cum este operatorul Monge-Ampere) si  de rezolvantele neliniare
submarkoviene asociate lui.

In ultimul paragraf ” Extensii naturale ale operatorilor” studiem propri-
etatea de continuitate la stanga in ordine a unui operator neliniar, in prezenta
careia operatorul poate fi extins in mod natural la clasa functiilor inferior
marginite, cu pastrarea proprietatii de continuitate mentionata, cat si a unor
variante de principii de maxim.

Capitolul 2 al acestei prime parti, numit ”Perturbari cu functii”, are
in vedere atingerea primului scop propus in planul initial. In paragraful
2.1 ("Functii exacte”) se extinde conceptul corespunzator din cazul liniar,
propunandu-se o definitie in concordanta cu cea a lui Ben Saad ([1]), si
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sunt studiate proprietatile operatorului generat de exactitatea unei functii
marginite h. In prezenta unui operator neliniar V' si a unei functii V-exacte
h, se demonstreaza ca proprietatea lui V' de a satisface principiul complet
de maxim se transfera asupra operatorului rezultat (notat V},), se arata ca
multimea functiilor V-exacte este stabila in raport cu adunarea lor, se pune
in evidenta faptul ca proprietatea lui h de a fi V-exacta este ”ereditara” (in
doua sensuri: h este V), exacta respectiv orice functie nenegativa mai mica
decit h este gi ea V-exacta). Rezultatul final al paragrafului este acela ca
orice functie nenegativa din £ (algebra de functii fixata initial) este V-exacta
(fiind aici cuprinse si functiile constante nenegative).

Al doilea paragraf face o incursiune in evolutia problematicii perturbarii
in cazul liniar. Sunt reamintite rezultatele, devenite clasice ale lui M. F.
Bronner ([12]) si F. Hirsch ([16]). Este prezentat conceptul liniar de functie
V-exacta (conform cu H. Ben Saad [1]) si sunt puse in evidenta lucrari mai
recente ale lui L. Beznea, N. Boboc si A. G. Oprina ([7], [10], [11]), legate,
prin intermediul conceptului de subordonare, de acest subiect. Este reamin-
tita i formula Feynmann-Kac ([8]), care, in cazul liniar, permite descrierea
probabilista a semigrupului asociat operatorului perturbat.

Paragraful 2.3, ”Rezolvante neliniare submarkoviene; operator initial”,
este consacrat corespondentei dintre un operator neliniar care satisface prin-
cipiul complet de maxim si rezolvanta submarkoviana asociata. Se arata
astfel ca in cazul in care operatorul V' este Lipschitz si satisface principiul
complet de maxim, atunci el este operatorul initial al unei rezolvante sub-
markoviene, dar demonstratia propusa aici este una originala ce fructifica din
plin conceptul de functie V-exacta. Este studiata si problema reciproca: daca
o rezolvanta neliniara submarkoviana admite un operator initial. Rezultatul
prezentat este cunoscut din [15], dar aici el este completat de proprietati
suplimentare cat si de exemple care pun in evidenta legatura mentionata.

Se completeaza rezultatul paragrafului 2.1, demonstrandu-se ca pentru un
operator V' care este operatorul initial al unei rezolvante submarkoviene si are
proprietatea de a fi complet continuu, orice functie nenegativa h din L este
V-exacta. Sunt evidentiate si rezolvante asociate cu operatorii perturbati V.

Partea a doua, ” Aplicatie: perturbarea cu functii a operatorului Monge-
Ampere”, raspunde celei de-a doua tinte a lucrarii: un exemplu concret de
operator care verifica proprietatile generale din prima parte.

Capitolul 3, intitulat ” Problema Dirichlet pentru ecuatia Monge-Ampere”
incepe cu un paragraf dedicat functiilor convexe (”"materia prima” pentru
ecuatia Monge-Ampere). Sunt prezentate conditii de echicontinuitate pen-
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tru clase de functii convexe si sunt studiate clase speciale de functii convexe
(avand aceleasi valori pe frontiera domeniului). In acest sens unele rezultate
cunoscute au demonstratii specifice cazului studiat aici.

Al doilea paragraf (" Masura de curbura”) este o recapitulare privind con-
ceptul anuntat in titlu, avandu-se in vedere indeosebi principiul de minim
pentru functii convexe si principiul de minim pentru functii local convexe,
instrumente esentiale nu numai studiului functiilor convexe dar si in para-
grafele urmatoare.

Paragraful 3.3 (”Solutia problemei Dirichlet pentru masura nemarginita” )
schiteaza solutia problemei fixate, plecand de la masuri Radon cu suport
finit, trecand la cele cu suport compact si apoi la cele marginite. Se prezinta
variante complete ale demonstratiilor, urmarindu-se detaliat amanuntele con-
structive necesare argumentarii. Se evidentiaza o alta maniera de gasire a
solutiei problemei Dirichlet corespunzatoare masurii marginite, care se gener-
alizeaza obtinandu-se un rezultat de caracterizare a existentei solutiei proble-
mei Dirichlet pentru ecuatia Monge-Ampere cu masura Radon nemarginita.

Capitolul 4 (" Perturbarea operatorului Monge-Ampere”) incepe cu para-
graful intitulat ” Operatorul Monge-Ampere”, care face o sinteza a constructiei
sale din [17], [18] si [19]. Se defineste astfel operatorul Monge-Ampere (notat
M) si sunt reamintite proprietatile algebrice si topologice ale acestuia, la care
se adauga si proprietatea de a satisface principiul complet de maxim.

Se construiegte extensia operatorului potential al opratorului Monge-
Ampere la functiile boreliene marginite oarecare (notat cu V'), apoi extensia
naturala a acestui ultim operator (notata A). Se demonstreaza ca orice
functie reala concava si nenegativa este A-dominanta, ca A satisface princip-
iul complet de maxim si ca ecuatiile de conjugare sunt verificate de A si A
pe clasa functiilor integrabile Lebesgue (unde A; este anticonjugatul lui A).
Paragraful se incheie cu doua rezultate de ”teorie neliniara a masurii”.

,,Operatorul Monge-Ampere perturbat” este urmatorul paragraf (4.2).
Se demonstreaza continuitatea operatorului A, in norma uniforma dar si in
raport cu ordinea (continuitatea la stinga in ordine), se construieste extensia
sa naturala si este caracterizata proprietatea lui A, f de a fi functie reala.
Caracterul perechii (7, A, 7, Ap) de a fi formata din operatori conjugati pe £
se extinde la functii integrabile Lebesgue pe domeniul fixat.

Se arata ca Ay este subaditiv. Punand in evidenta functiile supermedi-
ene in raport cu rezolvanta A" (rezolvanta submarkoviana asociatd lui Ay)
sunt prezentate proprietatile generale ale acestora. Prin intermediul regu-
larizatei A"-excesive se aratd (similar cazului operatorului Monge-Ampere)



ca functiile A"-supermediene formeaza un con convex de functii. Tehnica
utilizata este bazata pe principiul de minim pentru functii local convexe.

Ultimul paragraf al capitolului se ocupa de generatori (pentru rezolvante

asociate operatorului Monge-Ampere, respectiv operatorului Monge-Ampere
perturbat). Sunt fixate clasele de functii, specifice fiecaruia dintre generatori
si pe care sunt definiti, iar definirea lor se bazeaza pe inversabilitatea oper-
atorului Monge-Ampere, respectiv a operatorului Monge-Ampere perturbat.
La finalul fiecareia dintre constructii se pun in evidenta proprietati pe care
le satisfac cei doi generatori si care sunt similare celor din cazul liniar.
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