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Bucureşti, 2014

Prof. Dr. Dan Polişevschi
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1.3.3 Coeficienţii efectivi pentru problema Dirichlet a materialelor stratificate 26
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REZUMAT

Abstract În ultimele patru decenii numeroase studii având drept temă subiectul prezentei lucrări au fost
realizate ı̂n acest scop: modelarea matematică a comportamentului macroscopic pentru structurile microscopice
eterogene, folosind teoria omogenizării. Analiza la scară macroscopică a unor astfel de materiale, a fost iniţiată
de către Rayleigh, Maxwell, Einstein şi continuată de J.L. Lions, E. Sanchez-Palencia, H. I. Ene, L. Tartar, D.
Ciorănescu, U. Hornung. Având ı̂n vedere importanţa acestor studii la nivelul problemelor de transport şi de
transfer din cadrul mediilor compozite, subiectele nu au primit atenţie numai din partea comunităţii matematice
ci au constituit o preocupare constantă şi pentru ingineri, fizicieni şi chimişti.

Cuvinte cheie: Omogenizare, transferul de căldură, convergenţa ı̂n dublă scară, medii poroase fracturate,
fluid Stokes, interfaţă de tip Beavers-Joseph, medii parţial fisurate, problema de difuzie.

2000 MSC: 35B27, 76M50, 80M40, 76S05, 76T99.

1 Fundamente Matematice

Prima parte a Capitolului 1 este concepută ca secţiune introductivă, ı̂n care sunt inserate noţiuni şi rezultate
clasice, ce vor fi utilizate pe parcursul acestei lucrări. Facem referire cititorului la Ciorănescu şi Donato [13],
Lukkassen, Nguetseng şi Wall [27], Allaire [3], Polǐsevschi [35] precum şi Girault şi Raviart [16].

În a doua parte a tezei, vom reconsidera două probleme clasice de omogenizare. Prima dintre acestea studiază
comportamentul asimptotic al unei structuri elastice, conţinând fisuri distribuite ε-periodic. Conform [39] (Ch.6),
considerăm problema la limită pentru un corp elastic fisurat supus unei restricţii unilaterale fără frecare, adică, cele
două părţi ale fisurii pot fi deschise dar nu suprapuse şi dacă fisura este ı̂nchisă ı̂ntr-un punct atunci forţele care
acţionează ı̂n acel punct sunt ı̂n direcţia normalei. Pentru problema studiată vom determina formularea variaţională
şi vom demonstra că este bine pusă. În acest caz, sistemul omogenizat este obţinut formal utilizând metoda
dezvoltărilor asimptotice ı̂n dublă scară. În cele din urmă, considerăm problema Dirichlet ı̂n cazul materialelor
stratificate dispuse ε−periodic. Bazele teoriei materialelor stratificate au fost stabilite de către Murat şi Tartar ı̂n
[30]. În această lucrare, urmărind [13](Ch.5, Sec.5.4), prezentăm formulele coeficienţilor efectivi pentru materiale
stratificate dispuse ε−periodic, una dintre principalele realizări ale teoriei omogenizării, alături de legea lui Darcy
din mecanica fluidelor şi modelarea materialelor compozite din elasticitate.

2 Problema transferului de căldură printr-un mediu bifazic cu salt
interfacial de ordinul ı̂ntâi

În Capitolul 2 vom studia comportamentul asimptotic, când ε→ 0, al temperaturii ı̂n problema transferului de
căldură printr-un domeniu mărginit, având o structură ε−periodică, introdusă ı̂n [35], formată din două componente
conexe separate de o interfaţă. Pe această interfaţă fluxul de căldură este continuu, iar temperatura este supusă
unui salt interfacial de ordinul I şi anume, fluxul de căldură este proporţional cu saltul temperaturii (vezi [11] pentru
justificarea fizică a modelului). Influenţa rezistenţei interfaciale la nivelul conductivităţii efective a fost investigată
analitic şi experimental ı̂n [5]. Până ı̂n acel moment, rezistenţele barierelor termice nu au fost introduse explicit, dar
transferul termic interfazic se presupunea a fi direct proporţional cu diferenţa de temparatură (vezi H.S. Carslaw
şi J.C. Jaeger [11] pentru o justificare fiziă). De asemenea, transferul de căldură efectiv prin medii compozite
cu structură periodică folosind dezvoltări asimptotice (a se vedea [9] şi [39]) a fost studiat ı̂n [4], problema fiind
supusă unor condiţii la limită clasice (flux normal şi temperatură continuă). Prin urmare, J.L. Auriault şi H.I. Ene
(vezi [5]) au prezentat cazul mediilor periodice compozite, formate din două componente solide conexe separate
printr-o barieră termică, având conductivităţile de aceeaşi magnitudine. În analiza lor, descrierea transferului de
căldură macroscopic s-a dovedit a fi influenţată de rezistenţa barierei termice cu privire la rezistenţa materialelor
componentelor. Astfel că, folosind formal metoda dezvoltărilor asimptotice ı̂n dublă scară, lucrare prezintă cinci
modele macroscopice, primele trei cazuri având câte o singură temperatură, ultimele obţinând temperaturi diferite
pentru fiecare componentă a structurii. Un studiu riguros al transferului de căldură ı̂n prezenţa unei bariere
termice, dar ı̂n lipsa unei ipoteze asupra conexităţii structurii a fost făcut de către R. Lipton ı̂n [24]. De asemenea,
problema transferului de căldură printr-un material compozit alcătuit din două componente una conexă cealaltă
neconexă, separate de o suprafaţă de contact a fost tratată de P. Donato and S. Monsurro ı̂n [14]. Pentru valori
diferite ale lui r (r > 1 şi −1 < r ≤ 1) lucrarea descrie ecuaţia macroscopică, folosind metoda funcţiilor test rapid
oscilante a lui Tartar (a se vedea [42]).

Revenind la problema noastră considerăm conductorul de referinţă având conductivitatea de ordinul unităţii,
singurul care ajunge la frontiera domeniului (̂ın acest fel se evită prelungirea H1

loc(Ω) construită ı̂n [1]). Cea de-a
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doua componentă a domeniului este reprezentată de structura de material ı̂n care conductivitatea este considerată
a fi de ordinul ε2β , cu β ∈ [0, 1]. Se remarcă faptul că, ı̂n cazul ı̂n care β > 1 temperatura devine singulară ı̂n raport
cu ε. Pe interfaţa dintre cele două componente ale structurii stabilim, ı̂n condiţia de salt, εr ordinul coeficientului
de transmisie. Un contraexemplu din [20] demonstrează faptul că temperatura nu este finită din punct de vedere
asimptotic pentru r > 1(cu excepţia ı̂n care se reduce sursa de căldură din interior); ı̂n această lucrare, restrângem
studiul la r ∈ (−1; 1]. O proprietate importantă a structurii considerate este existenţa unui operator de prelungire
mărginit, similar cu cel introdus ı̂n [12] ı̂n cazul incluziunilor izolate. De asemenea, pentru a determina estimările
a priori speficice fiecărei componente ale domeniului, vom folosi anumite inegalităţi obţinute de către D. Polǐsevski
ı̂n [35]. În scopul de a descrie ecuaţiile macroscopice precum şi coeficienţii efectivi, vom aplica metoda convergenţei
ı̂n dublă scară din cadrul teoriei omogenizării pentru cazurile periodice (vezi [3], [32] şi [13]). Astfel, problema se
reduce la studiul a şase cazuri ı̂n funcţie de β = 0, β ∈ (0, 1) sau β = 1 şi r = 1 sau r < 1. Pentru fiecare caz
vom obţine problemele local-periodice specifice, soluţiile acestora definind coeficienţii efectivi. Trebuie menţionat
faptul că, ı̂n afara transferului de căldură numeroase fenomene au legătură cu problema studiată: de exemplu,
distribuirea presiunii ı̂ntr-un mediu poros parţial fracturat, dispersia concetraţiei unei soluţii ı̂ntr-un domeniu cu
diferite grade de difuzivitate sau difuzia unui produs chimic ı̂ntr-un fluid ce traversează un mediu poros cu diferite
grade de permeabilitate. Făcând referire la aceste cazuri, pentru β = 0 şi r = 0 (̂ın [24]) şi pentru pentru β = 0
şi diferite valori ale lui r, ı̂n special r = 1(corespunde cazului ı̂n care coeficientul de transmisie balansează măsura
interfeţei, vezi [5], [33], [10], [20], [29] şi [14]) problemă considerată a fost deja tratată când structura de material
conţine incluziunilor izolate. Pentru geometria noastră, doar cazul β = 0 şi r = 1 a fost studiat ı̂n [15].

Rezultatele din Capitolul 2 pot fi găsite şi ı̂n articolul [37], care a fost acceptat spre publicare.

2.1 Problema transferului de căldură

Fie Ω un domeniu mărginit din RN (N ≥ 3), situat local de o singură parte a frontierei ∂Ω, o varietate
Lipschitz alcătuită dintr-un număr finit de componente conexe. Ω este format din două componente conexe dispuse
ε−periodic, cu ε ∈ (0, 1). Folosind cubul unitate Y = (0, 1)N vom descrie periodicitatea domeniului astfel:

Fie Ya o submulţime deschisă şi conexă a lui Y, cu frontiera Lipschitz. Presupunem că Yb = Y \Y a are frontiera
local Lipschitz şi că intersecţiile lui ∂Yb cu ∂Y sunt reproduse identic pe feţele opuse ale cubului. Pentru oricare
i ∈ {1, 2, . . . , N}, notăm

Σ+i = {y ∈ ∂Y : yi = 1} şi Σ−i = {y ∈ ∂Y : yi = 0}, (2.1)

cu proprietatea că
Y b ∩ Σ±i ⊂⊂ Σ±i, ∀i ∈ {1, 2, ..., N}. (2.2)

Repetând Y prin periodicitate, presupunem că reuniunea tututor Y a este un domeniu conex din RN având local
frontiera de clasă C2; notăm această reuniune cu RN

a , mai mult RN
b = RN \ RN

a . Evident, originea sistemului de

coordonate poate fi considerată ı̂n aşa fel să existe R > 0 cu proprietatea că B(0, R) ⊆ RN
a . În continuare, definim

cele două componente ale lui Ω folosind următoarele mulţimi de indici:
Pentru orice ε ∈ (0, 1) notăm

Zε = {k ∈ ZN : εk + εY ⊆ Ω}, (2.3)

Iε = {k ∈ Zε : εk ± εei + εY ⊆ Ω, ∀i ∈ {1, ..., N}}, (2.4)

unde ei reprezintă vectorii unitate din baza canonică a lui RN .
Structura de material este definită astfel

Ωεb = int

( ∪
k∈Iε

(εk + εY b)

)
(2.5)

şi conductorul de referinţă sub forma următoare

Ωεa = Ω \ Ωεb. (2.6)

Interfaţa dintre cele două componente este notată cu

Γε = ∂Ωεa ∩ ∂Ωεb = ∂Ωεb. (2.7)

Se observă faptul că toate frontierele sunt considerate a fi local Lipschitz, Ωεa este conexă şi, ı̂n particular, Ωεb

poate fi de asemenea conexă.
În continuare introducem spaţiul Hilbert

Hε =

{
v ∈ L2(Ω) : v

∣∣∣
Ωεa

∈ H1(Ωεa), v
∣∣∣
Ωεb

∈ H1(Ωεb), v = 0 pe ∂Ω

}
(2.8)
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ı̂nzestrat cu produsul scalar

(u, v)Hε =

∫
Ωεa

∇u∇v + ε2
∫
Ωεb

∇u∇v + ε

∫
Γε

[u][v], (2.9)

unde [u] = γεbu− γεau şi γεau, γεbu sunt urmele lui u pe Γε definite ı̂n H1(Ωεa), respectiv ı̂n H1(Ωεb).
De acum ı̂nainte, notăm Γ := ∂Ya ∩ ∂Yb. Evident,∪

k∈Zε

(εk + εΓ) ⊆ Γε (2.10)

şi dacă ν este normala la Γ(exterioară la Ya) şi x ∈ (εk + εΓ) pentru un anumit k ∈ Zε, atunci

νε(x) = ν
({x

ε

})
, (2.11)

unde
{

x
ε

}
este format din părţile fracţionare ale lui ε−1x.

Pentru orice ε ∈ (0, 1) introducem factorul de transmisie hε(x) = h(x/ε) şi conductivităţile simetrice aεij(x) =
aij(x/ε) şi b

ε
ij(x) = bij(x/ε), unde h, aij şi bij sunt din L∞

per(Y ). De asemenea există δ > 0 astfel ı̂ncât

h ≥ δ, a.p.t. pe Y, (2.12)

aijξjξi ≥ δξiξi şi bijξjξi ≥ δξiξi, ∀ξ ∈ RN , a.p.t. pe Y. (2.13)

Fiind daţi β ∈ [0, 1], r ∈ (−1; 1] şi f ∈ L2(Ω), vrem să determinăm temperatura uε care satisface următoarele
ecuaţii

− ∂

∂xi

(
aεij

∂uε

∂xj

)
= f ı̂n Ωεa, (2.14)

−ε2β ∂

∂xi

(
bεij
∂uε

∂xj

)
= f ı̂n Ωεb, (2.15)

având următoarele condiţii

aεij
∂uε

∂xj
νεi = ε2βbεij

∂uε

∂xj
νεi = εrhε (γεbu

ε − γεau
ε) pe Γε, (2.16)

uε = 0 pe ∂Ω. (2.17)

Formularea variaţională a problemei (2.14)-(2.17) este următoarea:
Să se găsească uε ∈ Hε astfel ı̂ncât

aε(u
ε, v) :=

∫
Ωεa

aεij
∂uε

∂xj

∂v

∂xi
+ ε2β

∫
Ωεb

bεij
∂uε

∂xj

∂v

∂xi
+ εr

∫
Γε

hε[uε][v] =

∫
Ω

fv, ∀v ∈ Hε. (2.18)

Teorema 1. Pentru orice ε ∈ (0, 1) există şi este unic uε ∈ Hε, soluţia problemei (2.18).

2.2 Estimările a priori ale temperaturii

În continuare, pentru orice u ∈ H1(Ω), ε > 0 şi α ∈ {a, b}, vom folosi notaţiile

ûεα =

{
u ı̂n Ωεα,
0 ı̂n Ω− Ωεα,

∇̂u
ε

α =

{
∇u ı̂n Ωεα,
0 ı̂n Ω− Ωεα.

(2.19)

Pentru orice β ∈ [0, 1] şi r ∈ (−1, 1], folosind estimările a priori ale lui uε, soluţia lui (2.18), obţinem principalul
rezultat de compacitate:

Teorema 2. Pentru orice β∈ [0, 1] şi r∈ (−1, 1] există ua∈H1
0 (Ω), ηa∈L2

(
Ω; H̃1

per(Ya)
)
şi ub ∈ L2(Ω, L2

per(Yb))

astfel ı̂ncât următoarele convergenţe sunt valabile pe un anumit subşir

ûεa
2s−⇀ χaua, ûεb

2s−⇀ χbub, (2.20)

∇̂u
ε

a
2s−⇀ χa (∇xua +∇yηa(·, y)) , (2.21)

unde χα : L2(Ω× Yα) → L2(Ω× Y ), α ∈ {a, b}, reprezintă prelungirea naturală cu zero.

Când β = 0 se obţine ub independent de y, cu ub ∈ H1(Ω). Mai mult, există ηb ∈ L2
(
Ω; H̃1

per(Yb)
)
astfel ı̂ncât

∇̂u
ε

b
2s−⇀ χb (∇xub +∇yηb(·, y)) . (2.22)

Când β ∈ (0, 1) se obţine ub independent de y, cu ub ∈ L2(Ω).
Când β = 1

ε∇̂u
ε

b
2s−⇀ χb∇yub. (2.23)
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Acum, pentru orice k ∈ {1, 2, ..., N} , definim ηak ∈ H̃1
per (Ya) unica soluţie a problemei local-periodice

− ∂

∂yi

(
aij

∂ (ηak + yk)

∂yj

)
= 0 ı̂n Ya, aij

∂ (ηak + yk)

∂yj
νi = 0 pe Γ. (2.24)

Conductivitatea efectivă A este dată de formula clasică

Aij =

∫
Ya

aij + aik
∂ηaj
∂yk

dy, ∀i, j ∈ {1, 2, ..., N} . (2.25)

Observaţia 3. Tensorul efectiv A este simetric şi pozitiv definit.

Observaţia 4. În mod asemănator cu (2.24), pentru orice k ∈ {1, 2, ..., N} , considerăm problema local-periodică

asociată lui bij ı̂n Yb; notăm soluţia acestei probleme cu ηbk ∈ H̃1
per(Yb). Corespunzător, definim conductivitatea

efectivă Bij ca ı̂n (2.25).

În continuare, introducem funcţiile w0 şi w1, singurele soluţii din H1
per(Yb) ale următoarelor două probleme:

− ∂

∂yi

(
bij
∂w0

∂yj

)
= 1 ı̂n Yb, w0 = 0 pe Γ (2.26)

− ∂

∂yi

(
bij
∂w1

∂yj

)
= 1 ı̂n Yb, −bij

∂w1

∂yj
νi + hw1 = 0 pe Γ. (2.27)

Având ı̂n vedere existenţa unui salt interfacial de ordinul ı̂ntâi pe Γε, există doi coeficienţi efectivi care descriu
transferul la nivel microscopic:

h̃ =

∫
Γ

h(y)ds, (2.28)

w̃1h =

∫
Γ

w1(y)h(y)ds. (2.29)

2.3 Procesul de omogenizare ı̂n cazul β = 0 şi r = 1

Folosind argumente de densitate, se obţine faptul că

((ua, ub), (ηa, ηb)) ∈ V1 :=
[
H1

0 (Ω)×H1(Ω)
]
×
[
L2(Ω, H̃1

per(Yα))
]
, α ∈ {a, b},

este soluţia problemei: Să se găsească ((ua, ub), (ηa, ηb)) ∈ V1 astfel ı̂ncât∑
α∈{a,b}

∫
Ω×Yα

αij

(
∂uα
∂xj

+
∂ηα
∂yj

)(
∂Φα

∂xi
+
∂φα

∂yi

)
+ h̃

∫
Ω

(ub − ua)(Φb − Φa) =

=

∫
Ω×Y

(χaΦa + χbΦb) f, ∀ ((Φa,Φb), (φa, φb)) ∈ V1. (2.30)

Teorema 5. Dacă uε este soluţia problemei (2.18) atunci

uε
2s−⇀ χaua + χbub (2.31)

unde (ua, ub) ∈ H1
0 (Ω)×H1(Ω) este unica soluţie a problemei∫

Ω

Aij
∂ua
∂xj

∂Φa

∂xi
+

∫
Ω

Bij
∂ub
∂xj

∂Φb

∂xi
+ h̃

∫
Ω

(ub − ua)(Φb − Φa) =

=

∫
Ω

(|Ya|Φa + |Yb|Φb) f, ∀ (Φa,Φb) ∈ H1
0 (Ω)×H1(Ω). (2.32)
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2.4 Procesul de omogenizare ı̂n cazul β = 0 şi r ∈ (−1, 1)

Datorită estimărilor a priori specifice acestui caz, rezultatul de compacitate este completat de:

Lema 6. Există ub ∈ H1(Ω) şi ηb ∈ L2
(
Ω; H̃1

per(Yb)
)
astfel ı̂ncât:

∇̂u
ε

b
2s−⇀ χb (∇xub +∇yηb(·, y)) . (2.33)

Mai mult, există u ∈ H1
0 (Ω) astfel ı̂ncât

ua = ub = u ı̂n Ω. (2.34)

Folosind argumente de densitate, se remarcă faptul că

(u, ηa, ηb) ∈ V2 := H1
0 (Ω)× L2(Ω, H̃1

per(Ya))× L2(Ω, H̃1
per(Yb))

este soluţia problemei: Să se găsească (u, ηa, ηb) ∈ V2 astfel ı̂ncât∑
α∈{a,b}

∫
Ω×Yα

αij

(
∂u

∂xj
+
∂ηα
∂yj

)(
∂Φ

∂xi
+
∂φα

∂yi

)
dxdy =

∫
Ω

fΦ dx, ∀ (Φ, φa, φb) ∈ V2. (2.35)

În acest caz procesul de omogenizare este rezumat astfel:

Teorema 7. Dacă uε este soluţia problemei (2.18) atunci

uε
2s−⇀ u (2.36)

unde u ∈ H1
0 (Ω) este unica soluţie a problemei omogenizate∫

Ω

(A+B)∇u∇Φ =

∫
Ω

fΦ, ∀Φ ∈ H1
0 (Ω), (2.37)

unde A, B sunt matricile efective pozitiv definite ı̂n (2.25).

2.5 Procesul de omogeniare ı̂n cazul β ∈ (0, 1) şi r = 1

Folosind argumente de densitate, arătăm că

(ua, ub, ηa) ∈ V3 := H1
0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω, H̃1

per(Ya))

este soluţia problemei: Să se găsească (ua, ub, ηa) ∈ V3 care satisface relaţia∫
Ω×Ya

aij

(
∂ua
∂xj

+
∂ηa
∂yj

)(
∂Φa

∂xi
+
∂φa

∂yi

)
+ h̃

∫
Ω

(ub − ua)(Φb − Φa) =

=

∫
Ω×Y

(χaΦa + χbΦb) f, ∀ (Φa,Φb, φa) ∈ V3. (2.38)

Teorema 8. Dacă uε este soluţia problemei (2.18) atunci

uε
2s−⇀ u+

|Yb|
h̃
χbf, (2.39)

unde u ∈ H1
0 (Ω) este unica soluţie a problemei Dirichlet∫

Ω

A∇u∇Φ =

∫
Ω

fΦ, ∀Φ ∈ H1
0 (Ω). (2.40)

2.6 Procesul de omogenizare ı̂n cazul β ∈ (0, 1) şi r ∈ (−1, 1)

Rezultatul preliminar specific acestui caz este:

Lema 9. Există u ∈ H1
0 (Ω) astfel ı̂ncât

ua = ub = u ı̂n Ω. (2.41)

Mai mult, pentru orice Φ ∈ D(Ω) şi φa ∈ D(Ω;C∞
per(Ya)), se obţine∫

Ω×Ya

aij

(
∂u

∂xj
+
∂ηa
∂yj

)(
∂Φ

∂xi
+
∂φa

∂yi

)
dxdy =

∫
Ω

fΦ dx. (2.42)

5



Folosind argumente de densitate se remarcă faptul că

(u, ηa) ∈ V4 := H1
0 (Ω)× L2(Ω, H̃1

per(Ya))

este soluţia problemei: Să se găsească (u, ηa) ∈ V4 astfel ı̂ncât∫
Ω×Ya

aij

(
∂u

∂xj
+
∂ηa
∂yj

)(
∂Φ

∂xi
+
∂φa

∂yi

)
dxdy =

∫
Ω

fΦdx, ∀ (Φ, φa) ∈ V4. (2.43)

Teorema 10. Dacă uε este soluţia problemei (2.18) atunci

uε
2s−⇀ u, (2.44)

unde u ∈ H1
0 (Ω) este unica soluţie a problemei (2.40).

2.7 Procesul de omogenizare ı̂n cazul β = 1 şi r = 1

Folosind argumente de densitate, se arată că

(ua, ub, ηa) ∈ V5 := H1
0 (Ω)× L2(Ω;H1

per(Yb))× L2(Ω, H̃1
per(Ya))

este soluţia problemei: Să se găsească (ua, ub, ηa) ∈ V5 astfel ı̂ncât∫
Ω×Ya

aij

(
∂ua
∂xj

+
∂ηa
∂yj

)(
∂Φ

∂xi
+
∂φa

∂yi

)
+

∫
Ω×Yb

bij
∂ub
∂yj

∂φb

∂yi
+

+

∫
Ω×Γ

h (ub − ua) (φb − Φ) =

∫
Ω×Ya

fΦ+

∫
Ω×Yb

fφb, ∀ (Φ, φb, φa) ∈ V5. (2.45)

Teorema 11. Dacă uε este soluţia problemei (2.18) atunci

uε
2s−⇀
(
| Ya | +w̃1h

)
u+ w1χbf (2.46)

unde u ∈ H1
0 (Ω) este unica soluţie a problemei Dirichlet (2.40).

2.8 Procesul de omogenizare ı̂n cazul β = 1 şi r ∈ (−1, 1)

Lema 12. Limitele ua şi ub satisfac relaţia:

ua = ub pe Ω× Γ. (2.47)

În plus, pentru orice Φ ∈ D(Ω) şi φα ∈ D(Ω;C∞
per(Yα)), α ∈ {a, b} astfel ı̂ncât

φb(x, y) = Φ(x), ∀(x, y) ∈ Ω× Γ, (2.48)

avem: ∫
Ω×Ya

aij

(
∂ua
∂xj

+
∂ηa
∂yj

)(
∂Φ

∂xi
+
∂φa

∂yi

)
+

∫
Ω×Yb

bij
∂ub
∂yj

∂φb

∂yi
=

∫
Ω×Ya

fΦ+

∫
Ω×Yb

fφb. (2.49)

Folosind argumente de densitate se obţine faptul că

((ua, ub), ηa) ∈ V6 := V × L2(Ω; H̃1
per(Ya)),

V :=
{
(Φ, φ) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω;H1
per(Yb)), φ = Φ on Ω× Γ

}
. (2.50)

este soluţia problemei: Să se găsească ((ua, ub), ηa) ∈ V6 astfel ı̂ncât∫
Ω×Ya

aij

(
∂ua
∂xj

+
∂ηa
∂yj

)(
∂Φ

∂xi
+
∂φa

∂yi

)
+

∫
Ω×Yb

bij
∂ub
∂yj

∂φb

∂yi
=

=

∫
Ω×Ya

fΦ+

∫
Ω×Yb

fφb, ∀ ((Φ, φb), φa) ∈ V × L2(Ω; H̃1
per(Ya)). (2.51)

Teorema 13. Dacă uε este soluţia problemei (2.18) atunci

uε
2s−⇀ |Ya|u+ w0χbf, (2.52)

unde u ∈ H1
0 (Ω) este unica soluţie a lui (2.40).
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3 Permeabilitatea efectivă a mediilor poroase fracturate care se supun
legii de contact Beavers-Joseph

În Capitolul 3 studiem comportamentul asimptotic al unei curgeri Stokes printr-o distribuţie periodică de
fracturi perturbând un mediu poros, unde infiltraţia se supune legii lui Darcy iar condiţia pe interfaţă este de tip
Beavers-Joseph. Prima regiune reprezintă sistemul de fracturi, care este conex şi unde mişcarea este guvernată
de sistemul Stokes. A doua regiune care este de asemenea conexă reprezintă sistemul de blocuri poroase având
o anumită permeabilitate şi unde mişcarea este guvernată de legea lui Darcy. Aceste două curgeri sunt cuplate
pe interfaţă de varianta Saffman a condiţiei Beavers-Joseph, care a fost confirmată de [21] ca limita unui proces
de omogenizare. În afară de continuitatea componentei normale a vitezei, ea impune proporţionalitatea vitezei
tangenţiale a vitezei fluidului cu componenta tangenţială a tensiunii vâscoase de pe partea fluidă a interfeţei.
Demonstrăm existenţa şi unicitatea soluţiei acestui model ı̂n cadrul nostru ε−periodic.

O rescalare potrivită pune ı̂n evidenţă influenţa condiţiei Beavers-Joseph asupra comportamentului asimptotic
al sistemului ı̂n două cazuri ale coeficientului de permeabilitate. Cum unul a fost tratat ı̂n [17], ı̂n Capitolul 3
considerăm cazul ı̂n care permeabilitatea este de ordinul ε2. Cu această presupunere, comportamentul asimptotic
al mediului poros fracturat poate fi găsit folosind metodele teoriei omogenizării. Prezentul cadru poate fi considerat
ca o dezvoltare a omogenizării periodice ı̂n teoria filtraţiei, fiind adaptat fenomenelor ı̂n medii fracturate, cu ambele
subdomenii conexe ca ı̂n [34], [2] şi [35]. Nu utilizează metoda formală a dezvoltărilor asimptotice ( [22], [23], [39]),
ci bazându-se pe prelungirea presiunii ı̂n stilul [41], [2], [25], [28], permite o demonstraţie riguroasă a convergenţei
ı̂n dublă scară. Procedura este iniţiată ı̂n Secţiunea 3.2, unde estimările a priori permit utilizarea rezultatelor de
compacitate ale convergenţei ı̂n dublă scară şi identificarea limitelor utilizând funcţii test speciale. Astfel, am găsit
problema omogenizată verificată de limitele ı̂n dublă scară ale cuplului viteză-presiune. Este o problemă bine pusă
şi poate fi decuplată. La limită, ı̂n dublă scară, presiunea este o mărime macroscopică ı̂n timp ce viteza depinde şi
de variabila microscopică.

Rezultatele din Capitolul 3 pot fi găsite şi ı̂n articolul [18], care a fost acceptat spre publicare.

3.1 Curgerea prin structura ε-periodică

Fie Ω o mulţime deschisă, mărginită şi conexă din RN (N ≥ 2), situată local pe o singură parte a frontierei ∂Ω,
o varietate Lipschitz alcătuită dintr-un număr finit de componente conexe.

Fie Yf o submulţime deschisă şi conexă a cubului unitate Y = (0, 1)N cu frontiera Lipschitz, astfel ı̂ncât
intersecţiile lui ∂Yf cu ∂Y sunt reproduse identic pe feţele opuse ale cublui şi 0 /∈ Y f . Normala exterioară la ∂Yf
este notată cu ν. Repetând Y prin periodicitate, presupunem că reuniunea tuturor Ȳf , notată cu RN

f , este un

domeniu conex ı̂n RN cu frontiera de clasă C2. Definind Ys = Y \ Y f , presupunem de asemenea că reuniunea
tuturor Ȳs este un domeniu conex ı̂n RN .

Pentru orice ε ∈ (0, 1), notăm
Zε = {k ∈ ZN , εk + εY ⊆ Ω} (3.1)

Iε = {k ∈ Zε, εk ± εei + εY ⊆ Ω, ∀i ∈ 1, N} (3.2)

unde ei sunt vectorii unitate din baza canonică a lui RN .
În cele din urmă definim sistemul de fracturi prin

Ωεf = int

( ∪
k∈Iε

(εk + εȲf )

)
(3.3)

şi matricea poroasă a structurii Ωεs = Ω\Ω̄εf . Interfaţa dintre blocurile poroase şi fluid este notă cu Γε = ∂Ωεf .
Normala la interfaţă, exterioară la Ωεf este:

νε(x) = ν
(x
ε

)
, x ∈ Γε (3.4)

unde ν a fost extinsă prin periodicitate la RN . Se observă că Ωεs şi Ωεf sunt mulţimi conexe şi că procentajul de
fracturare al structurii structurii este

m = |Yf | ∈]0, 1[, când
|Ωεf |
|Ω|

→ m unde ε→ 0. (3.5)

Structurii anterioare ı̂i asociem un model de curgere a fluidului printr-un mediu poros fracturat, presupunând
că ı̂n Ωεs avem filtraţie supusă legii lui Darcy iar ı̂n Ωεf curgerea fluidului vâscos este guvernată de sistemul Stokes.
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Aceste două curgeri sunt cuplate pe interfaţă de varianta Saffman a condiţiei Beavers-Joseph ([8] şi [26]). Sistemul
este completat de o condiţie de impermeabilitate pe ∂Ω:

divvεs = 0 ı̂n Ωεs (3.6)

µεv
εs = Kε(gε −∇pεs) ı̂n Ωεs, (3.7)

divvεf = 0 ı̂n Ωεf , (3.8)

σε
ij = −pεfδij + 2µεeij(v

εf ) ı̂n Ωεf (3.9)

− ∂

∂xj
σε
ij = gεi ı̂n Ωεf (3.10)

vεs · νε = vεf · νε pe Γε, (3.11)

−pεsνεi − σε
ijν

ε
j = αεµεβ

−1
ε (vεfi − (vεf · νε)νεi ) pe Γε, (3.12)

vεs · n = 0 pe ∂Ω, n este normala exterioară la Ω, (3.13)

unde vεs, vεf şi pεs, pεf reprezintă vitezele şi presiunile fluidului prin cele două componente, µε > 0 este vâscozitatea
fluidului, αε ∈ L∞(Ω) este numărul pozitiv adimensional Beavers-Joseph , gε ∈ L2(Ω)N este forţa exterioară şi

e(v) reprezintă tensorul simetric al gradientului vitezei, definit prin eij(v) =
1
2

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
.

Tensorul de permeabilitate pozitiv este definit prin:

Kε(x) = β2
εK

(x
ε

)
, (3.14)

unde K ∈ L∞(Y )N×N şi βε > 0 reprezintă magnitudinea lui (TrKε)1/2 cu privire la ε→ 0. În continuare folosim
notaţiile:

H0(div,Ω) = {v ∈ H(div,Ω), v · ν = 0 pe ∂Ω} (3.15)

L2
0(Ω) = {p ∈ L2(Ω),

∫
Ω

p = 0} (3.16)

V0(div,Ω) = {v ∈ H0(div,Ω), divv = 0 ı̂n Ω} (3.17)

Mai departe, definim
Hε = {v ∈ H0(div,Ω), v ∈ H1(Ωεf )

N}, (3.18)

spaţiu Hilbert ı̂nzestrat cu produsul scalar

(u, v)Hε =

∫
Ωεs

uv +

∫
Ωεs

divu divv + ε2
∫
Ωεf

e(u)e(v) + ε

∫
Γε

(γεu− (γενu)ν
ε)γεv (3.19)

unde γε şi γεν notează operatorul de urmă şi operatorul de urmă normală pe Γε cu privire la Ωεf . Subspaţiul
corespunzător vitezelor de divergenţă nulă este

Vε = {v ∈ V0(div,Ω), v ∈ H1(Ωεf )
N}. (3.20)

O consecinţă imediată, corespunzătoare inegalităţii lui Korn, este

Lema 14. Există o constantă C > 0, independentă de ε, astfel ı̂ncât

|u|L2(Ωεf ) + ε|∇u|L2(Ωεf ) ≤ C|u|Hε , ∀u ∈ Hε. (3.21)

Notând
Aε = (Kε)−1 (3.22)

şi folosind pozitivitatea lui Kε, putem presupune fără a reduce generalitatea, că

∃a0 > 0 astfel ı̂ncât Aε
ij(·) ξiξj ≥ a0|ξ|2, ∀ξ ∈ RN , a.p.t. ı̂n Ω. (3.23)

Rescalând vitezele

uε =

 uεs ı̂n Ωεs

uεf ı̂n Ωεf

=
µε

β2
ε

 vεs ı̂n Ωεs

vεf ı̂n Ωεf

(3.24)
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atunci, pentru orice u, v ∈ Hε şi q ∈ L2
0(Ω), definim

aε(u, v) =

∫
Ωεs

Aεuv + 2β2
ε

∫
Ωεf

e(u)e(v) + βε

∫
Γε

αε(γ
εu− (γενu)ν

ε)γεv (3.25)

bε(q, v) = −
∫
Ω

q divv. (3.26)

Se observă că, dacă (uε, pε) este o soluţia netedă a problemei (3.6)–(3.13), atunci este de asemenea soluţie şi pentru
următoarea problemă: Să se găsească (uε, pε) ∈ Hε × L2

0(Ω) astfel ı̂ncât

aε(u
ε, v) + bε(p

ε, v) =

∫
Ω

gεv, ∀v ∈ Hε (3.27)

bε(q, u
ε) = 0, ∀q ∈ L2

0(Ω). (3.28)

Teorema 15. Există o unică pereche (uε, pε) ∈ Hε × L2
0(Ω) soluţie a problemei (3.27)–(3.28).

3.2 Procesul de omogenizare

În această secţiune, pentru orice funcţie φ definită pe Ω× Y vom folosi următoarele notaţii

φh = φ|Ω×Yh
, φ̃h =

1

|Yh|

∫
Yh

φ(·, y)dy, h ∈ {s, f}, (3.29)

φ̃ =

∫
Y

φ(·, y)dy, adică φ̃ = (1−m)φ̃s +mφ̃f . (3.30)

Utilizând Vε-elipticitatea lui aε, din estimările a priori rezultă că ∃u ∈ L2(Ω× Y )N astfel ı̂ncât, pe un subşir

uε
2
⇀ u (3.31)

uε ⇀

∫
Y

u(·, y)dy ∈ V0(div,Ω) slab ı̂n L2(Ω)N . (3.32)

Notând χεf (x) = χf

(x
ε

)
şi χεs(x) = χs

(x
ε

)
, unde χf şi χs sunt funcţiile caracteristice ale lui Yf şi Ys ı̂n Y ,

remarcăm faptul că (χεsu
ε)ε, (χεfu

ε)ε and

(
εχεf

∂uε

∂xi

)
ε

sunt mărginite ı̂n (L2(Ω))N , ∀i ∈ {1, 2, · · · , N}.

Lema 16. Notând

H̃1
per(Yf ) = {φ ∈ H1

loc(RN
f ), φ Y -periodică ,

∫
Yf

φ = 0},

atunci uf ∈ L2(Ω, (H̃1
per(Yf ))

N ) satisface

εχεf∇uεi
2
⇀ χf∇yu

f
i . (3.33)

Mai mult,
divũ = 0 ı̂n Ω, (3.34)

γnũ = 0 pe ∂Ω, (3.35)

divyu = 0 ı̂n Ω× Y. (3.36)

Propoziţia 17. Există o constantă C > 0, independentă de ε, astfel ı̂ncât

|pε|L2(Ω) + |∇pε|L2(Ωεs) ≤ C. (3.37)

Lema 18. Există p ∈ L2
0(Ω× Y ) cu ps = p̃s ∈ H1(Ω) şi pf = p̃f ∈ L2(Ω) astfel ı̂ncât, să avem:

pε
2
⇀ p. (3.38)

Mai mult: ps = pf = p, aşadar p ∈ H̃1(Ω).
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3.3 Problema omogenizată

Se consideră spaţiul Hilbert:

X = {u ∈ L2(Ω× Y ), uf ∈ L2(Ω, H̃1
per(Yf )), (ũ

s, ũf ) ∈ H0(div,Ω)
2, divyu = 0}

ı̂nzestrat cu produsul scalar:

(u, v)X =

∫
Ω×Ys

u v +

∫
Ω

divũdivṽ +

∫
Ω×Yf

ey(u)ey(v) +

∫
Ω×Γ

α(y)(γuγv − γνuγνv)

şi fixăm:
X0 = {u ∈ X, divũ = 0}, M = L2

0(Ω).

Putem prezenta primul rezultat de omogenizare:

Propoziţia 19. Să se găsească (v, q) ∈ X ×M astfel ı̂ncât

a(v, φ) + b(q, φ) =

∫
Ω

gφ̃, ∀φ ∈ X (3.39)

b(π, v) = 0, ∀π ∈M (3.40)

unde

a(v, φ) =

∫
Ω×Ys

Avφ+ 2β

∫
Ω×Yf

ey(v)ey(φ) +

∫
Ω×Γ

α(y)(γv − (γνv)ν)γφ (3.41)

b(π, v) = −
∫
Ω

πdivṽ. (3.42)

Observaţia 20. Folosind condiţia ”inf-sup” se observă că problema (3.39)–(3.40) este bine pusă.

Propoziţia 21. Problema (3.39)–(3.40) este echivalentă cu: Să se găsească u ∈ X0 astfel ı̂ncât

a(u, φ) =

∫
Ω

(g −∇p)φ̃, ∀φ ∈ X0. (3.43)

Observaţia 22. În acest caz, problema (3.43) se poate decupla ı̂ntr-o problemă omogenizată şi una locală. În
acest scop, definim

W = {w ∈ L2(Y ), wf ∈ H̃1
per(Yf ), divyw = 0 ı̂n Y }

şi obţinem faptul că, soluţia problemei omogenizate este:

u(x, y) = wi(y)

(
gi(x)−

∂p

∂xi

)
, (3.44)

unde ∀i ∈ {1, · · · , N}, wi ∈W este soluţia problemei locale:∫
Ys

Awiψ + 2β

∫
Yf

ey(w
i)ey(ψ) +

∫
Γ

α(γwi − (γνw
i)ν)ψ =

∫
Y

ψei, ∀ψ ∈W, (3.45)

ei fiind vectorii unitate din baza canonică a lui RN .

Acum, notăm

Kji =

∫
Y

wi
j . (3.46)

Propoziţia 23. Tensorul de permeabilitate efectiv K este simetric şi pozitiv definit.

Din (3.44) obţinem legea lui Darcy
ũ = K(g −∇p), (3.47)

unde ũ ∈ H0(div,Ω) şi p ∈ H̃1(Ω) este unica soluţie a următoarei probleme la limită:

div(K∇p) = div(Kg) ı̂n Ω, (3.48)

K∇p · n = Kg · n pe ∂Ω, (3.49)

unde evident div(Kg) ∈ H−1(Ω).

Propoziţia 24. Problema (3.48)–(3.49) este bine pusă.
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[34] D. Polǐsevski, On the homogenization of fluid flows through periodic media, Rend. Sem. Mat. Univers.
Politecn. Torino 45 (2) (1987) 129–139.
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