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REZUMAT

Abstract In ultimele patru decenii numeroase studii avand drept tema subiectul prezentei lucrari au fost
realizate in acest scop: modelarea matematica a comportamentului macroscopic pentru structurile microscopice
eterogene, folosind teoria omogenizarii. Analiza la scara macroscopica a unor astfel de materiale, a fost initiata
de catre Rayleigh, Maxwell, Einstein si continuata de J.L. Lions, E. Sanchez-Palencia, H. I. Ene, L. Tartar, D.
Cioranescu, U. Hornung. Avénd in vedere importanta acestor studii la nivelul problemelor de transport si de
transfer din cadrul mediilor compozite, subiectele nu au primit atentie numai din partea comunitatii matematice
ci au constituit o preocupare constantd si pentru ingineri, fizicieni si chimisti.

Cuvinte cheie: Omogenizare, transferul de caldura, convergenta in dubla scard, medii poroase fracturate,
fluid Stokes, interfata de tip Beavers-Joseph, medii partial fisurate, problema de difuzie.
2000 MSC: 35B27, 76M50, 80M40, 76505, 76T99.

1 Fundamente Matematice

Prima parte a Capitolului 1 este conceputa ca sectiune introductiva, in care sunt inserate notiuni si rezultate
clasice, ce vor fi utilizate pe parcursul acestei lucrari. Facem referire cititorului la Cioranescu si Donato [13],
Lukkassen, Nguetseng si Wall [27], Allaire [3], PoliSevschi [35] precum si Girault si Raviart [16].

In a doua parte a tezei, vom reconsidera doua probleme clasice de omogenizare. Prima dintre acestea studiaza
comportamentul asimptotic al unei structuri elastice, continand fisuri distribuite e-periodic. Conform [39] (Ch.6),
consideram problema la limita pentru un corp elastic fisurat supus unei restrictii unilaterale fara frecare, adica, cele
doua parti ale fisurii pot fi deschise dar nu suprapuse si daca fisura este inchisa intr-un punct atunci fortele care
actioneaza in acel punct sunt in directia normalei. Pentru problema studiata vom determina formularea variationala
si vom demonstra ca este bine pusa. In acest caz, sistemul omogenizat este obtinut formal utilizdnd metoda
dezvoltarilor asimptotice in dubld scard. In cele din urm&, considerim problema Dirichlet in cazul materialelor
stratificate dispuse e—periodic. Bazele teoriei materialelor stratificate au fost stabilite de catre Murat gi Tartar in
[30]. In aceasti lucrare, urmirind [13](Ch.5, Sec.5.4), prezentdm formulele coeficientilor efectivi pentru materiale
stratificate dispuse e—periodic, una dintre principalele realizéri ale teoriei omogenizarii, alaturi de legea lui Darcy
din mecanica fluidelor si modelarea materialelor compozite din elasticitate.

2 Problema transferului de caldura printr-un mediu bifazic cu salt
interfacial de ordinul intai

In Capitolul 2 vom studia comportamentul asimptotic, cand € — 0, al temperaturii in problema transferului de
céldurd printr-un domeniu marginit, avand o structurd e —periodicd, introdusé in [35], formata din dou& componente
conexe separate de o interfatd. Pe aceasta interfata fluxul de caldura este continuu, iar temperatura este supusa
unui salt interfacial de ordinul I si anume, fluxul de cildurd este proportional cu saltul temperaturii (vezi [11] pentru
justificarea fizica a modelului). Influenta rezistentei interfaciale la nivelul conductivitatii efective a fost investigata
analitic si experimental in [5]. Pana in acel moment, rezistentele barierelor termice nu au fost introduse explicit, dar
transferul termic interfazic se presupunea a fi direct proportional cu diferenta de temparatura (vezi H.S. Carslaw
si J.C. Jaeger [11] pentru o justificare fizid). De asemenea, transferul de céldurd efectiv prin medii compozite
cu structurd periodica folosind dezvoltari asimptotice (a se vedea [9] si [39]) a fost studiat in [4], problema fiind
supusi unor conditii la limita clasice (flux normal i temperatura continud). Prin urmare, J.L. Auriault si H.I. Ene
(vezi [5]) au prezentat cazul mediilor periodice comporzite, formate din doud componente solide conexe separate
printr-o bariera termica, avand conductivitatile de aceeasi magnitudine. In analiza lor, descrierea transferului de
caldura macroscopic s-a dovedit a fi influentata de rezistenta barierei termice cu privire la rezistenta materialelor
componentelor. Astfel ca, folosind formal metoda dezvoltarilor asimptotice in dubla scari, lucrare prezinta cinci
modele macroscopice, primele trei cazuri avand cate o singura temperatura, ultimele obtinand temperaturi diferite
pentru fiecare componentd a structurii. Un studiu riguros al transferului de caldurd in prezenta unei bariere
termice, dar in lipsa unei ipoteze asupra conexitatii structurii a fost ficut de citre R. Lipton in [24]. De asemenea,
problema transferului de caldura printr-un material compozit alcatuit din doud componente una conexa cealalta
neconexa, separate de o suprafati de contact a fost tratatd de P. Donato and S. Monsurro in [14]. Pentru valori
diferite ale lui  (r > 1 g1 —1 < r < 1) lucrarea descrie ecuatia macroscopica, folosind metoda functiilor test rapid
oscilante a lui Tartar (a se vedea [42]).

Revenind la problema noastra consideram conductorul de referinta avand conductivitatea de ordinul unitatii,
singurul care ajunge la frontiera domeniului (in acest fel se evita prelungirea H}. () construitd in [1]). Cea de-a



doua componenta a domeniului este reprezentata de structura de material in care conductivitatea este considerata
a fi de ordinul €24, cu B € [0, 1]. Se remarca faptul c&, in cazul in care 8 > 1 temperatura devine singulars in raport
cu €. Pe interfata dintre cele doud componente ale structurii stabilim, in conditia de salt, € ordinul coeficientului
de transmisie. Un contraexemplu din [20] demonstreaza faptul ci temperatura nu este finita din punct de vedere
asimptotic pentru r > 1(cu exceptia in care se reduce sursa de cildurad din interior); in aceasta lucrare, restrangem
studiul la r € (—1;1]. O proprietate importantd a structurii considerate este existenta unui operator de prelungire
marginit, similar cu cel introdus in [12] in cazul incluziunilor izolate. De asemenea, pentru a determina estimarile
a priori speficice fiecarei componente ale domeniului, vom folosi anumite inegalitati obtinute de catre D. Polisevski
in [35]. In scopul de a descrie ecuatiile macroscopice precum si coeficientii efectivi, vom aplica metoda convergentei
in dubla scaré din cadrul teoriei omogenizarii pentru cazurile periodice (vezi [3], [32] si [13]). Astfel, problema se
reduce la studiul a sase cazuri in functie de 8 = 0, 8 € (0,1) sau 8 = 1 ¢i r = 1 sau r < 1. Pentru fiecare caz
vom obtine problemele local-periodice specifice, solutiile acestora definind coeficientii efectivi. Trebuie mentionat
faptul ca, in afara transferului de caldurd numeroase fenomene au legatura cu problema studiata: de exemplu,
distribuirea presiunii intr-un mediu poros partial fracturat, dispersia concetratiei unei solutii intr-un domeniu cu
diferite grade de difuzivitate sau difuzia unui produs chimic intr-un fluid ce traverseaza un mediu poros cu diferite
grade de permeabilitate. Facand referire la aceste cazuri, pentru § = 0 gi » = 0 (in [24]) si pentru pentru g = 0
si diferite valori ale lui 7, in special 7 = 1(corespunde cazului in care coeficientul de transmisie balanseaza masura
interfetei, vezi [5], [33], [10], [20], [29] si [14]) problem4 considerata a fost deja tratatd cand structura de material
contine incluziunilor izolate. Pentru geometria noastra, doar cazul § =0 si r = 1 a fost studiat in [15].
Rezultatele din Capitolul 2 pot fi gasite si in articolul [37], care a fost acceptat spre publicare.

2.1 Problema transferului de caldura

Fie Q un domeniu marginit din RY (N > 3), situat local de o singuri parte a frontierei 92, o varietate
Lipschitz alcatuita dintr-un numar finit de componente conexe. () este format din doua componente conexe dispuse
e—periodic, cu e € (0,1). Folosind cubul unitate Y = (0,1)" vom descrie periodicitatea domeniului astfel:

Fie Y, o submultime deschisi si conexa a lui Y, cu frontiera Lipschitz. Presupunem ci Y; = Y \ Y, are frontiera
local Lipschitz si ca intersectiile lui 9Y; cu 9Y sunt reproduse identic pe fetele opuse ale cubului. Pentru oricare
i€{1,2,...,N}, notdm

Y ={yecdY: y=1}siX " ={ycdY: y; =0}, (2.1)

cu proprietatea ca - ‘ A
Y,nx¥ ccu*, Vie{l,2,.., N} (2.2)

Repetand Y prin periodicitate, presupunem c& reuniunea tututor Y, este un domeniu conex din RV avéand local
frontiera de clasi C?; notam aceastd reuniune cu RY, mai mult R = RN \ RY. Evident, originea sistemului de

a
coordonate poate fi considerata in asa fel si existe R > 0 cu proprietatea ca B(0, R) C RY. In continuare, definim
cele doua componente ale lui €2 folosind urmatoarele multimi de indici:
Pentru orice € € (0,1) notdm
Z.={kecZV: ck+cY CQ}, (2.3)

I.={k€Z;: cktee,+eY CQ,Vie{l,..,N}}, (2.4)

unde e; reprezint# vectorii unitate din baza canonica a lui RY.
Structura de material este definita astfel

Q. = int ( U ek + 5Yb)> (2.5)
kel.
si conductorul de referinta sub forma urmatoare
Qoo = 2\ Qe (2.6)
Interfata dintre cele doua componente este notata cu
[e = 00:0 NONep = 0Ny (2.7)

Se observa faptul ca toate frontierele sunt considerate a fi local Lipschitz, 2., este conexa si, in particular, Qg
poate fi de asemenea conexa.
In continuare introducem spatiul Hilbert

H, = {v € L?(Q) :v| € H (Qw), v| € HY(Q), v =10 pe 89} (2.8)

Qea Qep



inzestrat cu produsul scalar

(u,v)g. = /Qm VuVy + &2 /Qab Vqu+5/F [u][v], (2.9)

=

unde [u] = Yept — Yea §i Yeal, Yepu sunt urmele lui u pe T definite in H'(Q,), respectiv in H*(Qey).
De acum inainte, notdm I' := 9Y, N dY;. Evident,

J (ek+er) CT. (2.10)
keZ.

si dacd v este normala la T'(exterioara la Y,) si x € (ek + eI") pentru un anumit k € Z., atunci

Vi (z) = v ({g}) (2.11)

unde { f} este format din partile fractionare ale Iui ¢~ ta.

Pentru orice € € (0,1) introducem factorul de transmisie h*(z) = h(x/e) si conductivitatile simetrice af;(z) =

aij(z/€) 81 b5;(x) = bij(x/e), unde h, a;j si bij sunt din Lyg, (V). De asemenea exista 6 > 0 astfel incat
h >4, ap.t. peY, (2.12)
a8 > 066 s by > 06&, VEeRY, apt. pe Y. (2.13)
Fiind dati 8 € [0,1], r € (=1;1] si f € L*(Q), vrem s determinidm temperatura u® care satisface urméatoarele
ecuatii
0 . Ou®
A N 2.14
o (55 ) =1 (2.14)
0 ou®
28 9 (e —f inQ 2.15
: axi(”axj) o, (2.15)
avand urmatoarele conditii
ou® ou®
afj%ujz/f waja v; =€ h® (Yept® — Yequ®) pe T, (2.16)
u® =0 pe OfL (2.17)

Formularea variationala a problemei (2.14)-(2.17) este urmatoarea:
Sa se gaseasca u® € H. astfel incat

8UE 3’0 28
(u”,v) == A ; “[uf] , H.. 2.1
ac(u®,v) /Qw a;; 9z, O, +e o bza (%cj 8:,62 / he[ A fv, Yve (2.18)

Teorema 1. Pentru orice ¢ € (0,1) existd si este unic u® € H, solutia problemei (2.18).

2.2 Estimarile a priori ale temperaturii

In continuare, pentru orice u € H'(Q), € > 0 si o € {a, b}, vom folosi notatiile

~ _Jou n Q.q, —=c [ Vu 1inQ.,
o = { 0 Q- Q. Vit = { 0 Q- Q.. (2.19)

Pentru orice 8 € [0,1] si r € (—1,1], folosind estimérile a priori ale lui u¢, solutia lui (2.18), obtinem principalul
rezultat de compacitate:

per per

Teorema 2. Pentru orice f€[0,1] si re(—1,1] existd u, € HE(Q), 4 € L* (Q HL (Y, )) siup € L*(Q,L2,,.(Y3))

astfel incat urmatoarele convergente sunt valabile pe un anumit subsir

ai 2_5\ XaUa, ai A XbUb, (22())
—~¢ 2s
Vu, — Xa (vzua + Vyna('a y)) » (221)

unde Xo : L2(Q x Yy) = L?(Q xY), a € {a,b}, reprezintd prelungirea naturald cu zero.
Cand B = 0 se obtine uy independent de y, cu uy € H(Y). Mai mult, existd n, € L? (Q H! (Y},)) astfel incat

per

Yy, 25 x4 (Vo + Vym(-,9)) - (2.22)

€ (0,1) se obtine up independent de y, cu upy € L(£2).
=1

Cand
Cand
6 =€ 2s
eV, — xuVyup. (2.23)



Acum, pentru orice k € {1,2,..., N}, definim 7, € H! (Y,) unica solutie a problemei local-periodice

per
0 0 (nak + yk) A 0 (nak + yk)
—aiyl (G/Uayj =0 1in Ya, aijTlli =0 pe T. (224)
Conductivitatea efectiva A este data de formula clasica
aﬁaj -
Aij = Qij + Gk 5 dy, Vi, j € {1,277N} (225)
Y, Yk

a

Observatia 3. Tensorul efectiv A este simetric si pozitiv definit.

Observatia 4. In mod asem#nator cu (2.24), pentru orice k € {1,2,..., N}, consideram problema local-periodici

asociatd lui b;; In Y3; notdm solutia acestei probleme cu ny; € H;er(Yb). Corespunzator, definim conductivitatea
efectivd B;; ca in (2.25).

In continuare, introducem functiile wq si wy, singurele solutii din H, ;er (Y,) ale urmatoarelor dous probleme:

3 3w0 R
——(bh=—] =1 Y, = T 2.2
dy; (bjayj> e Ik (2.26)
6 8’(1}1 R 6’(1)1
——— | bijm— ]| =1InY,, —b;i—v; + hwy =0 pe I 2.27
dy; ( Jﬁyj) e 7oy, " i =0pe (2.27)

Avand 1n vedere existenta unui salt interfacial de ordinul intai pe I'., existd doi coeficienti efectivi care descriu
transferul la nivel microscopic:

%:/Fh(y)ds, (2.28)

wlh:/rwl(y)h(y)ds. (2.29)

2.3 Procesul de omogenizare in cazul § =0sgir =1

Folosind argumente de densitate, se obtine faptul ca
(e ), (10 m0)) € Vi = [HH(Q) x H' ()] x [LA(Q H}p (V)] € {a,b},

este solutia problemei: Sa se giseascd ((uq,up), (N, M)) € Vi astfel Incat

6ua 877a 6¢Ja agpa ~
I\ 9z. " Ous —uy) (P — B,) =
/QXYO Qi (8xj + 8yj> (81'1 + ayl ) + h/Q (ub ua)( b a)

= /Q v (Xaq)a +Xb(bb) fa V(<(bayq)b)7(50a7<pb>> € Vl. (230)

ac{a,b}

Teorema 5. Dacd u® este solutia problemei (2.18) atunci

us 2 Xalla + XpUp (2.31)

unde (uq,up) € HE () x HY(Q) este unica solutie a problemei

Ju, 09, Oup 0P, ~
Ajj=—2 Bjj=— h — Ug) (B — By) =
/Q ]8.%‘]' 6371 +/Q jal’j aCIL‘Z‘ + /Q(Ub Y )( b )

=L<\Ya|¢a+\n|¢b>f, ¥ (B4, @) € HL(Q) x HY(Q). (2.32)




2.4 Procesul de omogenizare in cazul =0 gi r € (—1,1)

Datorita estimaérilor a priori specifice acestui caz, rezultatul de compacitate este completat de:

per

Lema 6. Eristd u, € HY(Q) si my, € L? (Q; H! (Yb)) astfel incat:

Ty 25 xp (Vouy + Vym () -

Mai mult, existd u € HE(Q) astfel tncat
Ug = Up = u In Q.

Folosind argumente de densitate, se remarca faptul ca

(t, 10, mp) € Va 1= H (Q) x L2(Q, Hy, (Ya)) x L2(Q, Hy,, (V)

per per

este solutia problemei: S& se giseascd (u,nq, M) € Vo astfel incét

ac{a,b}
In acest caz procesul de omogenizare este rezumat astfel:

Teorema 7. Dacd u® este solutia problemei (2.18) atunci

unde u € HE(Q) este unica solutie a problemei omogenizate
/ (A+ B)VuVe = / fo, Vo € Hj (),

Q Q

unde A, B sunt matricile efective pozitiv definite in (2.25).

2.5 Procesul de omogeniare in cazul 5 € (0,1) gsir =1

Folosind argumente de densitate, aratam ca
(ttas upy ma) € Vi := HY () x L*(Q) x L*(Q, Hy,, (Ya))

per

este solutia problemei: S& se gaseascad (uq,up,1q) € Va3 care satisface relatia

- Oug, 0N, 0P, Oy, ~/ _ B B
/Qxya i (3%‘ " 3%‘) (3931‘ * dyi ) h Q(ub ta) (26 = Pa) =

:/ (Xaq)a +Xb¢b) f) V(q)a7¢’b7<ﬂa) € ‘/3
QxY

Teorema 8. Dacd u® este solutia problemei (2.18) atunci

; Y;
2y

unde u € HE () este unica solutie a problemei Dirichlet

/AVuV(I):/ffI), Vo € HY(Q).
Q Q

2.6 Procesul de omogenizare in cazul g € (0,1) sir € (—1,1)
Rezultatul preliminar specific acestui caz este:

Lema 9. Eristd u € H}(Q) astfel incat
Ug = Up = u in .

Mai mult, pentru orice ® € D(Q) si pq € D(Q;C2,.(Ya)), se obtine

per

ou  On, 0P Oy, _
/Ma ((% * ayj) (fm g ) dardy = /qu’ e

ou O, 0®  Op,
i\ 5. a5 = @ ) @7 as .
Jo, o ) (3 ot = [0 v v

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)



Folosind argumente de densitate se remarca faptul ca
(u,70) € Vi := HE(Q) x L3(Q, HY., (Y,))

per

este solutia problemei: Sa se géseasca (u,n,) € Vj astfel incét

ou  0Jn, 00 Oy, /
ii | =— dxdy = Pdx, V (P, 0, V.
/szxyaaj(axj+3yj) <8$¢+3yi> e Qf v ( SD)E !

Teorema 10. Dacd u® este solutia problemei (2.18) atunci

unde u € HE(Q) este unica solutie a problemei (2.40).

2.7 Procesul de omogenizare in cazul f =1sgir=1

Folosind argumente de densitate, se arata ca
(ttas upsma) € Vs := H () x L*(Q; Hp, (V3)) x L*(Q, Hy,o(Ya))

per per

este solutia problemei: Sa se giseasca (ug, up,7q) € Vs astfel incat

Oug ana> ( o 8<pa> / Ouy Oy
i + + + bij A =t
/Q><Ya o (aﬂfj dy; ) \Oz; Oy, axy, | 0Yj Oy

+/ h(ub—ua><sob—<1>>=/ f<I>+/ Fon ¥ (@, 00 00) € Vi
QxI QxY, QXY

Teorema 11. Dacd u® este solutia problemei (2.18) atunci
u 2 (| Y, | —|—I;171) u+wixef

unde u € H}(Q) este unica solutie a problemei Dirichlet (2.40).

2.8 Procesul de omogenizare in cazul f=1gir € (—1,1)
Lema 12. Limitele u, $i up satisfac relatia:

Ug = up pe Q x I
In plus, pentru orice ® € D(Q) si 0o € D( Cper(Ya)), a € {a, b} astfel incat

op(z,y) = ®(z), V(z,y) € A x T,

avem:

Oug ana> ( 0P Oy, ) / Ouy, Oy / /
id + + + bjj———— = D+ .
~/Q><Ya i <6$J 6yj 81‘1' 8% QxYy, ’ 8yj 6yi QxY, f QXY f‘Pb

Folosind argumente de densitate se obtine faptul ca

((tg,up),ma) € Vs :=V x L2(Q; HY, .(Y2)),

per

V= {(®,¢) € Hy(Q) x L*(% H .., (Y3), p=PonQxT}.

per

este solutia problemei: Sa se gaseascd ((uq,up),nq) € Vi astfel incat

Oug 3%) ( 0P 59%) / Auy Oy
” + + + bijm——— =
/QxYa @ (5% y; ) \Ox; 0Oy, axy,  Oy; Oy

- / o+ / Fon V(@ 0n),0a) €V x LA HL, (Ya).
QxY, QXY

Teorema 13. Dacd u® este solutia problemei (2.18) atunci

2
u® =N |Ya|u + wObe7

unde u € HE(Q) este unica solutie a lui (2.40).

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)



3 Permeabilitatea efectiva a mediilor poroase fracturate care se supun
legii de contact Beavers-Joseph

In Capitolul 3 studiem comportamentul asimptotic al unei curgeri Stokes printr-o distributie periodica de
fracturi perturband un mediu poros, unde infiltratia se supune legii lui Darcy iar conditia pe interfata este de tip
Beavers-Joseph. Prima regiune reprezinta sistemul de fracturi, care este conex si unde migcarea este guvernata
de sistemul Stokes. A doua regiune care este de asemenea conexa reprezinta sistemul de blocuri poroase avand
o anumita permeabilitate si unde miscarea este guvernata de legea lui Darcy. Aceste doua curgeri sunt cuplate
pe interfatd de varianta Saffman a conditiei Beavers-Joseph, care a fost confirmata de [21] ca limita unui proces
de omogenizare. In afari de continuitatea componentei normale a vitezei, ea impune proportionalitatea vitezei
tangentiale a vitezei fluidului cu componenta tangentiala a tensiunii vascoase de pe partea fluida a interfetei.
Demonstram existenta si unicitatea solutiei acestui model in cadrul nostru e—periodic.

O rescalare potrivita pune in evidenta influenta conditiei Beavers-Joseph asupra comportamentului asimptotic
al sistemului in doud cazuri ale coeficientului de permeabilitate. Cum unul a fost tratat in [17], in Capitolul 3
consideram cazul in care permeabilitatea este de ordinul €2. Cu aceast& presupunere, comportamentul asimptotic
al mediului poros fracturat poate fi gasit folosind metodele teoriei omogenizarii. Prezentul cadru poate fi considerat
ca o dezvoltare a omogenizarii periodice in teoria filtratiei, fiind adaptat fenomenelor in medii fracturate, cu ambele
subdomenii conexe ca in [34], [2] si [35]. Nu utilizeaz& metoda formala a dezvoltérilor asimptotice ( [22], [23], [39]),
ci bazéndu-se pe prelungirea presiunii in stilul [41], [2], [25], [28], permite o demonstratie riguroasa a convergentei
in dubla scara. Procedura este initiata in Sectiunea 3.2, unde estimarile a priori permit utilizarea rezultatelor de
compacitate ale convergentei in dubla scara si identificarea limitelor utilizand functii test speciale. Astfel, am gasit
problema omogenizata verificata de limitele in dubla scara ale cuplului viteza-presiune. Este o problema bine pusa
si poate fi decuplata. La limita, in dubla scara, presiunea este o marime macroscopica in timp ce viteza depinde si
de variabila microscopica.

Rezultatele din Capitolul 3 pot fi gésite si in articolul [18], care a fost acceptat spre publicare.

3.1 Curgerea prin structura e-periodica

Fie 2 o multime deschisd, marginita si conexa din RN (IV > 2), situata local pe o singura parte a frontierei 9€2,
o varietate Lipschitz alcatuita dintr-un numar finit de componente conexe.

Fie Y; o submultime deschisd si conexi a cubului unitate ¥ = (0,1)" cu frontiera Lipschitz, astfel incat
intersectiile lui Y} cu 9Y sunt reproduse identic pe fetele opuse ale cublui si 0 ¢ Y ;. Normala exterioard la Yy
este notatd cu v. Repetand Y prin periodicitate, presupunem ci reuniunea tuturor Y, notatd cu R;V , este un
domeniu conex in RY cu frontiera de clasd C2. Definind Yy = Y \ Y, presupunem de asemenea ci reuniunea
tuturor Y; este un domeniu conex in R¥V.

Pentru orice € € (0,1), notdm
Z.={ke€ZV, ek +eY CQ} (3.1)

I.={keZ, ek tee,+cY CQViel N} (3.2)

unde e; sunt vectorii unitate din baza canonici a lui RY.
In cele din urma definim sistemul de fracturi prin

Q.p =int ( U ek + er)> (3.3)

kel.

si matricea poroasa a structurii Q., = Q\ Q. ¢. Interfata dintre blocurile poroase si fluid este nota cu I'. = 0€Q,.
Normala la interfata, exterioara la €. s este:

x
Vi(z) = v (7) , zel. (3.4)
€
unde v a fost extinsi prin periodicitate la RY. Se observi ci Q.. si Q. ¢ sunt multimi conexe si cd procentajul de
fracturare al structurii structurii este

‘st‘

m = |Yy| €]0,1[, cand 0)

—m unde e — 0. (3.5)

Structurii anterioare 1i asociem un model de curgere a fluidului printr-un mediu poros fracturat, presupunand
ca in €., avem filtratie supusa legii lui Darcy iar in 2. curgerea fluidului vascos este guvernata de sistemul Stokes.



Aceste doud curgeri sunt cuplate pe interfatd de varianta Saffman a conditiei Beavers-Joseph ([8] si [26]). Sistemul
este completat de o conditie de impermeabilitate pe 99:

dive®® =0 in Qg (3.6)
10 = K(g° — Vp®™®) in Qg (3.7)
dive’/ =0 in Q.y, (3.8)
o5, = —pT i + 2peei;(v) in Qop (3.9)
—io? =g In Q (3.10)

amj (%] 7 ef .
0¥ vf =0 f pe T, (3.11)

s _ -1/, ¢f f

—pvf — o5 = aepe B (v — (v )5) pe T, (3.12)
v .n=0 pe 0N, n este normala exterioara la €, (3.13)

unde v=°, v°f gi p°*, p=/ reprezinta vitezele si presiunile fluidului prin cele dousi componente, u° > 0 este vascozitatea
fluidului, . € L°(Q) este numarul pozitiv adimensional Beavers-Joseph , g € L?(Q)" este forta exterioars si

1 ( Ov; Ov;
2 \ Oz; ox;

e(v) reprezintd tensorul simetric al gradientului vitezei, definit prin e;;(v) =

Tensorul de permeabilitate pozitiv este definit prin:
Ke(x) = 2K (2). (3.14)

unde K € L®(Y)N*N i 8. > 0 reprezintd magnitudinea lui (TrK<)"/2 cu privire la ¢ — 0. In continuare folosim
notatiile:

Ho(div, Q) = {v e H(div,Q), v-v=0 pe 09} (3.15)
L3(Q) = {p € L*(Q), / p=0} (3.16)
Q
Vo(div, Q) = {v € Ho(div,Q), divo=0 in Q} (3.17)
Mai departe, definim
H. = {v € Hy(div,Q), ve H ()"}, (3.18)

spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar

(u,v)m. :/ uv —|—/ divu dive + 52/ e(u)e(v) + 5/(’y€u — (vu)rv®)yv (3.19)
Qes Qecs Qs.f

e

unde ¥° si 7; noteaza operatorul de urma si operatorul de urma normald pe I'c cu privire la Q.y. Subspatiul
corespunzator vitezelor de divergenta nula este

Ve ={veV(div,Q), veH (Q,)"} (3.20)
O consecinta imediata, corespunzatoare inegalitatii lui Korn, este

Lema 14. FEuxistd o constanta C' > 0, independenta de €, astfel incat

|U‘L2(st) +E‘VU‘L2(QEf) < Clulg., Yuc€ H.. (3.21)
Notand

Af = (K57t (3.22)

si folosind pozitivitatea lui K¢, putem presupune fara a reduce generalitatea, ca
Jag > 0 astfel incat A5 (1) && > aolé]?, VEERY, ap.t. in Q. (3.23)

Rescaland vitezele

u®®  In Qg v® In Qg
u = = L (3.24)

ul in Qe € vl in Qe



atunci, pentru orice u,v € He si ¢ € L3(), definim

= “uv 2 e(u)e(v ae(Yu — (Y u)r®)veu
octuwn) = [ Ao 252 [ ewew) + 5. [ ac0ru— Gy (3.25)

es e

be(gq,v) = —/Qq divw. (3.26)

Se observa cd, dacd (u®, p®) este o solutia neteda a problemei (3.6)—(3.13), atunci este de asemenea solutie gi pentru
urmétoarea problema: Si se giseasca (uf,pf) € H. x LE(Q) astfel incat

as(u®,v) + b (p*,v) = / g°v, Vv e H, (3.27)
Q

be(q,u®) =0, Yqe L3(9). (3.28)

Teorema 15. Eristd o unicd pereche (uf,p?) € H. x L2(Q) solutie a problemei (3.27)—(3.28).

3.2 Procesul de omogenizare

In aceastd sectiune, pentru orice functie ¢ definita pe 2 x Y vom folosi urmatoarele notatii

- 1
@h = <)0|Q><Yha @h = N 50(7y)dy? h e {Sa f}a (329)
Yal Jy,

o= / o(,y)dy, adica @ =(1—-—m)g®+ mgéf. (3.30)
Y

Utilizand V.-elipticitatea lui a., din estimarile a priori rezulta ca Ju € L2(2 x Y) astfel incét, pe un subsir

=Y (3.31)

u — / u(-,y)dy € Vo(div,Q) slabin  L2(Q)V. (3.32)
1%

T T

) si Xes(T) = Xs (*

Notand xe1(z) = xs ( :

— ), unde xf si xs sunt functiile caracteristice ale lui Y7 si ¥ in Y,
€
1>

0
remarcam faptul ca (xesu®)e, (Xefu®)e and <5x5fau> sunt marginite in (L2(Q))Y, Vi € {1,2,--- ,N}.
Zi ) .

Lema 16. Notand
Y (Yr) = {p € Hi(RY), ¢ Y-periodica , /Y ¢ =0},
¥

atunci u! € L2(Q, (H..(Y1))N) satisface

! eXef VUi LN XfVyul. (3.33)
Mai mult,
divi=0 in Q, (3.34)
wu=0 pe 09, (3.35)
divyju=0 in QxY. (3.36)

Propozitia 17. Ezxistd o constanta C > 0, independenta de €, astfel incat
IP°[L2(0) + [VP®lL2(0.,) < C (3.37)
Lema 18. Eristip € L2(AxY) cup® =p° € H Q) si pf =p! € L2(Q) astfel incdt, sa avem:

P> (3.38)

Mai mult: p* = p! = p, asadar p € I:[l(Q)



3.3 Problema omogenizata

Se considera spatiul Hilbert:
X={uecL*QxY), v e L*Q H., (Y})), (a°,a') € Hy(div,Q)?, div,u = 0}

per

inzestrat cu produsul scalar:

(u,v)x = / uv+ [ divadivo + / ey(u)ey(v) + / a(y) (yuyv — y,uy,v)
QxY, Q QxY; QxT

i fixam:
Xo = {u € X, divi =0}, M= LiQ).

Putem prezenta primul rezultat de omogenizare:

Propozitia 19. Sa se gaseascd (v,q) € X x M astfel incdt

a(v, ) +b(g,¢) = /Qg@ Vo e X (3.39)
b(m,v) =0, VmeM (3.40)
unde
avp)= [ a2 [ efo)e o)+ [ al)o- (uewie (3.41)
QXY QxYy QxI

b(m,v) = —/ mdivo. (3.42)
Q
Observatia 20. Folosind conditia ”inf-sup” se observa ci problema (3.39)—(3.40) este bine pusa.

Propozitia 21. Problema (3.89)-(3.40) este echivalentd cu: Sa se gaseascd u € X astfel incat
atue) = [ (9= V)3, W€ Xo (3.43)

Observatia 22. In acest caz, problema (3.43) se poate decupla intr-o problema omogenizata si una locala. In
acest scop, definim R
W={wel*Y), w eh, (), divqu=0 in Y}

per

si obtinem faptul ca, solutia problemei omogenizate este:

) = ') (aie) - 52 ). (3.49)

unde Vi € {1,--- , N}, w* € W este solutia problemei locale:

/ Aw'yp + 28 ey(w)ey (1) + / a(yw' — (nw' ) = / Ve, VY eW, (3.45)
Y, r v

Yy

e; fiind vectorii unitate din baza canonici a lui R,

Acum, notam
Y
Propozitia 23. Tensorul de permeabilitate efectiv K este simetric si pozitiv definit.

Din (3.44) obtinem legea lui Darcy

i=K(g—Vp), (3.47)

unde @ € Hy(div,Q) si p € H'(Q) este unica solutie a urméitoarei probleme la limita:
div(KVp) =div(Kg) in £, (3.48)
KVp-n=Kg-n pe 09, (3.49)

unde evident div(Kg) € H~1(Q).
Propozitia 24. Problema (3.48)—(3.49) este bine pusd.
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