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Introducere

In prima jumatate a tezei sunt prezentate notiuni generale si rezultate
fundamentale din teoria spatiilor Stein, a spatiilor g-convexe (cu colturi) si a
celor g-complete (cu colturi). De asemenea, sunt incluse si concepte specifice
lucrarii de fata: convexitatea relativ la o multime liniara introdusa de M.
Peternell [28], functia Andreotti a unei multimi analitice si definitia functiei
(strict) g-plurisubarmonice (vezi [15]).

Partea a doua contine rezultatele originale (vezi Teorema , Teorema 5| si
Teorema[6). Aceste teoreme sunt incluse in lucrarile [I8], [19] si [20], lucréri
care au fost acceptate spre publicare.

Teorema [2| generalizeaza rezultate obtinute de Stein [31], Ballico [2], [3],
Le Barz [21] si Vajaitu [34] si are urmatorul enunt: daca 7 : Z — X este un
morfism local semi-propriu de spatii complexe astfel incat X este g-complet,
atunci Z este (q 4 r)-complet, unde r este dimensiunea fibrei.

In continuare sunt prezentate generalizari ale solutiei la problema Levi
pe spatii complexe cu singularitati izolate date de Coltoiu gi Diederich [§].
Acegtia au demonstrat ca daca p : Y — X este un domeniu Riemann nerami-
ficat, unde X si Y sunt doua spatii complexe cu singularitati izolate, astfel
incat X este Stein si p este morfism Stein, atunci Y este Stein. Teorema de
mai sus a fost generalizata in doua directii:

- am presupus ca X este g-complet si am obtinut ca Y este g-complet
(vezi Teorema [f));

- am presupus ca morfismul p este local g-complet cu colturi si am obtinut
ca Y este g-complet cu colturi (vezi Teorema @

Structura lucrarii. Prezenta teza de doctorat consta din introducere,
patru capitole si o lista bibliografica cu 63 de titluri.
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Continutul lucrarii

Notiunile centrale din primul capitol sunt cele de spatiu Stein, de functie
(strict) plurisubarmonica si de functie g-convexa pe un deschis din C" si
de spatiu g-convex, respectiv g-complet. O caracterizare echivalenta pentru
functiile (strict) plurisubarmonice este data prin intermediul formei Levi.
Folosind scufundari locale notiunile de functie (strict) plurisubarmonica si
de functie ¢g-convexa se generalizeaza in contextul spatiilor complexe.

Urmatorul rezultat reprezinta cea mai importanta caracterizare a spatiilor
Stein.

Teorema 1 ([16] si [23], [24]). Un spatiu complex X este Stein daca si numai
daca exista o functie continua ¢ : X — R strict plurisubarmonica si de
erhaustiune pe X.

Notiunea de functie strict plurisubarmonica, respectiv de spatiu Stein se
generalizeaza in felul urmator.

Definitia 1. Consideram X un spatiu complex i ¢ € C*(X,R) o functie
neteda pe X. Funcfia ¢ se numeste q-convexd daca oricare ar fi x € X
exista o hartd locala v : U — U C C" si o functie p € C°(U,R) astfel incat
poiL = ¢y $i asa incat forma Levi a lui ¢ are cel putin n — q + 1 valori
proprii pozitive (> 0) in orice punct al lui U.



Definitia 2. Un spatiu complex X se numeste q-convex, daca exista o sub-
multime compacta K a lui X si o functie neteda ¢ : X — R, care este de
exhaustiune pe X gi q-convexd pe X\ K. Daca putem alege K = (), atunci X
se numeste q-complet.

In ultima parte a acestui capitol este considerat conceptul de functie ¢-
convexa cu colturi; aceasta se scrie local ca maximul unui numar finit de
functii g-convexe (vezi [12] si [13]).

Al doilea capitol contine rezultate specifice lucrarii de fata.

Pentru a depasi problema legata de faptul ca suma sau maximul a doua
functii g-convexe nu este o functie g-convexa, M. Peternell [28] a introdus
notiunea de convexitate relativ la o multime liniara.

In cele ce urmeazi este definiti notiunea de functie Andreotti asociata
unei submultimi analitice A C X, unde X este un spatiu complex. Functia
Andreotti ne va ajuta sa obtinem valori proprii pozitive in ”directia normala”
in punctele regulate ale lui A.

Acest capitol se incheie cu prezentarea notiunea de functie (strict) g-
plurisubarmonica.

Capitolul 3 contine primul rezultat original al acestei teze.

Tncepem cu observatia ca daca m : Z — X este un morfism finit de spatii
complexe, atunci Z este Stein daca si numai daca X este Stein.

In [31], Stein a demonstrat ci daci X si Z sunt doud spatii complexe si
m: Z — X este o acoperire neramificata astfel incat X este Stein, atunci Z
este Stein.

Rezultatul anterior a fost generalizat pentru acoperiri ramificate de Le
Barz [2I]. Acesta a aratat ca daca X este Stein i 7 : Z — X este un
morfism local semi-finit, atunci Z este Stein.

Ballico [3] a generalizat intr-o directie diferita rezultatul lui Stein: fie
m : Z — X o acoperire neramificata de spatii complexe. Daca X este ¢-
complet, atunci Z este g-complet. De asemenea, in [2], Ballico a demonstrat
ca daca m : Z — X este un morfism finit de spatii complexe astfel incat
X este g-complete, respectiv g-convex, atunci Z este g-complet, respectiv
g-convex.

Coltoiu §i Vajaitu [11] au aratat ca daca = : E — B este o fibrare local
analitica de spatii complexe astfel incat fibra este o curba Stein si B este ¢-
complet, atunci E este g-complet. Cazul in care E este o acoperire topologica
a lui B a fost demonstrat in [3].

Véajaitu [34] a generalizat rezultatele lui Ballico din [2] si a demonstrat
urmatoarea teorema: fie 7 : Z — X o aplicatie olomorfa, proprie de spatii



complexe. Daca X este g-complet, atunci Z este (q+r)-complet, unde r este
dimensiunea fibrei.

Scopul acestui capitol este sa demonstram o teorema (Teorema [2|) care
inglobeaza toate rezultatele mentionate anterior. Rezultatul este inclus in
lucrarea [I§].

Urmand ideile lui Le Barz (vezi [21]) vom da urmatoarea definitie.

Definitia 3. Fie X si Z doua spatic complexe. Spunem ca un morfism
m:Z — X este

(a) semi-propriu daca Z se scrie ca o reuniune disjunctd a unor spatii
deschise (W™),, astfel incat w|ym : W™ — X este o aplicatie proprie
(m € N);

(b) local semi-propriu dacd oricare ar fi x € X, exista o vecindtate U a lui
Co—1

x astfel incat |-y : 7 (U) — U este un morfism semi-propriu.
Acum suntem in masura sa enuntam rezultatul principal al acestui capi-
tol.

Teorema 2 ([I8]). Fie X si Z doud spatii compleze, 7 : Z — X un morfism
local semi-propriu si r = max{dim7~(z) : * € X}. Dacd X este q-complet,
atunci Z este (q + r)-complet.

Demonstratia rezultatului de mai sus foloseste urmatorul criteriu de g¢-
completitudine pentru un spatiu complex.

Teorema 3 ([10]). Fie X un spatiu complex si M o multime liniara peste X .
Consideram {X; }ien un gir crescator de submultimi deschise in X astfel incat
X = U X;. Presupunem ca exista functiile u; : X; — R, u; € B(X;, M|x,) si
ieN
constantele C;, D; € R, C; < D;, 1 € N care satisfac urmatoarele proprietati:
(a) {x € X;:uj(x) < D;} CC X, oricare ar fii € N;
(b) {x € Xit1:uis1(x) < Ci} C{z € X; : wi(x) < D;} oricare ar fii € N;

(¢) pentru orice submultime compacta K C X exista j = j(K) € N asa
incat
K C{x € X1 uip1(x) < G} oricare ar fii > j.

Atunci exista o functie de exhaustiune v € B(X, M). In particular, daca
codim M < q — 1, atunci X este spatiu q-complet.

Urmatoarele afirmatatii contribuie in mod esential la demonstratia Teo-
remei [2l



Lema 1 ([28]). Fie X un spatiu complez si ¢ : X — R o functie C*, q-
convexa. Atunci exista o mulfime liniara M peste X de codimensiune < q—1
astfel incat p este 1-convexa relativ la M.

Lema 2 ([28)). Fie v : U < U o hartd locald a spatiului complex X i
¢ U — R o functie C*°. Atunci functia ¢ este 1-convexa relativ la o
mulfime liniara M daca gi numai daca oricare ar fi o mulfime compactd
K C U ezista § > 0 i oricare ar fi x € K exista o functie o € C(U,R)
astfel incat por = @ i

L(@, ()6 (&) = 6 ||
oricare ar fi £ € M.

Propozitia 1 ([34]). Daca © : Z — X o aplicatie olomorfa, atunci ezista
un sir descrescator de p + 1 submulfimi analitice Ay ale lui Z, unde p <
dimZ, Z = A, D Ap-1 D -+ D Ay D Ay = 0 astfel incat oricare ar fi
kEe{l,2,...,p} avem dim A1 < dim Ay, Sing (Ax) C Ag_1 si

7TlAk\Akﬂ . Ak\Akfl - X
are rang local constant.

Lema 3 ([21]). Fie X si Z doud spatii compleze si m: Z — X un morfism
local semi-propriu. Atunci existd o acoperire local finita {U;}; a lui Z si
o acoperire local finita {V;}; a lui X astfel incat urmatoarele conditii sunt
satisfacute:

1. oricare ar fi j, ewista un numar natural m; si o harta locald notata
t; : Uj = Uj, unde U; este o submultime deschisa a lui C™;

2. oricare ar fi l, exista un numar natural n; si o harta locala notata
7, : Vi = V), unde V; este o submultime deschisa a lui C™;

3. oricare ar fi j, ewista I(j) astfel incat avem w(U;) C Vi) i wly, se
prelungeste la o aplicatie olomorfa m : U; — V(.

De asemenea, exista o functie C*° f: Z — R asa incat:
e zeZ:fz)<aln{zeZ:(pom)(2) <} CC Z,Vei,c0 €R;

e oricare ar fi j, ewistd o aplicatie g; = Vijy — R astfel incat fly, =
g; © 7T|Uj ;

e g; admite o prelungire C*, g; : ‘Z(j) — R;

>



e oricare ar fi o multime compacta K C X,

sup Vi NK #0,r,s =1,y p < 00.

‘ 979,
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Lema 4 ([34]). Fie 7 : Z — X o aplicatie olomorfa intre doud spatii com-
pleze cu r = max{dim7~(z) : * € X}. Atunci existd o mulfime liniard
N peste Z de codimensiune < r astfel incdt oricare ar fi un deschis relativ
compact U din Z, exista o acoperire finita {Vi}; a lui m7(U) cu deschisi relativ
compacti si functis C™ v, : Uy — Ry care sunt 1-conveze relativ la N peste

U NU, unde Uy = 71 (V).

Capitolul se incheie cu prezentarea unei reciproce a teoremei lui Le Barz,
anume daca X este un spatiu Stein n-dimensional, atunci exista f : X — C"
un morfism local semi-finit. Concluzia care se desprinde din demonstratia
rezultatului de mai sus este ca daca f : X — C" este un morfism local
semi-finit, unde X este un spatiu Stein n-dimensional, atunci f este aproape
proprie. In continuare se studiaza reciproca afirmatiei de mai sus si se arata
ca daca f : X — Y este morfism local semi-finit, unde Y este Stein, atunci
f nu este aplicatie aproape proprie. Exemplul considerat este acoperirea cu
un numar infinit de foi a discului punctat din C, acoperire data de functia
logaritm.

In ultimul capitol sunt incluse rezultatele originale din lucririle [19] si [20].

Conform solutiei la problema Levi daca Y C C" este un deschis local
Stein, i.e., orice punct x € C" are o vecinatate V = V(z) astfel incat V NY
is Stein, atunci Y este Stein (Oka [26], [27], Bremermann [4], Norguet [25]).
Utilizand caracterizarea lui Oka a domeniilor Stein din C" avem ca functia
— log d este plurisubarmonica pe Y, unde d reprezinta distanta euclidiana la
frontiera lui Y. Mai mult, Oka a considerat domenii Riemann neramificate
p:Y — C" peste C" gi a aratat ca Y este Stein daca gi numai daca —logd
este plurisubarmonica pe Y. De aici rezulta ca daca p este morfism Stein,
adica orice punct x € C" are o vecinatate V = V(x) astfel incat p~1(V) este
Stein, atunci Y este Stein.

Grauert si Docquier [14] au generalizat rezultatul lui Oka pentru varietati
Stein. In particular, acestia au demonstrat ca daca p : ¥ — X este un
domeniu Riemann neramificat, p este morfism Stein gi X este Stein, atunci
Y este Stein.

In [1], Andreotti si Narasimhan au ariitat ci daci Y C X este un deschis
intr-un spatiu Stein X cu singularitati izolate gi Y este local Stein, atunci Y
este (global) Stein. Cazul general al teoremei anterioare, pentru singularitati
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arbitrare, se numeste ”problema Stein locala” sau ”problema Levi pe spatii
singulare” gi este o problema deschisa. O trecere in revista a rezultatelor
referitoare la problema Levi pe spatii Stein se gasegte in [7] sau in [30].

Coltoiu si Diederich au generalizat rezultatele mentionate anterior si au
demonstrat urmatorul fapt.

Teorema 4 ([8]). Fie X siY doua spatii complexe cu singularitati izolate i
p:Y — X un domeniu Riemann neramificat. Presupunem ca X este Stein
i cd p este morfism Stein, i.e., orice punct x € X are o vecindtate V =V (x)
astfel incat p~ (V') este Stein. AtunciY este Stein.

Scopul acestui capitol este generalizarea teoremei lui Coltoiu si Diederich
in doua directii:

(1) modificarea ipotezei cu privire la spatiul Stein X (X va fi acum ¢-
complet);

(2) modificarea ipotezei cu privire la morfismul Stein p : Y — X (p va fi
acum local g-complet cu colturi).

Rezultatele care se obtin in urma observatiilor de mai sus si care vor fi
demonstrate in cele doua capitole ulterioare sunt prezentate mai jos. Aces-
tea au fost incluse in lucrdrile [19] (Teorema [f]), respectiv [20] (Teorema [6)
acceptate spre publicare.

Teorema 5 ([19]). Fie X si Y doud spatii compleze cu singularitali izolate
sip:Y — X un domeniu Riemann neramificat. Presupunem ca X este
q-complet si ca p este morfism Stein, i.e., orice punct x € X are o vecindtate
V = V(z) astfel incat p~* (V) este Stein. Atunci Y este q-complet.

Teorema 6 ([20]). Fie X si Y doud spatii compleze cu singularitati izolate
sip:Y — X un domeniu Riemann neramificat. Presupunem ca X este
Stein si ca p este local q-complet cu colturi, i.e., orice punct v € X are o
vecindtate V =V (x) astfel incat p~*(V) este g-complet cu colfuri. Atunci Y
este g-complet cu colturi.

Daca X si Y sunt netede, atunci Teoremal5|a fost demonstrata de Vajaitu
in [33].

Daca p este aplicatia de incluziune, atunci Teorema [0] a fost demonstrata
de Vajaitu in [32]. De asemenea, daca X si Y sunt netede, Vajaitu a aratat
ca daca X este r-complet cu colturi i daca p este local g-complet cu colturi,
atunci Y este (¢ + r — 1)-complet cu colturi (vezi [33]).

In cadrul ambelor demonstratii se fac urméatoarele reduceri: Sing(X) =
{1, 29,..., 2} este o multime finita gi ca p(Y) CC X. De asemenea, se vor
distinge doua cazuri:



(a) z1,29,...,2 & p(Y);
(b) z1,...,x ¢ p(Y) st x4q, ..., 2, € p(Y).

Ca si in cazul Teoremei [2 sunt folosite criterii pentru testarea g-com-
pletitudinii, respectiv a g-completitudinii cu colturi a unui spatiu complex.

Propozitia 2 ([33]). Fie Y un spatiu complex $i N o mulfime liniard peste
Y de codimensiune < q—1. Presupunem ca exista o functie ® : Y — R astfel
incat ® € B(Y,N) si oricare ar fi ¢ € R submultimile de nivel {® < ¢} sunt
N -complete (i.e., existd o functie de ezhastiune u, € B({® < c}, Njo<ey))-
Atunci Y este g-complet.

Propozitia 3 ([33]). Daca X este un spatiu complex si & € F,(X) astfel
incat oricare ar fi ¢ € R mulfimea X, := {® < ¢} este g-completa cu colfuri,
atunci X este q-complet cu colturi.

Rezultatele fundamentale care se folosesc 1n cadrul celor doua demonstra-
tii sunt Lema [1] (pentru Teorema [5)) si urmatoarea teorema.

Teorema 7 ([10]). Un spativ complex X este 1-conver daca si numai daca
exista o functie strict plurisubarmonicd, de exhaustiune ® : X — [—00, 00).
Mai mult, ® poate fi aleasa —oo exact pe multimea exceptionala S a lui X si
real analitica in afara lui S.

Ideile sunt care sunt folosite in continuare sunt inspirate din [§] si aici
amintim o tehnica clasica de lipire a functiilor strict plurisubarmonice cu
diferente marginite (utilizand rezultatele ale lui M. Peternell [29] sau Mat-
sumoto [22]) sau metoda de regularizare (vezi [17]) folosita pentru a evita
dificultatile care apar in incercarea de a construi o functie cu forma Levi
margnita inferior in directia verticald. Aceste idei ca si Teorema [7] apar in
demonstratia ambelor teoreme.

Pentru demonstratia Teoremei [6] avem nevoie de rezultate specifice.

Teorema 8 ([5]). Daca X este o varietate compleza si f : X — R este
o functie continua, strict q-plurisubarmonica, atunci oricare ar fi o functie
continua 6 : X — (0,00) exista o functie f € Fy (X) astfel incat |f — f| <.

Lema 5 ([0]). Daca X este un spatiu complex, A C X o submulfime anali-
ticd si f € F,(A), atunci oricare ar fin € C°(A,R), n > 0 existd o vecindtate

deschisi U a lui A in X si f € F,(U) astfel incat ‘ﬂA - f‘ <n.

Lema 6 ([28]). Daca X este un spatiu complex si A C X este o mulfime
analitica, atunci exista h € C*°(X,R), h > 0 astfel incat:
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(a) {h = O} = A;

(b) oricare ar fi x € X existda o vecinatate deschisa U a lui x i o functie
netedd o : U — R asa incat log(h|ina) + olina este plurisubarmonica.
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