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Introducere

În prima jumătate a tezei sunt prezentate noţiuni generale şi rezultate
fundamentale din teoria spaţiilor Stein, a spaţiilor q-convexe (cu colţuri) şi a
celor q-complete (cu colţuri). De asemenea, sunt incluse şi concepte specifice
lucrării de faţă: convexitatea relativ la o mulţime liniară introdusă de M.
Peternell [28], funcţia Andreotti a unei mulţimi analitice şi definiţia funcţiei
(strict) q-plurisubarmonice (vezi [15]).

Partea a doua conţine rezultatele originale (vezi Teorema 2, Teorema 5 şi
Teorema 6). Aceste teoreme sunt incluse ı̂n lucrările [18], [19] şi [20], lucrări
care au fost acceptate spre publicare.

Teorema 2 generalizează rezultate obţinute de Stein [31], Ballico [2], [3],
Le Barz [21] şi Vâjâitu [34] şi are următorul enunţ: dacă π : Z → X este un
morfism local semi-propriu de spaţii complexe astfel ı̂ncât X este q-complet,
atunci Z este (q + r)-complet, unde r este dimensiunea fibrei.

În continuare sunt prezentate generalizări ale soluţiei la problema Levi
pe spaţii complexe cu singularităţi izolate date de Colţoiu şi Diederich [8].
Aceştia au demonstrat că dacă p : Y → X este un domeniu Riemann nerami-
ficat, unde X şi Y sunt două spaţii complexe cu singularităţi izolate, astfel
ı̂ncât X este Stein şi p este morfism Stein, atunci Y este Stein. Teorema de
mai sus a fost generalizată ı̂n două direcţii:

- am presupus că X este q-complet şi am obţinut că Y este q-complet
(vezi Teorema 5);

- am presupus că morfismul p este local q-complet cu colţuri şi am obţinut
că Y este q-complet cu colţuri (vezi Teorema 6).

Structura lucrării. Prezenta teză de doctorat constă din introducere,
patru capitole şi o listă bibliografică cu 63 de titluri.
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Conţinutul lucrării

Noţiunile centrale din primul capitol sunt cele de spaţiu Stein, de funcţie
(strict) plurisubarmonică şi de funcţie q-convexă pe un deschis din Cn şi
de spaţiu q-convex, respectiv q-complet. O caracterizare echivalentă pentru
funcţiile (strict) plurisubarmonice este dată prin intermediul formei Levi.
Folosind scufundări locale noţiunile de funcţie (strict) plurisubarmonică şi
de funcţie q-convexă se generalizează ı̂n contextul spaţiilor complexe.

Următorul rezultat reprezintă cea mai importantă caracterizare a spaţiilor
Stein.

Teorema 1 ([16] şi [23], [24]). Un spaţiu complex X este Stein dacă şi numai
dacă există o funcţie continuă ϕ : X → R strict plurisubarmonică şi de
exhaustiune pe X.

Noţiunea de funcţie strict plurisubarmonică, respectiv de spaţiu Stein se
generalizează ı̂n felul următor.

Definiţia 1. Considerăm X un spaţiu complex şi ϕ ∈ C∞(X,R) o funcţie
netedă pe X. Funcţia ϕ se numeşte q-convexă dacă oricare ar fi x ∈ X
există o hartă locală ι : U ↪→ Ũ ⊂ Cn şi o funcţie ϕ̃ ∈ C∞(Ũ ,R) astfel ı̂ncât
ϕ̃ ◦ ι = ϕ|U şi aşa ı̂ncât forma Levi a lui ϕ̃ are cel puţin n − q + 1 valori

proprii pozitive (> 0) ı̂n orice punct al lui Ũ .
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Definiţia 2. Un spaţiu complex X se numeşte q-convex, dacă există o sub-
mulţime compactă K a lui X şi o funcţie netedă ϕ : X → R, care este de
exhaustiune pe X şi q-convexă pe X\K. Dacă putem alege K = ∅, atunci X
se numeşte q-complet.

În ultima parte a acestui capitol este considerat conceptul de funcţie q-
convexă cu colţuri; aceasta se scrie local ca maximul unui număr finit de
funcţii q-convexe (vezi [12] şi [13]).

Al doilea capitol conţine rezultate specifice lucrării de faţă.
Pentru a depăşi problema legată de faptul că suma sau maximul a două

funcţii q-convexe nu este o funcţie q-convexă, M. Peternell [28] a introdus
noţiunea de convexitate relativ la o mulţime liniară.

În cele ce urmează este definită noţiunea de funcţie Andreotti asociată
unei submulţimi analitice A ⊂ X, unde X este un spaţiu complex. Funcţia
Andreotti ne va ajuta să obţinem valori proprii pozitive ı̂n ”direcţia normală”
ı̂n punctele regulate ale lui A.

Acest capitol se ı̂ncheie cu prezentarea noţiunea de funcţie (strict) q-
plurisubarmonică.

Capitolul 3 conţine primul rezultat original al acestei teze.
Începem cu observaţia că dacă π : Z → X este un morfism finit de spaţii

complexe, atunci Z este Stein dacă şi numai dacă X este Stein.
În [31], Stein a demonstrat că dacă X şi Z sunt două spaţii complexe şi

π : Z → X este o acoperire neramificată astfel ı̂ncât X este Stein, atunci Z
este Stein.

Rezultatul anterior a fost generalizat pentru acoperiri ramificate de Le
Barz [21]. Acesta a arătat că dacă X este Stein şi π : Z → X este un
morfism local semi-finit, atunci Z este Stein.

Ballico [3] a generalizat ı̂ntr-o direcţie diferită rezultatul lui Stein: fie
π : Z → X o acoperire neramificată de spaţii complexe. Dacă X este q-
complet, atunci Z este q-complet. De asemenea, ı̂n [2], Ballico a demonstrat
că dacă π : Z → X este un morfism finit de spaţii complexe astfel ı̂ncât
X este q-complete, respectiv q-convex, atunci Z este q-complet, respectiv
q-convex.

Colţoiu şi Vâjâitu [11] au arătat că dacă π : E → B este o fibrare local
analitică de spaţii complexe astfel ı̂ncât fibra este o curbă Stein şi B este q-
complet, atunci E este q-complet. Cazul ı̂n care E este o acoperire topologică
a lui B a fost demonstrat ı̂n [3].

Vâjâitu [34] a generalizat rezultatele lui Ballico din [2] şi a demonstrat
următoarea teoremă: fie π : Z → X o aplicaţie olomorfă, proprie de spaţii
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complexe. Dacă X este q-complet, atunci Z este (q+r)-complet, unde r este
dimensiunea fibrei.

Scopul acestui capitol este să demonstrăm o teoremă (Teorema 2) care
ı̂nglobează toate rezultatele menţionate anterior. Rezultatul este inclus ı̂n
lucrarea [18].

Urmând ideile lui Le Barz (vezi [21]) vom da următoarea definiţie.

Definiţia 3. Fie X şi Z două spaţii complexe. Spunem că un morfism
π : Z → X este

(a) semi-propriu dacă Z se scrie ca o reuniune disjunctă a unor spaţii
deschise (Wm)m astfel ı̂ncât π|Wm : Wm −→ X este o aplicaţie proprie
(m ∈ N);

(b) local semi-propriu dacă oricare ar fi x ∈ X, există o vecinătate U a lui
x astfel ı̂ncât π|π−1(U) : π−1(U) −→ U este un morfism semi-propriu.

Acum suntem ı̂n măsură să enunţăm rezultatul principal al acestui capi-
tol.

Teorema 2 ([18]). Fie X şi Z două spaţii complexe, π : Z → X un morfism
local semi-propriu şi r = max{dim π−1(x) : x ∈ X}. Dacă X este q-complet,
atunci Z este (q + r)-complet.

Demonstraţia rezultatului de mai sus foloseşte următorul criteriu de q-
completitudine pentru un spaţiu complex.

Teorema 3 ([10]). Fie X un spaţiu complex şiM o mulţime liniară peste X.
Considerăm {Xi}i∈N un şir crescător de submulţimi deschise ı̂n X astfel ı̂ncât

X =
⋃
i∈N

Xi. Presupunem că există funcţiile ui : Xi → R, ui ∈ B(Xi,M|Xi) şi

constantele Ci, Di ∈ R, Ci < Di, i ∈ N care satisfac următoarele proprietăţi:

(a) {x ∈ Xi : ui(x) < Di} ⊂⊂ Xi oricare ar fi i ∈ N;

(b) {x ∈ Xi+1 : ui+1(x) < Ci} ⊂ {x ∈ Xi : ui(x) < Di} oricare ar fi i ∈ N;

(c) pentru orice submulţime compactă K ⊂ X există j = j(K) ∈ N aşa
ı̂ncât

K ⊂ {x ∈ Xi+1 : ui+1(x) < Ci} oricare ar fi i ≥ j.

Atunci există o funcţie de exhaustiune v ∈ B(X,M). În particular, dacă
codimM≤ q − 1, atunci X este spaţiu q-complet.

Următoarele afirmaţaţii contribuie ı̂n mod esenţial la demonstraţia Teo-
remei 2.
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Lema 1 ([28]). Fie X un spaţiu complex şi ϕ : X → R o funcţie C∞, q-
convexă. Atunci există o mulţime liniarăM peste X de codimensiune ≤ q−1
astfel ı̂ncât ϕ este 1-convexă relativ la M.

Lema 2 ([28]). Fie ι : U ↪→ Ũ o hartă locală a spaţiului complex X şi
ϕ : U → R o funcţie C∞. Atunci funcţia ϕ este 1-convexă relativ la o
mulţime liniară M dacă şi numai dacă oricare ar fi o mulţime compactă
K ⊂ U există δ > 0 şi oricare ar fi x ∈ K există o funcţie ϕ̃ ∈ C∞(Ũ ,R)
astfel ı̂ncât ϕ̃ ◦ ι = ϕ şi

L(ϕ̃, ι(x))ι∗(ξ) ≥ δ ‖ι∗(ξ)‖2

oricare ar fi ξ ∈Mx.

Propoziţia 1 ([34]). Dacă π : Z → X o aplicaţie olomorfă, atunci există
un şir descrescător de p + 1 submulţimi analitice Ak ale lui Z, unde p ≤
dimZ, Z = Ap ⊃ Ap−1 ⊃ · · · ⊃ A1 ⊃ A0 = ∅ astfel ı̂ncât oricare ar fi
k ∈ {1, 2, . . . , p} avem dimAk−1 < dimAk, Sing (Ak) ⊂ Ak−1 şi

π|Ak\Ak−1
: Ak\Ak−1 → X

are rang local constant.

Lema 3 ([21]). Fie X şi Z două spaţii complexe şi π : Z → X un morfism
local semi-propriu. Atunci există o acoperire local finită {Uj}j a lui Z şi
o acoperire local finită {Vl}l a lui X astfel ı̂ncât următoarele condiţii sunt
satisfăcute:

1. oricare ar fi j, există un număr natural mj şi o hartă locală notată

ιj : Uj ↪→ Ũj, unde Ũj este o submulţime deschisă a lui Cmj ;

2. oricare ar fi l, există un număr natural nl şi o hartă locală notată
τl : Vl ↪→ Ṽl, unde Ṽl este o submulţime deschisă a lui Cnl;

3. oricare ar fi j, există l(j) astfel ı̂ncât avem π(Uj) ⊂ Vl(j) şi π|Uj se

prelungeşte la o aplicaţie olomorfă π̃ : Ũj → Ṽl(j).

De asemenea, există o funcţie C∞ f : Z → R aşa ı̂ncât:

• {z ∈ Z : f(z) < c1} ∩ {z ∈ Z : (ϕ ◦ π)(z) < c2} ⊂⊂ Z, ∀c1, c2 ∈ R;

• oricare ar fi j, există o aplicaţie gj : Vl(j) → R astfel ı̂ncât f |Uj =
gj ◦ π|Uj ;

• gj admite o prelungire C∞, g̃j : Ṽl(j) → R;
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• oricare ar fi o mulţime compactă K ⊂ X,

sup
j∈N


∣∣∣∣ ∂2g̃j

∂z
(l(j))
r ∂z̄

(l(j))
s

∣∣∣∣
|τl(j)(Vl(j)∩K)

: Vl(j) ∩K 6= ∅, r, s = 1, nl(j)

 <∞.

Lema 4 ([34]). Fie π : Z → X o aplicaţie olomorfă ı̂ntre două spaţii com-
plexe cu r = max{dimπ−1(x) : x ∈ X}. Atunci există o mulţime liniară
N peste Z de codimensiune ≤ r astfel ı̂ncât oricare ar fi un deschis relativ
compact U din Z, există o acoperire finită {Vl}l a lui π(U) cu deschişi relativ
compacţi şi funcţii C∞ ψl : Ul → R+ care sunt 1-convexe relativ la N peste
Ul ∩ U , unde Ul = π−1(Vl).

Capitolul se ı̂ncheie cu prezentarea unei reciproce a teoremei lui Le Barz,
anume dacă X este un spaţiu Stein n-dimensional, atunci există f : X → Cn

un morfism local semi-finit. Concluzia care se desprinde din demonstraţia
rezultatului de mai sus este că dacă f : X → Cn este un morfism local
semi-finit, unde X este un spaţiu Stein n-dimensional, atunci f este aproape
proprie. În continuare se studiază reciproca afirmaţiei de mai sus şi se arată
că dacă f : X → Y este morfism local semi-finit, unde Y este Stein, atunci
f nu este aplicaţie aproape proprie. Exemplul considerat este acoperirea cu
un număr infinit de foi a discului punctat din C, acoperire dată de funcţia
logaritm.

În ultimul capitol sunt incluse rezultatele originale din lucrările [19] şi [20].
Conform soluţiei la problema Levi dacă Y ⊂ Cn este un deschis local

Stein, i.e., orice punct x ∈ Cn are o vecinătate V = V (x) astfel ı̂ncât V ∩ Y
is Stein, atunci Y este Stein (Oka [26], [27], Bremermann [4], Norguet [25]).
Utilizând caracterizarea lui Oka a domeniilor Stein din Cn avem că funcţia
− log d este plurisubarmonică pe Y , unde d reprezintă distanţa euclidiană la
frontiera lui Y . Mai mult, Oka a considerat domenii Riemann neramificate
p : Y → Cn peste Cn şi a arătat că Y este Stein dacă şi numai dacă − log d
este plurisubarmonică pe Y . De aici rezultă că dacă p este morfism Stein,
adică orice punct x ∈ Cn are o vecinătate V = V (x) astfel ı̂ncât p−1(V ) este
Stein, atunci Y este Stein.

Grauert şi Docquier [14] au generalizat rezultatul lui Oka pentru varietăţi
Stein. În particular, aceştia au demonstrat că dacă p : Y → X este un
domeniu Riemann neramificat, p este morfism Stein şi X este Stein, atunci
Y este Stein.

În [1], Andreotti şi Narasimhan au arătat că dacă Y ⊂ X este un deschis
ı̂ntr-un spaţiu Stein X cu singularităţi izolate şi Y este local Stein, atunci Y
este (global) Stein. Cazul general al teoremei anterioare, pentru singularităţi
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arbitrare, se numeşte ”problema Stein locală” sau ”problema Levi pe spaţii
singulare” şi este o problemă deschisă. O trecere ı̂n revistă a rezultatelor
referitoare la problema Levi pe spaţii Stein se găseşte ı̂n [7] sau ı̂n [30].

Colţoiu şi Diederich au generalizat rezultatele menţionate anterior şi au
demonstrat următorul fapt.

Teorema 4 ([8]). Fie X şi Y două spaţii complexe cu singularităţi izolate şi
p : Y → X un domeniu Riemann neramificat. Presupunem că X este Stein
şi că p este morfism Stein, i.e., orice punct x ∈ X are o vecinătate V = V (x)
astfel ı̂ncât p−1(V ) este Stein. Atunci Y este Stein.

Scopul acestui capitol este generalizarea teoremei lui Colţoiu şi Diederich
ı̂n două direcţii:

(1) modificarea ipotezei cu privire la spaţiul Stein X (X va fi acum q-
complet);

(2) modificarea ipotezei cu privire la morfismul Stein p : Y → X (p va fi
acum local q-complet cu colţuri).

Rezultatele care se obţin ı̂n urma observaţiilor de mai sus şi care vor fi
demonstrate ı̂n cele două capitole ulterioare sunt prezentate mai jos. Aces-
tea au fost incluse ı̂n lucrările [19] (Teorema 5), respectiv [20] (Teorema 6)
acceptate spre publicare.

Teorema 5 ([19]). Fie X şi Y două spaţii complexe cu singularităţi izolate
şi p : Y → X un domeniu Riemann neramificat. Presupunem că X este
q-complet şi că p este morfism Stein, i.e., orice punct x ∈ X are o vecinătate
V = V (x) astfel ı̂ncât p−1(V ) este Stein. Atunci Y este q-complet.

Teorema 6 ([20]). Fie X şi Y două spaţii complexe cu singularităţi izolate
şi p : Y → X un domeniu Riemann neramificat. Presupunem că X este
Stein şi că p este local q-complet cu colţuri, i.e., orice punct x ∈ X are o
vecinătate V = V (x) astfel ı̂ncât p−1(V ) este q-complet cu colţuri. Atunci Y
este q-complet cu colţuri.

Dacă X şi Y sunt netede, atunci Teorema 5 a fost demonstrată de Vâjâitu
ı̂n [33].

Dacă p este aplicaţia de incluziune, atunci Teorema 6 a fost demonstrată
de Vâjâitu ı̂n [32]. De asemenea, dacă X şi Y sunt netede, Vâjâitu a arătat
că dacă X este r-complet cu colţuri şi dacă p este local q-complet cu colţuri,
atunci Y este (q + r − 1)-complet cu colţuri (vezi [33]).

În cadrul ambelor demonstraţii se fac următoarele reduceri: Sing(X) =
{x1, x2, . . . , xk} este o mulţime finită şi că p(Y ) ⊂⊂ X. De asemenea, se vor
distinge două cazuri:
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(a) x1, x2, . . . , xk /∈ p(Y );

(b) x1, . . . , xl /∈ p(Y ) şi xl+1, . . . , xk ∈ p(Y ).

Ca şi ı̂n cazul Teoremei 2, sunt folosite criterii pentru testarea q-com-
pletitudinii, respectiv a q-completitudinii cu colţuri a unui spaţiu complex.

Propoziţia 2 ([33]). Fie Y un spaţiu complex şi N o mulţime liniară peste
Y de codimensiune ≤ q−1. Presupunem că există o funcţie Φ : Y → R astfel
ı̂ncât Φ ∈ B(Y,N ) şi oricare ar fi c ∈ R submulţimile de nivel {Φ < c} sunt
N -complete (i.e., există o funcţie de exhastiune uc ∈ B({Φ < c},N|{Φ<c})).
Atunci Y este q-complet.

Propoziţia 3 ([33]). Dacă X este un spaţiu complex şi Φ ∈ Fq(X) astfel
ı̂ncât oricare ar fi c ∈ R mulţimea Xc := {Φ < c} este q-completă cu colţuri,
atunci X este q-complet cu colţuri.

Rezultatele fundamentale care se folosesc ı̂n cadrul celor două demonstra-
ţii sunt Lema 1 (pentru Teorema 5) şi următoarea teoremă.

Teorema 7 ([10]). Un spaţiu complex X este 1-convex dacă şi numai dacă
există o funcţie strict plurisubarmonică, de exhaustiune Φ : X → [−∞,∞).
Mai mult, Φ poate fi aleasă −∞ exact pe mulţimea excepţională S a lui X şi
real analitică ı̂n afara lui S.

Ideile sunt care sunt folosite ı̂n continuare sunt inspirate din [8] şi aici
amintim o tehnică clasică de lipire a funcţiilor strict plurisubarmonice cu
diferenţe mărginite (utilizând rezultatele ale lui M. Peternell [29] sau Mat-
sumoto [22]) sau metoda de regularizare (vezi [17]) folosită pentru a evita
dificultăţile care apar ı̂n ı̂ncercarea de a construi o funcţie cu forma Levi
mărgnită inferior ı̂n direcţia verticală. Aceste idei ca şi Teorema 7 apar ı̂n
demonstraţia ambelor teoreme.

Pentru demonstraţia Teoremei 6 avem nevoie de rezultate specifice.

Teorema 8 ([5]). Dacă X este o varietate complexă şi f : X → R este
o funcţie continuă, strict q-plurisubarmonică, atunci oricare ar fi o funcţie
continuă δ : X → (0,∞) există o funcţie f̃ ∈ Fq(X) astfel ı̂ncât |f̃ − f | < δ.

Lema 5 ([6]). Dacă X este un spaţiu complex, A ⊂ X o submulţime anali-
tică şi f ∈ Fq(A), atunci oricare ar fi η ∈ C0(A,R), η > 0 există o vecinătate

deschisă U a lui A ı̂n X şi f̃ ∈ Fq(U) astfel ı̂ncât
∣∣∣f̃ |A − f ∣∣∣ ≤ η.

Lema 6 ([28]). Dacă X este un spaţiu complex şi A ⊂ X este o mulţime
analitică, atunci există h ∈ C∞(X,R), h ≥ 0 astfel ı̂ncât:
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(a) {h = 0} = A;

(b) oricare ar fi x ∈ X există o vecinătate deschisă U a lui x şi o funcţie
netedă σ : U → R aşa ı̂ncât log(h|U\A) + σ|U\A este plurisubarmonică.
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Räume, Math. Z., 200 (1989), 547-581.

[29] Peternell, M.: Continuous q-convex exhaustion functions, Invent.
Math. 85 (1986), 249-262.

[30] Siu, Y.-T.: Pseudoconvexity and the problem of Levi, Bull. AMS 840
(1978), 481-512.
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