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Introducere

Aplicatia moment a unei reprezentari unitare tare continue π : G → U(H) a unui grup

Lie finit dimensional este

Ψπ : H∞ \ {0} → g∗, Ψπ(v) =
1
i
〈dπ(·)v, v〉
〈v, v〉

,

unde H∞ := {v ∈ H | π(·)v ∈ C∞(G,H)} este spatiul vectorilor de clasa C∞, iar

multimea moment inchisa este

Iπ := Ψπ(H∞ \ {0}) ⊆ g∗

adica inchiderea imaginii aplicatiei moment in dualul algebrei Lie g a lui G. Aceste

notiuni au fost introduse in lucrarile [Wi89], [Mi90], [Wi92], fiind motivate de anumite

probleme din geometria simplectica, dar s-au dovedit extrem de importante si in teoria

reprezentarilor de grupuri Lie.

Spre exemplu, s-a demonstrat in [AL92] ca toate grupurile Lie rezolubile (si in particular

cele comutative) au proprietatea remarcabila ca multimea moment a oricarei reprezentari

este convexa. Acest fapt este netrivial chiar si in cazul grupului G = (R,+). In acest

caz, pentru orice reprezentare unitara π : G → U(H) continua in raport cu topologia

normei operatoriale avem H∞ = H si exista un operator auto-adjunct A ∈ B(H) astfel

incat π(t) = eitA pentru orice t ∈ R = G, iar imaginea aplicatiei moment a lui π se poate

identifica in mod canonic cu imaginea numerica a operatorului A,

W (A) := {〈Av, v〉 | v ∈ H, ‖v‖ = 1} =
{〈Av, v〉
〈v, v〉

∣∣∣ v ∈ H \ {0}}.
In acest caz, teorema de convexitate din [AL92] mentionata anterior rezulta din teorema

Hausdorff-Toeplitz, potrivit careia imaginea numerica a oricarui operator liniar este

convexa. Acasta situatie simpla ilustreaza si importanta multimii moment, deoarece se

stie ca spectrul σ(A) ⊆ R al operatorului A are proprietatile

σ(A) ⊆W (A), inf σ(A) = inf W (A), supσ(A) = supW (A),

1



Introducere 2

adica

Iπ = W (A) = [inf σ(A), supσ(A)],

deci multimea moment contine informatii foarte important despre spectru, fiind insa

mult mai usor de calculat decat spectrul.

Principalul rezultat obtinut in aceasta teza (Teorema 5.5.2) este o generalizare completa

a teoremei de convexitate din [AL92] de la grupuri Lie rezolubile la grupuri local com-

pacte separabile rezolubile, si anume demonstram ca multimile moment ale tuturor

reprezentarilor de grupuri local compacte separabile rezolubile sunt convexe.

Pentru a explica acest context de grupuri topologice in care vom lucra adesea, reamintim

urmatoarele:

Orice morfism continuu de grupuri Lie este diferentiabil in mod automat.

⇓
Un grup topologic poate avea cel mult o structura de grup Lie.

Semnificatia acestor fapte fundamentale din teoria Lie finit dimensionala este aceea

ca trebuie sa gandim categoria grupurilor Lie ca pe o subcategorie plina a categoriei

grupurilor topologice, si aceasta sugereaza in mod natural problema de a extinde meto-

dele si rezultatele teoriei Lie de la cadrul traditional al grupurilor Lie finit dimensionale

catre categorii mai largi de grupuri topologice. Aceasta problema este cu atat mai

importanta cu cat studiul grupurilor Lie si al reprezentarilor lor prin operatori liniari

ocupa un loc central in matematica actuala, atat din cauza aplicatiilor in alte domenii

inclusiv din afara matematicii, cat si datorita ideilor profunde care au fost dezvoltate

initial in legatura cu gruurile Lie, dar s-au dovedit apoi a fi strans legate de algebra

liniara, analiza functionala, teoria operatorilor, analiza armonica, topologia diferentiala,

teoria numerelor etc.

Aceasta teza de doctorat se inscrie in perspectiva schitata mai sus, prin faptul ca, avand

ca punct de pornire momentele reprezentarilor de grupuri Lie, care implica in mod

esential diferentiabilitatea, se dovedeste ca pentru intelegerea aplicatiei moment si a

proprietatilor ei de convexitate este esential sa utilizam substratul topologic al teoriei

Lie, sa studiem calculul diferential pe grupuri topologice generale, si astfel vom descoperi

in cele din urma cadrul natural in care se poate stabili convexitatea multimilor moment

ale reprezentarilor unitare. Anume, pentru toate grupurile local compacte separabile

rezolubile (care nu sunt in mod necesar grupuri Lie) demonstram ca multimile moment

ale tuturor reprezentarilor lor unitare sunt convexe, acesta fiind unul dintre principalele

rezultate pe care le obtinem aici, dupa cum am mentionat deja mai sus.
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Descrierea structurii tezei si a principalelor contributii originale

Aceasta teza de doctorat este formata din introducere, cinci capitole, si bibliografie.

Fiecare dintre cele cinci capitole incepe printr-o prezentare a continutului si se incheie

printr-o sectiune ce contine note bibliografice asupra rezultatelor prezentate in capitolul

respectiv.

Capitolul 1 contine notiuni generale la care se face apel pe tot parcursul acestei lucrari.

Principala tematica dezvoltata aici este aceea a diferentiabilitatii pe grupuri topologi-

ce care nu sunt neaparat grupuri Lie. Mai concret, pentru un grup topologic general,

prezentam aici spatiul Λ(G) = Hom(R, G) al subgrupurilor cu un parametru (care este

identificat cu algebra Lie in cazul grupurilor Lie finit dimensionale), apoi studiem ac-

tiunea adjuncta G × Λ(G) → G. In continuare introducem spatiile de functii continuu

diferentiabile pe G de-a lungul subgrupurilor cu un parametru, si, ca o contributie origi-

nala, in Propozitia 1.2.4 studiem o noua topologie pe aceste spatii de functii (cf. articolul

nostru [BNi14a]). Apoi definim grupurile pre-Lie si, pentru completitudine, prezentam

dupa [BCR81], dar cu detalii suplimentare, o abordare axiomatica a diferentiabilitatii

pe aceste grupuri.

In Capitolul 2, care se bazeaza in intregime pe rezultate originale din articolul nostru

[BNi14a], extindem topologia mentionata mai sus la spatii de functii definite pe sub-

multimi deschise ale unui grup topologic cu valori intr-un spatiu local convex. Aceasta

topologie este una dintre principalele noutati cu caracter tehnic introduse in aceasta teza,

iar utilitatea ei este relevata de faptul ca ne permite sa demonstram in Teorema 2.4.19

ca pentru orice grupuri topologice G si H este valabila legea exponentiala slaba pen-

tru spatii de functii diferentiabile, si anume exista scufundarea canonica algebrica si

topologica

C∞(H ×G,Y) ↪→ C∞(H,C∞(G,Y)).

Pe baza acestei legi exponentiale, in Teorema 2.5.2 descriem apoi complet structura o-

peratorilor locali invarianti pe un grup topologic G, si anume construim un izomorfism

canonic intre algebra acestor operatori si spatiul distributiilor pe G cu suportul in e-

lementul unitate, deci acest spatiu poate fi gandit ca generalizarea algebrei universale

anvelopante a algebrei Lie a unui grup Lie.

Capitolul 3 se bazeaza pe rezultate originale si pe demonstratii date unor rezultate com-

plet netriviale care au fost publicate de alti autori fara demonstratie, sau cu demonstratie

schitata sumar. Deoarece ne bazam pe aceste rezultate in restul tezei, am considerat

necesar sa le demonstram detaliat aici. Ca si in celelalte capitole, referintele pentru rezul-

tatele preluate din alte lucrari sunt precizate detaliat in text. Acest capitol constituie

un prim pas in studiul aplicatiilor moment ale reprezentarilor de grupuri topologice, iar
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principalul rezultat original pe care il obtinem aici este caracterizarea grupurilor topo-

logice nilpotente de pas 2 al caror grup tangent este un grup pre-Lie (Teoremele 3.1.10

si 3.4.4). Pentru inceput prezentam o motivatie detaliata a ideilor ce urmeaza sa fie dez-

voltate mai departe in capitol. Apoi demonstram Propozitia 3.2.3, care a fost indicata

fara demonstratie in [BCR81] si din care rezulta ca inmultirea pe grupuri pre-Lie este

aplicatie diferentiabila (a se vedea articolul nostru [Nic14] pentru mai multe detalii). In

continuare prezentam unele elemente de teorie Lie pentru grupuri topologice nilpotente

de pas 2, care ne permit sa construim algebra Lie topologica a unui astfel de grup, ceea

ce da in particular o demonstratie detaliata a Teoremei 3.3.23 (a carei demonstratie a

fost doar schitata sumar in [Ne06]). In Sectiunea 3.4 introducem grupul tangent al unui

grup topologic cu algebra Lie, notat cu T (G). La acest nivel de generalitate, aceasta este

o notiune noua, care a fost considerata in [HM07] doar pentru grupuri pro-Lie. Aratam

ca grupul tangent al unui grup topologic nilpotent de pas 2 este grup nilpotent de pas

2, iar in final caracterizam grupurile nilpotente de pas 2 pentru care grupul tangent este

grup pre-Lie (Teorema 3.4.4).

Capitolul 4 este bazat in intregime pe rezultate originale si contine cateva proprietati de

baza ale aplicatiei moment pentru reprezentari unitare de grupuri topologice pe spatii

Hilbert finit dimensionale. Principalele rezultate sunt Teorema 4.1.6 si Teorema 4.1.7, in

care stabilim proprietati de convexitate ale imaginii aplicatiei moment pentru produse

tensoriale de reprezentari. In continuare introducem proprietatea Trotter pentru grupuri

topologice (care generalizeaza proprietatea similara pentru grupuri Lie exponentiale stu-

diata recent in [NS12]), iar Propozitia 4.2.2 arata ca pentru grupurile topologice care

au proprietatea Trotter valorile aplicatiei moment sunt functionale liniare, exact ca si in

cazul reprezentarilor de grupuri Lie.

Capitolul 5 se bazeaza in intregime pe rezultate originale din articolul nostru [BNi14b]

si contine principalul rezultat obtinut in aceasta teza de doctorat, anume Teorema 5.5.2.

Aceasta teorema ofera un raspuns afirmativ la problema de a extinde teorema de conve-

xitate din [AL92] (mentionata la inceputul acestei Introduceri) in cazul grupurilor local

compacte separabile. In ciuda ipotezelor cu caracter tehnic, de compacitate locala si

separabilitate, se dovedeste util sa introducem notiunea de aplicatie moment pentru o

reprezentare unitara continua a unui grup topologic arbitrar (Definitia 5.3.1) si sa punem

in evidenta cateva proprietati de baza in acest cadru general.

Conventie generala

Pe tot parcursul acestei lucrari, prin grup topologic intelegem intotdeauna de fapt grup

topologic separat, iar prin spatiu Hilbert intelegem spatiu Hilbert complex.
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Grupuri pre-Lie

Acest capitol contine notiuni generale la care se face apel pe tot parcursul acestei lucrari.

Principala tematica dezvoltata aici este aceea a diferentiabilitatii pe grupuri topologice

care nu sunt neaparat grupuri Lie. In Sectiunea 1.1 introducem spatiul Λ(G) al sub-

grupurilor continue cu un parametru ale unui grup topologic arbitrar G. Acest spatiu

este inzestrat cu topologia compact-deschisa, si in cazul grupurilor Lie este identificat

in mod natural cu spatiul tangent in elementul unitate, adica algebra Lie a grupului

respectiv. Prin analogie cu cazul grupurilor Lie, introducem aici actiunea adjuncta a

unui grup topologic arbitrar G pe Λ(G), notata

G× Λ(G)→ Λ(G), (x, γ) 7→ γx

si aratam ca aceasta este o actiune continua (Lema 1.1.3). In Sectiunea 1.2 introducem

diferentiabilitatea la stanga si la dreapta pe grupuri topologice. In Lema 1.2.2 sunt

formule de legatura intre derivatele la stanga si la dreapta. Propozitia 1.2.3 asigura faptul

ca multimea functiilor de clasa Ck obtinuta cu derivatele la stanga coincide cu multimea

functiilor de clasa Ck obtinuta cu derivatele la dreapta. Introducem pe multimea C∞(G)

doua topologii de spatiu local convex cu ajutorul derivatelor la stanga si la dreapta si

Propozitia 1.2.4 arata ca aceste topologii coincid. In Sectiunea 1.4 prezentam o serie

de axiome pe care trebuie sa le verificam cand definim o notiune de diferentiabilitate

pe grupuri topologice. In Sectiunea 1.3 definim grupurile pre-Lie pe care introducem o

notiune de difentiabilitate pentru aplicatii definite pe submultimi deschise ale grupurilor

pre-Lie. Teorema 1.4.2 arata ca aceasta notiune de diferentiabilitate introdusa este

corecta, adica verifica axiomele prezentate in Sectiunea 1.4.

5



Capitolul 1. Grupuri pre-Lie 6

1.1 Preliminarii despre actiunea adjuncta a unui grup to-

pologic

Fie G un grup topologic cu multimea vecinatatilor lui 1 ∈ G notata cu VG(1). Definim

Λ(G) = {γ : R→ G cont. | (∀s, t ∈ R) γ(s+ t) = γ(s)γ(t)}

si

(∀n ≥ 1) Λn(G) := Λ(G)× · · · × Λ(G)︸ ︷︷ ︸
n ori

.

Elementele lui Λ(G) se numesc subgrupuri cu un parametru ale lui G si sunt morfisme

continue de grupuri. Inzestram Λ(G) cu topologia uniform convergentei pe submulti-

mile compacte din R. Aceasta topologie este descrisa printr-un sistem fundamental de

vecinatati ale fiecarui punct din Λ(G) astfel: pentru orice γ ∈ Λ(G) si V ∈ U (baza de

vecinatati deschise ale lui 1 ∈ G) definim

UV (γ) := {β ∈ Λ(G) | γ(−t)β(t) ∈ V, (∀)t ∈ [−1, 1]}.

Multimile UV (γ) pentru γ ∈ Λ(G) si V ∈ U formeaza o baza a topologiei lui Λ(G), ca

si intervalele deschise pentru topologia uzuala a lui R. Daca T este un spatiu topologic

atunci f : T → Λ(G) este continua daca f−1(UV (γ)) este deschisa in T pentru orice

V ∈ U si orice γ ∈ Λ(G). In plus f este continua in x ∈ T daca f−1(UV (f(x))) este

vecinatate a lui x pentru orice V ∈ U .

Definitia 1.1.1. Pentru x ∈ G si γ ∈ Λ(G) definim

γx : R→ G, γx(t) := x−1γ(t)x.

Numim γx conjugatul lui γ in raport cu x ∈ G si avem γx ∈ Λ(G).

Observatia 1.1.2. Daca grupul G este comutativ atunci γx = γ pentru orice x ∈ G si

orice γ ∈ Λ(G).

In continuare vom prezenta doua leme in a caror demonstratie este esential modul in

care este definita topologia de pe Λ(G).

Lema 1.1.3. Aplicatia G× Λ(G)→ Λ(G), (x, γ) 7→ γx, este continua.

Aceasta lema este o consecinta a urmatoarei proprietati universale a spatiului Λ(G).

Lema 1.1.4. Fie T un spatiu topologic. O aplicatie g : T → Λ(G) este continua daca

si numai daca aplicatia asociata h : T × R→ G, h(x, t) := g(x)(t), este continua.
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Demonstraţie. Implicatia h continua =⇒ g continua.

Fie x0 ∈ T si V ∈ U . Vrem sa aratam ca g−1(UV (g(x0))) este vecinatate a lui x0,

de unde vom obtine ca g este continua. Alegem V1 ∈ U astfel incat V1V1 ⊆ V si

t ∈ [−1, 1]. Atunci h(x0, t)V1 este o vecinatate deschisa a lui h(x0, t). Deoarece h este

continua, rezulta ca h−1(h(x0, t)V1) este o vecinatate deschisa a lui (x0, t) ∈ T × R.

Deci h−1(h(x0, t)V1) = Ut × Dt, unde Ut este o vecinatate deschisa a lui x0 ∈ T si Dt

este o vecinatate deschisa a lui t ∈ R. Deci exista εt > 0 astfel incat (t − εt, t + εt) ⊆
Dt. Pentru s ∈ [−1, 1], |t − s| < εt si x ∈ Ut avem (x, s) ∈ Ut × Dt si obtinem ca

(x, s) ∈ h−1(h(x0, t)V1) si h(x, s) ∈ h(x0, t)V1. Deci h(x, s) = g(x)(s) ∈ g(x0)(t)V1 =

h(x0, t)V1. Cum t ∈ (t − εt, t + εt), (∀)t ∈ [−1, 1] rezulta ca [−1, 1] ⊆
⋃
t

(t − εt, t + εt).

Cum [−1, 1] este compact rezulta ca exista t1, t2, . . . , tk ∈ [−1, 1] astfel incat [−1, 1] ⊆
k⋃
i=1

(ti − εi, ti + εi) unde εti = εi > 0. Notam multimea U = U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Uk fiind

intersectie finita, este o vecinatate deschisa a lui x0 ∈ T . Avem g(x)(t) ∈ g(x0)(ti)V1 ⊆
g(x0)(t)V 2

1 ⊆ g(x0)(t)V . Deci g(x)(t) ∈ g(x0)(t)V , pentru orice x ∈ U si t ∈ [−1, 1]

si obtinem ca g(x0)(−t)g(x)(t) ∈ V, (∀)x ∈ U, (∀)t ∈ [−1, 1] si g(x) ∈ UV (g(x0)). Deci

U ⊆ g−1(UV (g(x0))) si obtinem ca g este continua in x0 si cum x0 este oarecare in T

rezulta ca g este continua.

Demonstram ca daca g este continua atunci h este continua. Fie (x0, t0) ∈ T × R.

Alegem k ∈ N astfel incat |t0| < k. Pot lua orice k ≥ [|t0|] + 1. Cand t → t0 avem ca

|t| ≤ k. Fie V ∈ U . Atunci UV (g(x0)) este deschisa in Λ(G). Deoarece g este continua

rezulta ca g−1(UV (g(x0))) este deschisa in T si in contine pe x0.

Cand x→ x0 avem x ∈ g−1(UV (g(x0))) deci g(x) ∈ UV (g(x0)) adica g(x)(s)g(x0)(−s) ∈
V, (∀)s ∈ [−1, 1].

Din |t| < k rezulta g(x)( tk )g(x0)(− t
k ) ∈ V cand x→ x0.

Deci

lim
x→x0,t→t0

(
g(x)(

t

k
)g(x0)(− t

k
)g(x0)(

t

k
)
)k

=
(
g(x0)(

t0
k

)
)k

= g(x0)(
t0
k
k)

= g(x0)(t0) = h(x0, t0).

Obtinem ca lim
x→x0,t→t0

h(x, t) = h(x0, t0) de unde rezulta ca h este continua in (x0, t0),

deci este continua pe T × R si demonstratia Lemei 1.1.4 se incheie.

Observatia 1.1.5. Daca grupul G este comutativ, aplicatia (x, γ) 7→ γx devine (x, γ) 7→ γ,

adica proiectia pe a doua componenta care este continua in topologia produs de pe

G× Λ(G).
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1.2 Diferentiabilitate pe grupuri topologice

Definitia 1.2.1. Fie G un grup topologic si Y un spatiu local convex si X o submultime

deschisa in G. Functia continua ϕ : X → Y este diferentiabila de clasa Ck (sau de k ori

continuu diferentiabila) daca:

a) Exista Djϕ : X × Λj(G) → Y; j = 0, 1, . . . , k, D0ϕ = ϕ si pentru orice x ∈ X;j =

0, 1, . . . , k − 1 si (γ1, . . . , γj+1) ∈ Λj+1(G) avem

Dj+1ϕ(x; γ1, . . . , γj , γj+1) :=
d

dt

∣∣∣
t=0

Djϕ(xγj+1(t); γ1, . . . , γj).

b) Derivata Djϕ : X×Λj(G)→ Y este continua pentru orice j ≤ k. Notam cu Ck(X,Y)

multimea functiilor ϕ : X → Y de k ori continuu diferentiabile si

C∞(X,Y) :=
⋂
n≥1

Cn(X,Y).

Daca Y = C atunci Cn(X) := Cn(X,C) pentru orice n = 1, 2, . . . ,∞.

Daca inlocuim xγj+1(t) cu γj+1(t)x in definitia de mai sus, obtinem notiunea de functie

de k ori continua diferentiabila la dreapta si multimile Ckdr(X,Y) si C∞dr (X,Y). Derivata

la dreapta o vom nota cu Dj
rϕ.

Lema 1.2.2. Au loc urmatoarele relatii:

a) Drf(x; γ) = Df(x; γx) si Df(x; γ) = Drf(x; γx
−1

).

b) Mai general, pentru orice k ≥ 1 avem

Dk
rf(x; γ1, . . . , γk) = Dkf(x; γxk , . . . , γ

x
1 )

si

Dkf(x; γ1, . . . , γk) = Dk
rf(x; γx

−1

k , . . . , γx
−1

1 ).

Demonstraţie. a) Fie γ ∈ Λ(G). Avem

Df(x; γx) = lim
t→0

f(xγx(t))− f(x)
t

= lim
t→0

f(γ(t)x)− f(x)
t

= Drf(x; γ)
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Deasemenea

Drf(x; γx
−1

) = lim
t→0

f(γx
−1

(t)x)− f(x)
t

= lim
t→0

f(xγ(t))− f(x)
t

= Df(x; γ)

b) Fie γ1, . . . , γk ∈ Λ(G) si x ∈ G. Definim f̌γ1,...,γkx : Rk → Y si f̂γ1,...,γkx : Rk → Y prin

f̌γ1,...,γkx (t1, . . . , tk) := f(γ1(t1) . . . γk(tk)x) si f̂γ1,...,γkx (t1, . . . , tk) := f(xγ1(t1) . . . γk(tk)).

Avem

Dkf(x; γk, . . . , γ1) =
∂kf̂γ1,...,γkx

∂t1 . . . ∂tk
(0, 0, . . . , 0)

si

Dk
rf(x; γ1, . . . , γk) =

∂kf̌γ1,...,γkx

∂t1 . . . ∂tk
(0, 0, . . . , 0).

Ca sa obtinem relatiile cerute este suficient sa aratam ca:

f̌γ1,...,γkx (t1, . . . , tk) = f̂
γx1 ,...,γ

x
k

x (t1, . . . , tk).

Avem
f̂
γx1 ,...,γ

x
k

x (t1, . . . , tk) = f(xγx1 (t1) . . . γxk (tk))

= f(xx−1γ1(t1)xx−1γ2(t2)x . . . x−1γk(tk)x)

= f(γ1(t1) . . . γk(tk)x)

ceea ce incheie demonstratia.

Propozitia 1.2.3. C∞(X,Y) = C∞dr (X,Y) pentru orice submultime deschisa X a

grupului topologic G.

Demonstraţie. Definim functiile Φ,Ψ : G×Λk(G)→ G×Λk(G) prin Φ(x; γ1, . . . , γk) :=

(x; γxk , . . . , γ
x
1 ) si Ψ(x; γ1, . . . , γk) := (x; γx

−1

k , . . . , γx
−1

1 ) Deoarece aplicatia (x, γ) 7→ γx

este continua de la G×Λ(G) la Λ(G) si G este grup topologic, rezulta ca functiile Φ si H

sunt continue. Daca f ∈ C∞(X,Y) atunci Dkf este continua. Deoarece Dk
rf = Dkf ◦Φ

rezulta ca Dk
rf este continua, deci C∞(X,Y) ⊆ C∞c,dr(X,Y). Daca f ∈ C∞c,dr(X,Y)

atunci Dk
rf este continua. Deoarece Dkf = Dk

rf ◦Ψ rezulta ca Dkf este continua, deci

C∞c,dr(X,Y) ⊆ C∞(X,Y) de unde rezulta egalitatea ceruta. In plus avem Ck(X,Y) =

Ckc,dr(X,Y) pentru orice k ≥ 1.

Pentru γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Λn(G) si x ∈ G definim

γx := (γxn, . . . , γ
x
1 ).
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Introducem notatiile

(Dγf)(x) := Dnf(x; γ1, . . . , γn) si (Dr
γf)(x) := Dn

r f(x; γ1, . . . , γn).

Pentru orice multimi compacte K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λn(G) definim seminormele

pK1,K2 : C∞(G)→ [0,∞), pK1,K2(f) := sup{|(Dγf)(x)|, γ ∈ K1, x ∈ K2}

si

qK1,K2 : C∞(G)→ [0,∞), qK1,K2(f) := sup{|(Dr
γf)(x)|, γ ∈ K1, x ∈ K2}.

Mai definim

pK1,K2(f) = qK1,K2(f) = sup{|f(x)|, x ∈ K2}

pentru K2 ⊆ G compacta si K1 = ∅.

Propozitia 1.2.4. Seminormele pK1,K2 si qK1,K2 definesc pe C∞(G) doua topologii de

spatiu local convex egale.

Demonstraţie. Fie K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λn(G) multimi compacte. Din relatia (Dγf)(x) =

(Dr
γxf)(x) rezulta ca pK1,K2(f) ≤ qK3,K2(f) unde

K3 := {γx|γ ∈ K1, x ∈ K2}.

Din (Dr
γf)(x) = (D

γx−1f)(x) rezulta ca qK1,K2(f) ≤ pK4,K2(f) unde

K4 := {γx−1 |γ ∈ K1, x ∈ K2}.

Pentru a incheia demonstratia trebuie sa arata ca multimile K3 si K4 sunt compacte in

Λn(G). Multimea K3 este compacta pentru ca este imaginea multimii compacte K2×K1

prin functia continua data prin (x, γ) 7→ γx de la G × Λn(G) la Λn(G). Multimea K4

este compacta pentru ca este imaginea multimii compacte K2×K1 prin functia continua

data prin (x, γ) 7→ γx
−1

de la G× Λn(G) la Λn(G).

1.3 Grupuri pre-Lie

Definitia 1.3.1. ([BR80], [BCR81]). Spunem ca grupul topologic G este grup pre-Lie

daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:
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a) Spatiul topologic Λ(G) are o structura de algebra Lie topologica peste R cu operatiile

algebrice satisfacand urmatoarele conditii pentru orice t, s ∈ R si γ1, γ2 ∈ Λ(G):

(t · γ1)(s) = γ1(ts);

(γ1 + γ2)(t) = lim
n→∞

(γ1(t/n)γ2(t/n))n;

[γ1, γ2](t2) = lim
n→∞

(γ1(t/n)γ2(t/n)γ1(−t/n)γ2(−t/n))n
2
,

unde convergenta este uniforma pe multimile compacte din R.

b) Pentru orice γ ∈ Λ(G) neconstant exista o functie cu valori reale f de clasa C∞ pe o

vecinatate a lui 1 ∈ G astfel incat Df(1; γ) 6= 0.

Observatia 1.3.2. Daca G este grup pre-Lie, atunci rezulta din [BCR81, Th 1.3.2.2 si

subsect 1.1.2], sau alternativ [BR80, Th si Sect 1], ca aplicatia m : G×G→ G,m(x, y) :=

xy este de clasa C∞ in sensul Definitiei 1.4.1.

Exemplul 1.3.3. Orice grup local compact (in particular, orice grup Lie finit-dimensi-

onal) este un grup pre-Lie ([BCR81, pag. 41–42]; a se vedea si Lemele 5.2.3 si 5.2.4 de

mai jos).

Exemplul 1.3.4. Orice grup Lie-Banach este un grup pre-Lie ([BCR81, pag. 41–42]).

Exemplul 1.3.5. Daca X este spatiu local convex, atunci grupul Lie local convex

abelian (X ,+) este un grup pre-Lie ([BCR81, pag. 41–42]).

1.4 Abordare axiomatica a diferentiabilitatii pe grupuri

pre-Lie

Definitia 1.4.1. Fie G1, G2 doua grupuri pre-Lie, X1, X2 doua submultimi deschise in

G1, G2 si f : X1 → G2 o functie continua. Spunem ca f este continuu diferentiabila de

k-ori pe X1, daca exista aplicatia Dk′f : X1×Λk
′
(G1)→ Λ(G2), D0f = f , k′ = 1, . . . , k,

astfel incat pentru orice spatiu local convex Y si orice ϕ ∈ Ck′(X2,Y), 0 ≤ k′ ≤ k functia

ϕ ◦ f ∈ Ck′(X1 ∩ f−1(X2),Y) si pentru orice γ = (γ1, . . . , γk′) ∈ Λk
′
(G1) are loc regula

lantului

Dk′(ϕ ◦ f)(x; γ) =
∑

(a1,...,an)

DDa1(γ)f(x) . . . DDaj(γ)f(x)ϕ(f(x)) (1.4.1)

unde aj = (ij1, . . . , i
j
lj

) este o submultime ordonata a multimii {1, 2, . . . , k′}. Suma

din (1.4.1) se face dupa toate descompunerile (a1, . . . , aj) ale multimii {1, 2, . . . , k′} in

submultimii nevide ordonate cu i11 > . . . > ij1. In plus, am notat

aj(γ) := (γ
ij1
, . . . , γ

ijlj
) si Daj(γ)f(x) = Dljf(x; aj(γ)) ∈ Λlj (G2).
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Conditia b) din definitia unui grup pre-Lie impreuna cu regula lantului implica unicitatea

derivatei Dkf . Notam cu Ck(X1, G2) multimea functiilor f : X1 → G2 de k ori continuu

diferentiabile pe X1 si

C∞(X1, G2) :=
⋂
n≥1

Cn(X1, G2).

Axiomele diferentiabilitatii

In continuare prezentam o serie de axiome pe care va trebui sa le verificam cand definim

o notiune de diferentiabilitate pe grupuri topologice in Teorema 1.4.2 de mai jos.

Fie Γ categoria grupurilor topologice. Vom formula axiomele pentru o notiune de difer-

entiabilitate pentru aplicatii intre obiectele categoriei Γ.

(1) Orice morfism continuu de grup f : G→ H este de clasa Ck.

(2) Compunerea a doua functii de clasa Ck este de clasa Ck.

(3) Fie U deschis in G si f : U → H, g : U → L de clasa Ck. Atunci aplicatia de la

U → H × L data prin x 7→ (f(x), g(x)) este de clasa Ck.

(4) Functiile constante de la G la H sunt de clasa Ck.

(5) Operatiile algebrice privite ca aplicatii pe G sunt de clasa Ck.

(6) Exista o subcategorie Γ0 ⊆ Γ pe care este cunoscuta o notiune de diferentiabilitate.

(7) Orice functie de clasa Ck este de clasa Cj , j ≤ k. Orice functie diferentiabila este

continua.

Teorema 1.4.2. Notiunea de continuu diferentiabilitate pe categoria PLIEG a grupuri-

lor pre-Lie indeplineste axiomele (1)-(7) de mai sus. Subcategoria din axioma (6) este

categoria LIEG a grupurilor Lie.

Demonstraţie. Pentru prima axioma fie g : G1 → G2 un morfism continuu.

Pentru x ∈ G1, D
1g(x; γ) = Dg(x; γ) = g ◦ γ si Dkg(x; γ) = 0, k ≥ 2.

Pentru orice ϕ ∈ Ck(X2,Y), X2 ⊆ G2 avem regula lantului

Dj(ϕ ◦ g)(x; γ1, . . . , γj) = Djϕ(g(x); g ◦ γ1, . . . , g ◦ γj)

= Djϕ(g(x);Dg(x; γ1), . . . , Dg(x; γj))

pentru j ≤ k, deci g ∈ C∞(G1, G2).
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Pentru axioma 2 trebuie sa aratam f ◦ g este clasa Ck pentru orice f, g de clasa Ck. Fie

ϕ ∈ Ck(X2,Y) si γ ∈ Λ(G). Avem D(ϕ◦f ◦ g)(x; γ) = Dϕ(f(g(x));Df(g(x);Dg(x; γ)))

si D(f ◦ g)(x; γ) = Df(g(x);Dg(x; γ)) si cu regula lantului rezulta ca f ◦ g este de clasa

Ck.

Pentru axioma 3 consideram G,G1, G2 grupuri pre-Lie si U deschisa in G. Fie f :

U → G1 si g : U → G2 functii de clasa Ck. Definim 〈f, g〉 : U → G1 × G2, 〈f, g〉(x) :=

(f(x), g(x)), x ∈ U . Trebuie sa aratam ca 〈f, g〉 este de clasa Ck. In acest scop observam

ca pentru x1, x2 doua puncte intr-o vecinatate a lui x ∈ G si ϕ ∈ Ck(X,Y), (f(x), g(x)) ∈
X ⊆ G1 ×G2 si pentru γ1, γ2 ∈ Λ(G) avem

ϕ(f(x1γ1(t1), g(x2γ2(t2))) =ϕ(f(x1), g(x2))

+ t1∂
Df(x1,γ1)ϕ(f(x1), g(x2))

+ t2∂
Dg(x2,γ2)ϕ(f(x1γ1(t1)), g(x2))

+ r1 + r2.

Daca x1 = x2 = x, γ1 = γ2 = γ, t1 = t2 = t ∈ R si trecand la limita cand t→ 0 obtinem

D(ϕ ◦ 〈f, g〉)(x; γ) = Dϕ((f(x), g(x)), (Df(x; γ), Dg(x; γ)))

si de aici rezulta ca D〈f, g〉(x; γ) = 〈Df,Dg〉(x; γ). Prin inductie obtinem ca

Dj〈f, g〉(x; γ1, . . . , γj) = 〈Djf,Djg〉(x; γ1, . . . , γj)

pentru j ≤ k de unde rezulta ca 〈f, g〉 este de clasa Ck.

Pentru axioma 4, daca f este o functie constanta atunci functia f este de k ori continuu

diferentiabila si Dkf = 0, k ≥ 1.

Pentru axioma 5 trebuie sa studiem aplicatiile

m : G×G→ G,m(x, y) := xy si ι : G→ G, ι(x) := x−1.

Avem Dι(x; γ) = (−γ)x
−1

si

Djι(x; γ1, . . . , γj) = [. . . [(−γ1)x
−1
, (−γ2)x

−1
], . . . , (−γj)x

−1
]

pentru j ≤ k. Daca ϕ ∈ Ck(X,Y), j ≤ k si x−1 ∈ X avem (a se vedea demonstratia

Propozitiei 2.3.9)

Dj(ϕ ◦ ι)(x; γ1, . . . , γj) = Djϕ(x−1; (−γj)x
−1
, . . . , (−γ1)x

−1
)

= D(−γ1)x
−1

. . . D(−γj)x
−1

ϕ(x−1)



Capitolul 1. Grupuri pre-Lie 14

de unde rezulta regula lantului si ca ι : G→ G este de clasa Ck.

Pentru functia m : G×G→ G avem

Dm((x, y); (α, β)) = αy + β

si

Djm((x, y); (α1, β1), . . . , (αj , βj)) = [. . . [αy1, βj ], . . . , β2].

Pentru orice ϕ ∈ Ck(X,Y), j ≤ k, xy ∈ X ⊆ G avem (Propozitia 3.2.3)

Dj(ϕ ◦m)((x, y); (α1, β1), . . . , (αj , βj))

=
j∑
`=1

∑
i1<···<i`
i`+1<···<ij

Djϕ(xy;βi1 , . . . , βil , α
y
il+1

, . . . , αyij )

=
j∑
`=1

∑
i1<···<i`
i`+1<···<ij

D
αyij . . . D

αyil+1Dβil . . . Dβi1ϕ(xy)

de unde rezulta regula lantului si ca m este de clasa Ck. Precizam ca suma de mai sus

se mai face si dupa conditia suplimentara

{i1, . . . , il} ∪ {il+1, . . . , ij} = {1, . . . , j}

Pentru j ≤ k orice functie de clasa Ck este clasa Cj direct din definitie si axioma 7 este

valabila.

Pentru axioma 6 se ia categoria Γ0 = LIEG categoria grupurilor Lie.

1.5 Note bibliografice

Notiunea de diferentiabilitate din Definitia 1.2.1 a fost introdusa in [BCR81]. Pentru

Lema 1.1.3 a se vedea [BCR81, Lema 0.1.4.1, pag. 15–16]. Propozitia 1.2.3 si Teo-

rema 1.4.2 apar de asemenea in [BCR81], dar cu demonstratii mai putin detaliate.

Propozitia 1.2.4 este un rezultat original (inclus in articolul nostru [BNi14a]), ce va fi

generalizat in Propozitia5.2.2. Am considerat util sa-l prezentam aici in mod indepen-

dent pentru functii cu valori scalare, vand in vedere caracterul introductiv al acestui

capitol.



Capitolul 2

Algebre anvelopante pentru

grupuri topologice

In acest capitol vom pune in evidenta avantajele uneia dintre principalele noutati cu

caracter tehnic introduse in aceasta teza, si anume constructia unei topologii convenabile

pe spatiul functiilor diferentiabile pe un grup topologic arbitrar cu valori intr-un spatiu

local convex Y. Mai concret, vom demonstra ca pentru orice grupuri topologice G si

H este valabila legea exponentiala slaba pentru spatii de functii diferentiabile, si anume

exista scufundarea canonica algebrica si topologica

C∞(H ×G,Y) ↪→ C∞(H,C∞(G,Y))

(a se vedea Teorema 2.4.19 si Observatia 2.4.20 de mai jos). Pe baza acestui fapt, vom

demonstra apoi ca pentru orice grup topologic G, convolutia cu distributii cu suport

compact (adica functionale liniare continue in raport cu topologia mentionata anterior)

lasa invariant spatiul functiilor diferentiabile C∞(G) (Propozitia 2.5.1). Daca ne re-

strangem atentia doar la distributiile cu suportul in 1 ∈ G, putem sa le identificam

astfel cu operatorii liniari continui pe C∞(G) care comuta cu translatiile la stanga si

sunt locali, in sensul ca nu maresc suportul functiilor (Teorema 2.5.2). Reamintim ca

teorema lui Peetre din [Pe60] stabileste ca operatorii locali pe varietati diferentiabile sunt

exact operatorii diferentiali, nu neaparat de ordin finit. Daca G este un grup Lie finit

dimensional, recuperam astfel corespondenta dintre distributiile cu suportul in 1 ∈ G si

operatorii diferentiali invarianti la stanga pe G.

Mai facem observatia ca topologia pe care o introducem aici pe spatiul de functii

C∞(G,Y) coincide cu topologia convergentei uniforme pe compacti a functiilor si a

derivatelor lor. Dar, spre deosebire de alte constructii de topologii pe spatii de functii

15
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test care apar in literatura, constructia noastra (Definition 2.3.1) nu are nevoie ca grupul

G sa fie local compact.

Acest capitol este impartit in 5 sectiuni. In prima sectiune introducem unele notatii

legate de diferentiabilitatea pe grupuri topologice. In Sectiunea 2.2 introducem multimea

operatorilor locali Loc (G) si multimea operatorilor locali invarianti la stanga U(G).

Apoi se prezinta relatii intre U(G) si submultimea sa notata U0(G) cand grupul G este

grup Lie finit dimensional sau local compact. In sectiunea 2.3 introducem pe C∞(G)

o topologie de spatiu local convex si spatiul obtinut va fi notat cu E(G). Vom nota cu

E ′(G) dualul topologic al lui E(G) si elementele sale vor fi numite distributii cu suport

compact. Definim suportul unei distributii si precizam ca este compact. Introducem

aplicatia f̌ si distributia ǔ si prezentam cateva proprietati ale acestora. In Sectiunea

2.3 introducem convolutia dintre o functie si o distributie, in Sectiunea 2.4 demonstram

legea exponentiala mentionata anterior, iar in Sectiunea 2.5 vom aplica aceasta lege

exponentiala in studiul structurii operatorilor locali invarianti pe un grup topologic.

2.1 Preliminarii

Fie G un grup topologic cu multimea vecinatatilor lui 1 ∈ G notata cu VG(1). Reamintim

din Capitolul 1 multimea

Λ(G) = {γ : R→ G cont. | (∀s, t ∈ R) γ(s+ t) = γ(s)γ(t)}

inzestrata cu topologia uniform convergentei pe submultimile compacte din R.

Pentru x ∈ G si γ ∈ Λ(G) am notat γx : R→ G, γx(t) := x−1γ(t)x.

Notatia 2.1.1. Vom utiliza notatia

Dλ
γϕ := ((Dλ)nϕ)( · ; γ1, . . . , γn)

unde γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Λn(G) si ϕ ∈ Cn(G,F ).

2.2 Algebra operatorilor locali

Definitia 2.2.1. Fie G un grup topologic. Un operator local pe G este un operator

liniar D : C∞(G)→ C∞(G) cu proprietatea

(∀f ∈ C∞(G)) supp(Df) ⊆ supp(f)
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Vom nota cu Loc(G) multimea operatorilor locali pe G.

Este usor de vazut ca Loc(G) este o algebra asociativa unitara de operatori liniari pe

C∞(G).

Observatia 2.2.2. Din [Pe60] rezulta ca daca G este un grup Lie finit dimensional, atunci

Loc (G) este multimea operatorilor liniari diferentiali(posibil de ordin infinit) pe G. O

generalizare a acestui fapt pe grupuri local compacte a fost obtinuta in [Ak95]. Vezi si

[WD73] si [LW11] pentru o generalizare a situatiei cand G = (X,+) pentru un spatiu

Banach X.

Definitia 2.2.3. Fie G un grup topologic si definim

(∀x ∈ G) Lx : G→ G,Lx(y) := xy

Operatorii locali invarianti la stanga sunt elementele multimii

U(G) = {D ∈ Loc (G) | (∀x ∈ G)(∀f ∈ C∞(G)) D(f ◦ Lx) = (Df) ◦ Lx}.

Este usor de vazut ca U(G) este o subalgebra asociativa unitara a lui Loc (G). Pentru

orice γ ∈ Λ(G) avem Dλ
γ ∈ U(G). Notam cu U0(G) subalgebra asociativa unitara a lui

U(G) generata de familia {Dλ
γ | γ ∈ Λ(G)}.

Problema 2.2.4. Pentru orice grup topologic G avem incluziunea

U0(G) ⊆ U(G) ⊆ Loc (G).

Sa se determine conditii necesare sau suficiente asupra lui G ca sa avem U0(G) = U(G).

Observatia 2.2.5. Daca G este un grup Lie finit dimensional, egalitatea U0(G) = U(G)

rezulta din teorema Poincare-Birkhoff-Witt (a se vedea si Observatia 2.2.2). Un rezultat

de acest tip a fost obtinut in [Ak95] in cazul cand G este un grup local compact.

2.3 Distributii cu suport compact

Spatiul functiilor test pe grupuri topologice

In prima parte a definitiei urmatoare reamintim seminormele pK1,K2 introduse inainte

de Propozitia 1.2.4.
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Definitia 2.3.1. Fie G un grup topologic, o multime deschisa V ⊆ G, si un spatiu local

convex Y. Pentru orice n ≥ 1, reamintim notatia

Λn(G) := Λ(G)× · · · × Λ(G)︸ ︷︷ ︸
n ori

.

Pentru orice seminorma continua | · | pe Y si orice submultimi compacte K2 ⊆ G si

K1 ⊆ Λn(G) definim seminorma

p
|·|
K1,K2

: C∞(G)→ [0,∞), p
|·|
K1,K2

(f) := sup{|(Dλ
γf)(x)|, γ ∈ K1, x ∈ K2}.

Mai definim p
|·|
K1,K2

(f) := sup{|f(x)|, x ∈ K2} pentru K2 ⊆ G compacta si K1 = ∅.
Pentru simplitate vom omite seminorma | · | pe Y din notatia de mai sus, scriind simplu

pK1,K2 in loc de p|·|K1,K2
. Vom nota cu E(V,Y) spatiul de functii C∞(V,Y) inzestrat cu

topologia local convexa definita de familia tuturor acestor seminorme pK1,K2 .

In particular, pentru Y = C, inzestram spatiul C∞(G) cu topologia local convexa definita

de familia de seminorme pK1,K2 si spatiul local convex obtinut va fi notat cu E(G). Notam

cu E ′(G) dualul topologic al lui E(G) inzestrat cu topologia duala tare. Avem

E ′(G) := {u : E(G)→ C | u este liniara si continua}

ca spatiu liniar si acest spatiu de functionale liniare este inzestrat cu topologia local

convexa definita de familia de seminorme {qB | B marginita in E(G)} unde

qB : E ′(G)→ C, qB(f) := sup{|u(f)|, f ∈ B}.

Elementele lui E ′(G) vor fi numite distributii cu suport compact.

Problema 2.3.2. Sa se determine conditii asupra lui G care sa asigure ca orice sub-

multime inchisa si marginita in E(G) este compacta. Reamintim din [Eh56] ca aceasta

problema are un raspuns afirmativ daca G este un grup Lie finit dimensional.

Definitia 2.3.3. In conditiile din Definitia 2.3.1, suportul unei distributii u ∈ E ′(G)

este definit prin

supp (u) := {x ∈ G | (∀U ∈ V(x))(∃f ∈ E(G)) supp (f) ⊆ U si u(f) 6= 0}.

Avem x /∈ supp (u) daca exista U ∈ V(x) astfel incat (∀)f ∈ E(G) cu supp (f) ⊆ U avem

u(f) = 0.

Pentru orice u ∈ E ′(G), folosind continuitatea sa in raport cu topologia lui E(G) intro-

dusa in Definitia 2.3.1, rezulta ca exista o constanta pozitiva C > 0, un intreg k ≥ 1, si
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submultimile compacte K1 ⊆ Λk(G) si K2 ⊆ G pentru care

(∀f ∈ E(G)) |u(f)| ≤ CpK1,K2(f).

Aceasta implica suppu ⊆ K2, deci multimea suppu este compacta in G.

Observatia 2.3.4. Se arata usor ca (∀)u ∈ E ′(G), supp (u) este compact in G si aceasta

motiveaza terminologia introdusa in Definitia 2.3.1.

Pentru orice compact K ⊆ G notam

E ′K(G) := {u ∈ E ′(G) | supp (u) ⊆ K}.

Pentru K = {1} notam E ′1(G) := E ′K(G).

Convolutii

Definitia 2.3.5. Fie G un grup topologic. Pentru orice f ∈ E(G) definim f̌ ∈ E(G)

prin

(∀x ∈ G) f̌(x) := f(x−1).

Pentru orice u ∈ E ′(G) definim ǔ ∈ E ′(G) prin

(∀f ∈ E(G)) ǔ(f) := u(f̌).

Pentru orice f ∈ E(G) si u ∈ E ′(G) definim convolutia lor ca fiind functia

f ∗ u : G→ C, (f ∗ u)(x) := ǔ(f ◦ Lx).

Definitia de mai sus este in mod clar corecta pentru grupuri Lie, in sensul ca f̌ , f ◦Lx ∈
E(G) pentru orice x ∈ G si f ∈ E(G), daca G este un grup Lie (a se vedea si [Eh56]).

Vom arata in Propozitiile 2.3.9 si 2.3.7 ca definitia aceasta este de fapt corecta pentru

grupuri topologice generale.

Observatia 2.3.6. Daca f ∈ C1(G), x, g ∈ G si γ ∈ Λ(G) atunci

(Dλ
γ (f ◦ Lx))(g) =

d

dt
|t=0f(xgγ(t)) = (Dλ

γf)(xg).

In plus Dλ
γ (f ◦ Lx) = (Dλ

γf) ◦ Lx.

Propozitia 2.3.7. Fie G un grup topologic. Daca f ∈ E(G) si x ∈ G, atunci f ◦ Lx ∈
E(G).
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Demonstraţie. Pentru n ≥ 1 avem homeomorfismul

F xn : G× Λn(G)→ G× Λn(G), F xn (g; γ1, . . . , γn) := (xg; γ1, . . . , γn).

Rezulta usor din Observatia 2.3.6 ca

(Dλ)n(f ◦ Lx) = ((Dλ)nf) ◦ F xn

deci (Dλ)n(f ◦Lx) este continua. Cum n ≥ 1 este arbitrar, obtinem ca f ◦Lx ∈ E(G) si

demonstratia se incheie.

Observatia 2.3.8. Daca f ∈ C1(G), x ∈ G, γ ∈ Λ(G) atunci

(Dλ
γ f̌)(x) =

d

dt
|t=0f̌(xγ(t)) =

d

dt
|t=0f(γ(−t)x−1) = − d

ds
|s=0f(γ(s)x−1)

= − d

ds
|s=0f(x−1γx

−1
(s)) = −(Dλ

γx−1f)(x−1).

Propozitia 2.3.9. Fie G un grup topologic, atunci pentru orice f ∈ E(G) avem f̌ ∈
E(G). In plus aplicatia E(G)→ E(G), f 7→ f̌ , este un izomorfism de spatii local convexe.

Demonstraţie. Aplicatia liniara f 7→ f̌ este inversabila si este egala cu propria ei inversa,

deci este suficient sa aratam ca este continua. In acest scop, pentru n ≥ 1 definim

Ψn : G× Λn(G)→ G× Λn(G),

Ψn(x; γ1, . . . , γn) := (x−1; γx
−1

n , . . . , γx
−1

1 ).

Din Lema 1.1.3 rezulta ca Ψn este un homeomorfism. In plus similar cu Observatia 2.3.8

pentru orice f ∈ Cn(G) avem

(Dλ)nf̌ = (−1)n((Dλ)nf) ◦Ψn (2.3.1)

deci f̌ ∈ Cn(G). Cum n ≥ 1 este arbitrar, obtinem ca f̌ ∈ E(G).

Fie n ≥ 1 si multimile compacte K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λn(G). Definim

K ′1 := {(γx−1

n , . . . , γx
−1

1 ) | x ∈ K2, (γ1, . . . , γn) ∈ K1}

si

K ′2 := {x−1, x ∈ K2}.

Din Lema 1.1.3. rezulta ca K ′1 si K ′2 sunt compacte. Din relatia (2.3.1) avem ca

pK1,K2(f̌) ≤ pK′1,K′2(f) valabila si cand K1 = K ′1 = ∅. Deci aplicatia f 7→ f̌ de la

E(G) la E(G) este liniara si continua.
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2.4 Legea exponentiala pentru functii netede pe grupuri

topologice

Rezultatul principal al acestei sectiuni este Teorema 2.4.19, care este o lege exponentiala

pentru spatii de functii diferentiabile pe grupuri topologice. A se vedea de exemplu

[KM97, Ch. I, §3] pentru o discutie aprofundata a legilor exponentiale pentru functii

diferentiabile pe submultimi deschise in spatii local convexe.

Notatia 2.4.1. Fie G si H grupuri topologice arbitrare. Pentru orice spatiu local convex

Y si orice functie ϕ ∈ C∞(G×H,Y) definim

ϕ̃ : G→ C∞(H,Y), ϕ̃(x)(y) = ϕ(x, y).

Aceasta notatie va fi pastrata pe tot parcursul acestei sectiuni.

Cateva formule de baza pentru derivate partiale

Incepem cu o definitie a carei corectitudine rezulta din Lema 2.4.4 de mai jos.

Definitia 2.4.2. Fie ϕ ∈ C∞(H × G,Y). Pentru n ≥ 1 definim derivatele partiale

(Dλ
1 )nϕ : H ×G× Λn(H)→ Y si (Dλ

2 )nϕ : H ×G× Λn(G)→ Y astfel:

Pentru n = 1, β ∈ Λ(H), α ∈ Λ(G),

(Dλ
1ϕ)(x, g;β) =

d
dt

∣∣∣
t=0

ϕ(xβ(t), g),

(Dλ
2ϕ)(x, g;α) =

d
dt

∣∣∣
t=0

ϕ(x, gα(t)).

Mai departe, definim inductiv

((Dλ
1 )n+1ϕ)(x, g;β1, . . . , βn, βn+1)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ
1 )nϕ)(xβn+1(t), g;β1, . . . , βn)

((Dλ
2 )n+1ϕ)(x, g;α1, . . . , αn, αn+1)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ
2 )nϕ)(x, gαn+1(t);α1, . . . , αn).

Notatia 2.4.3. Prin 1 ∈ Λ(G) notam functia constanta, definita de la R la G prin

1(t) = 1 ∈ G pentru orice t ∈ R.

Lema urmatoare asigura existenta si continuitatea aplicatiilor (Dλ
1 )nϕ si (Dλ

2 )nϕ din

Definitia 2.4.2.
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Lema 2.4.4. Daca ϕ ∈ C∞(H × G,Y), atunci pentru orice x ∈ H, g ∈ G, n ≥ 1,

β1, . . . , βn ∈ Λ(H), α1, . . . , αn ∈ Λ(G), avem:

(a) ((Dλ
1 )nϕ)(x, g;β1, . . . , βn) = ((Dλ)nϕ)(x, g; (β1, 1), (β2, 1), . . . , (βn, 1))

(b) ((Dλ
2 )nϕ)(x, g;α1, . . . , αn) = ((Dλ)nϕ)(x, g; (1, α1), (1, α2), . . . , (1, αn))

(c) Aplicatiile (Dλ
1 )nϕ : H × G × Λn(H) → Y si (Dλ

2 )nϕ : H × G × Λn(G) → Y sunt

continue.

Demonstraţie. Afirmatiile (a) si (b) rezulta imediat, iar (c) se obtine din (a) si (b), pe

baza ipotezei ϕ ∈ C∞(H ×G,Y).

Propozitia 2.4.5. Pentru orice ϕ ∈ C∞(H×G,Y), n ≥ 1, si β1, . . . , βn ∈ Λ(H), avem

((Dλ)nϕ̃)(x;β1, . . . , βn)(g) = ((Dλ
1 )nϕ)(x, g;β1, . . . , βn)

= ((Dλ)nϕ)(x, g; (β1, 1), (β2, 1), . . . , (βn, 1)).

Demonstraţie. Ultima egalitate rezulta din Lema 2.4.4(a). Prima egalitate va fi demon-

strata prin inductie dupa n.

Cazuln = 1: Pentru x ∈ H, g ∈ G si β ∈ Λ(H) avem

(Dλϕ̃)(x;β)(g) =
d
dt

∣∣∣
t=0

ϕ̃(xβ(t))(g) =
d
dt

∣∣∣
t=0

ϕ(xβ(t), g) = (Dλ
1ϕ)(x, g;β).

Sa presupunem acum ca afirmatia a fost demonstrata deja pentru n. Pentru n+ 1 avem

((Dλ)n+1ϕ̃)(x;β1, . . . , βn, βn+1)(g) =
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ)nϕ̃)(xβn+1(t);β1, . . . , βn)(g)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ
1 )nϕ)(xβn+1(t), g;β1, . . . , βn)

= ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x, g;β1, . . . , βn, βn+1)

si demonstratia se incheie.

Observatia 2.4.6. Formula din Propozitia 2.4.5 ne da valorile punctuale ale derivatelor

functiei ϕ̃ introduse in Notatia 2.4.1. Mai trebuie sa verificam ca rapoartele diferentiale

(din defnitia drivatelor) converg catre aceste valori in topologia lui E(G,Y). Acest

obiectiv va fi atins in Propozitia 2.4.17.

Lema 2.4.7. Daca ϕ ∈ C∞(H × G,Y), atunci pentru orice x ∈ H, g ∈ G, n ≥ 1, si

α1, . . . , αn ∈ Λ(G) avem

((Dλ)n(ϕ̃(x)))(g;α1, . . . , αn) = ((Dλ
2 )nϕ)(x, g;α1, . . . , αn)

= ((Dλ)nϕ)(x, g; (1, α1), (1, α2), . . . , (1, αn)).
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Demonstraţie. Demonstratia este similara cu cea a Propozitiei 2.4.5.

Observatia 2.4.8. Din Lema 2.4.7 si Lemma 2.4.4(c) rezulta ca daca ϕ ∈ C∞(H×G,Y),

atunci pentru orice x ∈ G avem ϕ̃(x) := ϕ(x, ·) ∈ C∞(G,Y), deci functia ϕ̃ : H →
E(G,Y) (a se vedea Notation 2.4.1) este bine definita.

Continuitatea functiei ϕ̃

Lema 2.4.9. Fie X si T spatii topologice, Y un spatiu local convex, iar f : X × T → Y
o functie continua. Fixam un punct arbitrar x0 ∈ X si o multime compacta K ⊆ T .

Atunci pentru orice seminorma continua | · | pe Y avem

lim
x→x0

sup
t∈K
|f(x, t)− f(x0, t)| = 0. (2.4.1)

Demonstraţie. Acest rezultat este legat de legea exponentiala pentru functii continue

C(X × T,Y) ' C(X, C(T,Y)); a se vedea de exemplu Lema 3.2.4.

Propozitia 2.4.10. Daca ϕ ∈ C∞(H × G,Y), atunci functia ϕ̃ : H → E(G,Y) (a se

vedea Notatia 2.4.1) este continua.

Demonstraţie. Vom arata ca pentru fiecare dintre seminormele p = pK1,K2 pe E(G,Y)

introduse in Definitia 2.3.1 avem lim
x→x0

p(ϕ̃(x) − ϕ̃(x0)) = 0, ceea ce este echivalent cu

urmatoarea conditie:

(∀x0 ∈ H)(∀ε > 0)(∃U ∈ V(x0))(∀x ∈ U) p(ϕ̃(x)− ϕ̃(x0)) ≤ ε.

Conform cu multimile compact K1 si K2 ce intervin in definitia seminormei p, vom

analiza separat cele doua cazuri care pot sa apara. Fie x0 ∈ H si ε > 0 arbitrare, fixate

pe parcursul intregii demonstratii.

Cazul (a): p = pK1,K2 , unde K2 ⊆ G este o multime compacta arbitrara, iar K1 = ∅.
daca notam E(x) := p(ϕ̃(x)− ϕ̃(x0)), atunci

E(x) = sup
g∈K2

|ϕ̃(x)(g)− ϕ̃(x0)(g)| = sup
g∈K2

|ϕ(x, g)− ϕ(x0, g)|

deci concluzia se obtine imediat prin aplicarea Lemei 2.4.9 cu x0 ∈ X = H, T = G,

K = K2 si f = ϕ : H×G→ Y, care este o functie continua deoarece ϕ ∈ C∞(H×G,Y).

Aceasta completeaza demonstratia in Cazul (a).

Cazul (b) p = pK1,K2 , pentru multmi compacte arbitrare K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λn(G), unde

n ≥ 1.
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Sa notam din nou E(x) := p(ϕ̃(x)− ϕ̃(x0)). In acest caz avem

E(x) = sup{|((Dλ)n(ϕ̃(x)− ϕ̃(x0)))(g; γ)| | g ∈ K2, γ ∈ K1}

= sup{|((Dλ)n(ϕ̃(x)))(g; γ)− ((Dλ)n(ϕ̃(x0)))(g; γ)| | g ∈ K2, γ ∈ K1}.

Pe baza Lemei 2.4.7 obtinem

E(x) = sup{|((Dλ
2 )nϕ)(x, g; γ)− ((Dλ

2 )nϕ)(x0, g; γ)| | g ∈ K2, γ ∈ K1}

deci concluzia se obtine imediat prin aplicarea Lemei 2.4.9 cu x0 ∈ X = H, T =

G×Λn(G), si multimea compactaK = K2×K1 ⊆ T , deoarece fuunctia f = (Dλ
2 )nϕ : H×

G× Λn(G)→ Y este continua pe baza Lemei 2.4.4(c).

Aceasta completeaza demonstratia.

Diferentiabilitatea functiei ϕ̃

Definitia 2.4.11. Fie G un grup topologic. Spunem ca α, β ∈ Λ(G) comuta daca

(∀s, t ∈ R) α(t)β(s) = β(s)α(t).

Observatia 2.4.12. Daca G si H sunt grupuri topologice arbitrare, atunci orice α ∈ Λ(G)

comuta cu 1 ∈ Λ(G), iar pentru orice α ∈ Λ(G) si β ∈ Λ(H) elementele (1, α) si (β, 1)

din Λ(H ×G) comuta intre ele.

Lema 2.4.13. Fie H un grup topologic arbitrar, n ≥ 2, si γ1, . . . , γn ∈ Λ(H). Sa

presupunem ca γi comuta cu γi+1 pentru un anumit indice i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Atunci

pentru orice f ∈ Cn(H,Y) si x ∈ H avem

((Dλ)nf)(x; γn, . . . , γi+2, γi+1, γi, γi−1, . . . , γ1)

= ((Dλ)nf)(x; γn, . . . , γi+2, γi, γi+1, γi−1, . . . , γ1).

Demonstraţie. Functia

(t1, . . . , tn) 7→ f(xγ1(t1)γ2(t2) · · · γn(tn))

apartine spatiului Cn(Rn,Y), pe baza [BCR81, Prop. 1.2.2.1]. De aceea obtinem

((Dλ)nf)(x; γn, . . . , γi+2, γi+1, γi, γi−1, . . . , γ1)

=
∂n

∂t1 · · · ∂ti−1∂ti∂ti+1∂ti+2 . . . ∂tn

∣∣∣
t1=···=tn=0

f(xγ1(t1) · · · γn(tn))

=
∂n

∂t1 · · · ∂ti−1∂ti+1∂ti∂ti+2 · · · ∂tn

∣∣∣
t1=···=tn=0

f(xγ1(t1) · · · γn(tn))
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=
∂n

∂t1 · · · ∂ti−1∂ti+1∂ti∂ti+2 · · · ∂tn

∣∣∣
t1=···=tn=0

f(xγ1(t1) · · · γi−1(ti−1)γi+1(ti+1)γi(ti)γi+2(ti+2) · · · γn(tn))

=((Dλ)nf)(x; γn, . . . , γi+2, γi, γi+1, γi−1, . . . , γ1)

ceea ce este tocmai relatia ceruta.

Lema 2.4.14. Fie G si H grupuri topologice si ϕ ∈ C∞(H ×G,Y). Pentru s ≥ 1 fixat,

fie α1, . . . , αs ∈ Λ(G). Atunci urmatoarele afirmatii sunt valabile pentru orice x ∈ H si

g ∈ G:

(a) Pentru orice β ∈ Λ(H) avem

((Dλ)s+1ϕ)(x, g; (β, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))

= ((Dλ)s+1ϕ)(x, g; (1, α1), . . . , (1, αs), (β, 1)).

(b) Pentru orice n ≥ 1 si β1, . . . , βn, βn+1 ∈ Λ(H) avem

((Dλ)n+s+1ϕ)(x, g; (β1, 1), . . . , (βn, 1), (βn+1, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))

= ((Dλ)n+s+1ϕ)(x, g; (β1, 1), . . . , (βn, 1), (1, α1), . . . , (1, αs), (βn+1, 1)).

Demonstraţie. Pentru fiecare dintre aceste afirmatii se poate porni din membrul drept

al egalitatii care trebuie demonstrata, si se utilizeaza Observatia 2.4.12 si Lema 2.4.13

cu H inlocuit prin H × G pentru perechile (1, αi) si (βn+1, 1). Astfel se obtie ordinea

argumentelor din membrul stang al fiecareia dintre egalitatile din enunt.

Lema 2.4.15. Fie X un spatiu topologic, Y un spatiu local convex, a, b ∈ R, a < b, si o

functie continua f : X× [a, b]→ Y cu proprietatea ca pentru orice x ∈ X exista integrala

slaba h(x) =
b∫
a
f(x, t)dt. Atunci functia astfel obtinuta h : X → Y este continua.

Demonstraţie. Pentru a demonstra ca functia h este continua, fie | · | o seminorma

continua pe Y arbitrara. Din [Gl02a, Lema 1.7] rezulta ca avem

(∀x, y ∈ X) |h(x)− h(y)| ≤ (b− a) sup
t∈[a,b]

|f(x, t)− f(y, t)|

deci pe baza Lemei 2.4.9 se vede usor ca functia h : X → Y este continua.

Lema 2.4.16. Fie H un grup topologic si h ∈ C(H,Y). Daca X ∈ Λ(H) si derivata

Dλ
Xh : H → Y exista si este continua, atunci exista o functie continua χ : R ×H → Y

care pentru orice g ∈ H indeplineste conditiile

(∀t ∈ R) h(gX(t)) = h(g) + t(Dλ
Xh)(g) + tχ(t, g)
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si χ(0, g) = 0.

Demonstraţie. Aceasta rezulta din [NS12, Lema 2.5]; a se vedea si [BB11, Prop. 2.3].

Acum suntem in masura sa rezolvam problema mentionata in Observatia 2.4.6.

Propozitia 2.4.17. Fie G si H grupuri topologice, Y un spatiu local convex, si pentru

o functie oarecare ϕ ∈ C∞(H×G,Y) sa definim ca mai sus ϕ̃ : H → E(G,Y), ϕ̃(x)(g) =

ϕ(x, g). Atunc pentru orice x0 ∈ G si β0
1 , . . . , β

0
n+1 ∈ Λ(H) avem

lim
t→0

((Dλ)nϕ̃)(x0β
0
n+1(t);β0

1 , . . . , β
0
n)− ((Dλ)nϕ̃)(x0;β0

1 , . . . , β
0
n)

t

= ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, • ;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1)

in topologia lui E(G,Y) din Definitia 2.3.1.

Demonstraţie. Definim h : R→ E(G,Y) prin

h(t) =


((Dλ)n eϕ)(x0β0

n+1(t);β0
1 ,...,β

0
n)−((Dλ)n eϕ)(x0;β0

1 ,...,β
0
n)

t daca t 6= 0,

((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, • ;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1) daca t = 0.

Trebuie sa demonstram ca lim
t→0

h(t) = h(0) in E(G,Y), deci ca pentru orice seminorma

p = pK1,K2 (a se vedea Definitia 2.3.1) avem lim
t→0

p(h(t)− h(0)) = 0.

In raport cu seminorma p, distingem doua cazuri care pot sa apara.

Cazul 1: p = pK1,K2 pentru o multime compacta arbitrara K2 ⊆ G si K1 = ∅.

Notam E(t) = p(h(t)− h(0)) si atunci avem

E(t) = sup{|h(t)(g)− h(0)(g)| | g ∈ K2}

= sup{|
((Dλ

1 )nϕ)(x0β
0
n+1(t), g;β0

1 , . . . , β
0
n)− ((Dλ

1 )nϕ)(x0, g;β0
1 , . . . , β

0
n)

t

− ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, g;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1)| | g ∈ K2}

= sup{|F (t, g)− F (0, g)| | g ∈ K2}

unde F : R×G→ Y este definita prin

F (t, g) =


((Dλ1 )nϕ)(x0β0

n+1(t),g;β0
1 ,...,β

0
n)−((Dλ1 )nϕ)(x0,g;β0

1 ,...,β
0
n)

t daca t 6= 0,

((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, g;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1) daca t = 0.



Capitolul 2. Algebre anvelopante pentru grupuri topologice 27

Proprietatea dorita lim
t→0

E(t) = 0 va rezulta printr-o aplicare a Lemei 2.4.9 pentru X = R,

T = G, x0 = 0 ∈ R, K = K2 ⊆ G si f = F : R × G → Y, de indata ce vom fi verificat

ca functia F este continua.

In acest scop, sa observam mai intai ca pentru orice g ∈ G avem

lim
t→0

F (t, g) =
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ
1 )nϕ)(x0β

0
n+1(t), g;β0

1 , . . . , β
0
n)

= ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, g;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1) = F (0, g).

Mai departe vom arata ca Lema 2.4.16 poate fi alicata cu H inlocuit prin H×G, (x0, g) ∈
H×G, X = (β0

n+1, 1) ∈ Λ(H×G), si f : H×G→ Y, f(x, y) = ((Dλ
1 )nϕ)(x, y;β0

1 , . . . , β
0
n),

care este o functie continua deoarece ϕ ∈ C∞(H × G,Y). Sa observam ca derivata

Dλ
Xf : H × G → Y este data de (Dλ

Xf)(x, y) = ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x, y;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1), iar

aceasta derivata este o functie continua deoarece ϕ ∈ C∞(H ×G,Y).

Prin urmare se poate aplica Lema 2.4.16 si astfel se obtine o functie continua χ : R ×
G → Y care indeplineste pentru orice g ∈ G conditiile χ(0, g) = 0 si f(x0β

0
n+1(t), g) =

f(x0, g) + t(Dλ
Xf)(x0, g) + tχ(t, g). Avem

(Dλ
Xf)(x0, g) = (Dλf)(x0, g;β0

n+1, 1) =
d
dt

∣∣∣
t=0

f(x0β
0
n+1(t), g)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ
1 )nϕ)(x0β

0
n+1(t), g;β0

1 , . . . , β
0
n)

= ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, g;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1)

= F (0, g)

si F (t, g) = F (0, g) + χ(t, g), deci F este suma a doua functii continue, deoarece χ este

continua pe baza Lemei 2.4.16 iar functia

g 7→ F (0, g) = ((Dλ
1 )n+1ϕ)(x0, g;β0

1 , . . . , β
0
n, β

0
n+1)

este continua deoarece ϕ ∈ C∞(H × G,Y). De aceea functia F insasi este continua, si

aceasta incheie analiza Cazului 1.

Cazul 2: p = pK1,K2 cu multimile compacte arbitrare K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λs(G), unde

s ≥ 1. Sa notam din nou E(t) = p(h(t)− h(0)) pentru t ∈ R. atunci avem

E(t) = sup
g,α
|((Dλ)s(h(t))(g;α1, . . . , αs)− ((Dλ)s(h(0))(g;α1, . . . , αs)|

unde g ∈ K2, α = (α1, . . . , αs) ∈ K1. Rezulta atunci ca E(t) este supremumul valorilor

seminormei | · | din definitia lui p = pK1,K2 (a se vedea Definitia 2.3.1) pe vectorii din Y
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de forma

1
t

(
((Dλ)n+sϕ)(x0β

0
n+1(t), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))

− ((Dλ)n+sϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))
)

− ((Dλ)n+s+1ϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (β0
n+1, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))

unde din nou g ∈ K2 si α = (α1, . . . , αs) ∈ K1.

Prin urmare E(t) = sup{|F (t, g, α)− F (0, g, α)| | g ∈ K2, α ∈ K1} unde functia F : R×
G× Λs(G)→ Y este data de

F (t, g, α) =



1
t

(
((Dλ)n+sϕ)(x0β

0
n+1(t), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))

− ((Dλ)n+sϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))
)
,

daca t 6= 0,

((Dλ)n+s+1ϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (β0
n+1, 1), (1, α1), . . . , (1, αs)),

daca t = 0.

Proprietatea dorita lim
t→0

E(t) = 0 rezulta atunci printr-o aplicare a Lemei 2.4.9 pentru

X = R, T = G×Λs(G), x0 = 0 ∈ R, multimea compacta K = K2 ×K1 ⊆ G×Λs(G) si

functia f = F , de indata ce vom fi demonstrat ca functia F este continua.

Exact ca in Cazul 1, observam mai intai ca

lim
t→0

F (t, g, α) =
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ)n+sϕ)(x0β
0
n+1(t), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs))

= ((Dλ)n+s+1ϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs), (β0
n+1, 1))

= F (0, g, α)

pe baza Lemei 2.4.14(b).

Acum fie

B : R→ Y, B(t) = ((Dλ)n+sϕ)(x0β
0
n+1(t), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs)).

Cum ϕ ∈ C∞(H × G,Y), avem B ∈ C1(R,Y), B′(0) = F (0, g, α) (Lema 2.4.14(b)) si

B′(t) = ((Dλ)n+s+1ϕ)(x0β
0
n+1(t), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs), (β0

n+1, 1)).
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Din teorema fundamentala a calculului diferential pentru functii cu valori in spatiul Y
care nu este neaparat complet (a se vedea [Gl02a, Th. 1.5]) obtinem

B(t) = B(0) + t

1∫
0

B′(tz)dz = B(0) + tB′(0) + t

1∫
0

B′(tz)dz − tB′(0)

si de aceea

F (t, g, α) = F (0, g, α) + χ(g, t, α) (2.4.2)

unde functia χ : G× R× Λs(G)→ Y este data de

χ(g,t, α)

=

1∫
0

((Dλ)n+s+1ϕ)(x0β
0
n+1(tz), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs), (β0

n+1, 1))dz

− ((Dλ)n+s+1ϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs), (β0
n+1, 1)).

avem χ(g, 0, α) = 0 iar functia χ este continua pe baza Lemei 2.4.15 aplicate pentru

X = G× R× Λs(G) si f : G× R× Λs(G)× [0, 1]→ Y definita prin

f(g, t,α, z)

=((Dλ)n+s+1ϕ)(x0β
0
n+1(tz), g; (β0

1 , 1), . . . , (β0
n, 1), (1, α1), . . . , (1, αs), (β0

n+1, 1))

care este o functie continua deoarece ϕ ∈ C∞(H ×G,Y).

In fine, pe baza egalitatii (2.4.2) de mai sus, obtine din nou ca F este suma a doua functii

continue, deci este ea insasi functie continua, si aceasta incheie demonstratia.

Lema 2.4.18. Daca ϕ ∈ C∞(H ×G,Y), atunci sunt valabile urmatoarele afirmatii.

(a) Fie x ∈ H si β1, . . . , βn ∈ Λ(H) fixate. Atunci functia

h := ((Dλ
1 )nϕ)(x, • ;β1, . . . , βn) : G→ Y

apartine spatiului C∞(G,Y) iar pentru orice s ≥ 1 si α = (α1, . . . , αs) ∈ Λs(G)

avem

((Dλ)sh)(g;α) = ((Dλ)n+sϕ)(x, g; (β1, 1), . . . , (βn, 1), (1, α1), . . . , (1, αs)).

(b) Fie x ∈ H, β1, . . . , βn ∈ Λ(H), si γ1, . . . , γn ∈ Λ(G) fixate. Atunci functia

h := ((Dλ)nϕ)(x, • ; (β1, γ1), . . . , (βn, γn)) : G→ Y
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apartine spatiului C∞(G,Y) iar pentru orice s ≥ 1 si α = (α1, . . . , αs) ∈ Λs(G)

avem

((Dλ)sh)(g;α) = ((Dλ)n+sϕ)(x, g; (β1, γ1), . . . , (βn, γn), (1, α1), . . . , (1, αs)).

Demonstraţie. Afirmatia (a) rezulta din Afirmatia (b) pentru γ1 = · · · = γn = 1 ∈ Λ(G),

pe baza Lemei 2.4.4(a).

Afirmatia (b) va fi demonstrata prin inductie dupa s ≥ 1. Deoarece ϕ ∈ C∞(H ×G,Y)

si h(g) = ((Dλ)nϕ)(x, g; (β1, γ1), . . . , (βn, γn)), rezulta ca functia h este continua.

Cazul s = 1: Avem

(Dλh)(g;α) =
d
dt

∣∣∣
t=0

h(gα(t))

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ)nϕ)(x, gα(t); (β1, γ1), . . . , (βn, γn))

= ((Dλ)n+1ϕ)(x, g; (β1, γ1), . . . , (βn, γn), (1, α))

si atunci, deoarece ϕ ∈ C∞(H ×G,Y), obtinem h ∈ C1(G,Y).

Acum presupunem ca afirmatia a fost dmonstrata deja pentru s si o demonstram pentru

s+ 1. Avem

((Dλ)s+1h)(g;α1, . . . , αs, αs+1)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ)sh)(gαs+1(t);α1, . . . , αs)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

((Dλ)n+sϕ)(x, gαs+1(t); (β1, γ1), . . . , (βn, γn), (1, α1), . . . , (1, αs))

= ((Dλ)n+s+1ϕ)(x, g; (β1, γ1), . . . , (βn, γn), (1, α1), . . . , (1, αs), (1, αs+1))

si demonstratia prin inductie se incheie.

In plus, cum ϕ ∈ C∞(H × G,Y), obtinem h ∈ Cs(G,Y) pentru orice s ≥ 1. Aceasta

arata ca h ∈ C∞(G,Y), si demonstratia este completa.

Teorema 2.4.19. Fie G si H grupuri topologice si Y un spatiu local convex. Atunci

pentru orice ϕ ∈ C∞(H ×G,Y), functia corespunzatoare

ϕ̃ : H → C∞(G,Y), ϕ̃(x)(g) := ϕ(x, g).

se afla in spatiul C∞(H, E(G,Y)). In plus, aplicatia

Φ: E(H ×G,Y)→ E(H, E(G,Y)), ϕ 7→ ϕ̃

este scufundare topologica liniara de spatii local convexe.



Capitolul 2. Algebre anvelopante pentru grupuri topologice 31

Demonstraţie. Pentru a demonstra prima afirmatie, fie ϕ ∈ C∞(H × G,Y) arbitrara.

Faptul ca ϕ̃ este continua rezulta din Propozitia 2.4.10. Vom arata ca pentru orice

n ≥ 1 derivata (Dλ)nϕ̃ : H×Λn(H)→ E(G,Y) exista si este continua. Existenta acestei

derivate rezulta de fapt din Propozitia 2.4.17. Faptul ca derivata ia valori in E(G,Y)

este o consecinta a Lemei 2.4.18(a).

Pentru continuitatea derivatei de mai sus, vom demonstra ca pentru orice seminorma

p = pK1,K2 pe E(G,Y) ca in Definitia 2.3.1 si orice x0 ∈ H, β0
1 , . . . , β

0
n ∈ Λ(H) si ε > 0

arbitrar, exista o vecinatate U a lui (x;β0
1 , . . . , β

0
n) ∈ H×Λn(H) astfel incat pentru orice

(x;β1, . . . , βn) ∈ U sa avem p(((Dλ)nϕ̃)(x;β1, . . . , βn)− ((Dλ)nϕ̃)(x0;β0
1 , . . . , β

0
n)) ≤ ε.

Cazul (a): p = pK1,K2 , unde multimea compacta K2 ⊆ G este arbitrara si K1 = ∅.

ca in demonstratia Propozitiei 2.4.10, notam

E(x;β1, . . . , βn) := sup
g∈K2

|((Dλ)nϕ̃)(x;β1, . . . , βn)(g)− ((Dλ)nϕ̃)(x0;β0
1 , . . . , β

0
n)(g)|.

Printr-o aplicare a Propozitiei 2.4.5 obtinem

E(x;β1, . . . , βn) = sup
g∈K2

|((Dλ
1 )nϕ)(x, g;β1, . . . , βn)− ((Dλ

1 )nϕ)(x0, g;β0
1 , . . . , β

0
n)|.

Acum concluzia rezulta prin aplicarea Lemei 2.4.9 pentru (x0;β0
1 , . . . , β

0
n) ∈ H×Λn(H) =

X, K = K2 compact in T = G si

f : H × Λn(H)×G→ Y, f(x;β1, . . . , βn, g) = ((Dλ
1 )nϕ)(x, g;β1, . . . , βn),

care este o functie continua deoarece functia (Dλ
1 )nϕ : H×G×Λn(H)→ Y este continua

pe baza Lemei 2.4.4(c).

Cazul (b): p = pK1,K2 cu multimile compacte arbitrare K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λs(G), unde

s ≥ 1.

Notam

E(x;β1, . . . , βn) = sup{|((Dλ)s((Dλ)nϕ̃)(x;β1, . . . , βn))(g; γ1, . . . , γs)

− ((Dλ)s((Dλ)nϕ̃)(x0;β0
1 , . . . , β

0
n))(g; γ1, . . . , γs)|

| g ∈ K2, γ = (γ1, . . . , γs) ∈ K1}.
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Pe baza Propozitiei 2.4.5 obtinem

E(x;β1, . . . , βn) = sup{|((Dλ)s((Dλ
1 )nϕ)(x, • ;β1, . . . , βn))(g; γ1, . . . , γs)

− ((Dλ)s((Dλ
1 )nϕ)(x0, • ;β0

1 , . . . , β
0
n))(g; γ1, . . . , γs)|

| g ∈ K2, γ = (γ1, . . . , γs) ∈ K1}.

Mai departe, pe baza Lemei 2.4.18(a) avem

E(x;β1, . . . , βn) = sup{|((Dλ)n+sϕ)(x, g; (β1, 1), . . . , (βn, 1), (1, γ1), . . . , (1, γs))

− ((Dλ)n+sϕ)(x0, g; (β0
1 , 1), . . . , (β0

n, 1), (1, γ1), . . . , (1, γs))|

| g ∈ K2, γ = (γ1, . . . , γs) ∈ K1}.

Acum concluzia rezulta pe baza Lemei 2.4.9 pentru (x0;β0
1 , . . . , β

0
n) ∈ H ×Λn(H) = X,

T = G× Λs(G), K = K2 ×K1, si f : H × Λn(H)×G× Λs(G)→ Y data de

f(x, β1, . . . , βn, g, γ1, . . . , γs) = ((Dλ)n+sϕ)(x, g; (β1, 1), . . . , (βn, 1), (1, γ1), . . . , (1, γs)).

Sa observam ca functia f este continua deoarece (Dλ)n+sϕ este continua ca o con-

secinta a ipotzei ϕ ∈ C∞(H × G,Y), iar aceasta incheie demonstratia faptului ca

ϕ̃ ∈ E(H, E(G,Y)).

Pentru cea de-a doua afirmatie, sa observam ca aplicatia inversa

Ran Φ→ E(H ×G,Y), ϕ̃ 7→ ϕ

este bine definita. In plus, continuitatea ambelor aplicatii ϕ 7→ ϕ̃ si ϕ̃ 7→ ϕ rezulta

usor pe baza relatiilor dintre derivatele functiilor ϕ and ϕ̃ date in Propositia 2.4.5 si

Lema 2.4.4 (a se vedea si [BCR81, Prop. 1.2.1.5]). Aceasta incheie demonstratia.

Observatia 2.4.20. Se vede usor ca demonstratia Teoremei 2.4.19 are caracter local, in

sensul ca ea conduce de fapt la un rezultat mai general, care se poate enunta astfel:

Fie G si H grupuri topologice iar Y un spatiu local convex. Fixam multimile deschise

arbitrare V ⊆ G si W ⊆ H. Atunci pentru orice ϕ ∈ C∞(W × V,Y), functia corespun-

zatoare ϕ̃ : W → C∞(V,Y), ϕ̃(x)(g) := ϕ(x, g), se afla in spatiul C∞(W, E(V,Y)). In

plus, aplicatia

E(W × V,Y)→ E(W, E(V,Y)), ϕ 7→ ϕ̃

este o scufundare topologica liniara de spatii local convexe.
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2.5 Structura operatorilor locali invarianti

Propozitia 2.5.1. Fie G un grup topologic. Atunci f ∗u ∈ E(G) pentru orice f ∈ E(G)

si orice u ∈ E ′(G).

Demonstraţie. Demonstratie. Fie m : G×G→ G,m(x, y) := xy. Notam ǔ = v ∈ E ′(G)

si avem v̌ = u si (f ∗ u)(x) = ǔ(f ◦ Lx) = v(f ◦ Lx). Sa definim acum ϕ : G ×G → C,

ϕ(x, y) := f(xy). Din ϕ = f ◦ m rezulta ϕ ∈ C∞(G × G) pe baza Propozitiei 3.2.3.

Daca definim ϕ̃ : G → C∞(G), ϕ̃(x)(y) := ϕ(x, y) ca in Notatia 2.4.1, atunci din

Teorema 2.4.19 rezulta ϕ̃ ∈ C∞(G, E(G)).

Deoarece ϕ̃(x)(y) = f(xy) = (f ◦Lx)(y), avem ϕ̃(x) = f ◦Lx pentru orice x ∈ G, si deci

f ∗ u = v ◦ ϕ̃. Pe baza faptulu ca functia ϕ̃ este de clasa C∞ (Teorema 2.4.19) rezulta

f ∗ u ∈ E(G), si aceasta incheie demonstratia.

Teorema 2.5.2. Fie G un grup topologic. Pentru orice u ∈ E ′(G) definim operatorul

liniar Du : C∞(G) → C∞(G), Duf := f ∗ u. Atunci aplicatia Ψ : E ′1(G) → U(G),

Ψ(u) := Du este bine definita,inversabila si inversa ei este Ψ−1 : U(G) → E ′1(G) data

prin

(Ψ−1(D))(f) := (Df̌)(1), (∀)f ∈ C∞(G), (∀)D ∈ U(G).

Demonstraţie. Facem demonstratia in 3 pasi.

Pasul 1-Aratam ca Ψ este bine definita.

Pasul 2-Aratam ca Ψ−1 este bine definita.

Pasul 3-Aratam ca Ψ ◦Ψ−1 = 1U(G) si Ψ−1 ◦Ψ = 1E ′1(G).

Pasul 1-Aratam ca Du ∈ U(G) pentru orice u ∈ E ′1(G). Avem

Du(f ◦ Lx)(y) = ((f ◦ Lx) ∗ u)(y) = ǔ(f ◦ Lx ◦ Ly)

= (Du(f) ◦ Lx)(y) = (f ∗ u)(xy) = ǔ(f ◦ Lxy)

= ǔ(f ◦ Lx ◦ Ly) = Du(f ◦ Lx)(y)

de unde obtinem ca Du(f ◦ Lx) = Du(f) ◦ Lx.

Din u ∈ E ′1(G) rezulta ca supp (u) ⊆ {1} ⊆ G, deci

supp (Duf) = supp (f ∗ u) ⊆ supp (f)supp (u).

si de aceea supp (Duf) ⊆ supp (f){1} = supp (f). Din toate acestea obtinem ca Du ∈
U(G) si Ψ este bine definita.
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Pasul 2. Aratam ca functionala u : E(G) → C, u(f) := (Df̌)(1), este in E ′1(G) pentru

orice D ∈ U(G).

Pentru aceasta sa observam ca daca supp (f) ⊆ U , atunci G \ U ⊆ {x ∈ G | f(x) = 0}.
Fie acum x ∈ G arbitrar cu x 6= 1. Alegem o vecinatate deschisa U a lui x cu 1 /∈ U .

Multimea U cu proprietatile anterioare exista deoarece grupul G este separat. Pentru

orice f ∈ C∞(G) cu supp (f) ⊆ U avem supp (f̌) = supp (f)−1 ⊆ U−1, si atunci

supp (Df̌) ⊆ supp (f̌) ⊆ U−1. Astfel obtinem G \ U−1 ⊆ {y ∈ G | (Df̌)(y) = 0}.

Din 1 /∈ U si 1 /∈ U−1 obtinem ca (Df̌)(1) = 0 de unde rezulta ca x /∈ supp (u) pentru

x ∈ G \ {1} arbitrar, si astfel supp (u) ⊆ {1}. Deci u ∈ E ′1(G).

Sa aratam mai detaliat ca pentru orice x ∈ G , x 6= 1 exista U ∈ V(x) astfel incat 1 /∈ U .

Presupunem prin reducere la absurd ca exista x ∈ G, x 6= 1 astfel incat pentru orice

U ∈ V(x) sa avem 1 ∈ U . Atunci

1 ∈
⋂

U∈V(x)

U =
⋂

V ∈V(1)

xV = x
⋂

V ∈V(1)

V = x{1} = {x}.

Deci 1 ∈ {x}, de unde rezulta x = 1, ceea ce este o contradictie, si obtinem ca pre-

supunerea facuta este falsa. Rezulta ca pentru orice x ∈ G, x 6= 1 exista U ∈ V(x) astfel

incat 1 /∈ U , si demonstratia pasului 2 se incheie.

Pasul 3. Fie D ∈ U(G). Notam Ψ−1(D) = u. Avem u(f) = (Df̌)(1) si Ψ(u) = Du, iar

(Duf)(x) = (f ∗ u)(x) = ǔ(f ◦ Lx) = D(f ◦ Lx)(1)

= ((Df) ◦ Lx)(1) = (Df)(x).

Deci Duf = Df si Du = D de unde obtinem ca

Ψ ◦Ψ−1 = 1U(G).

Fie acum u ∈ E ′1(G). Avem Ψ(u) = Du. Notam Ψ−1(Du) = v ∈ E ′1(G). Avem

v(f) = (Duf̌)(1) = (f̌ ∗ u)(1)

= ǔ(f̌ ◦ L1) = ǔ(f̌) = u(f)

Deci v = u si Ψ−1 ◦Ψ = 1E ′1(G) si demonstratia se incheie.

Daca G este un grup topologic, folosim Teorema 2.5.2 pentru a inzestra U(G) cu o

topologie naturala pentru care aplicatia Ψ este un homeomorfism daca E ′1(G) este inzes-

trat cu topologia dual slaba prin care devine E ′1(G) subspatiu liniar inchis al lui E ′(G)
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(vezi Definitia 2.3.1). Aceasta topologie a lui U(G) poate fi descrisa ca topologia local

convexa determinata de familia de seminorme {D 7→ |(Df)(1)|}f∈E(G).

In situatia din urmatorul corolar, spunem ca un spatiu Banach X admite functii de

trunchiere daca exista ϕ ∈ C∞(X ) care este egala cu 1 pe o vecinatate a lui 0 ∈ X , are

suportul continut intr-o bila, si pentru orice k ≥ 1 satisface conditia sup
x∈X
‖dkxϕ̃‖ < ∞.

Orice spatiu Hilbert admite functii de trunchere; vezi [WD73] si [LW11] pentru mai

multe detalii si exemple. In aceast cadru, vom obtine urmatorul raspuns partial la

Problema 2.2.4.

Corolarul 2.5.3. Fie G un grup Banach-Lie a carei algebra Lie admite functii de

trunchiere. Atunci U0(G) este o subalgebra densa a lui U(G).

Demonstraţie. Din teorema Hahn-Banach, este suficient sa aratam ca daca θ : U(G)→ C
este o functionala liniara continua care se anuleaza pe U0(G), atunci θ = 0. Pentru

aceasta sa notam ca, folosind familia de seminorme de mai sus care descrie topologia

lui U(G), putem gasi f ∈ E(G) cu |θ(D)| ≤ |(Df)(1)| pentru orice D ∈ U(G). Atunci

nucleul functionalei liniare D 7→ (Df)(1) este continut in Ker θ si, deoarece ambele

nuclee sunt subspatii inchise 1-codimensionale ale lui U(G), rezulta ca, inlocuind f cu

cf pentru o constanta c ∈ C, avem θ(D) = (Df)(1) pentru orice D ∈ U(G).

Presupunerea θ(D) = 0 pentru orice D ∈ U0(G) este echivalenta cu faptul ca pentru

orice k ≥ 1 avem (dk(f ◦ expG))(0) = 0, unde expG : g→ G este aplicatia exponentiala a

lui G, care este un difeomorfism local in 0 ∈ g. Ipoteza ca algebra Lie g admite functii de

trunchere ne permite sa folosim [LW11, Prop. 3], care asigura ca pentru orice operator

local T pe g avem (T (f ◦ expG))(0) = 0.

Verificam ca (Df)(1) = 0 pentru orice operator local D on G. Pentru aceasta alegem

multimile deschse U si V pentru orice expG : V → U este un difeomorfism cu inversa

notata prin logG, unde 1 ∈ U ⊆ G si 0 ∈ V ⊆ g. Folosind ipoteza pe g ca sa gasim

ψ ∈ C∞(g) cu suppψ ⊆ V si ψ = 1 pe o vecinatate a lui 0 ∈ g. Notam ϕ̃ := ψ ◦ logG ∈
C∞(U) si o extindem cu valoarea 0 pe G \ U . Atunci ϕ̃ ∈ C∞(G), supp ϕ̃ ⊆ U , ϕ̃ = 1

pe o vecinatate a lui 1 ∈ U ⊆ G, si ψ = ϕ̃ ◦ expG. Definim

T : C∞(g)→ C∞(g), Th = D(((ψh) ◦ logG)ϕ̃)

unde functia (ψh) ◦ logG ∈ C∞(V ) este extinsa cu valoarea 0 pe g \ V . Deoarece D este

operator local, rezulta ca si T este operator local, si din observatia de mai sus obtinem

(T (f ◦ expG))(0) = 0, care este echivalenta cu (Df)(1) = 0. Deci θ(D) = 0 pentru orice

D ∈ U(G), si demonstratia se incheie.
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2.6 Note bibliografice

Continutul acestui capitol este original si se bazeaza pe articolul [BNi14a] aflat in curs

de publicare.



Capitolul 3

Grupul tangent al unui grup

topologic nilpotent de pas 2

Acest capitol constituie un prim pas in studiul aplicatiilor moment ale reprezentarilor de

grupuri topologice, care se va incheia in Capitolul 5 prin Teorema 5.5.2. Aplicatia mo-

ment a unei reprezentari de grup Lie (Definitia 3.1.3) face apel la derivata reprezentarii

respective, iar aceasta derivata este definita pe spatiul tangent al grupului Lie studiat.

De aceea este clar ca, pentru a generaliza acest cerc de idei la grupuri topologice ar-

bitrare, este necesar sa dezvoltam variante adecvate ale notiunilor de spatiu tangent

si fibrat tangent in cazul grupurilor topologice ce nu sunt neaparat grupuri Lie. Baza

acestor dezvoltari a fost pusa in Capitolul 2, iar aici vom studia unele probleme legate

de “fibratul tangent” al unui grup topologic nilpotent. Deoarece aceasta notiune este

inca destul de putin inteleasa si este obiectul unor probleme deschise (a se vedea [Ne06],

[HM07], si de asemenea Problema 3.1.6 de mai jos) ne vom concentra aici pe cazul

grupurilor topologice nilpotente de pas 2, si anume vom caracteriza grupurile al caror

grup tangent este un grup pre-Lie (Teoremele 3.1.10 si 3.4.4).

Pentru inceput vom prezenta in Sectiunea 3.1 o motivatie mai detaliata a ideilor de mai

sus. Apoi, in Sectiunea 3.2 vom demonstra Propozitia 3.2.3. Aceasta da o formula de

calcul care a fost indicata fara demonstratie in [BCR81] si din care rezulta ca inmultirea

pe grupuri pre-Lie este aplicatie diferentiabila. Prezentam apoi doua leme de continui-

tate care caracterizeaza topologia compact deschisa. Aceasta subsectiune contine unele

rezultate din [Fo45], pentru care am considerat util sa dam si detaliile demonstratiilor,

deoarece variante ale ideilor respective vor fi utilizate in continuare.

In Sectiunea 3.3 prezentam elemente de teorie Lie pentru grupuri topologice nilpotente

de pas 2 si anume: cateva proprietati ale aplicatiei comutator; formule pentru paranteza

37
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Lie pentru subgrupuri continue cu un parametru; calculul sumei pentru subgrupuri con-

tinue cu un parametru; unele proprietati ale subgrupurilor cu un parametru in grupuri

topologice generale (Lemele 3.3.12- 3.3.15 sunt valabile pentru grupuri topologice gen-

erale, deci nu utilizeaza ipoteza ca grupul G ar fi nilpotent de pas 2). Acestea ne permit

sa construim algebra Lie topologica a unui grup nilpotent de pas 2, ceea ce da in particu-

lar o demonstratie detaliata a Teoremei 3.3.23, a carei demonstratie a fost doar schitata

in [Ne06]. Pe parcurs vom obtine si alte cateva rezultate utile, de interes independent (de

exemplu Propozitia 3.3.20). In Sectiunea 3.4 introducem grupul tangent al unui grup

topologic cu algebra Lie, notat cu T (G). La acest nivel de generalitate, aceasta este

o notiune noua, care a fost considerata in [HM07] doar pentru grupuri pro-Lie si care

generalizeaza faptul ca fibratul tangent al oricarui grup Lie are o structura naturala de

grup Lie (a se vedea de exemplu [Be06]). Aratam ca grupul tangent al unui grup topo-

logic nilpotent de pas 2 este grup nilpotent de pas 2, iar in final caracterizam grupurile

nilpotente de pas 2 pentru care grupul tangent este grup pre-Lie (Teorema 3.4.4).

3.1 Motivatie

Vom utiliza urmatoarele notatii:

• G este un grup topologic;

• H este un spatiu Hilbert cu grupul unitar U(H) := {T ∈ B(H) | TT ∗ = TT ∗ = 1};

• π : G→ U(H) este o reprezentare unitara, deci un homomorfism de grupuri pentru

care aplicatia G×H → H, (g, y) 7→ π(g)y este continua.

Vom spune ca reprezentarea π este ireductibila daca nu exista nici un subspatiu liniar

inchis H0 al lui H astfel incat {0} $ H0 $ H si π(g)H0 ⊆ H0 pentru orice g ∈ G.

Definitia 3.1.1. Spatiul vectorilor de clasa C∞ pentru reprezentarea π este

H∞ := {y ∈ H | π(·)y ∈ C∞(G,H)}.

Observatia 3.1.2. Multimea H∞ este un subspatiu liniar (care nu este neaparat inchis

daca dimH = ∞) al lui H si este invariant in raport cu familia de operatori unitari

π(G), adica pentru orice g ∈ G avem π(g)H∞ ⊆ H∞.

Spatiul H∞ este binecunoscut pentru reprezentari de grupuri Lie finit dimensionale. El

a fost introdus pentru reprezentari de grupuri topologice generale in [Bos76], iar pentru

reprezentari de grupuri topologice local compacte in [Mag81, Def. 1].
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Definitia 3.1.3. Derivata reprezentarii π : G→ U(H) este

dπ : Λ(G)→ End (H∞), dπ(γ)y := lim
t→0

π(γ(t))y − y
t

pentru orice γ ∈ Λ(G) si y ∈ H, iar aplicatia moment a lui π este

Φπ : H∞ \ {0} → RΛ(G), Φπ(y) =
1
i

(dπ(·)y | y)
(y | y)

.

Inzestram multimea RΛ(G) a tuturor functiilor Λ(G) → R cu topologia convergentei

uniforme pe submultimile compacte din Λ(G), si definim multimea moment inchisa Iπ

a reprezentarii π ca fiind inchiderea in RΛ(G) a imaginii aplicatiei moment, deci Iπ :=

Φπ(H∞).

Observatia 3.1.4. Pentru orice γ ∈ Λ(G) si t ∈ R avem π(γ(t)) ∈ U(H), deci pentru

orice y ∈ H avem si (π(γ(t))y | π(γ(t))y) = (y | y). Putem deriva aceasta egalitate in

t = 0 daca y ∈ H∞, si obtinem

(dπ(γ)y | y) + (y | dπ(γ)y) = 0.

De aici rezulta imediat ca functia Φπ(y) : Λ(G) → R intr-adevar ia valori reale pentru

orice y ∈ H∞.

Definitia 3.1.5. Fie H un grup arbitrar. Definim H0 := H, iar pentru orice n ≥ 0

definim Hn+1 ca fiind subgrupul lui H generat de elementele de forma hxh−1x−1 cu

h ∈ H si x ∈ Hn. Avem H = H0 ⊇ H1 ⊇ · · · , si daca există n0 ≥ 1 astfel incat

Hn0 = {1}, atunci spunem că grupul H este nilpotent. Daca n0 este cel mai mic numar

cu aceasta proprietate (adica Hn0−1 % {1} = Hn0), atunci spunem ca H este grup

nilpotent de pas n0.

Problema 3.1.6 ([Ne06, Probl. IV.7]). Orice grup topologic nilpotent este grup topo-

logic cu algebra Lie?

Cel mai bun rezultat cunoscut in acest sens este urmatorul, pentru care a fost publicata

doar o schita de demonstratie.

Teorema 3.1.7 ([Ne06, Th. IV.1.24]). Orice grup topologic nilpotent de pas 2 este grup

topologic cu algebra Lie.

Dupa cum am mentionat in introducerea acestui capitol, studiem teorie Lie pentru

grupuri topologice deoarece ne este utila in studiul aplicatiilor moment. In particular

suntem interesati de proprietati de convexitate ale multimilor moment, iar un rezultat

de acest tip este urmatorul:
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Teorema 3.1.8. Fie G un grup Lie nilpotent si π : G → U(H) o reprezentare unitara

ireductibila. Atunci multimea moment Iπ este o submultime convexa a spatiului vectorial

Λ(G)∗.

Demonstraţie. Aceasta rezulta imediat din [Wi89, Th. 4.2].

Problema 3.1.9. Se poate extinde Teorema 3.1.8 la reprezentari de grupuri topologice

nilpotente, cel putin pentru grupuri nilpotente de pas 2?

Vom oferi in Teorema 5.5.2 un raspus afirmativ la aceasta problema in cazul grupurilor

local compacte separabile. Pentru a facilita formularea mai precisa a problemei de mai

sus, este util sa studiem in prealabil teoria Lie pentru grupuri topologice nilpotente de

pas 2. Principalul rezultat nou pe care il obtinem in acest sens este urmatorul:

Teorema 3.1.10. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Urmatoarele afirmatii

sunt echivalente:

1. Grupul tangent T (G) este grup pre-Lie.

2. G este grup pre-Lie si topologia de dual slaba a spatiului Λ(G)∗ este separata.

Notiunea de grup tangent este introdusa mai jos in Definitia 3.4.1 iar teorema de mai

sus este demonstrata sub o forma echivalenta in Teorema 3.4.4.

3.2 O formula de calcul diferential pe grupuri topologice

O formula de calcul diferential

Pentru inceput vom demonstra Propozitia 3.2.3. Aceasta da o formula de calcul care a

fost indicata fara demonstratie in [BCR81].

Lema 3.2.1. Fie G un grup topologic, π : G × G → G, π(x, y) := xy f : G → C, f ∈
Ck(G), k ≥ 1, λ1i1 , λ2i2 , . . . , λkik ∈ Λ(G), i1, . . . , ik ∈ {1, 2},m = i1 + i2 + . . . + ik − k.

m arata cati de 2 sunt in multimea {i1, . . . , ik}. Egalitatea il = 2 are m solutii notate

a1 < . . . < am. Egalitatea il = 1 are (k−m) solutii notate am+1 < . . . < ak. Atunci are

loc relatia

∂λ1i1
λ2i2

...λkik (f ◦ π)(x, y) = Dkf(xy;λa12, . . . , λam2, λ
y
am+11, . . . , λ

y
ak1).



Capitolul 3. Grupul tangent al unui grup topologic nilpotent de pas 2 41

Demonstraţie. Vom face demonstratia prin inductie dupa k ≥ 1. In cazul k = 1 trebuie

sa demonstram urmatoarele doua relatii:

∂λ11(f ◦ π)(x, y) = Df(xy;λy11) si ∂λ12(f ◦ π)(x, y) = Df(xy;λ12).

Avem
∂λ12(f ◦ π)(x, y) =

d

dt

∣∣∣
t=0

(f ◦ π)(x; yλ12(t))

=
d

dt

∣∣∣
t=0

f(xyλ12(t))

= Df(xy;λ12).

Pe de alta parte

∂λ11(f ◦ π)(x, y) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(f ◦ π)(xλ11(t); y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

f(xλ11(t)y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

f(xyλy11(t))

= Df(xy;λy11)

si analiza cazului k = 1 se incheie.

Pentru trecerea de la k la k + 1, calculam

∂
λ1i1

λ2i2
...λkikλk+1,ik+1 (f ◦ π)(x, y) = ∂

λk+1,ik+1 (∂λ1i1
λ2i2

...λkik (f ◦ π))(x, y).

Avem doua cazuri posibile: ik+1 = 1 sau ik+1 = 2.

• Cazul ik+1 = 1. In acest caz i1 + i2 + . . .+ ik+ ik+1−(k+1) = i1 + i2 + . . .+ ik−k = m

deci m ramane constant. Avem

∂
λ1i1

...λkikλk+1,ik+1 (f ◦ π)(x, y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

∂λ1i1
...λkik (f ◦ π)(xλk+1,1(t), y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

Dkf(xλk+1,1(t)y;λa12, . . . , λam2, λ
y
am+11, . . . , λ

y
ak1)

= Dk+1f(xy;λa12, . . . , λam2, λ
y
am+11, . . . , λ

y
ak1, λ

y
k+1,1)

si analiza cazului ik+1 = 1 se incheie.

• Cazul ik+1 = 2. In acest caz avem

i1 + i2 + . . .+ ik + ik+1 − (k + 1) = i1 + i2 + . . .+ ik − k + 1 = m+ 1.
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Avem

∂
λ1i1

...λkikλk+1,ik+1 (f ◦ π)(x, y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

∂λ1i1
...λkik (f ◦ π)(x; yλk+1,2(t))

=
d

dt

∣∣∣
t=0

Dkf(xyλk+1,2(t);λa12, . . . , λam2, λ
yλk+1,2(t)
am+11 , . . . , λ

yλk+1,2(t)
ak1 )

si trebuie sa verificam ca aceasta ultima expresie este egala cu

Dk+1f(xy;λa12, . . . , λam2, λk+1,2, λ
y
am+11, . . . , λ

y
ak1).

Este suficient sa demonstram acest fapt pentru y = 1 ∈ G. Definim g : Rk → C prin

g(t1, . . . ,tk)

:=f(yλk+1,2(s)λyλk+1,2(s)
ak1 (t1) . . . λyλk+1,2(s)

am+11 (tk−m)λam2(tk+1−m) . . . λa12(tk))

=f(λak1(t1) . . . λam+11(tk−m)yλk+1,2(s)λam2(tk+1−m) . . . λa12(tk)).

Definim h : Rk+1 → C prin

h(t1, . . . , tk, tk+1)

= f(yλyak1(t1) . . . λyam+11(tk−m)λk+1,2(tk+1−m)λam2(tk+2−m) . . . λa12(tk+1))

= f(λak1(t1) . . . λam+11(tk−m)yλk+1,2(tk+1−m)λam2(tk+2−m) . . . λa12(tk+1)).

Avem h ∈ Ck+1(Rk+1,C), g ∈ Ck(Rk,C), si legatura dintre aceste functii este

g(t1, . . . , tk) = h(t1, . . . , tk−m, s, tk−m+1, . . . , tk).

Relatia dorita este echivalenta cu

d

ds

∣∣∣
s=0

∂kg

∂t1 . . . ∂tk
(0, 0, . . . , 0) =

∂k+1h

∂t1 . . . ∂tk∂tk+1
(0, 0, . . . , 0).

Pentru t := (t1, . . . , tk) avem succesiv relatiile

∂g

∂tk
(t) =

∂h

∂tk+1
(t1, . . . , tk−m, s, tk−m+1, . . . , tk)

∂mg

∂tk−m+1 . . . ∂tk
(t) =

∂mh

∂tk−m+2 . . . ∂tk+1
(t1, . . . , tk−m, s, tk−m+1, . . . , tk)

∂m+1g

∂tk−m . . . ∂tk
(t) =

∂m+1h

∂tk−m∂tk−m+2 . . . ∂tk+1
(t1, . . . , tk−m, s, tk−m+1, . . . , tk)

∂kg

∂t1 . . . ∂tk
(t) =

∂kh

∂t1 . . . ∂tk−m∂tk−m+2 . . . ∂tk+1
(t1, . . . , tk−m, s, tk−m+1, . . . , tk)

∂kg

∂t1 . . . ∂tk
(0, 0, . . . , 0) =

∂kh

∂t1 . . . ∂tk−m∂tk−m+2 . . . ∂tk+1
(0, . . . , 0, s, 0, . . . , 0).
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Rezulta

d

ds

∣∣∣
s=0

∂kg

∂t1 . . . ∂tk
(0, . . . , 0) =

d

ds

∣∣∣
s=0

∂kh

∂t1 . . . ∂tk−m∂tk−m+2 . . . ∂tk+1
(0, . . . , 0, s, 0, . . . , 0)

=
∂k+1h

∂tk−m+1∂t1 . . . ∂tk−m∂tk−m+2 . . . ∂tk+1
(0, . . . , 0)

=
∂k+1h

∂t1 . . . ∂tk∂tk+1
(0, . . . , 0)

si demonstratia prin inductie se incheie.

Lema 3.2.2. Fie G1, G2 doua grupuri topologice si X o multime deschisa din G1 ×G2

si h : X → C o functie din Ck(X), k ≥ 1. Atunci derivatele partiale de ordin ≤ k ale

lui h sunt continue de la X la C si are loc relatia

Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (λk1, λk2)) =
∑

i1,...,ik=1,2

∂λ1i1
λ2i2

...λkikh(x, y)

pentru orice (x, y) ∈ X.

Demonstraţie. Cazul k = 1. Trebuie aratat ca

Dh((x, y); (λ11, λ12)) = ∂λ11h(x, y) + ∂λ12h(x, y)

Avem

∂λ11h(x, y) =
d

dt

∣∣∣
t=0

h(xλ11(t), y) = Dh((x, y); (λ11, 0))

deci functia ∂λ11h : X → C este continua. Pe de alta parte

∂λ12h(x, y) =
d

dt

∣∣∣
t=0

h(x, yλ11(t)) = Dh((x, y); (0, λ12))

deci si functia ∂λ12h : X → C este continua.

In plus, (λ11, 0)(t)(0, λ12)(t) = (λ11(t), λ12(t)) = (λ11, λ12)(t). Din

Dh((x, y); (λ11, λ12)) = Dh((x, y); (λ11, 0)) +Dh((x, y); (0, λ12))

obtinem

Dh((x, y); (λ11, λ12)) = ∂λ11h(x, y) + ∂λ12h(x, y)

si analiza cazului k = 1 se incheie.

Cazul k = 2. Trebuie aratat ca

D2h((x, y); (λ11, λ12), (λ21, λ22)) =∂λ11λ21h(x, y) + ∂λ11λ22h(x, y)

+ ∂λ12λ21h(x, y) + ∂λ12λ22h(x, y).
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Avem
∂λ11λ21h(x, y) = ∂λ11(∂λ21h)(x, y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

∂λ11h(xλ21(t), y)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

Dh(xλ21(t), y); (λ11, 0))

= D2h((x, y); (λ11, 0), (λ21, 0)).

Similar obtinem
∂λ11λ22h(x, y) = D2h((x, y); (λ11, 0), (0, λ22))

∂λ12λ22h(x, y) = D2h((x, y); (0, λ12), (0, λ22))

∂λ12λ21h(x, y) = D2h((x, y); (0, λ12), (λ21, 0)).

Din relatiile de mai sus rezulta ca derivatele partiale de ordin 2 ale lui h sunt continue.

Avem

D2h((x, y);(λ11, λ12), (λ21, λ22))

=D2h((x, y); (λ11, λ12), (λ21, 0)) +D2h((x, y); (λ11, λ12), (0, λ22))

=D2h((x, y); (λ11, 0), (λ21, 0)) +D2h((x, y); (0, λ12), (λ21, 0))

+D2h((x, y); (λ11, 0), (0, λ22)) +D2h((x, y); (0, λ12), (0, λ22))

=∂λ11λ21h(x, y) + ∂λ11λ22h(x, y) + ∂λ12λ21h(x, y) + ∂λ12λ22h(x, y)

si analiza cazului k = 2 se incheie.

Cazul k ≥ 3. Avem

∂λ1i1
λ2i2

...λkikh(x, y) = Dkh((x, y); γ1, . . . , γk)

unde γj = (λj1, 0) daca ij = 1 sau γj = (0, λj2) daca ij = 2.

Din relatiile de mai sus rezulta ca derivatele partiale de ordin k ale lui h sunt continue.
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Ca la cazul k = 2 avem

Dkh((x, y);(λ11, λ12), . . . , (λk−1,1, λk−1,2), (λk1, λk2))

=Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (λk−1,1, λk−1,2), (λk1, 0))

+Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (λk−1,1, λk−1,2), (0, λk2))

=Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (λk−1,1, 0), (λk1, 0))

+Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (0, λk−1,2), (λk1, 0))

+Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (λk−1,1, 0), (0, λk2))

+Dkh((x, y); (λ11, λ12), . . . , (0, λk−1,2), (0, λk2))

=
∑

i1,...,ik=1,2

∂λ1i1
λ2i2

...λkikh(x, y)

si demonstratia este completa.

Propozitia 3.2.3. Fie f ∈ Ck(G), k ≥ 1. Atunci are loc relatia

Dk(f ◦ π)((x, y);(λ11, λ12), . . . , (λk1, λk2))

=
k∑
`=0

∑
i1<···<i`
i`+1<···<ik

Dkf(xy;λi12, . . . , λi`2, λ
y
i`+11, . . . , λ

y
ik1)

unde indicii din suma de mai sus indeplinesc conditia suplimentara

{i1, . . . , il} ∪ {il+1, . . . , ik} = {1, . . . , k}.

In plus de aici rezulta ca daca f ∈ C∞(G), atunci f ◦ π ∈ C∞(G×G).

Demonstraţie. Aplicand Lema 3.2.2 obtinem

Dk(f ◦ π)((x, y);(λ11, λ12), . . . , (λk1, λk2)) =
∑

i1,...,ik=1,2

∂λ1i1
λ2i2

...λkik (f ◦ π)(x, y)

Inlocuind cele 2k derivate partiale din membrul drept cu valorile lor date de Lema 3.2.1

obtinem suma din relatia ceruta.

Doua leme de continuitate

Aceasta subsectiune contine unele rezultate din [Fo45]. Reproducem si detaliile demon-

stratiilor lor, deoarece variante ale ideilor respective vor fi utilizate in continuare.

Fie X,Y, T spatii topologice si multimea C(X,Y ) a functiilor continue de la X la Y .
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Consideram functiile h : X × T → Y pentru care H : T → C(X,Y ), H(t) := ht, este o

functie corect definita. Pentru t ∈ T definim ht : X → Y , ht(x) := h(x, t).

Pe C(X,Y ) vom introduce topologia compact deschisa. Pentru A ⊆ X,W ⊆ Y definim

M(A,W ) = {f ∈ C(X,Y ); f(A) ⊆W}.

Topologia compact deschisa pe C(X,Y ) este aceea topologie in care o subbaza este

formata din multimile M(A,W ) unde A este compacta in X si W este deschisa in Y

adica cea mai mica topologie care contine multimile M(A,W ) unde A este compacta in

X si W este deschisa in Y .

Lema 3.2.4. Daca h : X×T → Y este continua atunci H : T → C(X,Y ) este continua.

Demonstraţie. Fie A este compacta in X si W este deschisa in Y . Aratam ca multi mea

H−1(M(A,W )) este deschisa in T .

Fie t0 ∈ T astfel incat t0 ∈ H−1(M(A,W )). Este suficient sa aratam ca H−1(M(A,W ))

este vecinatate pentru t0.

Avem H(t0) ∈M(A,W ), de unde rezulta ht0 ∈M(A,W ), adica ht0(A) ⊆W .

Deci pentru orice x ∈ A avem ht0(x) ∈W , si h(x, t0) ∈W, (∀)x ∈ A. Obtinem A×{t0} ⊆
h−1(W ) si h(A × {t0}) ⊆ W . Cum h−1(W ) este deschisa in X × T rezulta ca este o

reuniune de multimi de forma Ui×Vi unde Ui este deschisa in X si Vi este deschisa in Y .

Deci

h−1(W ) =
⋃
i

(Ui × Vi) =⇒ A× {t0} ⊆
⋃
i

(Ui × Vi).

Cum A este compacta rezulta ca A × {t0} este compacta in X × T si obtinem o suba-

coperire finita adica

A× {t0} ⊆
n⋃
i=1

(Ui × Vi).

Cum {t0} ⊆ Vi, rezulta t0 ∈ Vi, deci Vi este vecinatate deschisa a lui t0.

Notam V =
n⋂
i=1

Vi si V este vecinatate deschisa a lui t0. Pentru a incheia demonstratia

este suficient sa aratam ca V ⊆ H−1(M(A,W )) ceea ce este echivalent cu H(V ) ∈
M(A,W ), adica h(x, t) ∈W pentru orice x ∈ A si t ∈ V .

Fie t ∈ V si x ∈ A. Avem t ∈ Vi pentru i = 1, . . . , n. Avem A × {t0} ⊆
n⋃
i=1

(Ui × Vi) ⊆

h−1(W ) si (Ui × Vi) ⊆ h−1(W ) si h(Ui × Vi) ⊆W . Din x ∈ A si A×{t0} ⊆
n⋃
i=1

(Ui × Vi)

rezulta ca exista i0 ∈ {1, . . . , n} astfel incat x ∈ Ui0 si avem ca (x, t) ∈ Ui0 × Vi0 .
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Deci h(x, t) ∈ h(Ui0 × Vi0) ⊆ W si se obtine h(x, t) ∈ W si V ⊆ H−1(M(A,W )) si

demonstratia se incheie.

Lema 3.2.5. Daca X este spatiu topologic regulat si local compact atunci are loc echiva-

lenta: h : X×T → Y este continua daca si numai daca H : T → C(X,Y ) este continua.

Afirmatia este adevarata daca X = K un corp topologic separat local compact si Y = G

un grup topologic.

Demonstraţie. Este suficient sa aratam ca daca H este continua atunci h este continua.

Fie W este deschisa in Y si (x0, t0) ∈ h−1(W ). Trebuie sa aratam ca h−1(W ) este

deschisa in X×T adica este vecinatate a lui (x0, t0). Deoarece H(t0) = ht0 este continua

in x0 rezulta ca exista U vecinatate deschisa a lui x0 astfel incat H(t0) ∈ M(U,W ) si

ht0(U) ⊆ W . Deoarece X este local compact rezulta ca exista R vecinatate deschisa a

lui x0 cu R compacta si x0 ∈ R ⊆ R ⊆ U .

Cum M(R,W ) este deschisa in C(X,Y ) si contine H(t0) rezulta ca exista V o vecinatate

deschisa a lui t0 astfel incat

H(V ) ⊆M(R,W ) ⊆M(R,W ).

Deci R × V este o vecinatate deschisa a lui (x0, t0). Pentru a termina demonstratia

mai trebuie aratat ca R × V ⊆ h−1(W ) ceea ce este echivalent cu h(x, t) ∈ W, (∀)x ∈
R, (∀)t ∈ V . Avem H(t) = ht ∈ H(V ) ⊆ M(R,W ) de unde obtinem ca ht(R) ⊆ W

adica ht(x) = h(x, t) ∈W, (∀)x ∈ R ceea ce incheie demonstratia.

3.3 Grupuri topologice nilpotente de pas 2 vs. grupuri

pre-Lie

Definitia 3.3.1. Fie G un grup. Notam

[G,G] = {xyx−1y−1;x, y ∈ G}

si

Z(G) = {g ∈ G;xg = gx, (∀)x ∈ G}

numit centrul lui G si este un subgrup comutativ al lui G.

Spunem ca grupul G este nilpotent de pas 2 daca [G,G] ⊆ Z(G).
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Definim aplicatia comutator

c : G×G→ Z(G), c(x, y) := xyx−1y−1.

Peste tot in cele ce urmeaza vom presupune ca G este grup nilpotent de pas 2, daca nu

se mentioneaza explicit ca G este grup arbitrar.

Proprietati ale aplicatiei comutator

Lema 3.3.2. Aplicatia comutator c este bi-morfism, adica:

(a) c(y, x) = (c(x, y))−1

(b) c(x, ab) = c(x, a)c(x, b)

(c) c(ab, x) = c(a, x)c(b, x).

Demonstraţie. Demonstratia se bazeaza pe calcule directe, astfel:

a) (c(x, y))−1 = (xyx−1y−1)−1 = yxy−1x−1 = c(y, x).

b) Avem:

c(x, ab) = c(x, b)c(x, a) ⇐⇒ xabx−1b−1a−1 = xbx−1b−1xax−1a−1

⇐⇒ abx−1b−1 = (bx−1b−1x)ax−1

⇐⇒ abx−1b−1 = abx−1b−1xx−1

ceea ce este adevarat.

c) In acest caz avem
c(ab, x) = (c(x, ab))−1

= (c(x, a)c(x, b))−1

= (c(x, b))−1(c(x, a))−1

= c(b, x)c(a, x)

= c(a, x)c(b, x)

Demonstratia se incheie.

Lema 3.3.3. Fie G un grup nilpotent de pas 2 si a, b ∈ G. Atunci avem

(a) c(a−1, b−1) = c(a, b)
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(b) c(a, b−1) = c(b, a)

(c) c(a−1, b) = c(b, a)

(d) c(am, bn) = (c(a, b))mn pentru orice m,n numere naturale.

(e) abba = baab = ab2a = ba2b.

Demonstraţie. Si aceasta demonstratie se bazeaza pe calcule directe:

a) Avem
c(a−1, b−1) = c(a, b) ⇐⇒ a−1b−1ab = aba−1b−1

⇐⇒ (ba)−1ab = ab(ba)−1

⇐⇒ abba = baab

⇐⇒ ab(bab−1a−1)a−1b−1 = 1

⇐⇒ aba−1b−1bab−1a−1 = 1

⇐⇒ c(a, b)c(b, a) = 1

ceea ce este adevarat, si se demonstreaza si punctul e).

b) c(a, b−1) = c(b, a) ⇐⇒ c(a, b−1)c(a, b) = 1 ⇐⇒ c(a, 1) = 1 ceea ce este adevarat.

c) c(a−1, b) = c((a−1)−1, b−1) = c(a, b−1) = c(b, a).

d) Avem

c(am, bn) = c(am, b)c(am, b) . . . c(am, b) = (c(am, b))n = (c(a, b)c(a, b) . . . c(a, b))n

= (c(a, b)m)n = (c(a, b))mn

si demonstratia este completa.

Paranteza Lie pentru subgrupuri continue cu un parametru

Lema 3.3.4. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β : R→ G doua morfisme

continue de grupuri (din Λ(G)). Atunci avem

(∀t ∈ R) c(α(1), β(t2)) = c(α(t), β(t)).

Demonstraţie. Relatia este evidenta pentru t = 0.

Pentru t = m
n cu m,n numere naturale nenule. Daca notam
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α( 1
n) = a, β(m

n2 ) = b relatia c(α(1), β(t2)) = c(α(t), β(t)) este echivalenta cu c(an, bm) =

c(am, bn) ⇐⇒ (c(a, b))nm = (c(a, b))mn ceea ce este adevarat. Deci am aratat ca

c(α(1), β(t2)) = c(α(t), β(t)) pentru orice t numar rational pozitiv.

Fie t ∈ R, t > 0. Exista sirul tn de numere rationale pozitive astfel incat lim
n→∞

tn = t.

Deoarece α, β sunt continue obtinem

c(α(1), β(t2)) = lim
n→∞

c(α(1), β(t2n)) = lim
n→∞

c(α(tn), β(tn)) = c(α(t), β(t))

In final fie t ∈ R, t < 0. Avem

c(α(1), β(t2)) = c(α(−t), β(−t)) = c((α(−t))−1, (β(−t))−1) = c(α(t), β(t))

si demonstratia se incheie.

Lema 3.3.5. Fie G un grup nilpotent de pas 2, a ∈ G si β : R → G un morfism de

grupuri. Definim λ : R→ G,λ(t) := c(a, β(t)). Atunci λ este morfism.

Demonstraţie. Trebuie demonstrat ca (∀s, t ∈ R) λ(s+ t) = λ(s)λ(t)

Relatia λ(s+ t) = λ(t)λ(s) este echivalenta succesiv cu

c(a, β(t+ s)) = c(a, β(t))c(a, β(s))

⇐⇒ aβ(t)β(s)a−1β(−t)β(−s) = aβ(t)a−1β(−t)aβ(s)a−1β(−s)

⇐⇒ β(s)a−1β(−t) = a−1β(−t)aβ(s)a−1

⇐⇒ β(s)a−1β(−t)aβ(−s)a−1β(t)a = 1

⇐⇒ β(s)a−1β(−t)aβ(−s)β(t)c(β(−t), a−1) = 1

⇐⇒ β(s)c(a−1, β(−t))β(−s)c(β(−t), a−1) = 1

⇐⇒ β(s)β(−s)c(a−1, β(−t))c(β(−t), a−1) = 1

⇐⇒ c(a, β(t))c(β(t), a) = 1

ceea ce este adevarat, si demonstratia se incheie.

Mai simplu, λ(t)λ(s) = c(a, β(t))c(a, β(s)) = c(a, β(t)β(s)) = c(a, β(t + s)) = λ(t +

s).

Lema 3.3.6. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β : R→ G doua elemente

din Λ(G). Atunci avem

(∀t ∈ R)[α, β](t) = c(α(1), β(t))
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si [α, β] ∈ Λ(G).

Demonstraţie. Din

(α(
t

n
)β(

t

n
)α(− t

n
)β(− t

n
))n

2
= (c(α(

t

n
), β(

t

n
))n

2

= c((α(
t

n
))n, (β(

t

n
))n)

= c(α(
t

n
n), β(

t

n
n))

= c(α(t), β(t))

= c(α(1), β(t2))

obtinem [α, β](t2) = c(α(1), β(t2)) si [α, β](t) = c(α(1), β(t)) pentru orice t ≥ 0.

Pe de alta parte, din
(−t2) = ([α, β](t2))−1

= (c(α(1), β(t2)))−1

= c(β(t2), α(1))

= c(α(1), (β(t2))−1)

= c(α(1), β(−t2))

obtinem [α, β](t) = c(α(1), β(t)) pentru t < 0.

Din Lema 3.3.5 rezulta ca [α, β] : R→ G este morfism de grupuri. Deoarece G este grup

topologic obtinem ca [α, β] este continua deci in Λ(G).

Suma pentru subgrupuri continue cu un parametru

Lema 3.3.7. Fie G un grup nilpotent de pas 2 si α, β : R → G doua morfisme de

grupuri. Atunci (α(s)β(s))n = α(ns)β(ns)c(α(−s), β(n(n−1)
2 s)) pentru orice s ∈ R si

orice numar natural n ≥ 2.

Demonstraţie. Vom face demonstratia prin inductie dupa n ≥ 2.

In cazul n = 2 avem

(α(s)β(s))2 = α(s)β(s)α(s)β(s) = α(s)α(s)α(−s)β(s)α(s)β(−s)β(2s)

= α(2s)c(α(−s), β(s))β(2s) = α(2s)β(2s)c(α(−s), β(s))
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Pentru trecerea de la n la n+ 1 avem

(α(s)β(s))n+1 = (α(s)β(s))nα(s)β(s)

= α(ns)β(ns)α(s)β(s)c(α(−s), β(
n(n− 1)

2
s))

= α(ns)α(s)α(−s)β(ns)α(s)β(−ns)β((n+ 1)s)c(α(−s), β(
n(n− 1)

2
s))

= α((n+ 1)s)c(α(−s), β(ns))c(α(−s), β(
n(n− 1)

2
s))β((n+ 1)s)

= α((n+ 1)s)β((n+ 1)s)c(α(−s), β(ns+
n(n− 1)

2
s))

= α((n+ 1)s)β((n+ 1)s)c(α(−s), β(
n(n+ 1)

2
s))

si demonstratia se incheie.

Lema 3.3.8. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β : R→ G doua morfisme

continue de grupuri. Atunci avem

c(β(s), α(t)) = c(β(t), α(s)), (∀)s, t ∈ R

Demonstraţie. Relatia este evidenta pentru s = 0 sau t = 0. In cazul in care s, t sunt

numere rationale pozitive le luam de forma s = m
n , t = p

q unde m,n, p, q sunt numere

naturale nenule.

Relatia c(β(s), α(t)) = c(β(t), α(s)) este echivalenta succesiv cu

c(β(
m

n
), α(

p

q
)) = c(β(

p

q
), α(

m

n
)) ⇐⇒ (c(β(

1
n

), α(
1
q

)))mp = c(β(
1
q

), α(
1
n

))mp

⇐⇒ (c(β(
1
nq

), α(
1
q

)))mpq = c(β(
1
nq

), α(
1
n

))mnp

⇐⇒ (c(β(
1
nq

), α(
1
nq

)))mnpq = c(β(
1
nq

), α(
1
nq

))mnpq

ceea ce este adevarat.

Astfel am aratat ca c(β(s), α(t)) = c(β(t), α(s)) este adevarata pentru s, t numere ratio-

nale pozitive. Fie s, t ∈ R, s, t > 0. Exista sirurile sn, tn de numere rationale pozitive

astfel incat lim
n→∞

tn = t, lim
n→∞

sn = s. Deoarece α, β sunt continue obtinem

c(β(s), α(t)) = lim
n→∞

c(β(sn), α(tn)) = lim
n→∞

c(β(tn), α(sn)) = c(β(t), α(s))

Raman cazurile (s < 0, t > 0), (s < 0, t < 0), (s > 0, t < 0).

In cazul (s < 0, t > 0) avem

c(β(s), α(t)) = c(α(t), β(−s)) = c(α(−s), β(t)) = c(β(t), α(s))
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In cazul (s < 0, t < 0) avem

c(β(s), α(t)) = c(β(−s), α(−t)) = c(β(−t), α(−s)) = c(β(t), α(s))

In cazul (s > 0, t < 0) avem

c(β(s), α(t)) = c(α(−t), β(s)) = c(α(s), β(−t)) = c(β(t), α(s))

Din toate acestea rezulta

(∀s, t ∈ R) c(β(s), α(t)) = c(β(t), α(s)).

si demonstratia se incheie.

Lema 3.3.9. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β : R→ G doua morfisme

continue de grupuri. Atunci avem

(∀s, t ∈ R) c(β(s), α(t)) = c(β(1), α(st)).

Demonstraţie. Ca in Lema 3.3.8 este suficient sa demonstram relatia ceruta pentru s, t

sunt numere rationale pozitive pe care le luam de forma s = m
n , t = p

q unde m,n, p, q

sunt numere naturale nenule.

Daca notam α( 1
nq ) = a, β( 1

nq ) = b ramane sa demostram ca c(amq, bnp) = c(anq, bmp), iar

aceasta este echivalent cu (c(a, b))mqnp = (c(a, b))nqmp, ceea ce este adevarat si demon-

stratia se incheie.

Lema 3.3.10. Fie G un grup nilpotent de pas 2 si α, β : R → G doua morfisme de

grupuri. Definim λ : R→ G,λ(t) := α(t)β(t)c(α(t), β(− t
2)). Atunci λ este morfism.

Demonstraţie. Trebuie demonstrat ca (∀s, t ∈ R) λ(s+ t) = λ(s)λ(t)

Relatia λ(s+ t) = λ(t)λ(s) este echivalenta cu

α(t)α(s)β(t)β(s)c(α(t)α(s), β(− t
2

)β(−s
2

))

= α(t)β(t)c(α(t), β(− t
2

))α(s)β(s)c(α(s), β(−s
2

))

Aceasta egalitate este echivalenta cu urmatoarea:

α(s)β(t)β(s)c(α(t), β(− t
2

))c(α(t), β(−s
2

))c(α(s), β(− t
2

))c(α(s), β(−s
2

))

= β(t)c(α(t), β(− t
2

))α(s)β(s)c(α(s), β(−s
2

))
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Aceasta echivalenta de egalitati poate fi continuata astfel:

α(s)β(t)β(s)c(α(t), β(−s
2

))c(α(s), β(− t
2

)) = β(t)α(s)β(s)

⇐⇒ α(s)β(t)c(α(t), β(−s
2

))c(α(s), β(− t
2

)) = β(t)α(s)

⇐⇒ c(α(s), β(t))c(α(t), β(−s
2

))c(α(s), β(− t
2

)) = 1

⇐⇒ c(α(s), β(
t

2
))c(α(t), β(−s

2
)) = 1

⇐⇒ c(β(
s

2
), α(t)) = c(β(

t

2
), α(s))

⇐⇒ (c(β(
s

2
), α(

t

2
)))2 = (c(β(

t

2
), α(

s

2
)))2

ceea ce este adevarat, si incheie demonstratia.

Lema 3.3.11. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β : R→ G doua elemente

din Λ(G). Atunci avem

(α+ β)(t) = α(t)β(t)c(α(t), β(− t
2

)), (∀)t ∈ R

si α+ β ∈ Λ(G).

Demonstraţie. Avem

c(α(− t
n

), β(
n− 1

2
t)) = (c(α(− t

2n
), β(

(n− 1)
2

t))2

= (c(α(− t

2n
), β(

n(n− 1)
2

t

n
))2

= (c(α(− t

2n
), β(

t

n
)))n(n−1)

= c(α(− t

2n
n), β(

t

n
(n− 1)))

= c(α(− t
2

), β(
t(n− 1)

n
))
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Mai departe

(α+ β)(t) = lim
n→∞

(α(
t

n
)β(

t

n
))n

= lim
n→∞

α(n
t

n
)β(n

t

n
)c(α(− t

n
), β(

n− 1
2

t))

= lim
n→∞

α(t)β(t)c(α(− t
2

), β(
t(n− 1)

n
))

= α(t)β(t)c(α(− t
2

), β(t))

= α(t)β(t)c(β(t), α(
t

2
))

= α(t)β(t)(c(β(
t

2
), α(

t

2
)))2

= α(t)β(t)c(β(
t

2
), α(t))

= α(t)β(t)c(α(−t), β(
t

2
))

= α(t)β(t)c(α(t), β(− t
2

)).

Precizam ca am folosit continuitatea morfismelor α, β cand am trecut la limita. Din

Lema 3.3.10 rezulta ca α + β : R → G este morfism. Deoarece G este grup topologic

obtinem ca α+ β este continua deci in Λ(G).

Subgrupuri cu un parametru in grupuri topologice generale

Urmatoarele patru leme(3.3.12–3.3.15) sunt valabile pentru grupuri topologice generale,

deci nu vom utiliza ipoteza ca grupul G ar fi nilpotent de pas 2.

Lema 3.3.12. Fie G un grup topologic, α, β : R → G doua morfisme continue de

grupuri. Definim λ : R → G,λ(t) := α(t)β(t). Atunci λ este morfism daca si numai

daca α, β comuta si in acest caz λ = α+ β.

Demonstraţie. Aplicatia λ : R→ G este morfism de grupuri daca si numai daca pentru

orice s, t ∈ R avem λ(t + s) = λ(t)λ(s), ceea ce este echivalent cu α(t)α(s)β(t)β(s) =

α(t)β(t)α(s)β(s), deci cu α(s)β(t) = β(t)α(s), adica α si β comuta.

Avem

(α+ β)(t) = lim
n→∞

(α(
t

n
)β(

t

n
))n = lim

n→∞
(α(

t

n
))n(β(

t

n
))n = lim

n→∞
α(n

t

n
)β(n

t

n
) = α(t)β(t)

deci λ = α+ β.

Lema 3.3.13. Fie G un grup topologic, α : R → G un morfism continuu de grupuri.

Atunci

α+ α+ . . .+ α = nα, (∀)n ≥ 2
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Demonstraţie. Vom face demonstratia prin inductie dupa n ≥ 2.

In cazul n = 2 deoarece α si α comuta obtinem pentru orice t ∈ R

(α+ α)(t) = α(t)α(t) = α(t+ t) = α(2t) = 2α(t),

de unde rezulta α+ α = 2α.

Trecerea de la n la n+ 1: deoarece nα si α comuta obtinem pentru orice t ∈ R

(α+ α+ . . .+ α)(t) = (nα+ α)(t) = nα(t)α(t)

= α(nt)α(t) = α(nt+ t) = α((n+ 1)t) = (n+ 1)α(t),

de unde rezulta ca α+ α+ . . .+ α = (n+ 1)α si demonstratia se incheie.

Lema 3.3.14. Fie G un grup, a, b ∈ R si α : R → G un morfism de grupuri. Atunci

(a+ b)α = aα+ bα si a(bα) = (ab)α.

Demonstraţie. Deoarece aα, bα comuta obtinem

(aα+ bα)(t) = aα(t)bα(t) = α(at)α(bt) = α(at+ bt) = α((a+ b)t) = (a+ b)α(t)

pentru orce t ∈ R deci (a+ b)α = aα+ bα.

Avem a(bα)(t) = bα(at) = α(bat) = (ab)α(t) deci a(bα) = (ab)α.

Lema 3.3.15. Fie G un grup topologic, a ∈ R si α, β : R→ G doua morfisme continue

de grupuri. Atunci

a(α+ β) = aα+ aβ daca α+ β : R→ G exista.

Demonstraţie. Avem (a(α+ β))(t) = (α+ β)(at) = lim
n→∞

(α(atn )β(atn ))n =

lim
n→∞

(aα( tn)aβ( tn))n = (aα+ aβ)(t), (∀)t ∈ R deci a(α+ β) = aα+ aβ.

Precizam ca am folosit doar existenta in G a limitei care defineste α+ β si nu faptul ca

α+ β ar fi morfism sau aplicatie continua.

Algebra Lie topologica a unui grup nilpotent de pas 2

In cele ce urmeaza vom demonstra detaliat Teorem 3.3.23, a carei demonstratie a fost

doar schitata in [Ne06]. Pe parcurs vom obtine si alte cateva rezultate utile, de interes

independent (de exemplu Propozitia 3.3.20).
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Lema 3.3.16. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β, γ ∈ Λ(G). Atunci

α+ β = β + α si (α+ β) + γ = α+ (β + γ).

Demonstraţie. Avem α+ β = β + α ⇐⇒ (α+ β)(t) = (β + α)(t) ⇐⇒

α(t)β(t)c(β(
t

2
), α(t)) = β(t)α(t)c(α(

t

2
), β(t))

Notam α( t2) = a, β( t2) = b relatia anterioara este echivalenta succesiv cu

a2b2c(b, a2) = b2a2c(a2, b) ⇐⇒ a−2b−2a2b2(c(b, a))2 = (c(a, b))2

deci cu c(a−2, b−2) = (c(a, b))2(c(a, b))2, adica c(a2, b2) = (c(a, b))4, care este adevarata

si obtinem α+ β = β + α.

Avem ((α+ β) + γ)(t) = (α+ β)(t)γ(t)c(γ( t2), (α+ β)(t)) =

α(t)β(t)γ(t)c(β( t2), α(t))c(γ( t2), α(t))c(γ( t2), β(t))

Avem

(α+ (β + γ))(t) = α(t)(β + γ)(t)c((β + γ)(
t

2
), α(t))

= α(t)β(t)γ(t)c(γ(
t

2
), β(t))c(β(

t

2
), α(t))c(γ(

t

2
), α(t))

= ((α+ β) + γ)(t)

deci (α+ β) + γ = α+ (β + γ).

Lema 3.3.17. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si α, β, γ ∈ Λ(G). Atunci

avem

(a) [β, α] = −[α, β]

(b) [[α, β], γ] + [[β, γ], α] + [[γ, α], β] = 0 ∈ Λ(G)

(c) [α+ β, γ] = [α, γ] + [β, γ]

(d) [aα, γ] = a[α, γ] pentru orice a ∈ R

Demonstraţie. La punctul a) avem

[β, α] = −[α, β] ⇐⇒ [β, α](t) = (−[α, β])(t)

⇐⇒ c(β(1), α(t)) = [α, β](−t) = c(α(1), β(−t))

⇐⇒ c(β(1), α(t)) = c(β(t), α(1))
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ceea ce este adevarat.

Pentru punctul b) este suficient sa aratam ca [[α, β], γ] = 0 ∈ Λ(G). Avem

[[α, β], γ](t) = c([α, β](1), γ(t)) = c(c(α(1), β(1)), γ(t)) = 1

pentru orice t ∈ R de unde obtinem [[α, β], γ] = 0 ∈ Λ(G).

La punctul c) avem

[α+ β, γ](t) = c((α+ β)(1), γ(t))

= c(α(1)β(1)c(β(
1
2

), α(1)), γ(t))

= c(α(1)β(1), γ(t))

= c(α(1), γ(t))c(β(1), γ(t))

Avem
([α, γ] + [β, γ])(t) = [α, γ](t)[β, γ](t)c([β, γ](

t

2
), [α, γ](t))

= c(α(1), γ(t))c(β(1), γ(t))

= [α+ β, γ](t)

de unde obtinem [α+ β, γ] = [α, γ] + [β, γ].

La punctul d) avem [aα, γ](t) = c(aα(1), γ(t)) = c(α(a), γ(t)). Dar

a[α, γ](t) = c(α(1), γ(at)) = c(α(a), γ(t)) = [aα, γ](t)

de unde obtinem [aα, γ] = a[α, γ]

Fie X un spatiu topologic si G un grup topologic. Pe multimea C(X,G) introducem

topologia convergentei uniforme pe compactii din X in care multimile

E(β,K, V ) = {γ ∈ C(X,G); (β(t))−1γ(t) ∈ V, (∀)t ∈ K}

= {γ ∈ C(X,G); γ(t) ∈ β(t)V, (∀)t ∈ K}

pentru orice submultime compacta K ⊆ X si V ∈ VG(1) formeaza un sistem fundamental

de vecinatati ale lui β. Pe multimea Λ(G) consideram topologia indusa de pe C(R, G).

Lema 3.3.18. Fie G un grup topologic si a ∈ R. Atunci aplicatia

f : C(R, G)→ C(R, G), f(β) := aβ

este continua.



Capitolul 3. Grupul tangent al unui grup topologic nilpotent de pas 2 59

Demonstraţie. Daca a = 0 este evident deoarece f este constanta. Daca a 6= 0 continu-

itatea rezulta din E(aβ, aK, V ) = E(β,K, V ).

Lema 3.3.19. Fie X,Y, T spatii topologice, y0 ∈ Y, t0 ∈ T si K compacta in X, f :

X × Y → T o functie continua pentru care f(K × {y0}) = {t0}. Atunci oricare ar fi V

o vecinatate a lui t0 exista U o vecinatate a lui y0 astfel incat f(K × U) ⊆ V.

Demonstraţie. Fie x ∈ K. Deoarece f este continua in (x, y0) si f(x, y0) = t0 rezulta ca

exista D o vecinatate deschisa a lui (x, y0) astfel incat f(D) ⊆ V . Multimea D poate

fi luata de forma D = Sx × Ux unde Sx este o vecinatate deschisa a lui x si Ux este

o vecinatate deschisa a lui y0 si avem f(Sx × Ux) ⊆ V . Din K ⊆ ∪t∈KSt folosind K

compacta obtin o subacoperire finita, adica exista n ≥ 1 si x1, . . . , xn ∈ K astfel incat

K ⊆ Sx1 ∪Sx2 ∪ . . .∪Sxn . Notam U = Ux1 ∩ . . .∩Uxn si U este deschisa in Y si y0 ∈ U ,

deci U este o vecinatate a lui y0. Vreau sa arat ca f(K × U) ⊆ V. Fie x ∈ K si y ∈ U .

Exista j ∈ {1, . . . , n} astfel incat x ∈ Sxj si y ∈ Uxj . Din f(x, y) ∈ f(Sxj ×Uxj ) ⊆ V de

unde rezulta ca f(K × U) ⊆ V si demonstratia se incheie.

Propozitia 3.3.20. Fie X un spatiu topologic si G un grup topologic. Atunci apli-

catia φ : C(X,G) × C(X,G) → C(X,G), φ(α, β) := αβ este continua, unde αβ ∈
C(X,G), αβ(t) := α(t)β(t).

Demonstraţie. Fixam α, β ∈ C(X,G), K compacta in X si V ∈ VG(1). Trebuie sa gasim

K1,K2 compacte in X si V1, V2 ∈ VG(1) astfel incat

φ(E(α,K1, V1)× E(β,K2, V2)) ⊆ E(αβ,K, V )

Vom lua K1 = K2 = K. Consideram α0 ∈ E(α,K1, V1) si

β0 ∈ E(β,K2, V2) si fixam t ∈ K. Exista v1 ∈ V1 si v2 ∈ V2 astfel incat α0(t) = α(t)v1

si β0(t) = β(t)v2. Avem α0(t)β0(t) = α(t)v1β(t)v2 =

α(t)β(t)(β(t))−1v1β(t)v2.

Ramane sa aratam ca (β(t))−1v1β(t)v2 ∈ V pentru orice v1 ∈ V1 si v2 ∈ V2 si orice t ∈ K.

Fie f : G×G×G → G, f(x, y, z) := x−1yxz. Aplicand lema anterioara pentru functia

continua f si X = G, Y = G ×G , y0 = (1, 1), t0 = 1 si multimea compacta β(K) ⊆ G

obtinem ca exista U vecinatate deschisa a lui (1, 1) astfel incat f(β(K)×U) ⊆ V . Cum U

vecinatate deschisa a lui (1, 1) in G×G poate fi luata de forma V1×V2 cu V1, V2 ∈ VG(1).

Din f(β(K)×V1×V2) ⊆ V rezulta ca (β(t))−1v1β(t)v2 ∈ V pentru orice v1 ∈ V1, v2 ∈ V2

si orice t ∈ K si demonstratia se incheie.

Propozitia 3.3.21. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Atunci
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1. aplicatia φ : Λ(G)× Λ(G)→ Λ(G), φ(α, β) := α+ β este continua.

2. aplicatia ψ : Λ(G)× Λ(G)→ Λ(G), ψ(α, β) := [α, β] este continua.

Demonstraţie. La punctul (1) deoarece G un grup topologic nilpotent de pas 2 rezulta

ca are loc relatia (α+ β)(t) = α(t)β(t)c(α(t), β(− t
2)) =

α(t)β(t)α(t)β(− t
2)α(−t)β( t2) deci φ este un produs de 3 functii de la Λ(G) × Λ(G) la

C(R, G) care sunt continue din propozitia anterioara. Deci si φ este continua. Aici

am folosit si faptul ca C(R, G) este grup topologic. Pentru punctul (2) folosim relatia

[α, β](t) = c(α(1), β(t)) si continuitatea aplicatiei ψ se obtine ca in propozitia anterioara

si cu acelasi rationament ca la punctul (1).

Definitia 3.3.22 ([BCR81],[HM07]). Spunem ca grupul topologic G este grup cu algebra

Lie daca spatiul topologic Λ(G) are o structura de algebra Lie topologica peste R cu

operatiile algebrice satisfacand urmatoarele conditii pentru orice t, s ∈ R si λ, γ ∈ Λ(G),

(tλ)(s) = λ(ts);

(λ+ γ)(t) = lim
n→∞

(λ(
t

n
)γ(

t

n
))n;

[λ, γ](t2) = lim
n→∞

(λ(
t

n
)γ(

t

n
)λ(− t

n
)γ(− t

n
))n

2
,

unde convergenta este uniforma pe multimile compacte din R.

Grupul topologic G este grup pre-Lie daca este grup cu algebra Lie si pentru orice

γ ∈ Λ(G) neconstant exista o functie cu valori reale f de clasa C∞ pe o vecinatate a lui

1 ∈ G astfel incat Df(1; γ) 6= 0.

Din rezultatele anterioare pentru grupuri topologice nilpotente de pas 2 obtinem urma-

toarea teorema.

Teorema 3.3.23 ([Ne06]). Orice grup topologic nilpotent de pas 2 este grup topologic

cu algebra Lie.

3.4 Grupul tangent al unui grup topologic cu algebra Lie

In aceasta subsectiune vom introduce urmatoarea notiune, care generalizeaza faptul ca

fibratul tangent al oricarui grup Lie are o structura naturala de grup Lie (a se vedea de

exemplu [Be06] si [HM07, Ex. 4.29(c)]).
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Definitia 3.4.1. Fie G un grup topologic cu algebra Lie. Grupul tangent al lui G

este notat cu T (G) si este multimea Gn Λ(G) pe care introducem legea de compozitie

(x, α)(y, β) = (xy, αy + β).

Propozitia 3.4.2. Fie G un grup topologic cu algebra Lie. Atunci T (G) este grup

topologic.

Schita demonstratiei. Asociativitatea rezulta din relatia

(∀x ∈ G)(∀α, β ∈ Λ(G)) (α+ β)x = αx + βx

care se poate verifica prin calcul direct.

Elementul neutru al lui T (G) este (1, 0) ∈ T (G) si simetricul lui (x, α) este (x−1,−αx−1
).

Continuitatea operatiilor pe T (G) rezulta din faptul ca G este grup topologic, algebra

Lie Λ(G) este o algebra topologica, iar actiunea lui G pe Λ(G) este continua.

Propozitia 3.4.3. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Atunci T (G) = GnΛ(G)

este grup nilpotent de pas 2.

Demonstraţie. Fie (g, α), (h, β) ∈ T (G). Avem

c((g, α), (h, β)) = (g, α)(h, β)(g, α)−1(h, β)−1

= (gh, αh + β)(g−1h−1,−βh−1 − αg−1h−1
)

= (c(g, h), (αh + β)g
−1h−1 − βh−1 − αg−1h−1

)

= (c(g, h), αhg
−1h−1

+ βg
−1h−1 − βh−1 − αg−1h−1

)

= (c(g, h), (αhg
−1h−1 − αg−1h−1

) + (βg
−1h−1 − βh−1

)).

Aratam ca

Z(T (G)) = {(x, α) ∈ T (G);x ∈ Z(G), Im(α) ⊆ Z(G)}.

Daca (x, α) ∈ Z(T (G)) atunci (x, α)(g, λ) = (g, λ)(x, α) pentru orice (g, λ) ∈ T (G).

Deci x ∈ Z(G) si αg + λ = λx + α, (∀)g ∈ G, (∀)λ ∈ Λ(G). Din x ∈ Z(G) obtinem ca

λx = λ si αg = α, (∀)g ∈ G de unde rezulta ca Im(α) ⊆ Z(G) si se obtine relatia ceruta.

Deoarece G este grup nilpotent de pas 2 avem ca daca α, β ∈ Λ(G) si Im(α), Im(β) ⊆
Z(G) atunci Im(α + β) ⊆ Z(G). Pentru a incheia demonstratia mai trebuie aratat ca

daca x, y ∈ G si β ∈ Λ(G) atunci Im(βx − βy) ⊆ Z(G).
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Avem
(βx − βy)(t) = βx(t)βy(−t)c(βx(t), βy(

t

2
))

= x−1β(t)xy−1β(−t)yc(βx(t), βy(
t

2
))

= c(x−1, β(t))c(β(t), y−1)c(βx(t), βy(
t

2
))

care este in Z(G) deoarece G este grup nilpotent de pas 2. Rezulta ca Im(βx − βy) ⊆
Z(G) si demonstratia se incheie.

Teorema 3.4.4. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Atunci T (G) = Gn Λ(G)

este grup pre-Lie daca si numai daca G este grup pre-Lie si oricare ar fi α ∈ Λ(G), α 6= 0

exista ψ : Λ(G)→ R liniara si continua astfel incat ψ(α) 6= 0.

Demonstraţie. Pentru inceput sa demonstram ca T (G) = G n Λ(G) este grup pre-Lie.

Consideram elementul γ = (γ1, γ2) ∈ Λ(T (G)) cu γ1 6= 0 ∈ Λ(G). Deoarece G este grup

pre-Lie rezulta ca exista f : G → R de clasa C∞ pe o vecinatate U a lui 1 ∈ G astfel

incat Df(1; γ1) 6= 0.

Definim h : T (G)→ R prin h(x, λ) := f(x) care este de clasa C∞ pe

U × Λ(G) vecinatate a lui (1, 0) ∈ T (G). Avem egalitatea

Dh((1, 0); (γ1, γ2)) = Df(1; γ1) 6= 0.

Consideram elementul γ = (γ1, γ2) ∈ Λ(T (G)) cu γ1 = 0 ∈ Λ(G) si γ2 : R → Λ(G)

pentru care exista t0 ∈ R astfel incat γ2(t0) 6= 0 ∈ Λ(G). In plus γ2 verifica relatia

γ2(t+ s) = γ2(t) + γ2(s), (∀)t, s ∈ R adica γ2 este morfism continuu de grupuri si avem

γ2(t) = tγ2(1), (∀)t ∈ R.

Din γ2(t0) 6= 0 ∈ Λ(G) rezulta ca exista ψ : Λ(G) → R liniara si continua astfel incat

ψ(γ2(t0)) 6= 0. Definim h : T (G) → R prin h(x, λ) := ψ(λ) care este de clasa C∞ pe

T (G).

Avem

Dh((1, 0); (γ1, γ2)) = lim
t→0

h(1, γ2(t))− h(1, 0)
t

= lim
t→0

ψ(γ2(t))− ψ(0)
t

= lim
t→0

tψ(γ2(1))
t

= ψ(γ2(1)) =
ψ(γ2(t0))

t0
6= 0

deci T (G) = Gn Λ(G) este grup pre-Lie.

Presupunem ca T (G) = Gn Λ(G) este grup pre-Lie si demonstram ca G este grup pre-

Lie. Fie α ∈ Λ(G), α 6= 0. Deoarece T (G) = Gn Λ(G) este grup pre-Lie pentru (α, 0) ∈
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Λ(T (G)) exista h : T (G) → R de clasa C∞ pe U × V vecinatate a lui (1, 0) ∈ T (G) si

Dh((1, 0); (α, 0)) 6= 0.

Definim f : G→ R prin f(x) := h(x, 0).

Deoarece Df(1;α) = Dh((1, 0); (α, 0)) rezulta ca Df(1;α) 6= 0 de unde obtinem ca G

este grup pre-Lie.

Fie α ∈ Λ(G), α 6= 0. Trebuie sa gasim ψ : Λ(G) → R liniara si continua astfel incat

ψ(α) 6= 0. Deoarece G este grup pre-Lie rezulta ca exista

f : G → R de clasa C∞ pe o vecinatate U a lui 1 ∈ G astfel incat Df(1, α) 6= 0. Fie

ψ : Λ(G)→ R data prin ψ(λ) := Df(1, λ). Deoarece

ψ(α) = Df(1, α) 6= 0 si derivata lui f este liniara si continua rezulta ca ψ verifica cerinta

si demonstratia se incheie.

3.5 Note bibliografice

Propozitia 3.2.3 a fos enuntata fara demonstratie in [BCR81]. Demonstratia pe care o

prezentam aici este inclusa in articolul nostru [Nic14].

Lemele 3.2.4–3.2.5 de continuitate sunt preluate din [Fo45].

Toate rezultatele despre grupuri nilpotente de pas 2 sunt originale cu exceptia Teoremei

3.3.23 care apare in [Ne06] doar cu ideea demonstratiei.



Capitolul 4

Momente pentru reprezentari

finit dimensionale

In acest capitol stabilim cateva proprietati elementare ale aplicatiei moment pentru re-

prezentari unitare de grupuri topologice, in cazul reprezentarilor pe spatii Hilbert finit

dimensionale. Reprezentarile pe spatii Hilbert infinit dimensionale vor fi studiate in

Capitolul 5. Deoarece aceasta teza de doctorat este locul in care se studiaza pentru prima

oara momentele reprezentarilor de grupuri topologice arbitrare, am considerat necesar

sa incepem acest studiu prin a considera cu atentie reprezentarile finit dimensionale.

In Teorema 4.1.6 si Teorema 4.1.7 stabilim proprietati de convexitate ale imaginii apli-

catiei moment pentru produse tensoriale de reprezentari. Propozitia 4.1.3 arata cum se

comporta multimea moment la compuneri cu morfisme de grupuri topologice. Propozi-

tia 4.2.2 arata ca pentru grupurile topologice care au proprietatea Trotter valorile apli-

catiei moment sunt functionale liniare, exact ca si in cazul reprezentarilor de grupuri

Lie.

4.1 Proprietati de baza ale aplicatiei moment

Fie G un grup topologic, V un spatiu Hilbert complex cu grupul unitar notat cu U(V ) :=

{T ∈ B(V );TT ∗ = T ∗T = 1}. Consideram ρ : G → U(V ) reprezentare unitara, adica

un morfism de grupuri pentru care aplicatia G × V → V, (g, y) 7→ ρ(g)y este continua.

Reamintim ca spatiul vectorilor de clasa C∞ pentru reprezentarea ρ este

V∞ := {y ∈ V | ρ(·)y ∈ C∞(G,V )}.

64



Capitolul 4. Momente pentru reprezentari finit dimensionale 65

Derivata reprezentarii ρ : G→ U(V ) este

dρ : Λ(G)→ End (V∞), dρ(γ)y = lim
t→0

ρ(γ(t))y − y
t

pentru orice γ ∈ Λ(G) si y ∈ V∞, iar aplicatia moment a lui ρ este

Ψρ : V∞ \ {0} → RΛ(G), Ψρ(y) =
1
i

(dρ(·)y, y)
(y, y)

.

Inzestram multimea RΛ(G) a tuturor functiilor Λ(G) → R cu topologia convergentei

uniforme pe submultimile compacte din Λ(G). Definim

I0
ρ := Ψρ(V∞ \ {0})

si multimea moment Iρ este inchiderea multimii I0
ρ .

Notam cu Ω := {v ∈ V | (v, v) = 1} sfera unitate din V . Sa observam ca I0
ρ = Ψρ(Ω).

Daca spatiul Hilbert V este finit dimensional, sfera unitate Ω este compacta si cum Ψρ

este continua, rezulta ca I0
ρ este compacta deci si inchisa in RΛ(G) si in acest caz Iρ = I0

ρ .

Daca spatiul Hilbert V este finit dimensional atunci V∞ = V (a se vedea Corolarul 5.3.8).

In acest capitol toate spatiile Hilbert sunt presupuse finit dimensionale.

Propozitia 4.1.1. Fie G un grup topologic, V un spatiu Hilbert complex si V1 un

subspatiu liniar inchis in V si notam

V2 = V ⊥1 = {w ∈ V | (∀v ∈ V1) (w, v) = 0}.

Fie ρ1 : G → U(V1) si ρ2 : G → U(V2) doua reprezentari unitare ale lui G si definim

ρ := ρ1 ⊕ ρ2 : G → B(V ) prin ρ(g)(v1 + v2) := ρ1(g)(v1) + ρ2(g)(v2). Atunci ρ este

reprezentare unitara a lui G si

I0
ρ = {tf1 + (1− t)f2 | t ∈ [0, 1], f1 ∈ I0

ρ1 , f2 ∈ I0
ρ2}.

Demonstraţie. Reamintim ca V = V1 ⊕ V2, (v1, v2) = 0 si ‖v1 + v2‖2 = ‖v1‖2 + ‖v2‖2

pentru v1 ∈ V1 si v2 ∈ V2. Pentru v ∈ V si w ∈ V avem

ρ(g)(v + w) = ρ(g)(v1 + v2 + w1 + w2)

= ρ1(g)(v1 + w1) + ρ2(g)(v2 + w2)

= ρ1(g)(v1) + ρ1(g)(w1) + ρ2(g)(v2) + ρ2(g)(w2)

= ρ(g)(v) + ρ(g)(w).
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Pentru z ∈ C, v ∈ V avem ρ(g)(zv) = ρ(g)(zv1 + zv2) = ρ1(g)(zv1) + ρ2(g)(zv2) =

zρ1(g)(v1) + zρ2(g)(v2) = zρ(g)(v). Pentru z ∈ V avem

‖ρ(g)(v)‖2 = ‖ρ1(g)(v1) + ρ2(g)(v2)‖2

= ‖ρ1(g)(v1)‖2 + ‖ρ2(g)(v2)‖2

= ‖v1‖2 + ‖v2‖2

= ‖v1 + v2‖2

= ‖v‖2

de unde rezulta ca ρ(g) ∈ U(V ), (∀)g ∈ G si ρ este reprezentare unitara a lui G.

Fie Ω1,Ω2 si Ω sferele unitate din V1, V2 si V . Notam cu Ψ1,Ψ2 si Ψ aplicatiile moment

pentru ρ1, ρ2 si ρ.

Pentru z1, z2 ∈ C si v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 notam cu v = z1v1 + z2v2. Aratam ca

dρ(γ)v = z1dρ1(γ)v1 + z2dρ2(γ)v2

Avem

dρ(γ)v = lim
t→0

ρ(γ(t))v − v
t

= lim
t→0

z1ρ1(γ(t))v1 + z2ρ2(γ(t))v2 − z1v1 − z2v2

t

= z1dρ1(γ)v1 + z2dρ2(γ)v2.

Mai departe avem

(dρ(γ)v, v) = (z1dρ1(γ)v1 + z2dρ2(γ)v2, z1v1 + z2v2)

= (z1dρ1(γ)v1, z1v1) + (z2dρ2(γ)v2, z2v2)

= |z1|2(dρ1(γ)v1, v1) + |z2|2(dρ2(γ)v2, v2).

Din cele de mai sus obtinem ca

Ψ(v)(γ) = |z1|2Ψ1(v1)(γ) + |z2|2Ψ2(v2)(γ)

si

Ψ(v) = |z1|2Ψ1(v1) + |z2|2Ψ2(v2)

Pentru v ∈ Ω exista z1, z2 ∈ C si v1 ∈ Ω1, v2 ∈ Ω2 astfel incat v = z1v1 + z2v2 si

|z1|2 + |z2|2 = 1 si folosind relatia anterioara obtinem egalitatea ceruta.

Urmatorul rezultat de topologie genarala este binecunoscut, dar il demonstram pentru

completitudine.



Capitolul 4. Momente pentru reprezentari finit dimensionale 67

Lema 4.1.2. Fie X si Y doua spatii topologice si f : X → Y o functie continua. Atunci

f(A) = f(A) pentru orice multime A ⊆ X.

Demonstraţie. Din A ⊆ A rezulta ca f(A) ⊆ f(A) si de aici obtinem

f(A) ⊆ f(A)

Aratam ca

f(A) ⊆ f(A)

Fie y0 ∈ f(A). Exista x0 ∈ A astfel incat y0 = f(x0). Presupunem prin reducere la

absurd ca y0 /∈ f(A). Exista D deschisa in Y astfel incat y0 ∈ D si D ∩ f(A) = ∅.
Din y0 = f(x0) ∈ D rezulta ca x0 ∈ f−1(D). Deoarece f este continua rezulta ca

f−1(D) este deschisa in X, deci vecinatate a lui x0. Exista W deschisa in X astfel incat

x0 ∈ W ⊆ f−1(D) si de aici obtinem ca f(W ) ⊆ D. Din f(W ) ⊆ D si D ∩ f(A) = ∅
rezulta ca f(W ) ∩ f(A) = ∅. Deci W ∩ A = ∅ ceea ce contrazice faptul ca x0 ∈ A si

obtinem ca f(A) ⊆ f(A). De mai sus rezulta ca f(A) ⊆ f(A) si impreuna cu prima

incluziune obtinem concluzia si demonstratia se incheie.

Propozitia 4.1.3. Fie ρ : G → U(V ) o reprezentare unitara a grupului topologic G.

Fie H un grup topologic si φ : H → G un morfism continuu. Definim p : RΛ(G) → RΛ(H)

prin p(f) := f ◦Λ(φ), unde Λ(φ) : Λ(H)→ Λ(G), Λ(φ)(γ) := φ◦γ. Atunci I0
ρ◦φ = p(I0

ρ).

Demonstraţie. Notam cu Ψ,Ψ1 aplicatiile moment pentru ρ si ρ ◦ φ. Avem p(I0
ρ) =

{Ψ(v) ◦ Λ(φ) | v ∈ Ω} si I0
ρ◦φ = {Ψ1(v) | v ∈ Ω}. Aratam ca

d(ρ ◦ φ) = dρ ◦ Λ(φ).

Pentru γ ∈ Λ(H) si v ∈ V avem

d(ρ ◦ φ)(γ)v = lim
t→0

((ρ ◦ φ)(γ(t)))v − v
t

= lim
t→0

ρ(φ(γ(t))v − v
t

= lim
t→0

ρ((φ ◦ γ)(t))v − v
t

= dρ(φ ◦ γ)v.

Am obtinut egalitatile

d(ρ ◦ φ)(γ)v = dρ(φ ◦ γ)v, d(ρ ◦ φ)(γ) = dρ(φ ◦ γ)

si

d(ρ ◦ φ) = dρ ◦ Λ(φ).
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Pentru γ ∈ Λ(H) si v ∈ V avem

Ψ1(v)(γ) =
1
i
(d(ρ ◦ φ)(γ)v, v) =

1
i
(dρ(φ ◦ γ)v, v)

= Ψ(v)(φ ◦ γ) = (Ψ(v) ◦ Λ(φ))(γ)

Deci Ψ(v) ◦ Λ(φ) = Ψ1(v) si I0
ρ◦φ = p(I0

ρ).

Corolarul 4.1.4. Fie ρ : G → U(V ) o reprezentare unitara a grupului topologic G si

H un subgrup inchis in G. Definim p : RΛ(G) → RΛ(H) prin p(f) := f |Λ(H). Atunci

I0
ρ|H = p(I0

ρ).

Demonstraţie. Rezulta din lema anterioara cand morfismul φ este incluziunea lui H in

G.

Definitia 4.1.5. Pentru orice spatiu vectorial real V si orice submultime A ⊆ V notam

conv (A) acoperirea convexa a lui A, adica intersectia tuturor submultimilor convexe ale

lui V care o contin pe A.

Teorema 4.1.6. Fie ρj : Gj → U(Vj) reprezentari unitare finit dimensionale de grupuri

topologice pentru j = 1, 2.

Definim ι : RΛ(G1) × RΛ(G2) → RΛ(G1)×Λ(G2) prin (ι(f1, f2))(γ1, γ2) := f1(γ1) + f2(γ2) si

pj : RΛ(G1)×Λ(G2) → RΛ(Gj) pentru j = 1, 2 prin p2(f)(γ2) := f(1, γ2) si p1(f)(γ1) :=

f(γ1, 1). Fie V = V1 ⊗ V2 si ρ = ρ1 ⊗ ρ2, ρ : G1 × G2 → U(V ) o reprezentare a lui

G1 ×G2data prin ρ(g1, g2)v1 ⊗ v2 = ρ1(g1)v1 ⊗ ρ2(g2)v2.

Atunci avem ι(I0
ρ1 × I

0
ρ2) ⊆ I0

ρ si pj(I0
ρ) ⊆ conv (I0

ρj ) pentru j = 1, 2.

Teorema 4.1.6 arata in particular ca sunt bine definite aplicatiile

I0
ρ1 × I

0
ρ2

ι−→ I0
ρ

(p1,p2)−→ conv (I0
ρ1)× conv (I0

ρ2)

Demonstratia Teoremei 4.1.6. Fie Ω1,Ω2 si Ω sferele unitate din V1, V2 si V . Notam cu

Ψ1,Ψ2 si Ψ aplicatiile moment pentru ρ1, ρ2 si ρ.

Aratam ca pentru γ = (γ1, γ2) ∈ Λ(G1)× Λ(G2) are loc egalitatea

dρ(γ)v1 ⊗ v2 = v1 ⊗ dρ2(γ2)v2 + dρ1(γ1)v1 ⊗ v2.

Avem

dρ(γ)v1 ⊗ v2 = lim
t→0

ρ(γ(t))v1 ⊗ v2 − v1 ⊗ v2

t
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= lim
t→0

ρ1(γ1(t))v1 ⊗ ρ2(γ2(t))v2 − v1 ⊗ v2

t

= lim
t→0

ρ1(γ1(t))v1 ⊗ ρ2(γ2(t))v2 − ρ1(γ1(t))v1 ⊗ v2

t

+ lim
t→0

ρ1(γ1(t))v1 ⊗ v2 − v1 ⊗ v2

t

= lim
t→0

ρ1(γ1(t))v1 ⊗ (ρ2(γ2(t))v2 − v2)
t

+ lim
t→0

(ρ1(γ1(t))v1 − v1)⊗ v2

t

=v1 ⊗ dρ2(γ2)v2 + dρ1(γ1)v1 ⊗ v2

Aratam ca pentru v1 ∈ Ω1, v2 ∈ Ω2 avem

(dρ(γ)v1 ⊗ v2, v1 ⊗ v2) = (dρ1(γ1)v1, v1) + (dρ2(γ2)v2, v2).

Avem

(dρ(γ)v1 ⊗ v2, v1 ⊗ v2) = (v1 ⊗ dρ2(γ2)v2, v1 ⊗ v2) + (dρ1(γ1)v1 ⊗ v2, v1 ⊗ v2)

= (v1, v1)(dρ2(γ2)v2, v2) + (v2, v2)(dρ1(γ1)v1, v1)

= (dρ1(γ1)v1, v1) + (dρ2(γ2)v2, v2)

Din egalitatea anterioara obtinem ca pentru v1 ∈ Ω1, v2 ∈ Ω2 are loc relatia

Ψ(v1 ⊗ v2)(γ) = Ψ1(v1)(γ1) + Ψ2(v2)(γ2)

Deoarece pentru orice v1 ∈ Ω1, v2 ∈ Ω2 avem v1 ⊗ v2 ∈ Ω si aplicand relatia de mai sus

obtinem

ι(I0
ρ1 × I

0
ρ2) ⊆ I0

ρ

Fie {e1, . . . , em} o baza ortonormata a lui V1. Pentru v ∈ Ω putem scrie

v =
m∑
k=1

ek ⊗ wk

unde wk ∈ V2 \ {0} pentru k = 1, . . . ,m si
m∑
k=1

‖wk‖2 = 1.

Aratam ca pentru γ = (γ1, γ2) ∈ Λ(G1)× Λ(G2) avem

Ψ(v)(γ) =
1
i

m∑
k=1

(dρ2(γ2)wk, wk) +
1
i

m∑
k,l=1

(dρ1(γ1)ek, el)(wk, wl)
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Avem

Ψ(v)(γ) =
1
i
(dρ(γ)v, v)

=
1
i
(
m∑
k=1

dρ(γ)ek ⊗ wk,
m∑
l=1

el ⊗ wl)

=
1
i

m∑
k,l=1

(dρ(γ)ek ⊗ wk, el ⊗ wl)

=
1
i

m∑
k,l=1

(ek ⊗ dρ2(γ2)wk + dρ1(γ1)ek ⊗ wk, el ⊗ wl)

=
1
i

m∑
k,l=1

(ek ⊗ dρ2(γ2)wk, el ⊗ wl) +
1
i

m∑
k,l=1

(dρ1(γ1)ek ⊗ wk, el ⊗ wl)

=
1
i

m∑
k,l=1

(ek, el)(dρ2(γ2)wk, wl) +
1
i

m∑
k,l=1

(dρ1(γ1)ek, el)(wk, wl)

=
1
i

m∑
k=1

(dρ2(γ2)wk, wk) +
1
i

m∑
k,l=1

(dρ1(γ1)ek, el)(wk, wl).

Folosind relatia de mai sus si dρ1(1)ek = 0 ∈ V1 obtinem

Ψ(v)(1, γ2) =
1
i

m∑
k=1

(dρ2(γ2)wk, wk) =
1
i

m∑
k=1

‖wk‖2(dρ2(γ2)uk, uk)

=
m∑
k=1

‖wk‖2Ψ2(uk)(γ2) = (
m∑
k=1

‖wk‖2Ψ2(uk))(γ2)

unde uk = wk
‖wk‖ ∈ Ω2. Din relatia de mai sus obtinem ca

p2(I0
ρ) ⊆ conv (I0

ρ2)

si in mod similar p1(I0
ρ) ⊆ conv (I0

ρ1), ceea ce incheie demonstratia.

Teorema 4.1.7. Fie ρ1 : G→ U(V1) si ρ2 : G→ U(V2) doua reprezentari unitare finit

dimensionale ale grupului topologic G. Fie V = V1 ⊗ V2 si ρ : G→ U(V ) reprezentarea

a lui G definita prin ρ(g)v1 ⊗ v2 := ρ1(g)v1 ⊗ ρ2(g)v2. Atunci

I0
ρ1 + I0

ρ2 ⊆ I
0
ρ ⊆ conv (I0

ρ1) + conv (I0
ρ2).

Demonstraţie. Fie Ω1,Ω2 si Ω sferele unitate din V1, V2 si V . Notam cu Ψ1,Ψ2 si Ψ

aplicatiile moment pentru ρ1, ρ2 si ρ. Ca in demonstratia Propozitiei 4.1.6 pentru γ ∈
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Λ(G) si v1 ∈ Ω1, v2 ∈ Ω2 obtinem egalitatile

dρ(γ)v1 ⊗ v2 = v1 ⊗ dρ2(γ)v2 + dρ1(γ)v1 ⊗ v2

(dρ(γ)v1 ⊗ v2, v1 ⊗ v2) = (dρ1(γ)v1, v1) + (dρ2(γ)v2, v2)

Ψ(v1 ⊗ v2)(γ) = Ψ1(v1)(γ) + Ψ2(v2)(γ)

Deoarece pentru orice v1 ∈ Ω1, v2 ∈ Ω2 avem v1 ⊗ v2 ∈ Ω si aplicand ultima relatie de

mai sus obtinem

I0
ρ1 + I0

ρ2 ⊆ I
0
ρ

Fie {e1, . . . , em} o baza ortonormata a lui V1 si {f1, . . . , fs} o baza ortonormata a lui

V2. Atunci {ek ⊗ fl | 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ s} este o baza ortonormata in V = V1 ⊗ V2.

Pentru v ∈ Ω putem scrie

v =
∑

1≤k≤m
1≤`≤s

akl(ek ⊗ fl)

unde akl ∈ C si ∑
1≤k≤m
1≤`≤s

|akl|2 = 1

Pentru γ ∈ Λ(G) avem

Ψ(v)(γ) =
1
i
(dρ(γ)v, v)

=
1
i
(
∑

1≤k≤m
1≤`≤s

dρ(γ)(akl(ek ⊗ fl)),
∑

1≤k′≤m
1≤`′≤s

ak′l′(ek′ ⊗ fl′))

=
1
i

∑
1≤k,k′≤m
1≤`,`′≤s

aklak′l′(dρ(γ)(ek ⊗ fl), ek′ ⊗ fl′)

=
1
i

∑
1≤k,k′≤m
1≤`,`′≤s

aklak′l′(ek ⊗ dρ2(γ)fl + dρ1(γ)ek ⊗ fl, ek′ ⊗ fl′)

=
1
i

∑
1≤k≤m
1≤`,`′≤s

aklakl′(dρ2(γ)fl, fl′) +
1
i

∑
1≤k,k′≤m

1≤`≤s

aklak′l(dρ1(γ)ek, ek′)

=
1
i

∑
1≤k≤m

(dρ2(γ)
∑

1≤`≤s
aklfl,

∑
1≤`′≤s

akl′fl′)

+
1
i

∑
1≤l≤s

(dρ1(γ)
∑

1≤k≤m
aklek,

∑
1≤k′≤m

akl′ek′).

Daca notam

wk =
∑

1≤`≤s
aklfl ∈ V2
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pentru k = 1, . . . ,m si

bl =
∑

1≤k≤m
aklek ∈ V1

pentru l = 1, . . . , s relatia de mai sus poate fi scrisa astfel

Ψ(v)(γ) =
1
i

∑
1≤k≤m

(dρ2(γ)wk, wk) +
1
i

∑
1≤l≤s

(dρ1(γ)bl, bl)

= (
∑

1≤k≤m
‖wk‖2Ψ2(uk))(γ) + (

∑
1≤l≤s

‖bl‖2Ψ1(cl))(γ)

unde uk = wk
‖wk‖ ∈ Ω2 daca wk 6= 0 si cl = bl

‖bl‖ ∈ Ω1 daca bl 6= 0. Deci obtinem ca

I0
ρ ⊆ conv (I0

ρ1) + conv (I0
ρ2).

Pentru a incheia demonstratia mai trebuie aratat ca

∑
1≤k≤m

‖wk‖2 =
∑

1≤l≤s
‖bl‖2 = 1

Deoarece bazele din V1 si V2 sunt ortonormate obtinem

‖wk‖2 =
∑

1≤l≤s
|akl|2

si

‖bl‖2 =
∑

1≤k≤m
|akl|2

Deci ∑
1≤k≤m

‖wk‖2 =
∑

1≤l≤s
‖bl‖2 =

∑
1≤k≤m
1≤`≤s

|akl|2 = 1

4.2 Proprietati de liniariate

In cele ce urmeaza vom studia in ce conditii multimile moment ale reprezentarilor unui

grup topologic G sunt functionale liniare pe Λ(G). Pentru aceasta este necesar in primul

rand ca Λ(G) sa aiba o structura naturala de spatiu vectorial, si din acest motiv in-

troducem urmatoarea notiune, care a fost studiata in [NS12] in situatia particulara a

grupurilor Lie exponentiale.
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Definitia 4.2.1. Spunem ca grupul topologic G are proprietatea Trotter daca Λ(G) are

o structura de spatiu vectorial real astfel incat

(∀α, β ∈ Λ(G)) (α+ β)(t) = lim
n→∞

(α(
t

n
)β(

t

n
))n

uniform pentru t in orice compact din R.

Spunem ca grupul topologicG are proprietatea Trotter topologica dacaG are proprietatea

Trotter si Λ(G) este spatiu vectorial topologic in raport cu topologia compact deschisa

de pe Λ(G).

Propozitia 4.2.2. Daca grupul topologic G are proprietatea Trotter si ρ : G → U(V )

este o reprezentare unitara continua a lui G atunci pentru orice v ∈ V∞\{0} functionala

Ψρ(v) : Λ(G)→ R este liniara.

Demonstraţie. Fixam v ∈ V∞ \ {0} si definim φ : G → V data prin φ(g) := ρ(g)v.

Deoarece v ∈ V∞ rezulta ca φ ∈ C∞(G,V ). Deoarece grupul topologic G are propri-

etatea Trotter putem aplica din [NS12, Lema 2.6] si obtinem

Dφ(1;α+ β) = Dφ(1;α) +Dφ(1;β)

pentru orice α, β ∈ Λ(G). Aratam ca dρ(α)v = Dφ(1;α). Avem

dρ(α)v = lim
t→0

ρ(α(t))v − v
t

= lim
t→0

φ(α(t))− φ(1)
t

= Dφ(1;α)

Aratam ca Ψρ(v) : Λ(G)→ R este aditiva, adica

Ψρ(v)(α+ β) = Ψρ(v)(α) + Ψρ(v)(β)

pentru orice α, β ∈ Λ(G). Avem

Ψρ(v)(α+ β) =
1
i

(dρ(α+ β)v, v)
(v, v)

=
1
i

(Dφ(1;α+ β), v)
(v, v)

=
1
i

(Dφ(1;α) +Dφ(1;β), v)
(v, v)

=
1
i

(Dφ(1;α), v)
(v, v)

+
1
i

(Dφ(1;β), v)
(v, v)

= Ψρ(v)(α) + Ψρ(v)(β)
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Aratam ca Ψρ(v) : Λ(G)→ R este omogena, adica

Ψρ(v)(aα) = aΨρ(v)(α)

pentru orice a ∈ R si orice α ∈ Λ(G). Avem

Ψρ(v)(aα) =
1
i

(dρ(aα)v, v)
(v, v)

=
1
i

(Dφ(1; aα), v)
(v, v)

=
1
i

(aDφ(1;α), v)
(v, v)

=
1
i

a(Dφ(1;α), v)
(v, v)

= aΨρ(v)(α).

Observam ca functia Ψρ(v) este omogena cand G este un grup topologic arbitrar.

4.3 Note bibliografice

Rezultatele din acest capitol sunt originale, si reprezinta generalizari ale unor proprietati

ale multimilor moment si aplicatiilor moment ale reprezentarilor finit dimensionale ale

grupurilor Lie compacte care au fost studiate in [Wi92].
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Geometria convexa a momentelor

pentru reprezentari de grupuri

rezolubile

In acest ultim capitol al tezei obtinem principalul nostru rezultat (Teorema 5.5.2), care

stabileste convexitatea multimilor moment pentru toate reprezentarile de grupuri local

compacte separabile rezolubile. In Sectiunea 5.2 introducem o noua topologie pe spatiul

vectorilor de clasa C∞ pentru reprezentari de grupuri topologice, iar principalul nostru

rezultat in acest context este Propozitia 5.2.10 care da o proprietate de densitate extrem

de utila, dupa cum se poate vedea din aplicatia ei in Corolarul 5.2.11 in cadrul oferit de

aproximarea grupurilor compacte conexe prin grupuri Lie. In Sectiunea 5.3 introducem

notiunea de aplicatie moment pentru o reprezentare unitara continua a unui grup topo-

logic arbitrar (Definitia 5.3.1) si punem in evidenta cateva proprietati de baza in acest

cadru general. Sectiunea 5.4 contine mai multe rezultate de convexitate in situatia

grupurilor local compacte separabile, dintre care cel mai important este Corolarul 5.4.5,

care reduce stabilirea convexitatii multimilor moment ale tuturor reprezentarilor la sta-

bilirea acestei proprietati de convexitate doar pentru reprezentarile ireductibile. In fine,

Sectiunea 5.5 contine rezultatul principal pe care il obtinem aici (Teorema 5.5.2), men-

tionat mai sus.

75
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5.1 Motivatie

Pentru orice reprezentare unitara continua π : G → U(H) a unui grup Lie finit dimen-

sional aplicatia sa moment ([Wi89], [Mi90], [Wi92]) este

Ψπ : H∞ \ {0} → g∗, Ψπ(v) =
1
i
〈dπ(·)v, v〉
〈v, v〉

,

unde H∞ este spatiul vectorilor de clasa C∞, si multimea sa moment inchisa este

Iπ := Ψπ(H∞ \ {0}) ⊆ g∗

adica, inchiderea imaginii aplicatiei moment in dualul algebrei Lie a luiG. Reprezentarile

de grupuri Lie rezolubile au o remarcabila proprietate de convexitate:

Teorema 5.1.1 ([AL92]). Daca G este un grup Lie finit dimensional rezolubil, atunci

pentru orice reprezentare unitara continua π : G → U(H) multimea sa moment Iπ este

convexa.

Multimile moment si aplicatiile moment au fost studiate in geometria simplectica, dar

enuntul de mai sus depinde doar de teoria Lie si teoria reprezentarilor, deci nu de geome-

tria diferentiala. Deci, avand in vedere dezvoltarea teoriei Lie care pentru diverse grupuri

topologice, inclusiv toate grupurile local compacte conexe (vezi [HM07] si [BCR81]), este

natural sa punem urmatoarea intrebare.

Problema 5.1.2. Se poate extinde Teorema 5.1.1 la grupuri topologice rezolubile gen-

erale, sau cel putin la grupuri pro-Lie rezolubile?

Acest capitol ofera un raspuns afirmativ la problema de mai sus in cazul grupurilor

local compacte separabile (Teorema 5.5.2). Demonstratia noastra face apel la ipoteza

de compacitate locala prin intermediul masurii Haar in Propozitia 5.2.10 si mai departe

prin intermediul utilizarii C∗-algebrelor grupale, iar separabilitatea acestor C∗-algebre

este necesara in anumite argumente in care intervin integrale directe de reprezentari

in Lema 5.4.3 si in demonstratia Propozitiei 5.4.4. In ciuda acestor restrictii cu car-

acter tehnic, se dovedeste util sa introducem notiunea de aplicatie moment pentru o

reprezentare unitara continua a unui grup topologic arbitrar (Definitia 5.3.1) si sa punem

in evidenta cateva proprietati de baza in acest cadru general.
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5.2 Preliminarii

Cateva notatii

Daca nu se mentioneaza altceva, G este un grup topologic si H este un spatiu Hilbert

complex cu grupul unitar U(H) := {T ∈ B(H) | TT ∗ = TT ∗ = 1} vazut ca grup topo-

logic in raport cu topologia convergentei punctuale. Notam prin C(·, ·) spatiul aplicatiilor

continue, si reamintim notatia

Λ(G) := {γ ∈ C(R, G) | (∀t, s ∈ R) γ(t+ s) = γ(t)γ(s)}.

Aceasta multime este inzestrata cu topologia convergentei uniforme pe submultimile

compacte ale lui R. Daca ϕ : H → G este un morfism continuu de grupuri topologice,

atunci definim

Λ(ϕ) : Λ(H)→ Λ(G), γ 7→ ϕ ◦ γ

si este usor de vazut ca obtinem un functor Λ(·) de la categoria grupurilor topologice la

categoria spatiilor topologice.

Reamintim de asemenea ca actiunea adjuncta a grupului topologic G este aplicatia

AdG : G× Λ(G)→ Λ(G), (g, γ) 7→ AdG(g)γ := gγ(·)g−1, (5.2.1)

care este continua (Lema 1.1.3) si omogena in sensul ca AdG(g)(r · γ) = r · (AdG(g)γ)

pentru orice r ∈ R, g ∈ G, si γ ∈ Λ(G), unde definim

(∀r, t ∈ R)(∀γ ∈ Λ(G)) (r · γ)(t) := γ(rt).

Pentru r = −1 si γ ∈ Λ(G) notam −γ := (−1) · γ ∈ Λ(G).

Fie o submultime deschisa V ⊆ G si Y un spatiu local convex real. Daca ϕ : V → Y,

γ ∈ Λ(G), si g ∈ V , atunci notam

(Dγϕ)(g) := lim
t→0

ϕ(gγ(t))− ϕ(g)
t

(5.2.2)

daca limita din membrul drept exista. Similar pentru

(DR
γ ϕ)(g) := lim

t→0

ϕ(γ(−t)g)− ϕ(g)
t

= (D−AdG(g−1)γϕ)(g). (5.2.3)
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Este convenabil sa folosim notatiile

Dγϕ :=Dγn(Dγn−1 · · · (Dγ1ϕ) · · · ) : G→ Y

DR
γ ϕ :=DR

γn(DR
γn−1
· · · (DR

γ1ϕ) · · · ) : G→ Y

unde γ := (γ1, . . . , γn) ∈ Λ(G)× · · · × Λ(G) si ϕ ∈ Cn(G,Y).

Reamintim acum topologia introdusa in Definitia 2.3.1.

Definitia 5.2.1. Pentru orice multime deschisa V ⊆ G, inzestram spatiul de functii

C∞(V,Y) cu topologia local convexa definita de familia de seminorme pK1,K2 introdusa

astfel. Reamintim notatia

(∀k ≥ 1) Λk(G) := Λ(G)× · · · × Λ(G)︸ ︷︷ ︸
k ori

.

Pentru orice k ≥ 1, orice submultimi compacte K1 ⊆ Λk(G) si K2 ⊆ V , si orice semi-

norma continua | · | pe Y, definim p
|·|
K1,K2

: C∞(V,Y)→ [0,∞) prin

p
|·|
K1,K2

(f) :=

sup{|(Dγf)(x)| | γ ∈ K1, x ∈ K2} daca K1 6= ∅,

sup{|f(x)| | x ∈ K2} daca K1 = ∅.

Pentru simplitate vom omite seminorma | · | pe Y din notatia de mai sus, scriind simplu

pK1,K2 in loc de p|·|K1,K2
.

Prima parte a urmatoarei propozitii este generalizarea Propozitiei 1.2.4 la functii cu

valori vectoriale.

Propozitia 5.2.2. Daca G este un grup topologic si Y este un spatiu local convex, atunci

avem.

1. Fixam o multime deschisa V ⊆ G. Daca pentru orice k ≥ 1, multimi compacte

K1 ⊆ Λk(G) si K2 ⊆ V , si seminorma continua | · | pe Y definim seminorma

q
|·|
K1,K2

: C∞(V,Y)→ [0,∞) prin

q
|·|
K1,K2

(f) :=

sup{|(DR
γ f)(x)| | γ ∈ K1, x ∈ K2} pentru K1 6= ∅,

sup{|f(x)| | x ∈ K2} pentru K1 6= ∅,

atunci obtinem o familie de seminorme care determina topologia lui C∞(V,Y)

introdusa in Definitia 5.2.1.

2. Pentru orice g ∈ G si γ ∈ Λ(G), operatorii

Dγ , D
R
γ , λ(g), ρ(g) : C∞(G,Y)→ C∞(G,Y)
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sunt bine definiti si continui, unde

(λ(g)f)(x) := f(gx) si (ρ(g)f)(x) := f(xg) pentru orice x ∈ G si f ∈ C∞(G,Y).

Demonstraţie. Pentru demonstratie este convenabil sa notam pentru orice k ≥ 1, γ =

(γ1, . . . , γk) ∈ Λk(G), si x ∈ G,

γx :=(AdG(x−1)γ1, . . . ,AdG(x−1)γk),

−γ :=(−γ1, . . . ,−γk).

Incepem acum demonstratia celor doua asertiuni.

(1) Fie K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λk(G) multimi compacte si | · | seminorma continua pe Y, pe

care o vom omite din notatie, scriind simplu q
|·|
K1,K2

=: qK1,K2 .

Rezulta din (5.2.3) ca pentru orice f ∈ C∞(V,Y) si x ∈ V avem

(Dγf)(x) = (DR
−γxf)(x) (5.2.4)

deci pK1,K2(f) ≤ qK3,K2(f) unde

K3 := {−γx | γ ∈ K1, x ∈ K2}.

De asemenea, scriind (5.2.4) sub forma (DR
γ f)(x) = (D−γx−1f)(x), obtinem inegalitatea

qK1,K2(f) ≤ pK4,K2(f), unde

K4 := {−γx−1 | γ ∈ K1, x ∈ K2}.

Pentru a incheia demonstratia, ramane sa aratam ca submultimile K3 si K4 ale lui Λk(G)

sunt compacte. Multimea K3 este imaginea multimii compacte K2 ×K1prin aplicatia

G× Λk(G)→ Λk(G), (x, γ) 7→ −γx,

in timp ce multimea K4 este imaginea multimii compacte K2 ×K1 prin aplicatia

G× Λk(G)→ Λk(G), (x, γ) 7→ −γx−1
.

Ambele aplicatii sunt continue deoarece (5.2.1) este continua.

(2) Pentru operatorul λ(g) : C∞(G,Y) → C∞(G,Y) folosim metoda din demonstratia

Propozitiei 2.3.7, care stabileste ca λ(g) este bine definit. In plus, pentru orice k ≥ 1
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avem homeomorfismul

F gk : Λ(G)× · · · × Λ(G)×G→ Λ(G)× · · · × Λ(G)×G, (β, x) 7→ (β, gx).

Iterand [BNi14a, Rem. 3.8], obtinem Dk(λ(g)f) = (Dkf) ◦ F gk pentru orice f ∈
C∞(G,Y), si se arata ca mai sus ca pentru orice seminorma continua | · | pe Y si

orice multimi compacte K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λk(G) avem pK1,K2(λ(g)f) = pK1,K′2
(f), unde

K ′2 := gK2 deci operatorul liniar λ(g) : C∞(G,Y)→ C∞(G,Y) este continuu.

Pentru operatorul ρ(g) obtinem similar (DR)k(ρ(g)f) = ((DR)kf) ◦ F̃ gk , unde

F̃ gk : Λ(G)× · · · × Λ(G)×G→ Λ(G)× · · · × Λ(G)×G, (β, x) 7→ (β, xg).

Rezulta ca qK1,K2(ρ(g)f) = qK1,K′′2
(f), unde K ′′2 := K2g, pentru orice seminorma con-

tinua | · | pe Y, orice multimi compacte K2 ⊆ G si K1 ⊆ Λk(G), si orice f ∈ C∞(G,Y).

Deoarece seminormele qK1,K2 determina topologia lui C∞(G,Y) din Afirmatia (1), ve-

dem ca operatorul liniar ρ(g) : C∞(G,Y)→ C∞(G,Y) este continuu.

Daca γ ∈ Λ(G) atunci pentru orice f ∈ C∞(G,Y) avem pK1,K2(Dγf) = pK′1,K2
(f) si

qK1,K2(DR
γ f) = qK′1,K2

(f), unde K ′1 := {γ}×K1 ⊆ Λk+1(G), cu conventia {γ}×∅ = {γ}.
Aceasta arata ca ambii operatori liniari Dγ , D

R
γ : C∞(G,Y)→ C∞(G,Y) sunt continui,

si demonstratia se incheie.

In continuare vom folosi grupurile pro-Lie (adica grupuri topologice care sunt izomorfe

cu limite de sisteme proiective de grupuri Lie) si teoria Lie a lor, pentru care facem

trimitere la excelenta monografie [HM07]. Grupurile Pro-Lie sunt numite grupuri LP in

[BCR81], [Bos76].

Lema 5.2.3 (teorema lui Yamabe). Grupurile local compacte conexe sunt grupuri pro-

Lie.

Demonstraţie. Rezulta din [HM07, Th. 3.39 (Def. A ⇒ Def. B)], deoarece orice grup

local compact este complet [HM07, Rem. 1.31] si orice grup local compact conex contine

subgrupuri co-Lie arbitrar de mici conform [MZ55, Th. 4.6, pag. 175].

Lema 5.2.4. Orice grup pro-Lie G este un grup pre-Lie.

Demonstraţie. A se vedea [BCR81, Prop. 1.3.1(3)].
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Vectori de clasa C∞ pentru reprezentari de grupuri topologice

Prin reprezentare intelegem o reprezentare unitara continua, adica un morfism de grupuri

π : G→ U(H) pentru care aplicatia G×H → H, (g, y) 7→ π(g)y este continua.

Spatiul vectorilor de clasa C∞ a fost pe larg folosit in teoria reprezentarilor de grupuri

Lie finit dimensionale; a se vedea [Ne10] pentru un studiu profund al vectorilor de clasa

C∞ pentru reprezentari de grupuri Lie infinit dimensionale. Acest spatiu a fost introdus

in teoria reprezentarilor de grupuri topologice generale in [Bos76] (a se vedea [BB11]

pentru mai multe versiuni ale acestei notiuni).

Definitia 5.2.5. Spatiul vectorilor de clasa C∞ pentru reprezentarea π este

H∞ := {v ∈ H | π(·)v ∈ C∞(G,H)}.

Inzestram H∞ cu topologia local convexa pentru care aplicatia liniara injectiva

A : H∞ → C∞(G,H), v 7→ π(·)v (5.2.5)

este un homeomorfism pe imagine, unde imaginea aplicatiei de mai sus este un subspatiu

al spatiului local convex C∞(G,H) inzestrat cu topologia introdusa in Definitia 5.2.1.

Inainte de a continua notam ca daca G este un grup Banach-Lie, atunci topologia de

mai sus pe spatiul vectorilor de clasa C∞ este in general diferita de topologia introdusa

in [Ne10, Sect. 4], dar aceste topologii coincid in cazul grupurilor Lie finit dimensionale.

Observatia 5.2.6. Prezentam urmatoarele observatii pentru a le folosi mai tarziu.

1. Imaginea operatorului A poate fi descrisa asfel:

RanA = {ψ ∈ C∞(G,H) | (∀x, y ∈ G) ψ(xy) = π(x)ψ(y)}

si este un subspatiu liniar inchis al lui C∞(G,H).

2. Pentru orice ψ ∈ RanA si y ∈ G avem ψ(y) ∈ H∞, si ψ(1) = A−1(ψ).

3. Multimea H∞ este un subspatiu liniar al lui H care este invariant in raport cu π(x)

si dπ(γ) pentru orice x ∈ G si γ ∈ Λ(G), si operatorii π(x), dπ(γ) : H∞ → H∞
sunt continui (folosind Propozitia 5.2.2).

4. Aplicatia de incluziune H∞ ↪→ H este continua deoarece este egala cu compunerea

lui A cu aplicatia de evaluare C∞(G,H)→ H, ψ 7→ ψ(1), care este continua.
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5. Operatorul A de mai sus interverteste reprezentarea π(·)|H∞ si reprezentarea reg-

ulata la dreapta a lui G pe C∞(G,H), adica, (A(π(x)v))(y) = (Av)(yx) pentru

orice x, y ∈ G si v ∈ H. Pentru γ ∈ Λ(G) si x = γ(t) cu t ∈ R, aceasta implica

(A(dπ(γ)v))(y) = (Dγ(Av))(y) (vezi (5.2.2)), adica, A(dπ(γ)v) = Dγ(Av).

Observatia 5.2.7. Fie πj : G → U(Hj) reprezentari cu spatiul vectorilor de clasa C∞

corespunzator Hj,∞ pentru j = 1, 2. Daca T : H1 → H2 este un operator liniar marginit

cu proprietatea Tπ1(x) = π2(x)T pentru orice x ∈ G, atunci T (H1,∞) ⊆ H2,∞.

Definitia 5.2.8. Derivata reprezentarii π : G→ U(H) este

dπ : Λ(G)→ End (H∞), dπ(γ)y := lim
t→0

π(γ(t))y − y
t

pentru orice γ ∈ Λ(G) si y ∈ H∞. In plus, pentru orice k ≥ 1 si γ = (γ1, . . . , γk) ∈ Λk(G)

definim operatorul liniar

dπ(γ) : H∞ → H∞, dπ(γ)y := dπ(γ1) · · · dπ(γk)y.

Lema 5.2.9. Fie G un grup topologic si π : G → U(H) o reprezentare unitara. Atunci

pentru orice intreg k ≥ 1, multime compacta K ⊆ Λk(G), si vectorul v ∈ H∞, avem

lim
x→1

sup
γ∈K
‖dπ(γ)v − dπ(AdG(x)γ)v‖ = 0, (5.2.6)

unde AdG : G× Λk(G)→ Λk(G) este definit pe componente:

AdG(x)γ = (AdG(x)γ1, . . . ,AdG(x)γk)

pentru orice x ∈ G si γ = (γ1, . . . , γk) ∈ Λk(G).

Demonstraţie. Pentru γ = (γ1, . . . , γk) ∈ Λk(G) avem

dπ(γ)v − dπ(AdG(x)γ)v =dπ(γ1) · · · dπ(γk)v − dπ(AdG(x)γ1) · · · dπ(AdG(x)γk)v

deci din Observatia 5.2.6(5),

A(dπ(γ)v − dπ(AdG(x)γ)v) = Dk
γ(Av)−Dk

AdG(x)γ(Av).

Deci (5.2.6) este echivalenta cu faptul ca pentru f := Av ∈ C∞(G,H) avem

lim
x→1

sup
γ∈K
‖(Dk

γf −Dk
AdG(x)γf)(1)‖ = 0,
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adica,

lim
x→1

sup
γ∈K
‖(Dkf)(1, γ)−Dkf(1,AdG(x)γ)‖ = 0.

Pentru a demonstra egalitatea de mai sus, definim

ϕ : G× Λk(G)→ Λk(G), ϕ(x, γ) := Dkf(1,AdG(x)γ).

Deoarece f ∈ C∞(G,H), functia Dkf(1, ·) : Λk(G) → H este continua, deci prin com-

punerea ei cu aplicatia continua AdG : G×Λk(G)→ Λk(G), obtinem ca ϕ este continua.

Atunci aplicatia G→ C(K,H), x 7→ ϕ(x, ·)|K este continua din [Fo45, Th. 1], si demon-

stratia se incheie.

In continuare, prin δ-familie neteda pe un grup local compact G intelegem o familie de

functii {fW }W∈W , undeW este o baza de vecinatati a lui 1 ∈ G, si pentru orice W ∈ W
avem supp fW ⊆W , 0 ≤ fW ∈ C∞(G), si

∫
G fW (x)dx = 1.

Propozitia 5.2.10. Fie G un grup local compact si π : G→ U(H) o reprezentare extinsa

la

π : L1(G)→ B(H), π(f) =
∫
G
f(x)π(x)dx.

Daca f ∈ C∞0 (G) si v ∈ H, atunci π(f)v ∈ H∞ si

(∀γ ∈ Λ(G)) dπ(γ)(π(f)v) = π(DR
γ f)v. (5.2.7)

In plus, pentru orice δ-familie neteda {fW }W∈W multimea {π(fW )v | W ∈ W, v ∈ H}
este densa in H∞.

Demonstraţie. Daca γ ∈ Λ(G), t ∈ R, v ∈ H, si f ∈ C∞0 (G), atunci π(f)v ∈ H∞ din

[Bos76, Lema 3.1], si in plus

π(γ(t))(π(f)v) =
∫
G
f(x)π(γ(t)x)vdx =

∫
G
f(γ(−t)x)π(x)vdx

deci prin derivare in t = 0 obtinem (5.2.7). Pentru orice v ∈ H si W ∈ W definim

vW := π(fW )v ∈ H∞. Avem

v − vW =
∫
G
fW (x)vdx−

∫
G
fW (x)π(x)vdx =

∫
W
fW (x)(v − π(x)v)dx (5.2.8)

deci folosind 0 ≤ fW ∈ C∞(G) si
∫
G fW (x)dx = 1, obtinem

‖v − vW ‖ ≤
∫
W
fW (x)‖v − π(x)v‖dx ≤ sup

x∈W
‖v − π(x)v‖
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si lim
W
‖v − vW ‖ = 0. Pe de alta parte, folosind (5.2.5),

(∀y ∈ G) (A(v − vW ))(y) = π(y)(v − vW )

si aceasta implica lim
W

sup
y∈G
‖(A(v − vW ))(y)‖ = lim

W
‖v − vW ‖ = 0.

Daca v ∈ H∞, k ≥ 1, si γ ∈ Λk(G), avem DγA = A ◦ dπ(γ) : H∞ → C∞(G,H) din

Observatia 5.2.6(5), deci folosind (5.2.8), obtinem

(Dk
γA(v − vW ))(y) = (A(dπ(γ)(v − vW )))(y)

=
∫
W
fW (x)π(y)(dπ(γ)v − dπ(γ)π(x)v)dx

=
∫
W
fW (x)π(y)(dπ(γ)v − π(x)dπ(AdG(x−1)γ)v)dx.

Notam ca sub integrala de mai sus putem scrie

dπ(γ)v − π(x)dπ(AdG(x−1)γ)v =(1− π(x))dπ(γ)v

+ π(x)(dπ(γ)v − dπ(AdG(x−1)γ)v),

deci folosind din nou 0 ≤ fW ∈ C∞(G), si
∫
G fW (x)dx = 1, obtinem pentru orice y ∈ G,

‖(Dk
γA(v − vW ))(y)‖ ≤ sup

x∈W
(‖(1− π(x))dπ(γ)v‖+ ‖dπ(γ)v − dπ(AdG(x−1)γ)v‖).

Atunci rezulta usor din Lema 5.2.9 ca lim
W
A(v − vW ) = 0 in C∞(G,H) (a se vedea

Definitia 5.2.1), adica, lim
W
vW = v in H∞.

Corolarul 5.2.11. Fie G un grup local compact conex si N0(G) familia subgrupurilor

compacte si normale N ⊆ G pentru care G/N este un grup Lie. Fixam N0 ∈ N0(G)

cu proiectia corespunzatoare p : G → G/N0, si fie π0 : G/N0 → U(H) o reprezentare cu

spatiul vectorilor de clasa C∞ notat cu H∞(π0).

Atunci pentru orice N ∈ N0(G) cu N ⊆ N0 spatiul vectorilor de clasa C∞ al reprezen-

tarii G/N → U(H), gN 7→ π0(gN0) este egal cu H∞(π0). De asemenea, H∞(π0)

este un subspatiu dens al spatiului H∞(π) al vectorilor de clasa C∞ al reprezentarii

π := π0 ◦ p : G→ U(H).

Demonstraţie. Prima cerinta este clara deoarece morfismul G/N → G/N0, xN 7→ xN0

este o aplicatie de acoperire. Pentru a doua cerinta, reamintind izomorfismul canonic al

lui G pe limita proiectiva de grupuri Lie lim
N0⊆N

G/N (vezi [HM07]), putem folosi Propozi-

tia 5.2.10 pentru o δ-familie convenabila formata din functii de forma x 7→ f(xN), unde

N ∈ N0(G) cu N ⊆ N0, si f ∈ C∞0 (G/N).
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5.3 Multimile moment ale reprezentarilor de grupuri topo-

logice

Reamintim Definitia 3.1.3:

Definitia 5.3.1. Pentru orice reprezentare de grup topologic π : G → U(H), aplicatia

sa moment este

Ψπ : H∞ \ {0} → RΛ(G), Ψπ(v) =
1
i
〈dπ(·)v, v〉
〈v, v〉

.

Multimea RΛ(G) a functiilor Λ(G) → R este inzestrata cu topologia convergentei punc-

tuale, si definim multimea moment inchisa Iπ a reprezentarii π ca inchiderea in RΛ(G) a

imaginii aplicatiei moment I0
π := Ψπ(H∞ \ {0}), adica, Iπ := I0

π.

Un rezultat de tipul urmator a fost stabilit in Propozitia 4.2.2.

Lema 5.3.2. Fie G un grup pro-Lie. Atunci pentru orice reprezentare π : G → U(H)

si orice v ∈ H∞ \ {0} functia Ψπ(v) : Λ(G)→ R este liniara si continua.

Demonstraţie. Din [Bos76, Anm. 2.1, pag 235] rezulta ca dπ(·)v : Λ(G) → H este apli-

catie liniara continua, deci concluzia rezulta imediat.

Pentru orice spatiu vectorial topologic real Y notam cu Y∗ dualul slab al lui Y, adica

spatiul functionalelor liniare continue pe Y inzestrat cu topologia convergentei punctuale.

Atunci Lema 5.3.2 arata ca pentru orice reprezentare π : G→ U(H) a unui grup pro-Lie

avem Ψπ : H∞ \ {0} → Λ(G)∗.

Lema 5.3.3. Daca G este un grup topologic, atunci pentru orice reprezentare π : G →
U(H) aplicatia sa moment Ψπ : H∞ \ {0} → RΛ(G) este continua.

Demonstraţie. Trebuie sa verificam ca pentru orice γ ∈ Λ(G) functia

H∞ \ {0} → R, v 7→ (Ψπ(v))(γ) =
1
i
〈dπ(γ)v, v〉
〈v, v〉

este continua. Aceasta rezulta deoarece ambele aplicatii dπ(γ) : H∞ → H∞ si aplicatia

de incluziune H∞ ↪→ H sunt continue (Observatia 5.2.6). A se vedea si [Bos76, Lemele

6.1–6.3].

Propozitia 5.3.4. Fie π : G → U(H) o reprezentare si {Hj}j∈J o familie de subspatii

liniare inchise ale lui H satisfacand urmatoarele conditii:
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1. Pentru orice j1, j2 ∈ J exista j3 ∈ J cu Hj1 +Hj2 ⊆ Hj3, si definim j1 ≤ j2 daca

si numai daca Hj1 ⊆ Hj2.

2. Daca pj : H → Hj este proiectia ortogonala pe Hj pentru j ∈ J , atunci

(∀v ∈ H) lim
j∈J

pj(v) = v in H. (5.3.1)

3. Pentru orice j ∈ J avem π(G)Hj ⊆ Hj, unde definim πj : G → U(Hj), x 7→
π(x)|Hj .

Atunci Iπ =
⋃
j∈J

I0
πj =

⋃
j∈J

Iπj . Daca in plus Iπj este convexa pentru orice j ∈ J , atunci

si Iπ este convexa.

Demonstraţie. Pentru orice j ∈ J , notam cu Hj,∞ spatiul vectorilor de clasa C∞ pentru

reprezentarea πj , avem Hj,∞ = Hj ∩H∞, si aceasta implica I0
πj ⊆ I

0
π, deci

⋃
j∈J

Iπj ⊆ Iπ.

Pentru a demonstra cealalta incluziune, fie v ∈ H∞ arbitrar. Pentru orice j ∈ J si x ∈ G
avem pjπ(x) = πj(x)pj , deci Observatia 5.2.7 implica pj(H∞) ⊆ Hj,∞. In particular

pj(v) ∈ Hj,∞ = Hj ∩H∞ ⊆ H∞. Aratam ca

lim
j∈J

pj(v) = v in H∞. (5.3.2)

De fapt, (A(pj(v)))(y) = π(y)pj(v) = pjπ(y)v pentru orice y ∈ G, si atunci (5.3.1)

implica (5.3.2). Acum, folosind Lema 5.3.3,

Ψπ(v) = lim
j∈J

Ψπ(pj(v)) = lim
j∈J

Ψπj (pj(v)) ∈
⋃
j∈J

I0
πj ⊆

⋃
j∈J

Iπj

si se incheie demonstratia egalitati cerute.

Convexitatea ceruta rezulta din aceasta egalitate, deoarece inchiderea reuniunii oricarei

familii dirijate in sus formate din multimi convexe inchise este de asemenea convexa.

Propozitia 5.3.5. Daca πj : G → U(Hj) este o reprezentare pentru j = 1, . . . ,m, si

definim π := π1 ⊕ · · · ⊕ πm, atunci avem

I0
π = {t1f1 + · · ·+ tmfm | fj ∈ I0

πj , 0 ≤ tj ≤ 1 pentru j = 1, . . . ,m, si t1 + · · ·+ tm = 1}.

Daca in plus Iπj este convexa pentru j = 1, . . . ,m, atunci si Iπ este convexa, si

Iπ = conv (Iπ1 ∪ · · · ∪ Iπm).
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Demonstraţie. Fie H := H1⊕· · ·⊕Hm, si Hj,∞ spatiul vectorilor de de clasa C∞ pentru

reprezentarea πj pentru j = 1, . . . ,m. Folosind Observatia 5.2.7, vedem ca

H∞ = {v1 ⊕ · · · ⊕ vm | vj ∈ Hj,∞ pentru j = 1, . . . ,m}.

In plus, daca vj ∈ Hj,∞ \ {0} pentru j = 1, . . . ,m, si v := v1⊕ · · · ⊕ vm, atunci este usor

de vazut ca

Ψπ(v) =
‖v1‖2

‖v‖2
Ψπ1(v1) + · · ·+ ‖vm‖

2

‖v‖2
Ψπm(vm) (5.3.3)

cu ‖v‖2 = ‖v1‖2 + · · ·+ ‖vm‖2, si demonstratia se incheie.

Propozitia 5.3.6. Daca πj : G → U(Hj) este o a reprezentare pentru care Iπjeste

convexa pentru orice j ∈ J , atunci pentru reprezentarea π :=
⊕
j∈J

πj avem

Iπ = conv (
⋃
j∈J

Iπj )

si aceasta este o multime convexa.

Demonstraţie. Se utilizeaza Propozitia 5.3.4 pentru familia sumelor directe finite ortog-

onale de reprezentari πj , iar pe baza Propozitia 5.3.5 se calculeaza multimea moment

inchisa a fiecareia dintre aceste sume finite.

Propozitia 5.3.7. Fie φ : G1 → G2 un morfism de grupuri topologice si sa definim

P : RΛ(G2) → RΛ(G1), P (f) := f ◦ Λ(φ).

Pentru orice reprezentare π : G2 → U(H) notam cu H∞(π) si H∞(π◦φ) spatiul vectorilor

de clasa C∞ pentru reprezentarile π si π ◦ φ, respectiv. Atunci H∞(π) ⊆ H∞(π ◦ φ) si

P (I0
π) ⊆ I0

π◦φ. Daca in plus H∞(π) este densa in H∞(π ◦φ), atunci P (Iπ) = Iπ◦φ. Daca

in plus Iπ este convexa , atunci si Iπ◦φ este convexa.

Demonstraţie. Pentru inceput sa notam ca pentru orice ψ ∈ C∞(G2,H) avem ψ ◦ φ ∈
C∞(G1,H), si

Dk(ψ ◦ φ)(x, γ1, . . . , γk) = (Dkψ)(φ(x), φ ◦ γ1, . . . , φ ◦ γk)

pentru orice x ∈ G1, k ≥ 1 si γ1, . . . , γk ∈ Λ(G1) (a se vedea de exemplu [BCR81, Th.

1.3.2.2(i’)]).
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Pentru orice v ∈ H∞(π) avem π(·)v ∈ C∞(G2,H), deci observatia de mai sus implica

(π ◦ φ)(·)v ∈ C∞(G1,H), adica, v ∈ H∞(π ◦ φ). In plus, este usor de vazut ca

Ψπ◦φ(v) = Ψπ(v) ◦ Λ(φ) = P (Ψπ(v)). (5.3.4)

Acum, daca H∞(π) este densa in H∞(π ◦ φ), atunci Iπ◦φ = Ψπ◦φ(H∞(π) \ {0}) din

Lema 5.3.3. Deci, folosind (5.3.4), obtinem Iπ◦φ = P (I0
π), si rezulta egalitatea

P (Iπ) = Iπ◦φ. In final, daca Iπ este convexa, atunci imaginea ei prin aplicatia liniara P

este convexa, si la fel este si inchiderea acestei imaginii, adica, Iπ◦φ.

Corolarul 5.3.8. Fie G un grup topologic. Daca π : G→ U(H) este o reprezentare cu

dimH <∞, atunci H∞ = H.

Demonstraţie. Privim aplicatia identitate idU(H) : U(H) → U(H) ca o reprezentare a

grupului Lie U(H) (folosind ipoteza dimH < ∞), si este clar H∞(idU(H)) = H. Pe

de alta parte, Propozitia 5.3.7 implica H∞(idU(H)) ⊆ H∞(idU(H) ◦ π) = H∞(π), deci

H ⊆ H∞(π), si demonstratia se incheie.

5.4 Multimile moment pentru reprezentari de grupuri lo-

cal compacte

In aceasta sectiune consideram doar reprezentari de grupuri local compacte, deoarece

aceasta ipoteza ne permite sa folosim C∗-algebre in studiul acestor reprezentari.

Notatia 5.4.1. Daca G este un grup local compact si π : G→ U(H) este o reprezentare,

atunci notam din nou cu π atat reprezentarea corespunzatoare a ∗-algebrei Banach

L1(G), deci π : L1(G) → B(H), cat si extensia ei la C∗-algebra grupala C∗(G), adica,

C∗-algebra anvelopanta a lui L1(G). Nucleul ∗-reprezentarii π : C∗(G) → B(H) este

notat prin Ker C∗(π).

Demonstratiile Propozitiilor 5.4.2–5.4.4 sunt adaptari ale metodelor din demonstratia

[AL92, Prop. 5.1] folosind si idei din [Ne00, Sect. X.6].

Propozitia 5.4.2. Daca G este un grup local compact si πj : G→ U(Hj) pentru j = 1, 2

sunt reprezentari cu Ker C∗(π1) ⊇ Ker C∗(π2), atunci Iπ1 ⊆ conv (I0
π2

) ⊆ conv (Iπ2).

Demonstraţie. Facem demonstratia in trei pasi.
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Pasul 1. Din Lema 5.3.3, este suficient sa aratam ca pentru orice vector w intr-o sub-

multime densa a lui H1,∞ avem

Ψπ1(w) ∈ conv (I0
π2

). (5.4.1)

Pentru a termina folosim submultimea densa a lui H1,∞ data de Propozitia 5.2.10, deci

am verificat (5.4.1) pentru w = π1(f)v, unde v ∈ H1,∞ cu ‖v‖ = 1, si f ∈ C∞0 (G).

Pasul 2. In acest pas fixam γ ∈ Λ(G), si fie ε > 0 fixat. Deoarece Ker C∗(π1) ⊇
Ker C∗(π2), rezulta din [Di64, Prop. 3.4.2(i)] ca pentru orice multime finita F ⊆ C∗(G)

exista un intreg n ≥ 1 si vectorii η1, . . . , ηn ∈ H2 cu
n∑
k=1

‖ηk‖2 = 1 si pentru orice a ∈ F ,

|〈π1(a)v, v〉 −
n∑
k=1

〈π2(a)ηk, ηk〉| < ε. (5.4.2)

Folosim proprietatea de mai sus pentru F = {f∗ ∗ f, f∗ ∗DR
γ f}, folosind notatia (5.2.3).

Pentru orice u ∈ Hj,∞ si a = f∗ ∗DR
γ f avem din (5.2.7),

〈πj(a)u, u〉 = 〈πj(f∗ ∗DR
γ f)u, u〉 = 〈πj(DR

γ f)u, πj(f)u〉 = 〈dπj(γ)πj(f)u, πj(f)u〉

= i‖πj(f)u‖2(Ψπj (πj(f)u))(γ)

deci (5.4.2) implica

∣∣∣(Ψπ1(π1(f)v))(γ)−
m∑
k=1

‖π2(f)ηk‖2

‖π1(f)v‖2
(Ψπ2(π2(f)ηk))(γ)

∣∣∣ < ε

‖π1(f)v‖2
.

Atunci ∣∣∣(Ψπ1(π1(f)v))(γ)− δε
m∑
k=1

tk(Ψπ2(π2(f)ηk))(γ)
∣∣∣ < ε

‖π1(f)v‖2
(5.4.3)

unde tk := ‖π2(f)ηk‖2/
n∑̀
=1

‖π2(f)η`‖2 si δε :=
( n∑̀

=1

‖π2(f)η`‖2
)
/‖π1(f)v‖2, deci avem

relatiile t1, . . . , tn ∈ [0, 1] si t1 + · · ·+ tn = 1.

In particular ψε :=
m∑
k=1

tkΨπ2(π2(f)ηk) ∈ conv (I0
π2

).

Pe de alta parte, folosind (5.4.2) pentru a = f∗ ∗ f , obtinem

∣∣∣‖π1(f)v‖2 −
n∑
`=1

‖π2(f)η`‖2
∣∣∣ < ε

adica, |1 − δε| < ε/‖π1(f)v‖2. Reciproc, luand in considerare (5.4.3), vedem ca pentru

w = π1(f)v si γ ∈ Λ(G), exista familiile {δε}ε>0 in (0,∞) si {ψε}ε>0 in conv (I0
π2

)
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satisfacand lim
ε→0

δε = 1 si lim
ε→0

δεψε(γ) = (Ψπ1(w))(γ), deci

lim
ε→0

ψε(γ) = (Ψπ1(w))(γ). (5.4.4)

Vom folosi acest fapt la pasul urmator al demonstratiei in vederea obtinerii (5.4.1).

Pasul 3. Presupunem ca (5.4.1) nu e verificata pentru w = π1(f)v ca mai sus. Deoarece

conv (I0
π2

) este o submultime convexa inchisa a spatiului local convex Λ(G)∗ (vezi Lemele

5.2.3 si 5.3.2), rezulta din [Ru91, Th. 3.4(b)] ca exista un numar real t > 0 o functionala

liniara continua Γ: Λ(G)∗ → R cu

Γ(Ψπ1(w))) + t < Γ(ψ) pentru orice ψ ∈ conv (I0
π2

).

Deoarece Λ(G)∗ este un subspatiu topologic al lui RΛ(G), deci este inzestrat cu topologia

convergentei punctuale pe Λ(G), rezulta din [Ru91, Th. 3.10] ca exista γ ∈ Λ(G) astfel

incat Γ(ψ) = ψ(γ) pentru orice ψ ∈ Λ(G)∗, si prin urmare

(Ψπ1(w))(γ) + t < ψ(γ) pntru orice ψ ∈ conv (I0
π2

).

Daca folosim proprietatea de mai sus pentru ψ = ψε, obtinem o contradictie cu (5.4.4),

si demonstratia se incheie.

In legatura cu demonstratia Propozitiei 5.4.2 notam ca folosirea Lemelor 5.2.3 si 5.3.2

putea fi evitata prin folosirea [Di64, Prop. 3.4.2(i)] pentru o multime finita mai mare

F = {f∗ ∗f}∪{f∗ ∗DR
γ f | γ ∈ L0}, cu o multime finita arbitrara L0 ⊆ Λ(G), deoarecece

functionalele liniare continue pe RΛ(G) sunt combinatii liniare de evaluari pe submultimi

finite ale lui Λ(G).

Prezentam acum o proprietate utila de dezintegrare a ∗-reprezentarilor ciclice ale C∗-

algebrelor separabile.

Lema 5.4.3. Fie π : A → B(H) o ∗-reprezentare ciclica a unei C∗-algebre separabile.

Atunci exista un spatiu metric compact Z cu o masura Radon de probabilitate µ, un

camp masurabil de spatii Hilbert {Hζ}ζ∈Z , un vector
∫ ⊕

wζdµ(ζ) ∈
∫ ⊕Hζdµ(ζ), un

camp masurabil de ∗-reprezentari ireductibile {σζ : A → U(Hζ)}ζ∈Z si un operator unitar

V : H →
∫ ⊕Hζdµ(ζ) care satisfac urmatoarele conditii:

1. Avem V π(·)V −1 =
∫ ⊕

σζ(·)dµ(ζ) si w este un vector ciclic pentru aceasta repre-

zentare.

2. Pentru orice a, b ∈ A functia ζ 7→ 〈σζ(a)wζ , σζ(b)wζ〉 este continua pe Z.
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Demonstraţie. Extinzand π la unitalizarea lui A daca e necesar, putem presupune ca

A are element unitate. Fie w ∈ H un vector ciclic pentru π cu ‖v‖ = 1, si definim

functionala ϕ : A → C, ϕ(·) := 〈π(·)v, v〉. Notand prin S multimea tuturor starilor lui A,

care este un spatiu metrizabil compact cu topologia slaba (deoarece A este separabila),

rezulta din [BR87, 4.1.3, 4.1.11, 4.1.25, 4.2.5] ca exista o masura Radon de probabilitate

µ pe S care este o masura ortogonala si satisface

ϕ =
∫
S
ζdµ(ζ)

si µ(P ) = 1, unde P este multimea starilor pure ale lui A. Deoarece µ este o masura

ortogonala si π este unitar echivalenta cu reprezentarea GNS a lui A asociata cu starea ϕ

(deoarece v este un vector ciclic), rezulta din [BR87, 4.4.9] ca exista un operator unitar

V : H →
∫ ⊕
Hζdµ(ζ)

cu V π(·)V −1 =
∫ ⊕

σζ(·)dµ(ζ) si V w =
∫ ⊕

wζdµ(ζ), unde pentru orice ζ ∈ S notam

prin σζ : A → B(Hζ) reprezentarea sa GNS corespunzatoare, cu vectorul unitar ciclic

wζ ∈ Hζ cu ζ(·) = 〈σζ(·)wζ , wζ〉. Atunci pentru orice a, b ∈ A si ζ ∈ S avem

〈σζ(a)wζ , σζ(b)wζ〉 = 〈σζ(b∗a)wζ , wζ〉 = ζ(b∗a)

si aceasta depinde continuu de ζ ∈ S deoarece S este inzestrat cu topologia slaba.

Concluzia este obtinuta daca definim Z ca inchiderea lui P in S.

Propozitia 5.4.4. Fie G un grup local compact separabil si π : G→ U(H) o reprezentare

astfel incat Iσ este convexa pentru orice reprezentare ireductibila σ : G → U(Hσ) cu

Ker C∗(σ) ⊇ Ker C∗(π). Atunci Iπ este convexa.

Demonstraţie. Fie π =
⊕

j∈J πj o descompunere a lui π : C∗(G)→ B(H) in reprezentari

ciclice. Din Propozitia 5.3.6, este suficient sa aratam ca pentru orice j0 ∈ J multimea

Iπj0 este convexa. Avem Kerπ =
⋂
j∈J

Kerπj ⊆ Kerπj0 , deci orice reprezentare σ : G →

U(Hσ) ce indeplineste Ker C∗(σ) ⊇ Ker C∗(πj0) satisface Ker C∗(σ) ⊇ Ker C∗(π), deci Iσ
este convexa din ipoteza. Deci πj0 satisface conditia din ipoteza si atunci, inlocuind π

cu πj0 , putem presupune ca π este o reprezentare ciclica.

Dar atunci, folosind Lema 5.4.3, putem presupune ca exista un spatiu metric compact

Z cu o masura pozitiva µ, un camp masurabil de spatii Hilbert {Hζ}ζ∈Z si un camp ma-

surabil de reprezentari ireductibile {σζ : G → U(Hζ)}ζ∈Z astfel incat H =
∫ ⊕Hζdµ(ζ)

si π =
∫ ⊕

σζdµ(ζ).
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Folosind metoda din demonstratia [Ne00, Th. X.6.16(ii)], putem gasi o multime µ-

neglijabila Z0 ⊆ Z cu Ker C∗(π) = Ker C∗(π̃), unde π̃ :=
⊕

ζ∈Z\Z0

σζ . Atunci reprezentarea

π̃ este convexa din Propozitia 5.3.6, si din Propozitia 5.4.2 obtinem Iπ ⊆ Ieπ.

Pentru a arata ca Iπ este convexa, aratam ca Iπ ⊇ Ieπ. Folosind Propozitia 5.3.6 si demon-

stratia sa, este suficient sa aratam ca pentru orice multime finita F = {ζ1, . . . , ζm} ⊆
Z\Z0 reprezentarea π̃F :=

m⊕
j=1

σζj satisface IeπF ⊆ Iπ. Pentru a incheia, folosind Propozi-

tia 5.2.10 si Lema 5.3.3, este suficient sa aratam ca pentru v = vζ1 ⊕ · · · ⊕ vζm ∈
m⊕
j=1
Hζj

si f ∈ C∞0 (G) cu ‖π̃F (f)v‖ = 1 avem

ΨeπF (π̃F (f)v) ∈ Iπ. (5.4.5)

Folosind (5.3.3) si ‖π̃F (f)v‖ = 1, obtinem

ΨeπF (π̃F (f)v) = ΨeπF (σζ1(f)vζ1 ⊕ · · · ⊕ σζm(f)vζm)

=
m∑
j=1

‖σζj (f)vζj‖
2Ψσζj

(σζj (f)vζj ) (5.4.6)

Pentru orice ε > 0 fie hε := (hε1, . . . , h
ε
m) ∈ C(Z)m cu 0 ≤ hεj pe Z, hεj = 1 pe o

vecinatate a lui ζj ∈ Z, supphεj continut in bila deschisa Bζj (ε) in Z de centru ζj si

raza ε, ‖hεj‖L2(Z,µ) = 1, si (supphεj) ∩ (suphεk) = ∅ daca j 6= k. Deoarece reprezentarea

σζj : C∗(G)→ B(Hζj ) este ireductibila, rezulta din teorema de tranzitivitate [Di64, Cor.

2.8.4] ca exista aj ∈ C∗(G) cu σζj (aj)wζj = vζj , unde
∫ ⊕

wζdµ(ζ) ∈ H este vectorul

unitar dat de Lema 5.4.3. Definim

vε :=
m∑
j=1

∫ ⊕
Z
hεj(ζ)σζ(aj)wζdµ(ζ) ∈ H,

deci

π(f)vε =
m∑
j=1

∫ ⊕
Z
hεj(ζ)σζ(f)σζ(aj)wζdµ(ζ). (5.4.7)

Deoarece (supphεj) ∩ (suphεk) = ∅ pentru j 6= k, rezulta ca

‖π(f)vε‖2 =
m∑
j=1

∫
Z
hεj(ζ)2‖σζ(f)σζ(aj)wζ‖2dµ(ζ)

=
m∑
j=1

‖σζj (f)vζj‖
2 +

m∑
j=1

∫
Z
hεj(ζ)2(‖σζ(faj)wζ‖2 − ‖σζj (faj)wζj‖

2)dµ(ζ)

deoarece σζj (faj)wζj = σζj (f)σζj (aj)wζj = σζj (f)vζj si ‖hεj‖L2(Z,µ) = 1. Reamintind ca

supphεj ⊆ Bζj (ε) si functiile ζ 7→ ‖σζ(faj)wζ‖ sunt continue pentru j = 1, . . . ,m (vezi
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Lema 5.4.3(2)), si folosind teorema Lebesgue de convergenta dominata , rezulta ca

lim
ε→0
‖π(f)vε‖2 =

m∑
j=1

‖σζj (f)vζj‖
2 = ‖π̃F (f)v‖2 = 1. (5.4.8)

In plus, folosind (5.2.7), avem pentru γ ∈ Λ(G)

〈dπ(γ)π(f)vε, π(f)vε〉 = 〈π(DR
γ f)vε, π(f)vε〉

=
m∑
j=1

∫
Z
hεj(ζ)2〈σζ(DR

γ f)σζ(aj)wζ , σζ(f)σζ(aj)wζ〉dµ(ζ)

unde am folosit si (5.4.7) si faptul ca (supphεj) ∩ (suphεk) = ∅ pentru j 6= k. Deoarece

functiile

ζ 7→ 〈σζ(DR
γ f)σζ(aj)wζ , σζ(f)σζ(aj)wζ〉 = 〈σζ((DR

γ f)aj)wζ , σζ(faj)wζ〉

sunt continue din Lema 5.4.3(2), obtinem ca mai sus din (5.2.7)

lim
ε→0
〈dπ(γ)π(f)vε, π(f)vε〉 =

m∑
j=1

〈σζj (D
R
γ f)σζj (aj)wζj , σζj (f)σζj (aj)wζj 〉

=
m∑
j=1

〈dσζj (γ)σζj (f)vj , σζj (f)vj〉

= (ΨeπF (π̃F (f)v))(γ)

unde ultima egalitate rezulta din (5.4.6). Acum, din (5.4.8), avem

lim
ε→0

(Ψπ(π(f)vε))(γ) = (ΨeπF (π̃F (f)v))(γ).

Deoarece γ ∈ Λ(G) este arbitrar, aceasta implica (5.4.5) si demonstratia se incheie.

Corolarul 5.4.5. Fie G un grup local compact separabil. Daca multimea moment a

oricarei reprezentari ireductibile a lui G este convexa, atunci aceasta proprietate este

valabila pentru orice reprezentare a lui G.

Demonstraţie. Se foloseste Propozitia 5.4.4.

5.5 Rezultatul principal

Este convenabil sa introducem urmatoarea definitie. Mai multe informatii despre grupuri

topologice rezolubile pot fi gasite in [HM07, Chs. 7 si 10] si [Bos76].
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Definitia 5.5.1. Un grup topologic G se numeste rezolubil daca pentru orice vecinatate

V a lui 1 ∈ G exista un intreg k ≥ 0 cu G(k) ⊆ V . Aici G = G(0) ⊇ G(1) ⊇ · · · este

seria descrescatoare a lui G definita prin conditia ca G(k+1) este subgrupul inchis al lui

G generat de multimea {xyx−1y−1 | x, y ∈ G(k)}.

Teorema 5.5.2. Fie G un grup local compact separabil rezolubil. Atunci multimea

moment inchisa a oricarei reprezentari a lui G este convexa.

Demonstraţie. Putem presupune ca G is conex, deoarece Λ(G) depinde doar de compo-

nenta conexa a lui 1 din G. Dupa cum arata Corolarul 5.4.5, este suficient sa aratam ca

pentru orice reprezentare ireductibila π : G→ U(H) inchiderea multimii sale moment Iπ
este convexa. Folosind [Mag81, Cor. la Lema 1], exista N0 ∈ N0(G) cu π = π0 ◦ p, unde

am folosit notatia din Corolarul 5.2.11. Din acest corolar, H∞(π0) este densa in H∞(π),

deci Propozitia 5.3.7 arata ca daca stim ca Iπ0 este convexa, atunci si Iπ este convexa.

Dar Iπ0 este o a multime convexa din [AL92, Th. 13], deoarece π0 : G/N0 → U(H) este o

reprezentare a unui grup Lie finit dimensional care este rezolubil din [HM07, Th. 10.18].

Aceasta incheie demonstratia.

5.6 Despre exemple si aplicatii ale convexitatii multimilor

moment

Pentru orice grup Lie nilpotent finit dimensional G exista o corespondenta bijectiva intre

urmatoarele multimi:

• clasele de echivalenta de reprezentari unitare ireductibile ale lui G;

• orbitele actiunii coadjuncte Ad∗G : G× Λ(G)∗ → Λ(G)∗.

Aceasta corespondenta este construita pe baza asa-numitei metode a lui A. Kirillov si

se bazeaza pe faptul ca orbitele coadjuncte sunt varietati diferentiale ce pot fi inzestrate

in mod canonic cu structuri simplectice G-invariante. Variante ale corespondentei men-

tionate mai sus au fost puse in evidenta si pentru alte tipuri de grupuri Lie, inclusiv

pentru cele rezolubile, ceea ce a condus la teoreme de clasificare pentru reprezentari

unitare ireductibile ale grupurilor respective.

Ar fi important de extins aceasta metoda de clasificare a reprezentarilor si la grupuri

topologice mai generale (de exemplu grupuri Lie infinit dimensonale, sau grupuri local

compacte care nu sunt grupuri Lie), dar dificultatea principala este ca, pentru astfel de

grupuri, orbitele actiunii coadjuncte nu sunt in general varietati diferentiabile. De aceea,
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ca un prim pas in acest sens, se poate incerca sa se clasifice reprezentarile unui grup G,

inlocuind orbitele coadjuncte cu multimile moment, care sunt mai simplu de definit.

Aceasta idee functioneaza intr-devar in directia dorita, deoarece daca G este un grup

Lie nilpotent iar π : G → B(H) este o reprezentare unitara ireductibila, atunci exista o

stransa legatura intre orbita coadjuncta Oπ ⊆ Λ(G)∗ si multimea moment Iπ ⊆ Λ(G)∗

ale reprezentarii π, si anume

Iπ = conv (Oπ)

(a se vedea [Wi89], si de asemenea [AL92] pentru varianta acestei egalitati in situatia

mai generala a grupurilor rezolubile).

In cadrul celor de mai sus, enuntam urmatoarea consecinta simpla a Teoremei 5.5.2, care

ilustreaza importanta proprietatilor de convexitate ale multimilor moment:

Corolarul 5.6.1. Fie G un grup local compact separabil rezolubil.

1. Pentru orice reprezentare π : G → B(H), multimea moment Iπ ⊆ Λ(G)∗ este in-

chisa, convexa, si invarianta in raport cu actiunea coadjuncta

Ad∗G : G× Λ(G)∗ → Λ(G)∗, (x, ξ) 7→ ξ ◦AdG(x−1).

2. Daca π1 si π2 sunt reprezentari unitare ale lui G, atunci Iπ1 6= Iπ2 daca si numai

daca, eventual schimband numerotarea lui π1 şi π2, exista γ ∈ Λ(G) si ξ1 ∈ Iπ1

astfel incat

ξ1(γ) > sup
ξ∈Iπ2

ξ(γ)

iar in acest caz reprezentarile π1 si π2 nu sunt unitar echivalente.

Demonstraţie. Prima afirmatie rezulta din Teorema 5.5.2 si Definitia 5.3.1.

Pentru a doua afirmatie, sa presupunem ca Iπ1 6= Iπ2 . Eventual schimband numerotarea

lui π1 şi π2, rezulta ca Iπ1 6⊆ Iπ2 , deci exista ξ1 ∈ Iπ1 astfel incat ξ1 6∈ Iπ2 . Deoarece

multimea Iπ2 este inchisa si convexa, rezulta din [Ru91, Th. 3.4(b)] ca exista o func-

tionala liniara continua Γ: Λ(G)∗ → R cu Γ(ξ1) > sup
ξ∈Iπ2

Γ(ξ). Dar, deoarece spatiul

Λ(G)∗ este inzestrat cu topologia slaba, exista γ ∈ Λ(G) incat Γ(ξ) = ξ(γ) pentru orice

ξ ∈ Λ(G)∗, deci ξ1(γ) > sup
ξ∈Iπ2

ξ(γ). In fine, sa observam ca pricare doua reprezentari

unitar echivalente au aceeasi multime moment, ca o consecinta directa a Definitiei 5.3.1,

si aceasta incheie demonstratia.

Vom incheia printr-un exemplu de calcul al multimii moment pentru o reprezentare a

unui grup Lie nilpotent.
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Exemplul 5.6.2. Consideram grupul Heisenberg 3-dimensional G = R3 cu operatia de

inmultire

(x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 + (x1y2 − x2y1)/2).

Algebra Lie a lui G este g = R3 cu paranteza Lie

[(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)] = (0, 0, x1y2 − x2y1).

Notam cu X = (1, 0, 0), Y = (0, 1, 0), Z = (0, 0, 1) baza canonica a lui g, deci avem

relatiile de comutare canonice

[X,Y ] = Z si [X,Z] = [Y,Z] = 0.

Vom calcula multimea moment pentru reprezentarea Schrödinger

π : G→ B(H), (π(x, y, z)ϕ)(q) = ei(z+(xy/2)+yq)ϕ(q + x),

unde H := L2(R). Se stie ca spatiul vectorilor de clasa C∞ pentru aceasta reprezentare

este H∞ = S(R) (spatiul Schwartz al functiilor cu descrestere rapida), iar reprezentarea

derivata

dπ : g→ End (H∞), dπ(V )ϕ =
d
dt

∣∣∣
t=0

π(tV )ϕ

este o aplicatie liniara ale carei valori pe baza canonica {X,Y, Z} ⊂ R3 sunt operatorii

care actioneaza prin

dπ(X)ϕ =
d
dt

∣∣∣
t=0

π(t, 0, 0)ϕ =
dϕ
dq

= ϕ′

dπ(Y )ϕ =
d
dt

∣∣∣
t=0

π(0, t, 0)ϕ = iMqϕ

dπ(Z)ϕ =
d
dt

∣∣∣
t=0

π(0, 0, t)ϕ = iϕ

unde (Mqϕ)(q) := qϕ(q) este operatorul de inmultire cu variabila independenta q ∈ R.

Reamintim ca aplicatia moment este

Ψπ : H∞ \ {0} → g∗, Ψπ(ϕ) =
1
i
〈dπ(·)ϕ,ϕ〉
〈ϕ,ϕ〉

,

unde 〈·, ·〉 este produsul scalar din L2(R). Deci pentru orice ϕ ∈ H∞ = S(R) cu

‖ϕ‖L2(R) = 1, functionala Ψπ(ϕ) : R3 → R este data de formula

(Ψπ(ϕ))(x, y, z) =
1
i
x〈ϕ′, ϕ〉+ y〈Mqϕ,ϕ〉+ z〈ϕ,ϕ〉 =

1
i
x〈ϕ′, ϕ〉+ y〈Mqϕ,ϕ〉+ z
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pentru orice (x, y, z) ∈ R3. Deci multimea moment Iπ poate fi identificata cu inchiderea

in R3 a multimii{(1
i
〈ϕ′, ϕ〉, 〈Mqϕ,ϕ〉, 1

) ∣∣∣ϕ ∈ S(R), ‖ϕ‖L2(R) = 1
}
⊆ R3

de unde rezulta usor ca

Iπ = R2 × {1}

care este intr-adevar o multime inchisa convexa, dupa cum stiam din rezultatele generale.

5.7 Note bibliografice

Rezultatele din acest capitol sunt in intregime originale si sunt incluse in articolul nostru

[BNi14b].



Appendix A

Clase si exemple de grupuri

topologice

A.1 Clase de grupuri topologice

Dam mai jos lista celor mai importante clase de grupuri topologice care intervin in

aceasta lucrare. Grupurile conexe din fiecare dintre tipurile de grupuri enumerate aici

sunt incluse printre cele din tipul imediat urmator din aceasta lista. Pentru clasele de

grupuri mai putin cunoscute, indicam in paranteza si locul din aceasta lucrare unde

poate fi gasita definitia respectiva.

1. Grup Lie finit dimensional

2. Grup local compact

3. Grup pro-Lie (pag. 80)

4. Grup pre-Lie (Definitia 1.3.1 la pag. 10)

5. Grup topologic cu algebra Lie (Definitia 3.3.22 la pag. 60)

6. Grup topologic cu proprietatea Trotter (Definitia 4.2.1 la pag. 72)

7. Grup topologic

A.2 Exemple de grupuri topologice

Mentionam acum cateva exemple care ilustreaza diferentele dintre clasele de grupuri din

lista de mai sus.

98
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Exemplul A.2.1 (grup Lie nilpotent conex). A se vedea grupul Heisenberg 3-dimensi-

onal din Exemplul 5.6.2.

Exemplul A.2.2 (grup local compact conex care nu este grup Lie). Fie

T = {z ∈ C | |z| = 1}

cercul unitate din planul complex. Atunci T este un grup Lie compact conex in raport

cu operatia de inmultire. Rezulta ca si produsul cartezian infinit TN este un grup

topologic compact conex, care insa nu este un grup Lie finit dimensional, deoarece in

caz contrar, algebra sa Lie ar trebui sa fie spatiul vectorial RN, iar aceasta spatiu este

infinit dimensional.

Exemplul A.2.3 (grup pro-Lie conex care nu este local compact). Fie J o multime

infinita. Definim spatiul vectorial topologic Y = RJ si grupul topologic G = (Y,+).

Atunci Y este limita proiectiva a sistemului de grupuri Lie finit dimensionale {RF } F⊂J
|F |<∞

deci este grup pro-Lie. Dar din [HM07, Th. Prop. A2.18] rezulta ca G nu este local

compact, deoarece |J | =∞.

Exemplul A.2.4 (grup pre-Lie care nu este pro-Lie). Fie Y un spatiu vectorial topologic

cu grupul aditiv subiacent G = (Y,+). Atunci G este un grup topologic abelian, deci

pre-Lie, iar algebra Lie a lui G poate fi identificata cu Y, cu paranteza Lie identic nula.

Pe de alta parte, daca G este chiar grup pro-Lie, atunci din [HM07, Th. 3.12, Cor.

A2.9, Prop. 3.8] rezulta ca Y este izomorf ca spatiu vectorial topologic cu RJ pentru o

multime de indici convenabila J . Deci daca Y nu are aceasta proprietate, atunci grupul

G = (Y,+) este pre-Lie dar nu este pro-Lie. De exemplu, daca Y este un spatiu Banach

infinit dimensional, atunci el nu este izomorf cu RJ pentru nicio multime de indici J .

Exemplul A.2.5 (grup topologic cu algebra Lie care nu este pre-Lie). Din Teorema 3.4.4

rezulta ca daca G un grup topologic nilpotent de pas 2 pentru care singura functionala

liniara si continua ψ : Λ(G) → R este ψ = 0, atunci grupul tangent T (G) = G n Λ(G)

nu este grup pre-Lie. Pe de alta parte, T (G) este grup topologic nilpotent de pas 2

(Propozitiile 3.4.2 si 3.4.3) deci este grup topologic cu algebra Lie (Teorema 3.3.23).

Pentru a da un exemplu concret, sa consideram grupul aditiv G = (Lp(E),+), care este

abelian (deci si nilpotent de pas 2), unde E = [0, 1] iar 0 < p < 1. Cu acest exemplu ne

aflam in conditiile de mai sus, deoarece din [Da40] se stie ca Lp(E) este spatiu vectorial

topologic metrizabil si singura functionala liniara si continua ψ : Lp(E)→ R este ψ = 0.

Exemplul A.2.6 (grup topologic care nu are proprietatea Trotter, deci nu are nici al-

gebra Lie). Fie H este un spatiu Hilbert complex separabil infinit dimensional, iar U(H)

este grupul operatorilor unitari considerat ca grup topologic cu topologia convergentei
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punctuale. Atunci U(H) este un grup topologic care nu are proprietatea Trotter; a se

vedea de exemplu [Be10, Ex. 2.1].
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[Be06] D. Beltiţă, Smooth homogeneous structures in operator theory. Chapman &

Hall/CRC Monographs and Surveys in Pure and Applied Mathematics, 137.

Chapman & Hall/CRC, Boca Raton, FL, 2006.

[Be10] D. Beltiţă, Lie theoretic significance of the measure topologies associated

with a finite trace. Forum Math. 22 (2010), no. 2, 241–253.
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