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Introducere

Aplicatia moment a unei reprezentari unitare tare continue 7: G — U(H) a unui grup

Lie finit dimensional este

Ur: Hoo \ {0} — @", Wx(v) = TW

)

unde Hoo 1= {v € H | w(-)v € C®(G, H)} este spatiul vectorilor de clasa C*°, iar

multimea moment inchisa este
I =V, (Heo \ {0}) C g

adica inchiderea imaginii aplicatiei moment in dualul algebrei Lie g a lui G. Aceste
notiuni au fost introduse in lucrarile [Wi89], [Mi90], [Wi92], filnd motivate de anumite
probleme din geometria simplectica, dar s-au dovedit extrem de importante si in teoria

reprezentarilor de grupuri Lie.

Spre exemplu, s-a demonstrat in [AL92] ca toate grupurile Lie rezolubile (si in particular
cele comutative) au proprietatea remarcabila ca multimea moment a oricarei reprezentari
este convexa. Acest fapt este netrivial chiar si in cazul grupului G = (R, +). In acest
caz, pentru orice reprezentare unitara m: G — U(H) continua in raport cu topologia
normei operatoriale avem Ho, = H si exista un operator auto-adjunct A € B(H) astfel
incat m(t) = 4 pentru orice t € R = G, iar imaginea aplicatiei moment a lui 7 se poate

identifica in mod canonic cu imaginea numerica a operatorului A,

(Av,v)
(v,v)

In acest caz, teorema de convexitate din [AL92] mentionata anterior rezulta din teorema

W(A) = {(Av,0) | v € H, HUH:1}:{ (ueH\{O}}.

Hausdorff-Toeplitz, potrivit careia imaginea numerica a oricarui operator liniar este
convexa. Acasta situatie simpla ilustreaza si importanta multimii moment, deoarece se

stie ca spectrul 0(A) C R al operatorului A are proprietatile

o(A) CW(A), info(A) =inf W(A), supo(A) =sup W(A),

1
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adica
I. =W(A) = [info(A),supc(4)],

deci multimea moment contine informatii foarte important despre spectru, fiind insa

mult mai usor de calculat decat spectrul.

Principalul rezultat obtinut in aceasta teza (Teorema 5.5.2) este o generalizare completa
a teoremei de convexitate din [AL92] de la grupuri Lie rezolubile la grupuri local com-
pacte separabile rezolubile, si anume demonstram ca multimile moment ale tuturor

reprezentarilor de grupurt local compacte separabile rezolubile sunt convezxe.

Pentru a explica acest context de grupuri topologice in care vom lucra adesea, reamintim

urmatoarele:

Orice morfism continuu de grupuri Lie este diferentiabil in mod automat.

4

Un grup topologic poate avea cel mult o structura de grup Lie.

Semnificatia acestor fapte fundamentale din teoria Lie finit dimensionala este aceea
ca trebuie sa gandim categoria grupurilor Lie ca pe o subcategorie plina a categoriei
grupurilor topologice, si aceasta sugereaza in mod natural problema de a extinde meto-
dele si rezultatele teoriei Lie de la cadrul traditional al grupurilor Lie finit dimensionale
catre categorii mai largi de grupuri topologice. Aceasta problema este cu atat mai
importanta cu cat studiul grupurilor Lie si al reprezentarilor lor prin operatori liniari
ocupa un loc central in matematica actuala, atat din cauza aplicatiilor in alte domenii
inclusiv din afara matematicii, cat si datorita ideilor profunde care au fost dezvoltate
initial in legatura cu gruurile Lie, dar s-au dovedit apoi a fi strans legate de algebra
liniara, analiza functionala, teoria operatorilor, analiza armonica, topologia diferentiala,

teoria numerelor etc.

Aceasta teza de doctorat se inscrie in perspectiva schitata mai sus, prin faptul ca, avand
ca punct de pornire momentele reprezentarilor de grupuri Lie, care implica in mod
esential diferentiabilitatea, se dovedeste ca pentru intelegerea aplicatiel moment si a
proprietatilor ei de convexitate este esential sa utilizam substratul topologic al teoriei
Lie, sa studiem calculul diferential pe grupuri topologice generale, si astfel vom descoperi
in cele din urma cadrul natural in care se poate stabili convexitatea multimilor moment
ale reprezentarilor unitare. Anume, pentru toate grupurile local compacte separabile
rezolubile (care nu sunt in mod necesar grupuri Lie) demonstram ca multimile moment
ale tuturor reprezentarilor lor unitare sunt convexe, acesta fiind unul dintre principalele

rezultate pe care le obtinem aici, dupa cum am mentionat deja mai sus.
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Descrierea structurii tezei si a principalelor contributii originale

Aceasta teza de doctorat este formata din introducere, cinci capitole, si bibliografie.
Fiecare dintre cele cinci capitole incepe printr-o prezentare a continutului si se incheie
printr-o sectiune ce contine note bibliografice asupra rezultatelor prezentate in capitolul

respectiv.

Capitolul 1 contine notiuni generale la care se face apel pe tot parcursul acestei lucrari.
Principala tematica dezvoltata aici este aceea a diferentiabilitatii pe grupuri topologi-
ce care nu sunt neaparat grupuri Lie. Mai concret, pentru un grup topologic general,
prezentam aici spatiul A(G) = Hom(R, G) al subgrupurilor cu un parametru (care este
identificat cu algebra Lie in cazul grupurilor Lie finit dimensionale), apoi studiem ac-
tiunea adjuncta G x A(G) — G. In continuare introducem spatiile de functii continuu
diferentiabile pe G de-a lungul subgrupurilor cu un parametru, si, ca o contributie origi-
nala, in Propozitia 1.2.4 studiem o noua topologie pe aceste spatii de functii (cf. articolul
nostru [BNilda]). Apoi definim grupurile pre-Lie si, pentru completitudine, prezentam
dupa [BCR81], dar cu detalii suplimentare, o abordare axiomatica a diferentiabilitatii

pe aceste grupuri.

In Capitolul 2, care se bazeaza in intregime pe rezultate originale din articolul nostru
[BNil4a], extindem topologia mentionata mai sus la spatii de functii definite pe sub-
multimi deschise ale unui grup topologic cu valori intr-un spatiu local convex. Aceasta
topologie este una dintre principalele noutati cu caracter tehnic introduse in aceasta teza,
iar utilitatea ei este relevata de faptul ca ne permite sa demonstram in Teorema 2.4.19
ca pentru orice grupuri topologice G' si H este valabila legea exponentiala slaba pen-
tru spatii de functii diferentiabile, si anume exista scufundarea canonica algebrica si
topologica
C*®(H x G,Y) — C®(H,C*(G,))).

Pe baza acestei legi exponentiale, in Teorema 2.5.2 descriem apoi complet structura o-
peratorilor locali invarianti pe un grup topologic G, si anume construim un izomorfism
canonic intre algebra acestor operatori si spatiul distributiilor pe G cu suportul in e-
lementul unitate, deci acest spatiu poate fi gandit ca generalizarea algebrei universale

anvelopante a algebrei Lie a unui grup Lie.

Capitolul 3 se bazeaza pe rezultate originale si pe demonstratii date unor rezultate com-
plet netriviale care au fost publicate de alti autori fara demonstratie, sau cu demonstratie
schitata sumar. Deoarece ne bazam pe aceste rezultate in restul tezei, am considerat
necesar sa le demonstram detaliat aici. Ca si in celelalte capitole, referintele pentru rezul-
tatele preluate din alte lucrari sunt precizate detaliat in text. Acest capitol constituie

un prim pas in studiul aplicatiilor moment ale reprezentarilor de grupuri topologice, iar
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principalul rezultat original pe care il obtinem aici este caracterizarea grupurilor topo-
logice nilpotente de pas 2 al caror grup tangent este un grup pre-Lie (Teoremele 3.1.10
si 3.4.4). Pentru inceput prezentam o motivatie detaliata a ideilor ce urmeaza sa fie dez-
voltate mai departe in capitol. Apoi demonstram Propozitia 3.2.3, care a fost indicata
fara demonstratie in [BCRS81] si din care rezulta ca inmultirea pe grupuri pre-Lie este
aplicatie diferentiabila (a se vedea articolul nostru [Nic14] pentru mai multe detalii). In
continuare prezentam unele elemente de teorie Lie pentru grupuri topologice nilpotente
de pas 2, care ne permit sa construim algebra Lie topologica a unui astfel de grup, ceea
ce da in particular o demonstratie detaliata a Teoremei 3.3.23 (a carei demonstratie a
fost doar schitata sumar in [Ne06]). In Sectiunea 3.4 introducem grupul tangent al unui
grup topologic cu algebra Lie, notat cu T'(G). La acest nivel de generalitate, aceasta este
o notiune noua, care a fost considerata in [HMO07] doar pentru grupuri pro-Lie. Aratam
ca grupul tangent al unui grup topologic nilpotent de pas 2 este grup nilpotent de pas
2, iar in final caracterizam grupurile nilpotente de pas 2 pentru care grupul tangent este

grup pre-Lie (Teorema 3.4.4).

Capitolul 4 este bazat in intregime pe rezultate originale si contine cateva proprietati de
baza ale aplicatiei moment pentru reprezentari unitare de grupuri topologice pe spatii
Hilbert finit dimensionale. Principalele rezultate sunt Teorema 4.1.6 si Teorema 4.1.7, in
care stabilim proprietati de convexitate ale imaginii aplicatiei moment pentru produse
tensoriale de reprezentari. In continuare introducem proprietatea Trotter pentru grupuri
topologice (care generalizeaza proprietatea similara pentru grupuri Lie exponentiale stu-
diata recent in [NS12]), iar Propozitia 4.2.2 arata ca pentru grupurile topologice care
au proprietatea Trotter valorile aplicatiei moment sunt functionale liniare, exact ca si in

cazul reprezentarilor de grupuri Lie.

Capitolul 5 se bazeaza in intregime pe rezultate originale din articolul nostru [BNil4b]
si contine principalul rezultat obtinut in aceasta teza de doctorat, anume Teorema 5.5.2.
Aceasta teorema ofera un raspuns afirmativ la problema de a extinde teorema de conve-
xitate din [AL92] (mentionata la inceputul acestei Introduceri) in cazul grupurilor local
compacte separabile. In ciuda ipotezelor cu caracter tehnic, de compacitate locala si
separabilitate, se dovedeste util sa introducem notiunea de aplicatie moment pentru o
reprezentare unitara continua a unui grup topologic arbitrar (Definitia 5.3.1) si sa punem

in evidenta cateva proprietati de baza in acest cadru general.

Conventie generala

Pe tot parcursul acestei lucrari, prin grup topologic intelegem intotdeauna de fapt grup

topologic separat, iar prin spatiu Hilbert intelegem spatiu Hilbert complez.
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Grupuri pre-Lie

Acest capitol contine notiuni generale la care se face apel pe tot parcursul acestei lucrari.
Principala tematica dezvoltata aici este aceea a diferentiabilitatii pe grupuri topologice
care nu sunt neaparat grupuri Lie. In Sectiunea 1.1 introducem spatiul A(G) al sub-
grupurilor continue cu un parametru ale unui grup topologic arbitrar GG. Acest spatiu
este inzestrat cu topologia compact-deschisa, si in cazul grupurilor Lie este identificat
in mod natural cu spatiul tangent in elementul unitate, adica algebra Lie a grupului
respectiv. Prin analogie cu cazul grupurilor Lie, introducem aici actiunea adjuncta a

unui grup topologic arbitrar G pe A(G), notata
GxAMG) = AMG),  (,7) ="

si aratam ca aceasta este o actiune continua (Lema 1.1.3). In Sectiunea 1.2 introducem
diferentiabilitatea la stanga si la dreapta pe grupuri topologice. In Lema 1.2.2 sunt
formule de legatura intre derivatele la stanga si la dreapta. Propozitia 1.2.3 asigura faptul
ca multimea functiilor de clasa C* obtinuta cu derivatele la stanga coincide cu multimea
functiilor de clasa C* obtinuta cu derivatele la dreapta. Introducem pe multimea C*°(G)
doua topologii de spatiu local convex cu ajutorul derivatelor la stanga si la dreapta si
Propozitia 1.2.4 arata ca aceste topologii coincid. In Sectiunea 1.4 prezentam o serie
de axiome pe care trebuie sa le verificam cand definim o notiune de diferentiabilitate
pe grupuri topologice. In Sectiunea 1.3 definim grupurile pre-Lie pe care introducem o
notiune de difentiabilitate pentru aplicatii definite pe submultimi deschise ale grupurilor
pre-Lie. Teorema 1.4.2 arata ca aceasta notiune de diferentiabilitate introdusa este

corecta, adica verifica axiomele prezentate in Sectiunea 1.4.
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1.1 Preliminarii despre actiunea adjuncta a unui grup to-

pologic

Fie G un grup topologic cu multimea vecinatatilor lui 1 € G notata cu Vg(1). Definim
AG)={y:R— G cont. | (Vs,t e R) ~(s+1t)=~(s)y(t)}

si

(Yn>1) A"G):=A(G) x - x A(G).

Elementele lui A(G) se numesc subgrupuri cu un parametru ale lui G si sunt morfisme
continue de grupuri. Inzestram A(G) cu topologia uniform convergentei pe submulti-
mile compacte din R. Aceasta topologie este descrisa printr-un sistem fundamental de
vecinatati ale fiecarui punct din A(G) astfel: pentru orice v € A(G) si V € U (baza de

vecinatati deschise ale lui 1 € G) definim

Uv(7) = {6 € AMG) [ v(=)B(t) € V, (W)t € [-1,1]}.

Multimile Uy (v) pentru v € A(G) si V € U formeaza o baza a topologiei lui A(G), ca
si intervalele deschise pentru topologia uzuala a lui R. Daca T este un spatiu topologic
atunci f : T — A(G) este continua daca f~1(Uy (7)) este deschisa in T pentru orice
V € U si orice v € A(G). In plus f este continua in z € T daca f~H(Uy(f(x))) este

vecinatate a lui x pentru orice V € U.

Definitia 1.1.1. Pentru = € G si v € A(G) definim
ViR -G, () = ()

Numim 4% conjugatul lui v in raport cu x € G si avem v* € A(G).

Observatia 1.1.2. Daca grupul GG este comutativ atunci v* = « pentru orice € G si
orice v € A(G).

In continuare vom prezenta doua leme in a caror demonstratie este esential modul in

care este definita topologia de pe A(G).

Lema 1.1.3. Aplicatia G x A(G) — A(G), (z,7) — ~*, este continua.

Aceasta lema este o consecinta a urmatoarei proprietati universale a spatiului A(G).

Lema 1.1.4. Fie T un spatiu topologic. O aplicatie g : T — A(G) este continua daca

st numai daca aplicatia asociata h: T X R — G, h(x,t) := g(x)(t), este continua.
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Demonstratie. Implicatia h continua = ¢ continua.

Fie 790 € T si V € U. Vrem sa aratam ca g~ (Uy(g(xo))) este vecinatate a lui zo,
de unde vom obtine ca g este continua. Alegem Vi € U astfel incat V1V3 C V si

€ [-1,1]. Atunci h(xg,t)V; este o vecinatate deschisa a lui h(xg,t). Deoarece h este
continua, rezulta ca h~!(h(zo,t)V1) este o vecinatate deschisa a lui (z9,t) € T x R.
Deci h=!(h(z0,t)V1) = U; x Dy, unde Uy este o vecinatate deschisa a lui zg € T si Dy
este o vecinatate deschisa a lui t € R. Deci exista e, > 0 astfel incat (t — e, t + ;) C
D;. Pentru s € [—1,1],|t — s| < & si © € Uy avem (x,s) € U; x Dy si obtinem ca
(z,8) € h=Y(h(xo,t)V1) si h(x,s) € h(wg,t)V1. Deci h(z,s) = g(x)(s) € glxo)(t)Vi =

h(zo,t)Vi. Cum t € (t — e, t + &), (V)t € [—1,1] rezulta ca [—1,1] C J(t — &, t + &¢).
t

Cum [—1,1] este compact rezulta ca exista t,ta,...,t; € [—1,1] astfel incat [—1,1] C

k

U (ti — €4, ti + €i) unde g, = g; > 0. Notam multimea U = Uy N Uz N ... N Uy fiind
;;éersectie finita, este o vecinatate deschisa a lui 29 € 7. Avem g(x)(t) € g(xo)(t;)V1 C
g(x0)(#)V?Z C g(z0)(t)V. Deci g(z)(t) € g(xo)(t)V, pentru orice x € U si t € [—1,1]
si obtinem ca g(zo)(—t)g(x)(t) € V,(V)z € U, (V)t € [-1,1] si g(x) € Uy(g(zo)). Deci
U C g1 (Uy(g(xp))) si obtinem ca g este continua in xg si cum x( este oarecare in T

rezulta ca g este continua.

Demonstram ca daca ¢ este continua atunci h este continua. Fie (xo,t9) € T x R.
Alegem k € N astfel incat |tg| < k. Pot lua orice k > [|[tg|] + 1. Cand t — ¢y avem ca
|t| < k. Fie V e U. Atunci Uy (g(x)) este deschisa in A(G). Deoarece g este continua

rezulta ca g~ (Uy (g(wg))) este deschisa in T si in contine pe .

Cand = — xg avem = € g~ (Uv(g(x9))) deci g(x) € Uy (g(xo)) adica g(x)(s)g(xo)(—s) €
V,(V)s € [-1,1].

Din [t| < k rezulta g(z)(£)g(z0)(—%) € V cand z — =o.

Deci

r—xo,t—to

lim_ (9(2)(Dgtao)(~ Datao)(1) = (o)D) = glao)(2h)
g

Obtinem ca liI? . h(z,t) = h(xo,tg) de unde rezulta ca h este continua in (zg,tp),
T—T,t—10

deci este continua pe T' x R si demonstratia Lemei 1.1.4 se incheie. ]
Observatia 1.1.5. Daca grupul G este comutativ, aplicatia (x, ) — * devine (z,7) — 7,
adica proiectia pe a doua componenta care este continua in topologia produs de pe
G x A(G).
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1.2 Diferentiabilitate pe grupuri topologice

Definitia 1.2.1. Fie G un grup topologic si Y un spatiu local convex si X o submultime
deschisa in G. Functia continua ¢ : X — ) este diferentiabila de clasa C* (sau de k ori

continuu diferentiabila) daca:

a) BExista Dip : X x AJ(G) — Y;j = 0,1,...,k, D% = ¢ si pentru orice z € X;j =
0,1,....,k—1si (y1,...,7%+1) € ATTHG) avem

} d
DI (@i, v i) = | D@ @i, ).

b) Derivata D¢ : X x AJ(G) — Y este continua pentru orice j < k. Notam cu C*(X, )

multimea functiilor ¢ : X — ) de k ori continuu diferentiabile si

C™(X,¥) =[] C"(X, ).

n>1

Daca Y = C atunci C"(X) := C™(X,C) pentru orice n = 1,2,..., 00.

Daca inlocuim xy;j41(t) cu 7;41(t)x in definitia de mai sus, obtinem notiunea de functie
de k ori continua diferentiabila la dreapta si multimile C% (X, ) si C°(X,Y). Derivata

la dreapta o vom nota cu Dﬁo.

Lema 1.2.2. Au loc urmatoarele relatii:

a) D, f(x;v) = Df(x;~*) si Df(x;v) = Drf(:r;yfl).

b) Mai general, pentru orice k > 1 avem

Dy f(a;y,-. o) = DM @i, 1)

st
-1 -1
D f(wsyis. . om) = DEflasvi o0 ).

Demonstratie. a) Fie v € A(G). Avem

Df(x;7") = lim "

= lim
t—0

= D, f(x;7)
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Deasemenea

Y G U (G

flar (1) — f(z)
t

= lim

lim = Df(;7)

b) Fie 71, ..., € A(G) si z € G. Definim fi" " : RF — Y si f7"% : RF — Y prin
f'}l”“”’“ (tl, . ,tk) = f('yl (tl) - 'yk(tk):c) si A;Zl’”"”"’ (tl, ey tk) = f(.%”)/l (tl) S ’yk(tk)).

Avem k akf;h“ﬂk
) k o
Drf(x;f}/ly--'af}/k) = m(0,0,,O)

Ca sa obtinem relatiile cerute este suficient sa aratam ca:

Fro ey, o) = FEE (1 ).
Avem S
ot (b k) = et (1) - ()
= fzz Iy (t)zz My (te)z . .. o Ty (te) )
= fn(t) - w(te)w)
ceea ce incheie demonstratia. O

Propozitia 1.2.3. C®(X,)) = CX(X,)Y) pentru orice submultime deschisa X a
grupului topologic G.

Demonstratie. Definim functiile ®, ¥ : G x A¥(G) — G x A¥(G) prin ®(2;71,...,7%) :=
(g, 7)) st Wy, ) = (o 7;:71, - ,yffl) Deoarece aplicatia (z,7) — ~*
este continua de la G x A(G) la A(G) si G este grup topologic, rezulta ca functiile ® si H
sunt continue. Daca f € C°°(X,)) atunci D* f este continua. Deoarece DFf = D¥fo®
rezulta ca DFf este continua, deci C*®(X,)) C Coar(X,Y). Daca f € C2.(X,))
atunci D f este continua. Deoarece D* f = D¥ f o W rezulta ca D* f este continua, deci
C> (X,Y) € C®(X,)) de unde rezulta egalitatea ceruta. In plus avem C*(X,)) =

c,dr
C* . (X,Y) pentru orice k > 1. O

c,dr

Pentru v = (7v1,...,7) € A(G) si z € G definim

Y= (V-1
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Introducem notatiile

(D f)(@) = D" f(w;71, -5 m) st (D)) := Dy f (@571, 5 7m)-

Pentru orice multimi compacte Ko C G si K1 C A™(G) definim seminormele

PKi K> ¢ COO(G) - [0,00), pKl,Kz(f) = Sup{|(D’Yf)($)|7/7 € Kl,x € KQ}
si
Ky Ko 2 CF(G) = [0,00),  qry k. (f) = sup{|(DL f)(2)],7 € K1, € Ky}

Mai definim
Pry i (f) = 4 i (f) = sup{| f(2)], @ € Ko}

pentru Ko C G compacta si K1 = (.

Propozitia 1.2.4. Seminormele pk, i, Si qk, Kk, definesc pe C*°(G) doua topologii de

spatiu local convex egale.

Demonstratie. Fie Ko C G si K1 € A™(G) multimi compacte. Din relatia (D, f)(z) =
(D7 f) () rezulta ca pr, k, (f) < qis, 16, (f) unde

K3 :=={y"|y € K1,z € Ka}.
Din (D f)(z) = (D’yz—l f)(x) rezulta ca qi, Kk, (f) < K, K, (f) unde
Ky = {’)/milh/ e Ki,x € KQ}

Pentru a incheia demonstratia trebuie sa arata ca multimile K3 si K4 sunt compacte in
A"(G). Multimea K3 este compacta pentru ca este imaginea multimii compacte Ko x K
prin functia continua data prin (x,v) — ~v* de la G x A"(G) la A™"(G). Multimea Ky
este compacta pentru ca este imaginea multimii compacte Ko x K7 prin functia continua
data prin (z,7) — ~*  de la G x A™(G) la A™(G). O

1.3 Grupuri pre-Lie

Definitia 1.3.1. ([BR80], [BCR81]). Spunem ca grupul topologic G este grup pre-Lie

daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:
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a) Spatiul topologic A(G) are o structura de algebra Lie topologica peste R cu operatiile

algebrice satisfacand urmatoarele conditii pentru orice ¢,s € R si v1,72 € A(G):

(t-7)(s) = milts);
(n+12)(t) = lim (n(t/n)y2(t/n))";
[y1,72) () = Jim (y1(t/n)y2(t/n)m (—t/n)y2(~t/n))"",

unde convergenta este uniforma pe multimile compacte din R.

b) Pentru orice v € A(G) neconstant exista o functie cu valori reale f de clasa C* pe o

vecinatate a lui 1 € G astfel incat D f(1;) # 0.

Observatia 1.3.2. Daca G este grup pre-Lie, atunci rezulta din [BCR81, Th 1.3.2.2 si
subsect 1.1.2], sau alternativ [BR80, Th si Sect 1], ca aplicatiam : GXG — G, m(x,y) :=

zy este de clasa C* in sensul Definitiei 1.4.1.

Exemplul 1.3.3. Orice grup local compact (in particular, orice grup Lie finit-dimensi-
onal) este un grup pre-Lie ([BCRS81, pag. 41-42]; a se vedea si Lemele 5.2.3 si 5.2.4 de

mai jos).
Exemplul 1.3.4. Orice grup Lie-Banach este un grup pre-Lie ([BCR81, pag. 41-42]).

Exemplul 1.3.5. Daca X este spatiu local convex, atunci grupul Lie local convex
abelian (X, +) este un grup pre-Lie ([BCR81, pag. 41-42)).

1.4 Abordare axiomatica a diferentiabilitatii pe grupuri

pre-Lie

Definitia 1.4.1. Fie G1, G4 doua grupuri pre-Lie, X1, X2 doua submultimi deschise in
G1,Gs si f @ X1 — G9 o functie continua. Spunem ca f este continuu diferentiabila de
k-ori pe X1, daca exista aplicatia D¥ f : X1 x AF'(G1) — A(Gy), D°f = f, k' =1,... k,
astfel incat pentru orice spatiu local convex ) si orice ¢ € ck (X2,Y),0 < K < k functia
pofeC¥(X;n fY(Xs),Y) si pentru orice v = (71,...,7w) € A¥(G1) are loc regula

lantului
D¥(po fiay) = 3 DPTIE L DPTIWe(f@) (14
(at,...,an)
unde a; = (zjl,,zg]) este o submultime ordonata a multimii {1,2,...,k}. Suma
din (1.4.1) se face dupa toate descompunerile (ag,...,a;) ale multimii {1,2,...,%k'} in
submultimii nevide ordonate cu ii > ... > ’le In plus, am notat

aj(7) = (Vg ---» 7 ) si DOV f(2) = DY f(w;05(7)) € A%(Go).
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Conditia b) din definitia unui grup pre-Lie impreuna cu regula lantului implica unicitatea
derivatei D* f. Notam cu C*(X1, G2) multimea functiilor f : X1 — Go de k ori continuu
diferentiabile pe X7 si

C™(X1,Ga) = () C™(X1,Ga).

n>1
Axiomele diferentiabilitatii

In continuare prezentam o serie de axiome pe care va trebui sa le verificam cand definim

o notiune de diferentiabilitate pe grupuri topologice in Teorema 1.4.2 de mai jos.

Fie I' categoria grupurilor topologice. Vom formula axiomele pentru o notiune de difer-

entiabilitate pentru aplicatii intre obiectele categoriei I'.
(1) Orice morfism continuu de grup f : G — H este de clasa C*.
(2) Compunerea a doua functii de clasa C* este de clasa C*.

(3) Fie U deschis in G si f : U — H,g : U — L de clasa C*. Atunci aplicatia de la
U — H x L data prin z — (f(z), g(z)) este de clasa C*.

(4) Functiile constante de la G la H sunt de clasa C*.
(5) Operatiile algebrice privite ca aplicatii pe G sunt de clasa CF.
(6) Exista o subcategorie I'g C I" pe care este cunoscuta o notiune de diferentiabilitate.

(7) Orice functie de clasa C* este de clasa C7,j < k. Orice functie diferentiabila este

continua.

Teorema 1.4.2. Notiunea de continuu diferentiabilitate pe categoria PLIEG a grupuri-
lor pre-Lie indeplineste axiomele (1)-(7) de mai sus. Subcategoria din arioma (6) este
categoria LIEG a grupurilor Lie.

Demonstrafie. Pentru prima axioma fie g : G; — G2 un morfism continuu.

Pentru z € G1, D'g(z;7) = Dg(x;v) = go vy si DFg(z;v) =0,k > 2.

Pentru orice ¢ € Ck(XQ, V), X2 C G5 avem regula lantului

D’ (pog)(@;y,-.-,7) = D'o(g(x);gom,...,g0;)
= Dp(g(z); Dg(z;m), -, Dg(x;7;))

pentru j < k, deci g € C*°(G1, G2).
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Pentru axioma 2 trebuie sa aratam f o g este clasa C* pentru orice f, g de clasa C*. Fie
p € CF(X2,Y) siy € A(G). Avem D(po fog)(x;y) = De(f(g(x)); Df(g(x); Dg(x;7)))
si D(fog)(x;y) = Df(g(x); Dg(x;7)) si cu regula lantului rezulta ca f o g este de clasa
C*.

Pentru axioma 3 consideram G, Gy, Gy grupuri pre-Lie si U deschisa in G. Fie f :
U — Gisig:U — Gy functii de clasa C*. Definim (f,g) : U — Gy x Ga, (f,g)(x) :=
(f(x),g(x)),r € U. Trebuie sa aratam ca (f, g) este de clasa C*. In acest scop observam
ca pentru 1, T2 doua puncte intr-o vecinatate a lui x € G'si p € C¥(X,), (f(z),g(z)) €
X C Gy x Gy si pentru 41,72 € A(G) avem

o(f(z1m1(t1), g(zav2(t2))) =¢(f (1), g(22))
+ 4P @M f(21), g(2))
+ t0P9@292) o (2171 (1)), g(22))
+ 1+

Daca x1 =29 = x,71 = 72 = ,t1 = ta =t € R si trecand la limita cand ¢ — 0 obtinem

D(po(f,g)(x;v) = Do((f(x),9()), (Df(x;7), Dg(x;7)))

si de aici rezulta ca D(f, g)(z;v) = (D f, Dg)(x;~). Prin inductie obtinem ca

pentru j < k de unde rezulta ca (f,g) este de clasa C*.

Pentru axioma 4, daca f este o functie constanta atunci functia f este de k ori continuu
diferentiabila si D*f =0,k > 1.

Pentru axioma 5 trebuie sa studiem aplicatiile

m:GxG—Gmz,y) =zysit:G— G,u(x):=zL

—1

Avem Di(xz;7y) = (—y)* = si

: -1 -1 -1

DIz, oy) = [ [(=7)% (=) ] (=)t ]

pentru j < k. Daca ¢ € C¥(X,)),j < ksi 27! € X avem (a se vedea demonstratia
Propozitiei 2.3.9)

j j - z~ ! T
D]((,OOL)(JI;’Yl,...,’}/j):DJQO(CL' 17(_7]) 7---7(_71) )
—1 —1

=Dt pEWT o
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de unde rezulta regula lantului si ca ¢ : G — G este de clasa CF.

Pentru functia m : G x G — G avem

Dm((z,y); (o, 8)) = o +

Djm((x,y); (Odl,ﬁl), ey (Oéj,ﬁj)) = [ .. [o/{,ﬁj], e ,ﬁg].

Pentru orice ¢ € C*(X,)),j < k,ry € X C G avem (Propozitia 3.2.3)

Dj((p © m)((x’y)a (Ozl,,ﬁl), R (O‘J'»ﬁj))
J
Z Z ngo(acy;ﬁil,...,ﬁil,ai."lﬂ,...,ay,)

]
(=1 11 <<y
i,g+1<"‘<’ij

j v i
Z Z D% ... D1 DPiu . DPi p(zy)
/=1

<<y
41 <<l

de unde rezulta regula lantului si ca m este de clasa C*. Precizam ca suma de mai sus

se mai face si dupa conditia suplimentara

{’il,...,il}U{il+1,...,ij}:{1,...,j}

Pentru j < k orice functie de clasa C* este clasa C7 direct din definitie si axioma 7 este

valabila.

Pentru axioma 6 se ia categoria I'g = LIEG categoria grupurilor Lie. 0

1.5 Note bibliografice

Notiunea de diferentiabilitate din Definitia 1.2.1 a fost introdusa in [BCR81]. Pentru
Lema 1.1.3 a se vedea [BCR81, Lema 0.1.4.1, pag. 15-16]. Propozitia 1.2.3 si Teo-

rema 1.4.2 apar de asemenea in [BCR81], dar cu demonstratii mai putin detaliate.

Propozitia 1.2.4 este un rezultat original (inclus in articolul nostru [BNil4a]), ce va fi
generalizat in Propozitia5.2.2. Am considerat util sa-1 prezentam aici in mod indepen-
dent pentru functii cu valori scalare, vand in vedere caracterul introductiv al acestui

capitol.



Capitolul 2

Algebre anvelopante pentru

grupuri topologice

In acest capitol vom pune in evidenta avantajele uneia dintre principalele noutati cu
caracter tehnic introduse in aceasta teza, si anume constructia unei topologii convenabile
pe spatiul functiilor diferentiabile pe un grup topologic arbitrar cu valori intr-un spatiu
local convex ). Mai concret, vom demonstra ca pentru orice grupuri topologice G si
H este valabila legea exponentiala slaba pentru spatii de functii diferentiabile, si anume

exista scufundarea canonica algebrica si topologica
C*®(H xG,Y) — C*(H,C*(G,)))

(a se vedea Teorema 2.4.19 si Observatia 2.4.20 de mai jos). Pe baza acestui fapt, vom
demonstra apoi ca pentru orice grup topologic GG, convolutia cu distributii cu suport
compact (adica functionale liniare continue in raport cu topologia mentionata anterior)
lasa invariant spatiul functiilor diferentiabile C*°(G) (Propozitia 2.5.1). Daca ne re-
strangem atentia doar la distributiile cu suportul in 1 € @, putem sa le identificam
astfel cu operatorii liniari continui pe C°°(G) care comuta cu translatiile la stanga si
sunt locali, in sensul ca nu maresc suportul functiilor (Teorema 2.5.2). Reamintim ca
teorema lui Peetre din [Pe60] stabileste ca operatorii locali pe varietati diferentiabile sunt
exact operatorii diferentiali, nu neaparat de ordin finit. Daca G este un grup Lie finit
dimensional, recuperam astfel corespondenta dintre distributiile cu suportul in 1 € G si

operatorii diferentiali invarianti la stanga pe G.

Mai facem observatia ca topologia pe care o introducem aici pe spatiul de functii
C*(G,Y) coincide cu topologia convergentei uniforme pe compacti a functiilor si a

derivatelor lor. Dar, spre deosebire de alte constructii de topologii pe spatii de functii

15



Capitolul 2. Algebre anvelopante pentru grupuri topologice 16

test care apar in literatura, constructia noastra (Definition 2.3.1) nu are nevoie ca grupul

G sa fie local compact.

Acest capitol este impartit in 5 sectiuni. In prima sectiune introducem unele notatii
legate de diferentiabilitatea pe grupuri topologice. In Sectiunea 2.2 introducem multimea
operatorilor locali Loc (G) si multimea operatorilor locali invarianti la stanga U(G).
Apoi se prezinta relatii intre U(G) si submultimea sa notata Uy(G) cand grupul G este
grup Lie finit dimensional sau local compact. In sectiunea 2.3 introducem pe C*°(G)
o topologie de spatiu local convex si spatiul obtinut va fi notat cu £(G). Vom nota cu
&'(G) dualul topologic al lui £(G) si elementele sale vor fi numite distributii cu suport
compact. Definim suportul unei distributii si precizam ca este compact. Introducem
aplicatia f si distributia @ si prezentam cateva proprietati ale acestora. In Sectiunea
2.3 introducem convolutia dintre o functie si o distributie, in Sectiunea 2.4 demonstram
legea exponentiala mentionata anterior, iar in Sectiunea 2.5 vom aplica aceasta lege

exponentiala in studiul structurii operatorilor locali invarianti pe un grup topologic.

2.1 Preliminarii

Fie G un grup topologic cu multimea vecinatatilor lui 1 € G notata cu Vg(1). Reamintim

din Capitolul 1 multimea
AG)={7y:R— G cont. | (Vs,t €R) ~(s+1t)=~(s)y(t)}

inzestrata cu topologia uniform convergentei pe submultimile compacte din R.
Pentru x € G si v € A(G) am notat 4% : R — G, ~%(t) :== 27 1y(t)x.

Notatia 2.1.1. Vom utiliza notatia

Do = (DY) (71,2 m)

unde v = (1,...,7) € A"(G) si ¢ € C"(G, F).

2.2 Algebra operatorilor locali

Definitia 2.2.1. Fie G un grup topologic. Un operator local pe G este un operator
liniar D : C*°(G) — C*°(G) cu proprietatea

(Vf € C*(G)) supp(Df) C supp(f)
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Vom nota cu Loc(G) multimea operatorilor locali pe G.

Este usor de vazut ca Loc(G) este o algebra asociativa unitara de operatori liniari pe
C*(G).

Observatia 2.2.2. Din [Pe60] rezulta ca daca G este un grup Lie finit dimensional, atunci
Loc (G) este multimea operatorilor liniari diferentiali(posibil de ordin infinit) pe G. O
generalizare a acestui fapt pe grupuri local compacte a fost obtinuta in [Ak95]. Vezi si
[WD73] si [LW11] pentru o generalizare a situatiei cand G = (X, +) pentru un spatiu
Banach X.

Definitia 2.2.3. Fie G un grup topologic si definim
(Vx € G) L, : G — G, L, (y) :=zy
Operatorii locali invarianti la stanga sunt elementele multimii

U(G) = {D € Loc(G) | (Vz € G)(Vf € C®(G)) D(foLy) = (Df)o Ly}

Este usor de vazut ca U(G) este o subalgebra asociativa unitara a lui Loc (G). Pentru
orice v € A(G) avem D%‘ € U(G). Notam cu Up(G) subalgebra asociativa unitara a lui
U(G) generata de familia {D2 | v € A(G)}.

Problema 2.2.4. Pentru orice grup topologic G avem incluziunea
Us(G) CU(G) C Loc (G).

Sa se determine conditii necesare sau suficiente asupra lui G ca sa avem Uy(G) = U(G).

Observatia 2.2.5. Daca G este un grup Lie finit dimensional, egalitatea Uy(G) = U(G)
rezulta din teorema Poincare-Birkhoff-Witt (a se vedea si Observatia 2.2.2). Un rezultat

de acest tip a fost obtinut in [Ak95] in cazul cand G este un grup local compact.

2.3 Distributii cu suport compact

Spatiul functiilor test pe grupuri topologice

In prima parte a definitiei urmatoare reamintim seminormele pg, g, introduse inainte

de Propozitia 1.2.4.



Capitolul 2. Algebre anvelopante pentru grupuri topologice 18

Definitia 2.3.1. Fie G un grup topologic, o multime deschisa V' C G, si un spatiu local

convex ). Pentru orice n > 1, reamintim notatia

A"(G) == A(G) x -+ x A(G).

n ori

\

Pentru orice seminorma continua | - | pe ) si orice submultimi compacte Ko C G si
K, C A™(G) definim seminorma

P g s C(G) = [0,00), Pt o () = sup{|(D2f)(@)], 7 € Ky, € Ko}

Mai definim p;('hm(f) := sup{|f(z)|,z € K2} pentru Ko C G compacta si K1 = 0.
Pentru simplitate vom omite seminorma |- | pe ) din notatia de mai sus, scriind simplu
DK, K, in loc de p%l K, Vom nota cu £(V,Y) spatiul de functii C*°(V,Y) inzestrat cu

topologia local convexa definita de familia tuturor acestor seminorme pg, r,.

In particular, pentru ) = C, inzestram spatiul C*°(G) cu topologia local convexa definita
de familia de seminorme pg, x, sispatiul local convex obtinut va fi notat cu £(G). Notam

cu &'(G) dualul topologic al lui £(G) inzestrat cu topologia duala tare. Avem
E'(Q) :={u:E(G) — C | u este liniara si continua}

ca spatiu liniar si acest spatiu de functionale liniare este inzestrat cu topologia local

convexa definita de familia de seminorme {¢p | B marginita in £(G)} unde

qp : E'(G) — C, qp(f) :=sup{lu(f)|, f € B}.

Elementele lui £'(G) vor fi numite distributii cu suport compact.

Problema 2.3.2. Sa se determine conditii asupra lui G care sa asigure ca orice sub-
multime inchisa si marginita in £(G) este compacta. Reamintim din [Eh56] ca aceasta

problema are un raspuns afirmativ daca G este un grup Lie finit dimensional.
Definitia 2.3.3. In conditiile din Definitia 2.3.1, suportul unei distributii v € E'(Q)

este definit prin

supp (u) :=={z € G| (VYU € V(z))(3f € E(G)) supp (f) C U siu(f) # 0}.

Avem z ¢ supp (u) daca exista U € V(z) astfel incat (V) f € £(G) cusupp (f) C U avem
u(f) = 0.

Pentru orice u € £'(G), folosind continuitatea sa in raport cu topologia lui £(G) intro-

dusa in Definitia 2.3.1, rezulta ca exista o constanta pozitiva C' > 0, un intreg k > 1, si
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submultimile compacte K1 C A¥(G) si Ky C G pentru care

(Vf € &(G) [ulH)] < Cpry iy ()

Aceasta implica suppu C Ko, deci multimea supp u este compacta in G.

Observatia 2.3.4. Se arata usor ca (V)u € &'(G),supp (u) este compact in G si aceasta

motiveaza terminologia introdusa in Definitia 2.3.1.
Pentru orice compact K C G notam
Ex(G) == {u € '(G) | supp (u) € K}

Pentru K = {1} notam &{(G) := & (G).

Convolutii

Definitia 2.3.5. Fie G un grup topologic. Pentru orice f € £(G) definim f € £(G)
prin

(Ve e G) flzx):=fla™).

Pentru orice u € &'(G) definim @ € £'(G) prin
(Vf e &) alf):=u(f).
Pentru orice f € £(G) si u € &'(G) definim convolutia lor ca fiind functia

fru:G—C, (fxu)(x):=u(folLy).

Definitia de mai sus este in mod clar corecta pentru grupuri Lie, in sensul ca f, fo L, €
E(G) pentru orice z € G si f € £(G), daca G este un grup Lie (a se vedea si [Eh56]).
Vom arata in Propozitiile 2.3.9 si 2.3.7 ca definitia aceasta este de fapt corecta pentru

grupuri topologice generale.

Observatia 2.3.6. Daca f € C1(G),z,9 € G si v € A(G) atunci

(D(F 0 L))(9) = S ucoflegn(®) = (D)) (zg).
In plus DJ(f o L) = (D} f) o La.

Propozitia 2.3.7. Fie G un grup topologic. Daca f € E(G) si x € G, atunci f o L, €
E(G).
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Demonstratie. Pentru n > 1 avem homeomorfismul
G x AY(G) = G x A(G), Fi (571, - -+ ¥n) 7= (271, -+, Tn)-
Rezulta usor din Observatia 2.3.6 ca
(DM)™(f o Ly) = (DY) f)o Fy

deci (D*)*(f o L) este continua. Cum n > 1 este arbitrar, obtinem ca fo L, € £(G) si

demonstratia se incheie. ]

Observatia 2.3.8. Daca f € C1(G),z € G,y € A(G) atunci

(D)) = Selimof@7(0)) = Lheof (1(=8)7™) = = oo f(2(s)™)

= o () = ~ (DA )

Propozitia 2.3.9. Fie G un grup topologic, atunci pentru orice f € E(G) avem fe
E(G). In plus aplicatia E(G) — E(G), f — f, este un izomorfism de spatii local conveze.

Demonstratie. Aplicatia liniara f — f este inversabila si este egala cu propria ei inversa,
deci este suficient sa aratam ca este continua. In acest scop, pentru n > 1 definim
U, :GxA"(G) — G x A"(G),

1

_ -1 -
Un (@71, m) = (@5 0f )

Din Lema 1.1.3 rezulta ca ¥, este un homeomorfism. In plus similar cu Observatia 2.3.8

pentru orice f € C"(G) avem
(DN)"f = (=1)"((DY)"f) 0 ¥y (2.3.1)

deci f € C™(G). Cum n > 1 este arbitrar, obtinem ca f € £(G).

Fie n > 1 si multimile compacte Ky C G si K1 C A"(G). Definim

-1
K:/L::{(fy’ﬁ 7"'771‘1‘ )‘xEKQ,(fYI7...”yn)EK1}

si
K= {z7 2z € K»}.

Din Lema 1.1.3. rezulta ca K| si K) sunt compacte. Din relatia (2.3.1) avem ca
LK, () < pr .k (f) valabila si cand K1 = Kj = 0. Deci aplicatia f f de la
E(G) la £(G) este liniara si continua. O
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2.4 Legea exponentiala pentru functii netede pe grupuri

topologice

Rezultatul principal al acestei sectiuni este Teorema 2.4.19, care este o lege exponentiala
pentru spatii de functii diferentiabile pe grupuri topologice. A se vedea de exemplu
[KM97, Ch. I, §3] pentru o discutie aprofundata a legilor exponentiale pentru functii

diferentiabile pe submultimi deschise in spatii local convexe.

Notatia 2.4.1. Fie G si H grupuri topologice arbitrare. Pentru orice spatiu local convex
Y si orice functie ¢ € C°°(G x H,)) definim

p: G— CT(H,Y), ¢)(y)=e(x,y).

Aceasta notatie va fi pastrata pe tot parcursul acestei sectiuni.

Cateva formule de baza pentru derivate partiale

Incepem cu o definitie a carei corectitudine rezulta din Lema 2.4.4 de mai jos.

Definitia 2.4.2. Fie ¢ € C*°(H x G,)Y). Pentru n > 1 definim derivatele partiale
(DMp: H x G x A"(H) — Y si (D3)"p: H x G x A"(G) — Y astfel:

Pentrun =1, g € A(H), a € A(G),

(D) (,0:8) = | __owi(t).0),
(D) g:0) = | ol ga(t).

Mai departe, definim inductiv

(D™ ), Brs s s )
= %L:O((D?)%)(mﬂnﬂ(t), 9815 Bn)
(DY)™10) . g: s .. o )
= (D) e g B0 )

Notatia 2.4.3. Prin 1 € A(G) notam functia constanta, definita de la R la G prin
1(t) = 1 € G pentru orice t € R.

Lema urmatoare asigura existenta si continuitatea aplicatiilor (D7) si (Dy)"¢ din
Definitia 2.4.2.



Capitolul 2. Algebre anvelopante pentru grupuri topologice 22

Lema 2.4.4. Daca ¢ € C*®(H x G,)Y), atunci pentru orice x € H, g € G, n > 1,
Biy.. s Bn € AMH), ay,...,a, € A(G), avem:

(a) (DY)"@)(@,9;B1,- -, Bn) = (DN)*@)(x, 95 (Br, 1), (B2, 1), - -, (Bns 1))

(b) ((D%)ngp)(l',g; Ay ..., an) = ((D)‘)ncp)(l‘,g; (1,041), (17 042), R (13 an))

(¢) Aplicatiile (D})"p: H x G x A"(H) — Y si (D3)"p: H x G x A"(G) — Y sunt

continue.

Demonstratie. Afirmatiile (a) si (b) rezulta imediat, iar (c) se obtine din (a) si (b), pe
baza ipotezei ¢ € C*°(H x G,Y). O
Propozitia 2.4.5. Pentru orice p € C*(H xG,Y), n>1, si fB1,...,0n € A(H), avem

(DN)"@)(@; B, .-, Bu)(9) = ((D)"@) (@, g3 B, - -, )
(DN"0)(@, g; (B1,1), (B2,1), -, (Bas 1))

Demonstratie. Ultima egalitate rezulta din Lema 2.4.4(a). Prima egalitate va fi demon-

strata prin inductie dupa n.
Cazuln = 1: Pentrux € H, g € G si § € A(H) avem

d

(D3)@ o) = 3|

BaBD)0) = S| _ o@ilt).0) = (Do) g: ).

Sa presupunem acum ca afirmatia a fost demonstrata deja pentru n. Pentru n+ 1 avem

(DN F8) @3 61, s 1)) = | (DB aBua (0 1, 5u)0)

d
= 2| (DY) @Bar1(8),9: 81, . o)

= ((Di\)nJrl(p)(xvg;ﬂla ) B?uﬂn—&-l)

si demonstratia se incheie. O

Observatia 2.4.6. Formula din Propozitia 2.4.5 ne da valorile punctuale ale derivatelor
functiei @ introduse in Notatia 2.4.1. Mai trebuie sa verificam ca rapoartele diferentiale
(din defnitia drivatelor) converg catre aceste valori in topologia lui £(G,Y). Acest

obiectiv va fi atins in Propozitia 2.4.17.

Lema 2.4.7. Daca ¢ € C*(H x G,)), atunci pentru orice x € H, g € G, n > 1, si

al, ..., on € A(G) avem

(DY (@@ (g s an) = (D)"@) (2, g5 1, -5 )
- ((D)‘)ngp)(;c,g; (17 041)7 (L Ozg), SRR (L an))'
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Demonstratie. Demonstratia este similara cu cea a Propozitiei 2.4.5. O

Observatia 2.4.8. Din Lema 2.4.7 si Lemma 2.4.4(c) rezulta ca daca ¢ € C*°(H x G, ))),
atunci pentru orice x € G avem ¢(z) = ¢(x,) € C*(G,Y), deci functia ¢: H —
E(G,Y) (a se vedea Notation 2.4.1) este bine definita.

Continuitatea functiei ¢

Lema 2.4.9. Fie X siT spatii topologice, Y un spatiu local convex, iar f: X xT — Y

o functie continua. Fizam un punct arbitrar xo € X si o multime compacta K C T.

Atunci pentru orice seminorma continua | - | pe Y avem
lim sup|f(z,t) — f(xo,t)| = 0. (2.4.1)
=0 te K

Demonstratie. Acest rezultat este legat de legea exponentiala pentru functii continue

C(X xT,Y) ~C(X,C(T,))); a se vedea de exemplu Lema 3.2.4. O

Propozitia 2.4.10. Daca ¢ € C*(H x G,)), atunci functia ¢: H — E(G,)) (a se

vedea Notatia 2.4.1) este continua.

Demonstratie. Vom arata ca pentru fiecare dintre seminormele p = pg, k, pe £(G,))
introduse in Definitia 2.3.1 avem lim p(¢(z) — @(z9)) = 0, ceea ce este echivalent cu
Tr—X0

urmatoarea conditie:
(Voo € H)(Ve > 0)(U € V(x0))(Vz € U) p(@(x) — ¢(w0)) <e.

Conform cu multimile compact K; si Ko ce intervin in definitia seminormei p, vom
analiza separat cele doua cazuri care pot sa apara. Fie o € H si € > 0 arbitrare, fixate

pe parcursul intregii demonstratii.

Cazul (a): p = pk, K,, unde Ky C G este o multime compacta arbitrara, iar K; = 0.

daca notam E(z) := p(¢(x) — @(x0)), atunci

E(z) = gseulg [o(z)(g9) — o(x0)(9)| = gseulg lp(z, 9) — (20, 9)

deci concluzia se obtine imediat prin aplicarea Lemei 2.4.9 cu zg € X = H, T = G,
K =Kysi f=¢: HxG — ), care este o functie continua deoarece ¢ € C*°(H x G, ))).

Aceasta completeaza demonstratia in Cazul (a).

Cazul (b) p = pk, k,, pentru multmi compacte arbitrare Ko C G si K1 C A"(G), unde
n > 1.
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Sa notam din nou E(x) := p(p(z) — ¢(xp)). In acest caz avem

E(x) = sup{|((D*)"(&(x) = $(20)))(9: V)| | g € K2, 7 € K1}
= sup{|((D*)"(&(2)))(g57) — (DN)"(B(x0))) (95| | g € K2,7 € K1}

Pe baza Lemei 2.4.7 obtinem
E(xz) = sup{|((D3)"¢)(x,9;7) — (D3)"¢) (0, g;:7)| | g € Ka,7 € K1}

deci concluzia se obtine imediat prin aplicarea Lemei 2.4.9 cu 29 € X = H, T =
G xA"(G), si multimea compacta K = Kox K1 C T, deoarece fuunctia f = (D3)"p: H x
G x A"(G) — Y este continua pe baza Lemei 2.4.4(c).

Aceasta completeaza demonstratia. ]

Diferentiabilitatea functiei ¢

Definitia 2.4.11. Fie G un grup topologic. Spunem ca «a, 5 € A(G) comuta daca
(Vs,t €R)  a(t)B(s) = B(s)a(t).

Observatia 2.4.12. Daca G si H sunt grupuri topologice arbitrare, atunci orice o € A(G)
comuta cu 1 € A(G), iar pentru orice a € A(G) si f € A(H) elementele (1,a) si (5,1)
din A(H x G) comuta intre ele.

Lema 2.4.13. Fie H un grup topologic arbitrar, n > 2, si v1,...,7 € A(H). Sa
presupunem ca 7y; comuta cu Y1 pentru un anumit indice i € {1,2,...,n —1}. Atunci

pentru orice f € C"(H,Y) six € H avem

(DM F)@5 Vs - 3 Vik2s Vit s Vis Vil -+ -+ V1)
= (DY) ) (@5 Vs« 5 Vit 2y Vis Vi 1s Vi -+ - 5 V1)

Demonstratie. Functia

(t1, - tn) = flay(t)y2(te) - ltn))

apartine spatiului C"(R",)), pe baza [BCRS81, Prop. 1.2.2.1]. De aceea obtinem

(D) P35 Yy -+ oy Vi 2y Vit Vis Vi -+ » Y1)

an

T Ot - Ot 10t:0ti1Otisg . Oty by o] @) (En))
871

= D10t 00 Ol ety g? ) ()
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on
:8t1 <o Ot 0t 10t;0t 49 - - - Oty 1ty =--=t,=0

flayi(tn) - vie1 (1) Yier (B (B) vir2 (Fiv2) - - - n(tn))
:((D)\)nf)(‘ra Yry o oo Vi+2s Vs Vi+1ls VYi—1y - - - 7fy1)

ceea ce este tocmai relatia ceruta. O

Lema 2.4.14. Fie G si H grupuri topologice si p € C*°(H x G,)). Pentru s > 1 fizat,
fie aq,...,as € A(G). Atunci urmatoarele afirmatii sunt valabile pentru orice x € H si

geG:
(a) Pentru orice € A(H) avem

(D) o), g5 (8,1), (1, 01), .., (1, )
= (DY) o) (@, g; (Lar), ..., (L as), (B,1)).

(b) Pentru orice n > 1 si (1,...,Bn, Bnt1 € A(H) avem

((D/\)nJrSJrlSO)(xmg; (617 1)7 SRR (ﬂnv 1)7 (ﬁn-i-lv 1)7 (17 al)? SRR (17 as))
= ((D/\)"+8+1<p)(x,g; (B, 1), .., (Bny 1), (L), ..oy (1, ), (Brgr, 1))

Demonstratie. Pentru fiecare dintre aceste afirmatii se poate porni din membrul drept
al egalitatii care trebuie demonstrata, si se utilizeaza Observatia 2.4.12 si Lema 2.4.13
cu H inlocuit prin H x G pentru perechile (1, ;) si (8n+1,1). Astfel se obtie ordinea

argumentelor din membrul stang al fiecareia dintre egalitatile din enunt. O

Lema 2.4.15. Fie X un spatiu topologic, Y un spatiu local convex, a,b € R, a < b, si o

functie continua f: X x[a,b] — Y cu proprietatea ca pentru orice v € X exista integrala

b
slaba h(z) = [ f(x,t)dt. Atunci functia astfel obtinuta h: X — Y este continua.
a

Demonstratie. Pentru a demonstra ca functia h este continua, fie | - | o seminorma

continua pe ) arbitrara. Din [Gl02a, Lema 1.7] rezulta ca avem

(Vo,y € X)  |h(z) = h(y)] < (b—a) S [f(z,t) = f(y, )]

deci pe baza Lemei 2.4.9 se vede usor ca functia h: X — ) este continua. O

Lema 2.4.16. Fie H un grup topologic si h € C(H,Y). Daca X € A(H) si derivata
D;}h: H — Y exista si este continua, atunci exista o functie continua x: Rx H — Y

care pentru orice g € H indeplineste conditiile

(Vt €R) h(gX(t)) = h(g) + t(Dxh)(g) + tx(t,9)
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st x(0,g) = 0.
Demonstratie. Aceasta rezulta din [NS12, Lema 2.5]; a se vedea si [BB11, Prop. 2.3]. O

Acum suntem in masura sa rezolvam problema mentionata in Observatia 2.4.6.

Propozitia 2.4.17. Fie G si H grupuri topologice, Y un spatiu local convex, si pentru
o functie oarecare p € C*°(H x G,)) sa definim ca mai sus p: H — E(G,Y), p(x)(g9) =
o(x,9). Atunc pentru orice xo € G si 39, . .. ,ﬁgH € A(H) avem

(DM)"@) (@oBpya (1) BY, - -, B7) — (D)) (203 B, - - -, B7)

t—0 t
= ((Di\)nJrl‘p)(xO? i ;6?7 ce 7ﬂ27 /82+1)

in topologia lui E(G,Y) din Definitia 2.3.1.

Demonstratie. Definim h: R — £(G,)) prin

(D)) (208 41 (1):82,---.80) = (D)) (0557 ,---,5)
h(t) = z daca t # 0,
((Di\)n+190)(3707'§ﬁ?7~-,ﬂg,ﬂ2+1) daca t = 0.

Trebuie sa demonstram ca %irr(l] h(t) = h(0) in £(G,Y), deci ca pentru orice seminorma

P = DK, K, (a se vedea Definitia 2.3.1) avem }ii]%p(h(t) — h(0)) = 0.

In raport cu seminorma p, distingem doua cazuri care pot sa apara.

Cazul 1: p = pg, K, pentru o multime compacta arbitrara Ko C G si K; = ().
Notam E(t) = p(h(t) — h(0)) si atunci avem

E(t) =sup{[h(t)(9) — h(0)(9)| | g € K2}

(D)) (@oBpia(t), g5 87, -, Bp) = ((DY)"9) (w0, 93 57 - -, B)
t

— (D))" @) (0, 9 B - - Bn, Bus1)| | g € Ko}
:Sup{’F(tmg) - F(Oag)’ | g e KZ}

= sup{|

unde F': R x G — Y este definita prin

(D)™ 0) (0B 11 (£),9:87 s---,80) = (D)™ #) (20,9557 ,---,57)
Flt,g) = . 0 7 - daca t # 0,
((Dl)n+ @)(x07g;/817"‘7ﬁn7/6n+1) daca t = 0.
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Proprietatea dorita %in(l) E(t) = 0 varezulta printr-o aplicare a Lemei 2.4.9 pentru X = R,
T=G, 2rp=0eR, K=K, CGsi f=F:RxG— ), de indata ce vom fi verificat

ca functia F' este continua.

In acest scop, sa observam mai intai ca pentru orice g € G avem
lim F _d DM 0 . 30 0
tg}(l) (tvg) - E tzO(( 1) (p)(xO/BnJrl(t)vg?Bl? s 7511)
= (DY) 9) (20,95 87, - . B, Bya) = F(0, 9).

Mai departe vom arata ca Lema 2.4.16 poate fi alicata cu H inlocuit prin H x G, (xg, g) €
HxG, X = (B)41,1) € MHXG),sif: HXG = Y, f(z,y) = (D)) (@, y; 87, Bp),
care este o functie continua deoarece ¢ € C*(H x G,)). Sa observam ca derivata
Dy f: H x G — Y este data de (DX f)(z,y) = (D))" o) (z,y; 57, . .. ,B82,8%,,), iar

aceasta derivata este o functie continua deoarece ¢ € C°(H x G,)).

Prin urmare se poate aplica Lema 2.4.16 si astfel se obtine o functie continua x: R X
G — Y care indeplineste pentru orice g € G conditiile x(0,9) = 0 si f(zo82,1(t),9) =
f(z0,9) + (DX f)(x0,9) + tx(t,g). Avem

(DX f)(z0,9) = (D*f)(z0,9; 81, 1) = % tzof(l‘oﬁgﬂ(t),g)
d
= a tZO((Di\)n(p)(xOﬂ2+l(t)vg; 5?7 ERR) ﬂg)
= ((D{\)n—'—lgp)(xoa 9; 6?7 s aﬁ?w g—i—l)
= F(0,9)

si F(t,g) = F(0,9) + x(t,g), deci F este suma a doua functii continue, deoarece y este

continua pe baza Lemei 2.4.16 iar functia

g F(0,9) = (D))" o) (20,9 87,80, Ba11)

este continua deoarece ¢ € C*°(H x G,)). De aceea functia F insasi este continua, si

aceasta incheie analiza Cazului 1.

Cazul 2: p = pk, K, cu multimile compacte arbitrare Ky C G si K1 C A*(G), unde
s > 1. Sa notam din nou E(t) = p(h(t) — h(0)) pentru ¢t € R. atunci avem

E(t) = sup|((D*)*(h(t))(g; a1, - . ., as) = (DY)*(R(0))(g5 1, - ., )|

g7a

unde g € Ky, a = (a,...,a5) € K. Rezulta atunci ca E(t) este supremumul valorilor

seminormei | - | din definitia lui p = pk, i, (a se vedea Definitia 2.3.1) pe vectorii din )
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de forma

(@) wos1 (). : (1), (82, 1), (L), (1, 0))

t
— (DY) o, g: (B 1).- ... (BL 1), (L), .., (1))

- ((D)\)n—i—s—’—l@)(l‘()ag; (ﬁ?vl)v"'a( 271)7( g+1,1),(1,0&1),-.-,(1,015))

unde din nou g € Ko si a = (o, ..., a5) € Kj.

Prin urmare E(t) = sup{|F(t,g9,) — F(0,9,0a)| | g € K2, € K;} unde functia F': R x
G x A*(G) — Y este data de

(DN o) (1), 9: (1), (8, 1), (Lon), ., (1)

t
— (DM @) (0, 95 (B, 1), - .-, ( 271),(1@1),---7(1,%)))7
F(t,g,a) = daca t # 0,
(D)5t ) (o, g5 (87, 1), -+ (Br, 1), (Bni15 1), (L), (1, ),
daca t = 0.

Proprietatea dorita }in(l) E(t) = 0 rezulta atunci printr-o aplicare a Lemei 2.4.9 pentru
X =R, T=0GxA(G), zyp =0 € R, multimea compacta K = Ko x K1 C G x A%(G) si

functia f = F', de indata ce vom fi demonstrat ca functia F' este continua.

Exact ca in Cazul 1, observam mai intai ca

lim F(t,g,0) = 3| (D)™)o 1095 (B, D, (30, 1), (1 an), - (1)

= ((D)\)n+s+1<p)(x07g; (ﬁ?? 1), R ( 27 1)7 (17041)7 SRR (17045)7 (ﬁg-&-lv 1))
= F(O>gaa>

pe baza Lemei 2.4.14(Db).

Acum fie

B:R =), B(t) = ((Dk)n+590)(90052+1(t),9; (ﬁ?a 1)7 s ( ga 1)7 (1,0&1), SRR (1> as))'

Cum ¢ € C®(H x G,Y), avem B € C}(R,)), B'(0) = F(0,g,a) (Lema 2.4.14(b)) si
B/(t) = ((D/\)n+s+190)(x0ﬁ2+1(t)793 (ﬁ?a 1)7 R ( 27 1)? (17 0‘1)’ s (17 Ozs), (6701-&-17 1))
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Din teorema fundamentala a calculului diferential pentru functii cu valori in spatiul Y

care nu este neaparat complet (a se vedea [Gl02a, Th. 1.5]) obtinem

1 1
B(t) +t/B’ B(0) +tB'(0 +t/B’ )dz — tB'(0)
0 0
si de aceea
F(t,g,a) = F(0,g,a) + x(g,t, @) (2.4.2)

unde functia xy: G X R x A%(G) — ) este data de
x(g;t, @)
1
/ DA st ($0ﬁ2+1(t2) g; (/617 )7"'7( 271)7(Lal)?'"7(17058)7(624—1)1))(12
0

- ((D)\)n+s+1(p)($0ag§ (ﬁ?a 1)7 RS (ﬁgv 1)7 (17 al)v RS (15 a5)7 (/32—}-1’ 1))

avem X(g,0,«) = 0 iar functia y este continua pe baza Lemei 2.4.15 aplicate pentru
X=GxRxA(G)si f: GXxRxA*(G) x [0,1] — Y definita prin

flg,t,a, 2)
:((DA)N—FSJFISO)(:EOﬁg-&-I(t'z)v g; (B?a 1)? AR ( 27 1)7 (1a al)v RS (17 as)7 (/82+17 1))

care este o functie continua deoarece ¢ € C*(H x G,)).

In fine, pe baza egalitatii (2.4.2) de mai sus, obtine din nou ca F' este suma a doua functii

continue, deci este ea insasi functie continua, si aceasta incheie demonstratia. ]

Lema 2.4.18. Daca ¢ € C*(H x G,)), atunci sunt valabile urmatoarele afirmatii.

(a) Fie x € H si [1,...,0, € A(H) fizate. Atunci functia
hi= (D)) (@, ;P15 Bn): G =Y

apartine spativlui C*°(G,Y) iar pentru orice s > 1 si a = (aq,...,a5) € A*(G)

avem
(DM)*h)(g; ) = (DM ) (z, g; (B1,1), ..., (B, 1), (1, 1), - . ., (1, ).
(b) Fiex € H, f1,...,0n € AN(H), siy,...,m € AG) fizate. Atunci functia

hi=((DM)"¢)(z,0; (B, 1), (B ) : G — Y
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apartine spativlui C*(G,Y) iar pentru orice s > 1 si a = (aq,...,05) € A*(G)

(DY)*R)(g; @) = (DY) @) (@, g (Brsm)s - s (Bas )y (L an), -, (1, ).

Demonstratie. Afirmatia (a) rezulta din Afirmatia (b) pentruy; = - =, =1 € A(G),
pe baza Lemei 2.4.4(a).

Afirmatia (b) va fi demonstrata prin inductie dupa s > 1. Deoarece p € C*(H x G,))
si h(g) = (DM)")(x, g; (B1,71), - - -, (Bn,m)), rezulta ca functia h este continua.

Cazul s = 1: Avem

(D) (g:0) = S| h(ga(r)
= S| (@@ 0 1), Buw)
= (DY) @) (@, g; (B 71)s - s (Brs W) (1, @)
si atunci, deoarece ¢ € C°(H x G,))), obtinem h € C1(G,)).

Acum presupunem ca afirmatia a fost dmonstrata deja pentru s si o demonstram pentru

s+ 1. Avem
((DA)S—s-lh)(g; Q1. .., 0, Qsp1)
= %‘tzo((DA)sh)(gaerl(t);Ozl, o)
— %‘tzo((D/\)nJrssO)(w,gas+1(t); (Brs71)s -+ By )y (L,01), ..., (1, o))

= ((D)\)n+s+190)($7g; (51a71)7 ceey (ﬁna’)/n)a (17 a1)7 cey (17 Ols), (17 aSJrl))

si demonstratia prin inductie se incheie.

In plus, cum ¢ € C*®(H x G,)Y), obtinem h € C*(G,Y) pentru orice s > 1. Aceasta

arata ca h € C*(G,)), si demonstratia este completa. O

Teorema 2.4.19. Fie G si H grupuri topologice si Y un spatiu local convex. Atunci

pentru orice ¢ € C*°(H x G,)), functia corespunzatoare
p: H—C®(G,Y), ox)(g) = ez, 9).
se afla in spatiul C*°(H,E(G,Y)). In plus, aplicatia
®: E(H xG,)Y)— EHEG,Y)), o—¢

este scufundare topologica liniara de spatii local conveze.
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Demonstratie. Pentru a demonstra prima afirmatie, fie ¢ € C*°(H x G,)) arbitrara.
Faptul ca ¢ este continua rezulta din Propozitia 2.4.10. Vom arata ca pentru orice
n > 1 derivata (D*)"@: H x A"(H) — £(G, ) exista si este continua. Existenta acestei
derivate rezulta de fapt din Propozitia 2.4.17. Faptul ca derivata ia valori in £(G,))

este o consecinta a Lemei 2.4.18(a).

Pentru continuitatea derivatei de mai sus, vom demonstra ca pentru orice seminorma
P = pk,.k, pe E(G,Y) ca in Definitia 2.3.1 si orice zg € H, 3Y,...,82 € A(H) sie >0
arbitrar, exista o vecinatate U a lui (x; 37, ...,3%) € H x A"(H) astfel incat pentru orice
(61, .-, Bn) € U s avem p(DV)"3)(@: B, - .. Bu) — (DV'F) (0 B0, .., B2)) < e.

Cazul (a): p = pk, K,, unde multimea compacta Ky C G este arbitrara si K1 = (.

ca in demonstratia Propozitiei 2.4.10, notam

E(z; 51, .., Bn) = sup [(DM)"@)(w; B, -, Ba)(9) — (DY)"@) (o B, - -, B) (9)]-

geK2

Printr-o aplicare a Propozitiei 2.4.5 obtinem

E@; Br, s Bn) = sup (D)), g Br, -, Bn) — (D) 9) (w0, g3 B, - ., B)]-
geK>

Acum concluzia rezulta prin aplicarea Lemei 2.4.9 pentru (zo; 4, ...,8%) € HxA"(H) =
X, K = K9 compact in T'= G si

frHXN(H)XxG =Y, [0, 00,9) = (DV)"0)(@,9; B1,- -, Fn),

care este o functie continua deoarece functia (D7)"¢: H x G x A"(H) — Y este continua
pe baza Lemei 2.4.4(c).

Cazul (b): p = pk, Kk, cu multimile compacte arbitrare Ky C G si K; € A*(G), unde
s> 1.

Notam

E(x; 81, ..., Bn) = sup{|(D*)*((D*)"@)(x: B1, - - -, Br)) (G V1s- - -+ Vs)
— ((DM)*((DM)"@) (0 BY, - - BIO(G5 1, - - 78]
g€ Ko,y = (71,-..,7s) € K1}.
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Pe baza Propozitiei 2.4.5 obtinem

E(w; 1., Bn) = sup{|(D*)* (D)) (@, 5 B, -, ) (g5 71, - - %)
- ((DA)S((D?)’”@)(:EO: .;/B?a s 752))(9771) e 775)|
| ge Ko, v= (’)/1,...,’73) S Kl}

Mai departe, pe baza Lemei 2.4.18(a) avem

E(l’;ﬂl, cees Bn) = Sup{|((D>\)n+Sgp)($7g§ (ﬁl» 1)a SRR (ﬁna 1)7 (L'Yl)a SRR (1/73))
- ((D)\)n+s(p)(xo’g; (ﬂ?v 1)7 T (51017 1)’ (L’Yl)a AR (17’75))‘
| g€ Ka,v=(m,.--,7) € K1}

Acum concluzia rezulta pe baza Lemei 2.4.9 pentru (z¢; 3),...,6%) € H x A"(H) = X,
T=GxA(G), K=Ky x Ky,si f: HxA"(H) x G x A*(G) — Y data de

f(':Ua/Bla s 7ﬁn7ga’}/17 s 7’78) = ((DA)n+S(10)($7g; (ﬁlv 1)a ceey (ﬁna 1)7 (1771)7 s (17’78))

Sa observam ca functia f este continua deoarece (D*)"T*¢ este continua ca o con-
secinta a ipotzei ¢ € C*(H x G,)), iar aceasta incheie demonstratia faptului ca

pe&(HE(G,Y)).

Pentru cea de-a doua afirmatie, sa observam ca aplicatia inversa
Ran® — E(H x G,)), ¢+

este bine definita. In plus, continuitatea ambelor aplicatii ¢ — @ si @ — ¢ rezulta
usor pe baza relatiilor dintre derivatele functiilor ¢ and ¢ date in Propositia 2.4.5 si
Lema 2.4.4 (a se vedea si [BCR81, Prop. 1.2.1.5]). Aceasta incheie demonstratia. O

Observatia 2.4.20. Se vede usor ca demonstratia Teoremei 2.4.19 are caracter local, in

sensul ca ea conduce de fapt la un rezultat mai general, care se poate enunta astfel:

Fie G si H grupuri topologice iar Y un spatiu local convex. Fixam multimile deschise
arbitrare V' C G si W C H. Atunci pentru orice ¢ € C*°(W x V,)), functia corespun-
zatoare o: W — C*®(V,)), ¢(x)(g) := ¢(z,g), se afla in spatiul C*°(W,E(V,))). In
plus, aplicatia

EWXVY)=EW.EVY)), ¢—¢

este o scufundare topologica liniara de spatii local convexe.
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2.5 Structura operatorilor locali invarianti

Propozitia 2.5.1. Fie G un grup topologic. Atunci f+u € E(G) pentru orice f € E(Q)
si orice u € E'(QG).

Demonstratie. Demonstratie. Fie m : G x G — G, m(x,y) := zy. Notam @ = v € £'(G)
siavem ¥ = u si (f *u)(x) = a(f oLy) =v(foLy). Sadefinim acum ¢ : G x G — C,
o(z,y) == f(zy). Din ¢ = fom rezulta ¢ € C*°(G x G) pe baza Propozitiei 3.2.3.
Daca definim ¢ : G — C®(G), ¢(z)(y) := ¢(z,y) ca in Notatia 2.4.1, atunci din
Teorema 2.4.19 rezulta ¢ € C*(G,E(G)).

Deoarece ¢(x)(y) = f(zy) = (f o Ly)(y), avem ¢(x) = f o L, pentru orice z € G, si deci
f*u=voy. Pe baza faptulu ca functia ¢ este de clasa C*° (Teorema 2.4.19) rezulta

f*u € E(G), si aceasta incheie demonstratia. O

Teorema 2.5.2. Fie G un grup topologic. Pentru orice u € E'(G) definim operatorul
liniar D, : C°(G) — C*°(G),Dyf := f xu. Atunci aplicatia ¥ : E{(G) — U(G),
U(u) := D, este bine definita,inversabila si inversa ei este =1 : U(G) — &£/(G) data
prin

(THD)(f) = (D)D), (V) f € CX(G), (V)D e U(G).
Demonstratie. Facem demonstratia in 3 pasi.
Pasul 1-Aratam ca W este bine definita.
Pasul 2-Aratam ca U~! este bine definita.

Pasul 3-Aratam ca W o U~ = Lya) s Ulow = Lerc)-

Pasul 1-Aratam ca D, € U(G) pentru orice u € £{(G). Avem

Dy(f o Lz)(y)

((f o Lz) *u)(y) = u(f o Ly o Ly)
= (Du(f) o La)(y) = (f *u)(zy) = u(f o Lay)
w(foLgo Ly) = Dyu(f o L) (y)

de unde obtinem ca D, (f o L) = Dy(f) o L.
Din u € &{(G) rezulta ca supp (u) C {1} C G, deci
supp (Du f) = supp (f * u) € supp (f)supp (u).

si de aceea supp (D, f) C supp (f){1} = supp (f). Din toate acestea obtinem ca D, €
U(G) si W este bine definita.
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Pasul 2. Aratam ca functionala u : £(G) — C, u(f) := (Df)(1), este in £|(G) pentru
orice D € U(G).

Pentru aceasta sa observam ca daca supp (f) C U, atunci G\ U C {z € G | f(x) = 0}.
Fie acum x € G arbitrar cu x # 1. Alegem o vecinatate deschisa U a lui z cu 1 ¢ U.
Multimea U cu proprietatile anterioare exista deoarece grupul G este separat. Pentru
orice f € C®(G) cu supp (f) € U avem supp (f) = supp(f)~' € U~!, si atunci
supp (Df) C supp (f) C U~L. Astfel obtinem G\ U~ C {y € G | (Df)(y) = 0}.

Din 1 ¢ U si 1 ¢ U™! obtinem ca (Df)(1) = 0 de unde rezulta ca = ¢ supp (u) pentru

)
x € G\ {1} arbitrar, si astfel supp (u) C {1}. Deci u € &{(G).

Sa aratam mai detaliat ca pentru orice x € G, x # 1 exista U € V(x) astfel incat 1 ¢ U.
Presupunem prin reducere la absurd ca exista x € G, x # 1 astfel incat pentru orice

U € V(x)saavem 1 € U. Atunci

1e ﬂ U= ﬂ 2V =x ﬂ V =a{l} = {z}.
)

UeV(z Vev(l) Vev(l)

Deci 1 € {z}, de unde rezulta xz = 1, ceea ce este o contradictie, si obtinem ca pre-
supunerea facuta este falsa. Rezulta ca pentru orice x € G, x # 1 exista U € V(x) astfel

incat 1 ¢ U, si demonstratia pasului 2 se incheie.

Pasul 3. Fie D € U(G). Notam ¥~ (D) = u. Avem u(f) = (Df)(1) si U(u) = D,, iar

(Duf)(@) = (f xu)(z) = a(f o Lg) = D(f o Lz)(1)
= ((Df) o Lz)(1) = (Df)(x).

Deci D, f = Df si D, = D de unde obtinem ca
Vo \I/_l = ll/{(G’)'

Fie acum v € &(G). Avem ¥(u) = D,,. Notam ¥~1(D,) = v € &(G). Avem

v(f) = (Duf)(1) = (f *u)(1)
=(f o Ly) = a(f) = u(f)
Deciv=usi U"lo¥ = lgr () si demonstratia se incheie. O

Daca G este un grup topologic, folosim Teorema 2.5.2 pentru a inzestra U(G) cu o
topologie naturala pentru care aplicatia ¥ este un homeomorfism daca & (G) este inzes-

trat cu topologia dual slaba prin care devine £1(G) subspatiu liniar inchis al lui &'(G)
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(vezi Definitia 2.3.1). Aceasta topologie a lui U(G) poate fi descrisa ca topologia local

convexa determinata de familia de seminorme {D — [(Df)(1)[} reg(a)-

In situatia din urmatorul corolar, spunem ca un spatiu Banach X admite functii de
trunchiere daca exista ¢ € C°°(X) care este egala cu 1 pe o vecinatate a lui 0 € X, are

suportul continut intr-o bila, si pentru orice k > 1 satisface conditia sup ||d%|| < oo.

Tre
Orice spatiu Hilbert admite functii de trunchere; vezi [WD73] si [LW11] pentru mai
multe detalii si exemple. In aceast cadru, vom obtine urmatorul raspuns partial la

Problema 2.2.4.

Corolarul 2.5.3. Fie G un grup Banach-Lie a carei algebra Lie admite functii de

trunchiere. Atunci Up(G) este o subalgebra densa a lui U(G).

Demonstratie. Din teorema Hahn-Banach, este suficient sa aratam ca daca 6: U(G) — C
este o functionala liniara continua care se anuleaza pe Up(G), atunci § = 0. Pentru
aceasta sa notam ca, folosind familia de seminorme de mai sus care descrie topologia
lui U(G), putem gasi f € E(GQ) cu |6(D)| < |(Df)(1)| pentru orice D € U(G). Atunci
nucleul functionalei liniare D +— (Df)(1) este continut in Ker6 si, deoarece ambele
nuclee sunt subspatii inchise 1-codimensionale ale lui U(G), rezulta ca, inlocuind f cu

cf pentru o constanta ¢ € C, avem (D) = (Df)(1) pentru orice D € U(G).

Presupunerea 6(D) = 0 pentru orice D € Uy(G) este echivalenta cu faptul ca pentru
orice k > 1 avem (d*(foexp))(0) = 0, unde exp: g — G este aplicatia exponentiala a
lui G, care este un difeomorfism local in 0 € g. Ipoteza ca algebra Lie g admite functii de
trunchere ne permite sa folosim [LW11, Prop. 3|, care asigura ca pentru orice operator
local T' pe g avem (T'(f o expg))(0) = 0.

Verificam ca (Df)(1) = 0 pentru orice operator local D on G. Pentru aceasta alegem
multimile deschse U si V pentru orice expg: V' — U este un difeomorfism cu inversa
notata prin logg, unde 1 € U € G si 0 € V C g. Folosind ipoteza pe g ca sa gasim
1 € C(g) cusuppy C V si ) =1 pe o vecinatate a lui 0 € g. Notam @ := ) olog, €
C*(U) si o extindem cu valoarea 0 pe G\ U. Atunci ¢ € C*°(G), suppp C U, p =1
pe o vecinatate a lui 1 € U C G, si ¢ = ¢ o expg. Definim

T:C*®(g) — C*™(g), Th= D(((¢h)ologa)p)

unde functia (1h) olog, € C°°(V) este extinsa cu valoarea 0 pe g\ V. Deoarece D este
operator local, rezulta ca si T este operator local, si din observatia de mai sus obtinem
(T(f oexpg))(0) = 0, care este echivalenta cu (D f)(1) = 0. Deci (D) = 0 pentru orice
D € U(G), si demonstratia se incheie. O
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2.6 Note bibliografice

Continutul acestui capitol este original si se bazeaza pe articolul [BNil4a| aflat in curs

de publicare.



Capitolul 3

Grupul tangent al unui grup

topologic nilpotent de pas 2

Acest capitol constituie un prim pas in studiul aplicatiilor moment ale reprezentarilor de
grupuri topologice, care se va incheia in Capitolul 5 prin Teorema 5.5.2. Aplicatia mo-
ment a unei reprezentari de grup Lie (Definitia 3.1.3) face apel la derivata reprezentarii
respective, iar aceasta derivata este definita pe spatiul tangent al grupului Lie studiat.
De aceea este clar ca, pentru a generaliza acest cerc de idei la grupuri topologice ar-
bitrare, este necesar sa dezvoltam variante adecvate ale notiunilor de spatiu tangent
si fibrat tangent in cazul grupurilor topologice ce nu sunt neaparat grupuri Lie. Baza
acestor dezvoltari a fost pusa in Capitolul 2, iar aici vom studia unele probleme legate
de “fibratul tangent” al unui grup topologic nilpotent. Deoarece aceasta notiune este
inca destul de putin inteleasa si este obiectul unor probleme deschise (a se vedea [Ne06],
[HMOT7], si de asemenea Problema 3.1.6 de mai jos) ne vom concentra aici pe cazul
grupurilor topologice nilpotente de pas 2, si anume vom caracteriza grupurile al caror

grup tangent este un grup pre-Lie (Teoremele 3.1.10 si 3.4.4).

Pentru inceput vom prezenta in Sectiunea 3.1 o motivatie mai detaliata a ideilor de mai
sus. Apoi, in Sectiunea 3.2 vom demonstra Propozitia 3.2.3. Aceasta da o formula de
calcul care a fost indicata fara demonstratie in [BCR81] si din care rezulta ca inmultirea
pe grupuri pre-Lie este aplicatie diferentiabila. Prezentam apoi doua leme de continui-
tate care caracterizeaza topologia compact deschisa. Aceasta subsectiune contine unele
rezultate din [Fo45], pentru care am considerat util sa dam si detaliile demonstratiilor,

deoarece variante ale ideilor respective vor fi utilizate in continuare.

In Sectiunea 3.3 prezentam elemente de teorie Lie pentru grupuri topologice nilpotente

de pas 2 si anume: cateva proprietati ale aplicatiei comutator; formule pentru paranteza

37
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Lie pentru subgrupuri continue cu un parametru; calculul sumei pentru subgrupuri con-
tinue cu un parametru; unele proprietati ale subgrupurilor cu un parametru in grupuri
topologice generale (Lemele 3.3.12- 3.3.15 sunt valabile pentru grupuri topologice gen-
erale, deci nu utilizeaza ipoteza ca grupul G ar fi nilpotent de pas 2). Acestea ne permit
sa construim algebra Lie topologica a unui grup nilpotent de pas 2, ceea ce da in particu-
lar o demonstratie detaliata a Teoremei 3.3.23, a carei demonstratie a fost doar schitata
in [Ne06]. Pe parcurs vom obtine si alte cateva rezultate utile, de interes independent (de
exemplu Propozitia 3.3.20). In Sectiunea 3.4 introducem grupul tangent al unui grup
topologic cu algebra Lie, notat cu T(G). La acest nivel de generalitate, aceasta este
o notiune noua, care a fost considerata in [HMO07] doar pentru grupuri pro-Lie si care
generalizeaza faptul ca fibratul tangent al oricarui grup Lie are o structura naturala de
grup Lie (a se vedea de exemplu [Be06]). Aratam ca grupul tangent al unui grup topo-
logic nilpotent de pas 2 este grup nilpotent de pas 2, iar in final caracterizam grupurile

nilpotente de pas 2 pentru care grupul tangent este grup pre-Lie (Teorema 3.4.4).

3.1 Motivatie

Vom utiliza urmatoarele notatii:

e (G este un grup topologic;
e H este un spatiu Hilbert cu grupul unitar U(H) :={T" € B(H) | TT* =TT* = 1};
o m: G — U(H) este o reprezentare unitara, deci un homomorfism de grupuri pentru
care aplicatia G x H — H, (g,y) — m(g)y este continua.
Vom spune ca reprezentarea m este ireductibila daca nu exista nici un subspatiu liniar

inchis Ho al lui H astfel incat {0} ; Ho ; H si w(g)Ho € Ho pentru orice g € G.

Definitia 3.1.1. Spatiul vectorilor de clasa C*° pentru reprezentarea 7 este
Hoo ={yeH|n()y € C°(G,H)}.

Observatia 3.1.2. Multimea H, este un subspatiu liniar (care nu este neaparat inchis
daca dimH = o0) al lui H si este invariant in raport cu familia de operatori unitari

7(G), adica pentru orice g € G avem 7(g)Hoo C Hoo-

Spatiul Heo este binecunoscut pentru reprezentari de grupuri Lie finit dimensionale. El
a fost introdus pentru reprezentari de grupuri topologice generale in [Bos76], iar pentru

reprezentari de grupuri topologice local compacte in [Mag81, Def. 1].
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Definitia 3.1.3. Derivata reprezentarii m: G — U(H) este

dr: A(G) — End (Hoo), dm(y)y := lim m®)y —y

t—0

pentru orice v € A(G) si y € H, iar aplicatia moment a lui 7 este

Br: oo \ {0} = RMD, @ (y) = 1%

Inzestram multimea RM) a tuturor functiilor A(G) — R cu topologia convergentei
uniforme pe submultimile compacte din A(G), si definim multimea moment inchisa I,
a reprezentarii 7 ca fiind inchiderea in RAMG) a imaginii aplicatiei moment, deci I; :=

P (Hoo)-

Observatia 3.1.4. Pentru orice v € A(G) si t € R avem 7(y(t)) € U(H), deci pentru
orice y € H avem si (w(v(t))y | 7(v(¢))y) = (v | y). Putem deriva aceasta egalitate in
t =0 daca y € Ho, si obtinem

(dr(v)y | y) + (y | dn(v)y) = 0.

De aici rezulta imediat ca functia ®.(y): A(G) — R intr-adevar ia valori reale pentru

orice ¥ € Hoo.

Definitia 3.1.5. Fie H un grup arbitrar. Definim Hy := H, iar pentru orice n > 0
definim H, ;1 ca fiind subgrupul lui H generat de elementele de forma hxh~'z~! cu
he Hsix e Hy,, Avem H = Hy O Hy D ---, si daca existd ng > 1 astfel incat
H,, = {1}, atunci spunem ca grupul H este nilpotent. Daca ng este cel mai mic numar
cu aceasta proprietate (adica Hp,—1 2 {1} = Hp,), atunci spunem ca H este grup

nilpotent de pas ny.

Problema 3.1.6 ([Ne06, Probl. IV.7]). Orice grup topologic nilpotent este grup topo-

logic cu algebra Lie?

Cel mai bun rezultat cunoscut in acest sens este urmatorul, pentru care a fost publicata

doar o schita de demonstratie.

Teorema 3.1.7 ([Ne06, Th. IV.1.24]). Orice grup topologic nilpotent de pas 2 este grup

topologic cu algebra Lie.

Dupa cum am mentionat in introducerea acestui capitol, studiem teorie Lie pentru
grupuri topologice deoarece ne este utila in studiul aplicatiilor moment. In particular
suntem interesati de proprietati de convexitate ale multimilor moment, iar un rezultat

de acest tip este urmatorul:
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Teorema 3.1.8. Fie G un grup Lie nilpotent si m: G — U(H) o reprezentare unitara

ireductibila. Atunci multimea moment I; este o submultime convexa a spatiului vectorial

AG)* .

Demonstratie. Aceasta rezulta imediat din [Wi89, Th. 4.2]. O

Problema 3.1.9. Se poate extinde Teorema 3.1.8 la reprezentari de grupuri topologice

nilpotente, cel putin pentru grupuri nilpotente de pas 27

Vom oferi in Teorema 5.5.2 un raspus afirmativ la aceasta problema in cazul grupurilor
local compacte separabile. Pentru a facilita formularea mai precisa a problemei de mai
sus, este util sa studiem in prealabil teoria Lie pentru grupuri topologice nilpotente de

pas 2. Principalul rezultat nou pe care il obtinem in acest sens este urmatorul:

Teorema 3.1.10. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Urmatoarele afirmatii

sunt echivalente:

1. Grupul tangent T(G) este grup pre-Lie.

*

2. G este grup pre-Lie si topologia de dual slaba a spatiului A(G)* este separata.
Notiunea de grup tangent este introdusa mai jos in Definitia 3.4.1 iar teorema de mai

sus este demonstrata sub o forma echivalenta in Teorema 3.4.4.

3.2 O formula de calcul diferential pe grupuri topologice

O formula de calcul diferential

Pentru inceput vom demonstra Propozitia 3.2.3. Aceasta da o formula de calcul care a

fost indicata fara demonstratie in [BCR81].

Lema 3.2.1. Fie G un grup topologic, 7 : G x G — G,n(z,y) :=ay f : G — C, f €
CH(G),k > 1, Miys Maigy -+ > My, € AMG), i1,... ik € {1,2},m =iy +ig+ ... + i — k.
m arata cati de 2 sunt in multimea {i1,...,i;}. Egalitatea iy = 2 are m solutii notate
a1 < ...< ap. Egalitatea iy = 1 are (k —m) solutii notate apmy1 < ... < ag. Atunci are
loc relatia

it N (f o) (@, y) = DY F(ey: Aaras- s Aayas AL

am4110 "

NPVINY

apl
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Demonstratie. Vom face demonstratia prin inductie dupa k& > 1. In cazul k = 1 trebuie

sa demonstram urmatoarele doua relatii:
M (fom)(z,y) = Df(wy; AY;) si 9M2(f o 7m)(z,y) = Df (zy; Ai2).

Avem
O (f om)(wy) = | (Fom@ ()

d
= 2| Fama®)
= D f(xy; M\2).

Pe de alta parte

P (fom)(e,y) = | (fom@u(t):y)

= tzof(fﬂ)\n(t)y)

= i tzof(ﬂvy)‘?ﬁ ()

= Df(l'y» )\?{1)

si analiza cazului k = 1 se incheie.

Pentru trecerea de la k la k 4 1, calculam
0)\11'1)\27;2...)\kikAk+1,ik+1 (f o 7_() (.Z‘, y) _ 8>\k+1,ik+1 (a/\ul)\zz‘Q.../\Mk (f ° TF))(SU, y)

Avem doua cazuri posibile: ix11 = 1 sau gy = 2.

e Cazul ix 1 = 1. In acest caz i1 +io+...+ip+igr1 —(k+1) =i +is+...+igp—k=m
deci m ramane constant. Avem

Orn A (f o ) (2, y)

d o
g a‘tzoa)\lzlu)\kzk (f o 7T) (x)\k+1’1<t), y)

d k
= %‘t:OD f(x)‘k-‘rlﬂ(t)y; )\a12> sy )\am27 )\Zm+117 e ’)\zkl)

= DM f(zy; Aayos -5 Aayy2s AY

am+117"

y Yy
. 7)‘%17 /\k+1,1)

si analiza cazului g1 = 1 se incheie.

e Cazul i1 = 2. In acest caz avem

i1t+io+...+igt+igr—(k+1)=i1+io+...+ix—k+1=m+1.
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Avem
M Mg Mkt Ly (fom)(z,y)
d _ ,
== ]tzoahzr% (f o m) (25 y M1 ,2(1))
Dkf(l‘y)\k—f—l@(t); Aa12s - s Aam 2, )\y)\’”LQ(t)’ . )\z:Ierl,z(t))

am+11

_i‘
~ dtli=0

si trebuie sa verificam ca aceasta ultima expresie este egala cu

Dk+1f(xy; >\a127 ceey )\amg, /\k+1,27 )\Zm+11, ceey )‘zkl)‘
Este suficient sa demonstram acest fapt pentru y = 1 € G. Definim ¢ : R*¥ — C prin

g(tl, .. ,tk)
A s A s
= F s 12 (N2 () 2O N et - Aar2(f)

am+11

=f(Pap1 (1) Aappr 1 (Cmm) YA 1,2(8) Ao 2 (Tka1-m) - - - Aay2(t))-
Definim h : R¥*! — C prin

h(t17 s 7tk7 tk+1)
= fyAo () - AL eem) Mot 1,2 (Bt 1—m) Aag2 (trr2—m) - - - Aay2(th+1))
A

= [(Aap1(t1) -+ Aapg1 1 (Eoem) YNt 1,2 (Err1—m) A2 (Eet2—m) - - - Aar2(trs1))-

Avem h € CFY(RFFL C), g € C*(RF,C), si legatura dintre aceste functii este
g(tl, - ,tk) = h(tl, e th—my Sy th—mat 1y - - -y tk).

Relatia dorita este echivalenta cu

d ak: 8k+1h
2 99 (9,0,...,0) = 0,0,...,0).
ds s:()atl...atk 8751 ...8tkatk+1
Pentru ¢ := (t1,...,t;) avem succesiv relatiile
dg oh
—(t) = 1,y them, S, thmatly---,0
8tk() 8tk+1( 1 s Uk S, Uk +1 k)
oMg o"h
t) = t1, ooy lh—my Sy Th—matly e - -5t
T 00 T B Btpyy b e S b 2
am+1g am—i—lh
t) = Tl e oy thmy Sy th—maly e -yt
Tr 00 T Bt Dt ra s Oy b e 8 o 2
oFg oFh
t) = ool Sttty et
TR TR 8t1...8tk_m8tk_m+2...8tk+1(1’ > b= 8 te—m+1 k)
ok okh
J__(0,0,...,0) = 0,...,0,s,0,...,0).

oty ... 0ty Ot1 ... OtymOts—ms2 - Otpit
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Rezulta
d oF d O*h
2 99 q,...00=2 0,...,0,5,0,...,0)
dsls=0 8751 N 8tk dsls=0 8t1 Ce 8tk_matk_m+2 PN 8tk+1
8k+1h
= (0,...,0)
Otk mi10t1 ... Ot Otk _mao ... 0tk
" tih
= (0,...,0)
Oty ...0t 0tk 1
si demonstratia prin inductie se incheie. ]

Lema 3.2.2. Fie G1,Go doua grupuri topologice si X o multime deschisa din G1 X Go
sih: X — C o functie din C*(X),k > 1. Atunci derivatele partiale de ordin < k ale

lui h sunt continue de la X la C si are loc relatia

th((:c, y); ()\11, )\12), e ()\kl’ )\kQ)) = Z 8>‘1i1)‘2i2"'>‘kik h(x, y)

i1,..,0=1,2

pentru orice (z,y) € X.

Demonstratie. Cazul k = 1. Trebuie aratat ca
Dh((z,y); (A11, A12)) = M h(z,y) + 0M2h(z, y)

Avem

M y) = S| hAn(1),4) = Dh((,); (O, 0))

deci functia OM1h : X — C este continua. Pe de alta parte

d
a>‘12h(aj7 y) = % ‘t:Oh(m’ y)‘ll(t)) = Dh(($7 y)7 (07 )‘12))
deci si functia 812 : X — C este continua.

In phlS7 (AH,O)(t)(O, /\12)(t) = (All(t),)\lg(t)) = (/\11, Am)(t). Din
Dh((z,y); (A1, A12)) = Dh((2,y); (A11,0)) + Dh((z, y); (0, A12))

obtinem

Dh(($7 y)a (/\117 /\12)) = aAHh(mv y) + 8>\12h(£7 y)
si analiza cazului k = 1 se incheie.

Cazul k = 2. Trebuie aratat ca

D2h((z,y); (A1, A1z), (A21, Aga)) =012 h(x, y) + 011222 h(x, y)
+ 6)\12)\21 h(x, Z/) + (9)‘12)‘22h(1‘, y)'
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Avem
a/\11/\21 h(:E, y) — a/\u (a)\gl h) (.CE, y)
= i A11
Tt ’t:oa h(zA21(t), )
d
- &‘tzoDh(lﬂ/\m(t)’ y)’ (>\11, 0))

= D?h((x,y); (M1,0), (A21,0)).

Similar obtinem

8/\11/\22h(x’ y) — DQh(($7 y)’ ()\11, 0), (O, )\22))
oMA2p (o) = D2h((z,y); (0, A12), (0, A2))
M2 2z y) = D2h((z, y); (0, A12), (A21,0)).

Din relatiile de mai sus rezulta ca derivatele partiale de ordin 2 ale lui h sunt continue.

Avem

D?h((z,y);(M1, M2), (A21, Aa2))
=D?h((z,y); (A1, M2), (A1, 0)) + D*h((, y); (M1, M2), (0, A2))
=D?h((z,y); (M1,0), (A21,0)) + D*h((x,9); (0, A12), (A21,0))
+ D?R((z,y); (M11,0), (0, Aa2)) + D?h((2,); (0, A12), (0, A22))
=M (3, y) + 0N h(x, y) + 02 h(x, y) + 0N 2D (a, y)

si analiza cazulul k = 2 se incheie.

Cazul k > 3. Avem
oM iz Ay, y) = DPh((,y)i - - )

unde v; = (A\j1,0) daca i; = 1 sau v; = (0, \j2) daca i; = 2.

Din relatiile de mai sus rezulta ca derivatele partiale de ordin k ale lui A sunt continue.
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Ca la cazul k = 2 avem

D*h((@,);(M1, M2)s - - s (Aee1,15 Ak—1,2), (Akts Ak2))
=D"h((x,); (A11, A12)s - - - (Ae—1,1: Me—1,2), (Ak1, 0))
+ DRh((z,y); (M1, M2)s - oy k1.1, Mee1.2), (0, Aga)
=D*h((,y); (A1, A1), -+, (Ak-1,1,0), (Ak1,0))

+ DFRh((z,y); (M1, A12), -5 (0, Ag—1,2), (Mgt 0))
+ D*h((z,); (M1, M2)s - -+ (Ae—1,1,0), (0, Ai2))
+ D*h((2,y); (A1, Miz)s - -5 (0, Ae-1,2) (0, k)
_ Z a,\ul>\2i2‘..,\,ﬂ‘kh(gc7 y)
i1 yeeyin=1,2
si demonstratia este completa. O

Propozitia 3.2.3. Fie f € C*(G),k > 1. Atunci are loc relatia
D¥(fom)((x,1);( A1, Asz), - - (A, Ak2))

k
:Z Z Dkf(gjy’ )\i12a"'7)\i227)\?[+117-..,)\?k1)

=0 11 < <iy
ig+1<"'<ik

unde indicii din suma de mai sus indeplinesc conditia suplimentara

{ila"'ail}U{il-‘rla"'vik} = {177k}

In plus de aici rezulta ca daca f € C®(G), atunci fom € C°(G x G).

Demonstratie. Aplicand Lema 3.2.2 obtinem

Dk(fOW)((a},y);(/\u,Alg),...,()\kl,Akz)) = Z 8)‘1i1>‘2i2"')‘kik (foﬂ)(x,y)

i1eyip=1,2

Inlocuind cele 2% derivate partiale din membrul drept cu valorile lor date de Lema 3.2.1

obtinem suma din relatia ceruta. O

Doua leme de continuitate

Aceasta subsectiune contine unele rezultate din [Fo45]. Reproducem si detaliile demon-

stratiilor lor, deoarece variante ale ideilor respective vor fi utilizate in continuare.

Fie X,Y, T spatii topologice si multimea C'(X,Y) a functiilor continue de la X la Y.
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Consideram functiile A : X x T'— Y pentru care H : T'— C(X,Y), H(t) := hy, este o
functie corect definita. Pentru t € T definim hy : X — Y, hy(x) := h(z,t).

Pe C(X,Y) vom introduce topologia compact deschisa. Pentru A C X, W C Y definim
M(A,W) ={feC(X,Y); f(A) S W}

Topologia compact deschisa pe C(X,Y) este aceea topologie in care o subbaza este
formata din multimile M (A, W) unde A este compacta in X si W este deschisa in Y
adica cea mai mica topologie care contine multimile M (A, W) unde A este compacta in

X si W este deschisa in Y.

Lema 3.2.4. Daca h: X xT — Y este continua atunci H : T — C(X,Y) este continua.

Demonstratie. Fie A este compacta in X si W este deschisa in Y. Aratam ca multi mea

H=Y(M(A,W)) este deschisa in T.

Fie tg € T astfel incat to € H~*(M(A, W)). Este suficient sa aratam ca H~1(M (A, W))

este vecinatate pentru .
Avem H(tg) € M(A, W), de unde rezulta h;, € M(A, W), adica hy,(A) C W.

Deci pentru orice z € A avem hy,(x) € W, si h(z,tg) € W, (V)x € A. Obtinem Ax {tg} C
h=Y(W) si h(A x {tp}) € W. Cum h™!(W) este deschisa in X x T rezulta ca este o

reuniune de multimi de forma U; x V; unde U; este deschisa in X si V; este deschisa in Y.

Deci
W) = Ui x Vi) = Ax {to} €| JUi x V).
i i
Cum A este compacta rezulta ca A x {tp} este compacta in X x T si obtinem o suba-

coperire finita adica
n

Ax {to} € | J (Wi x V).

i=1
Cum {to} C V;, rezulta ty € V;, deci V; este vecinatate deschisa a lui .

n

Notam V = [ V; si V este vecinatate deschisa a lui ¢5. Pentru a incheia demonstratia
i=1

este suficient sa aratam ca V' C H~Y(M(A,W)) ceea ce este echivalent cu H(V) €

M(A, W), adica h(x,t) € W pentru orice x € Asit e V.
FieteVsize A Avemt e V;pentrui=1,...,n. Avem A x {to} C J (U; x V;) C
i=1

=YW si (U;x V;) Ch Y (W) si hW(U; x V;) CW. Dinx € Asi Ax {to} € U (U; x V)
i=1

1=
rezulta ca exista igp € {1,...,n} astfel incat = € Uj, si avem ca (z,t) € U;, X Vj,.
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Deci h(z,t) € h(U;, x Vi;) € W si se obtine h(z,t) € W si V. C H Y(M(A,W)) si

demonstratia se incheie. ]

Lema 3.2.5. Daca X este spatiu topologic regqulat si local compact atunci are loc echiva-
lenta: h: X xT — 'Y este continua daca si numai daca H : T — C(X,Y) este continua.
Afirmatia este adevarata daca X = K un corp topologic separat local compact si Y = G

un grup topologic.

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca daca H este continua atunci h este continua.
Fie W este deschisa in Y si (zg,t9) € h™'(W). Trebuie sa aratam ca h~1(W) este
deschisa in X x T adica este vecinatate a lui (xo, tg). Deoarece H (tg) = hy, este continua
in ¢ rezulta ca exista U vecinatate deschisa a lui x( astfel incat H(tg) € M (U, W) si
h,(U) C W. Deoarece X este local compact rezulta ca exista R vecinatate deschisa a

lui 29 cu R compacta si zg € RC RCU.

Cum M (R, W) este deschisa in C(X,Y) si contine H (ty) rezulta ca exista V o vecinatate

deschisa a lui ¢y astfel incat
H(V) € M(R,W) € M(R,W).

Deci R x V este o vecinatate deschisa a lui (zg,%p). Pentru a termina demonstratia
mai trebuie aratat ca R x V' C h™1(W) ceea ce este echivalent cu h(z,t) € W, (¥)z €
R,(M)t € V. Avem H(t) = hy € H(V) C M(R,W) de unde obtinem ca h(R) C W
adica he(z) = h(z,t) € W, (V)x € R ceea ce incheie demonstratia. O

3.3 Grupuri topologice nilpotente de pas 2 vs. grupuri

pre-Lie
Definitia 3.3.1. Fie G un grup. Notam

(G,G] = {ayz~ 'y 12,y € G}

si

Z(G) ={g € G;zg = gz, (V)z € G}
numit centrul lui G si este un subgrup comutativ al lui G.

Spunem ca grupul G este nilpotent de pas 2 daca |G, G| C Z(G).
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Definim aplicatia comutator

c:GxG—Z(Q), cz,y):=zyz 'y L.

Peste tot in cele ce urmeaza vom presupune ca G este grup nilpotent de pas 2, daca nu

se mentioneaza explicit ca G este grup arbitrar.

Proprietati ale aplicatiei comutator

Lema 3.3.2. Aplicatia comutator c este bi-morfism, adica:

(a) c(y, ) = (c(z,y))"
(b) c(z,ab) = c(x,a)c(x,b)

(c) c(ab,x) = c(a,z)c(b,x).

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe calcule directe, astfel:

a) (c(z,y)) " = (aya~ly™ ) = yay el = c(y, 2).
b) Avem:
c(x,ab) = c(z,b)c(x,a) <= wabr™ b ra™t = xbr b wara™!
— abz bt = (ba" o a)az !
— abz bt =aba bl !
ceea ce este adevarat.
c¢) In acest caz avem
e(ab, ) = (c(w, ab))~?
= (c(z,a)c(z, b))~
= (c(z,0) " (e(z,a)) ™"
= ¢(b,z)c(a, )
= c(a, x)c(b, x)
Demonstratia se incheie. O

Lema 3.3.3. Fie G un grup nilpotent de pas 2 si a,b € G. Atunci avem

(a) c(a=,b71) = c(a,b)
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(b) cla,b~") = e(b, )
() cla=",b) = c(b, )
(d) c(a™, ") = (¢(a,b))™ pentru orice m,n numere naturale.

(e) abba = baab = ab’a = ba?b.

Demonstratie. Si aceasta demonstratie se bazeaza pe calcule directe:

a) Avem
cla™1,b7Y) = ¢(a,b) <= a"'blab=aba"'p!

(ba)"tab = ab(ba)~?
abba = baab
ab(bab™la Ha b7 =1
aba bl bab a7 = 1

c(a,b)e(b,a) =1

[

ceea ce este adevarat, si se demonstreaza si punctul e).
b) e(a,bt) = c(b,a) <= c(a,b~c(a,b) =1 <= c(a,1) =1 ceea ce este adevarat.

c) c(a™,b) = c((a™ V)71, b7 = c(a,b™t) = c(b,a).

c(a™,b") = c(a™,b)e(a™,b)...c(a™,b) = (c(a™,b))" = (c(a,b)c(a,b) ...c(a,b))"

si demonstratia este completa. ]

Paranteza Lie pentru subgrupuri continue cu un parametru

Lema 3.3.4. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 st a, 3 : R — G doua morfisme

continue de grupuri (din A(G)). Atunci avem
(Vi €R) c(a(1), B(t%)) = c(a(t), 5(1)).

Demonstratie. Relatia este evidenta pentru t = 0.

m

Pentru ¢t = 7 cu m, n numere naturale nenule. Daca notam
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a(i)y=a ,B(2%) = b relatia c(a(1), 3(t*)) = c(a(t), B(t)) este echivalenta cu c(a", b™) =
c(a™ b)) <<= (c(a,b))™ = (c(a,b))™ ceea ce este adevarat. Deci am aratat ca
c(a(1), B(t?)) = c(a(t), B(t)) pentru orice t numar rational pozitiv.

Fie t € R,t > 0. Exista sirul ¢,, de numere rationale pozitive astfel incat lim ¢, = t.
n—oo

Deoarece «, 8 sunt continue obtinem

c(a(1), B(t%) = lim c(a(1),5(t7)) = lim c(alty), B(ta)) = c(alt), 4(t))

n—oo n—oo

In final fie t € R,t < 0. Avem

c(a(1), B(t%)) = e(a(=t), B(=1) = c((a(=1)) "1 (B(=1)) 1) = c(a(t), B(t))
si demonstratia se incheie. O
Lema 3.3.5. Fie G un grup nilpotent de pas 2, a € G si B : R — G un morfism de
grupuri. Definim X : R — G, A(t) := c(a, B(t)). Atunci \ este morfism.
Demonstratie. Trebuie demonstrat ca (Vs,t € R)  A(s+1t) = A(s)A(t)
Relatia A(s +t) = A(t)A(s) este echivalenta succesiv cu
c(a, B(t + s)) = c(a, B(t))c(a, B(s))

— af(t)p ( Ja™ B(~t)B(~s) = aB(t)a” ' B(~t)aB(s)a™ ' B(~s)
1B(—t) = a ' B(~t)aB(s)a"

B(s)a”

B(s)a™' B(~t)ap(~s)a™" B(t)a = 1
Bs)a™ B(~t)aB(—s)B(t)e(B(~t),a™") =1
Bls)e(a™, B(=1))B(=s)e(B(~t),a™") =1
B(s)B(=s)e(a™, B(=t)c(B(~),a™ ") =1

c(a, B(t))c(B(t),a) =1
ceea ce este adevarat, si demonstratia se incheie.

Mai simplu, A(t)A(s) = c(a, 8(t))c(a, B(s)) = c(a,B(t)B(s)) = c(a,B(t + s)) = A(t +
s). O

Lema 3.3.6. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si a, 8 : R — G doua elemente
din A(G). Atunci avem

(Vt € R)a, B](t) = c((1), B(1))
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si [a, B] € A(G).

Demonstratie. Din

(0 )B()a(= B~ )™ = (elal), B )™
= (@) (B
= cla(n), B(n))

obtinem [a, 3](t?) = c(a(1), B(t?)) si [, B](t) = c(a(1), 3(t)) pentru orice t > 0.

Pe de alta parte, din

B
=
=
\_l/o

=)

I
o

(6(
((1), (B
= c(a(1), B(- t2))
obtinem [« B](t) = ¢(a(1), 3(t)) pentru ¢ < 0.

Din Lema 3.3.5 rezulta ca [o, ] : R — G este morfism de grupuri. Deoarece G este grup

topologic obtinem ca [a, ] este continua deci in A(G).

Suma pentru subgrupuri continue cu un parametru

Lema 3.3.7. Fie G un grup nilpotent de pas 2 si o, : R — G doua morfisme de
grupuri. Atunci (a(s)B(s))" = a(ns)ﬁ(ns)c(a(—s),ﬁ(@s)) pentru orice s € R si

orice numar natural n > 2.

Demonstratie. Vom face demonstratia prin inductie dupa n > 2.

In cazul n = 2 avem

(a(s)B(s))* = a(s)B(s)a(s)B(s) = als)a(s)a(—s)B(s)a(s)B(—s)6(2s)

= a(2s)c(a(=s), B(s))(2s) = (25)B(2s)c(a(—s), B(s))

O]
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Pentru trecerea de la n la n + 1 avem

(@($)3(5))"™*1 = (a(s)3(s)"a(s)5(s)
— a(ns)Bns)a(s)Bs)e(a(—s). A )
n(n—1)

= a(ns)a(s)a(=s)B(ns)a(s)6(=ns)B((n + 1)s)c(a(=s), B(——F5—5))

=a((n+ 1)5)0(04(—3),ﬁ(ns))c(a(—s)ﬁ(w

= a((n+1)s)B((n + 1)s)e(a(—s), Blns + ———

n(n+1)

= a((n+1)s)B((n + 1)s)e(a(=s), B(——F5—5))

si demonstratia se incheie. O

Lema 3.3.8. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si a,, 3 : R — G doua morfisme

continue de grupuri. Atunci avem
¢(B(s), alt)) = e(B(1), a(s)), (V)s,t € R

Demonstratie. Relatia este evidenta pentru s = 0 sau ¢ = 0. In cazul in care s,t sunt
numere rationale pozitive le luam de forma s = 7t = % unde m,n, p, ¢ sunt numere

naturale nenule.

Relatia ¢(3(s), a(t)) = c(B(t), a(s)) este echivalenta succesiv cu

1 mp _ . 1 al mp
) el )™ = e(B(), a(0)
(

_ S

O IS feon
2™ = (B ) ol )™
= (B )l )™ = cw(?jq),a(;q))mnpq

ceea ce este adevarat.

Astfel am aratat ca c(5(s), a(t)) = c¢(6(t), a(s)) este adevarata pentru s, ¢ numere ratio-
nale pozitive. Fie s,t € R, s,t > 0. Exista sirurile s,,t, de numere rationale pozitive

astfel incat lim t, =t¢, lim s, = s. Deoarece «, 3 sunt continue obtinem
n—oo n—oo

c(ﬂ(s),a(t)) = lim C(ﬂ(sn)va(tn)) = lim C(ﬂ(tn)aa(sn)) = c(ﬂ(t),a(s))

n—oo n—oo
Raman cazurile (s < 0,t > 0), (s <0,t <0), (s> 0,t <0).

In cazul (s < 0,t > 0) avem

c(B(s), a(t)) = cla(t), B(=s)) = c(a(=s), B(t)) = ¢(B(t), (s))
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In cazul (s < 0,t < 0) avem

c(B(s), a(t)) = c(B(=s), a(=1)) = c(B(=1), a(=s)) = c(B(t), a(s))

In cazul (s > 0,¢ < 0) avem

c(B(s), a(t)) = c(a(=t), B(s)) = cla(s), B(—t)) = c(B(t), als))

Din toate acestea rezulta

(Vs,t €R)  c(B(s), a(t)) = c(B(t), a(s)).
si demonstratia se incheie. ]

Lema 3.3.9. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 st a,, 3 : R — G doua morfisme

continue de grupuri. Atunci avem
(Vs,t € R)  ¢(B(s), a(t)) = c(B(1), a(st)).

Demonstratie. Ca in Lema 3.3.8 este suficient sa demonstram relatia ceruta pentru s,t
sunt numere rationale pozitive pe care le luam de forma s = % ¢ = g unde m,n,p, q

sunt numere naturale nenule.

Daca notam a(niq) =a, ﬂ(niq) = b ramane sa demostram ca c(a™?,b"’) = c¢(a™,b™P), iar
aceasta este echivalent cu (c(a,b))™?"P = (c(a, b)) P, ceea ce este adevarat si demon-

stratia se incheie. O
Lema 3.3.10. Fie G un grup nilpotent de pas 2 si o, 3 : R — G doua morfisme de
grupuri. Definim X : R — G, A(t) := a(t)B(t)c(a(t), B(—%)). Atunci X este morfism.
Demonstratie. Trebuie demonstrat ca (Vs,t € R)  A(s+t) = A(s)A(¢)

Relatia A(s +1t) = A(t)A(s) este echivalenta cu

a(t)als)B(0)3(s)c((tha(s), B— )3~ 3)
= a(®)B(1)e(0(t), B~ )als)Bls)e(als), (~3))
Aceasta egalitate este echivalenta cu urmatoarea:
a(5)B(1)B(5)ela(t), B(—5))e(0 (), B(—2))elals), B~ 5)elals), H(~2))
= BH)e(a(t), B(—2)a(s)5(s)e(als), B~ 2)
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Aceasta echivalenta de egalitati poate fi continuata astfel:

a(3)B(O)B()e(alt), B(=3))ela(s), B—3)) = B(B)als) (s)
= a(s)B(t)e(alt), H(~3))ela(s), B~ 3)) = Alt)als)
= cla(s), BO)elalt), B—3))e(ols), B~ ) = 1
= clals), AG)elalt), A(=5)) = 1
= elB(5), alt) = (53). als)
= (ClBG),al5)? = ((8(3), a(5)?
ceea ce este adevarat, si incheie demonstratia. 0

Lema 3.3.11. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si o, f : R — G doua elemente
din A(G). Atunci avem

(a+ B)(0) = a()B(D)ela(t), A(-3)), (Wt €

si o+ B € A(G).

Demonstratie. Avem

ela(—1), 870 = (ela(—), (" Py
= (e(a(- ). B b2
= (cla(~5-), A1)
= cla(—5-n), (- (n—1)))
= e(a(- 1), 1))



Capitolul 3. Grupul tangent al unui grup topologic nilpotent de pas 2 55

Mai departe

:T}Ln;oa(nﬁ)ﬂ(n%)c(a(f%), (nglt))
:nh_{goa(t)ﬁ(t)C(a(—;)aﬁ(tmn_ 1)))
= a()(t)e(a(~2).B())
= a3, a(5)
t t

~ al)B(t)cla(~1),B(L)
= a(t)A(1)e(a(t), A~ 3))

Precizam ca am folosit continuitatea morfismelor «, 3 cand am trecut la limita. Din
Lema 3.3.10 rezulta ca o + 3 : R — G este morfism. Deoarece GG este grup topologic

obtinem ca o + (3 este continua deci in A(G). O

Subgrupuri cu un parametru in grupuri topologice generale

Urmatoarele patru leme(3.3.12-3.3.15) sunt valabile pentru grupuri topologice generale,

deci nu vom utiliza ipoteza ca grupul G ar fi nilpotent de pas 2.

Lema 3.3.12. Fie G un grup topologic, o, : R — G doua morfisme continue de
grupuri. Definim X : R — G, \(t) := a(t)B(t). Atunci \ este morfism daca si numai

daca o, B comuta si in acest caz A = o + .

Demonstratie. Aplicatia A : R — G este morfism de grupuri daca si numai daca pentru
orice s,t € R avem A(t + s) = A(£)A(s), ceea ce este echivalent cu a(t)a(s)B(t)B(s) =
a(t)B(t)a(s)B(s), deci cu a(s)B(t) = B(t)a(s), adica « si f comuta.

Avem
(0 + B)(1) = lim (a()3())" = lim (a())"(B(-))" = lim a(n")B(n-) = a(t)5(t)
deci A = a+ (. O

Lema 3.3.13. Fie G un grup topologic, o : R — G un morfism continuu de grupuri.
Atunci

ata+...+a=na,(V)n>2



Capitolul 3. Grupul tangent al unui grup topologic nilpotent de pas 2 56

Demonstratie. Vom face demonstratia prin inductie dupa n > 2.

In cazul n = 2 deoarece « si a comuta obtinem pentru orice t € R
(a+a)(t) =a(t)a(t) = alt +t) = a(2t) = 2a(t),

de unde rezulta a + o = 2.

Trecerea de la n la n 4 1: deoarece na si a comuta obtinem pentru orice t € R
(a+a+...+a)(t) = (na+ a)(t) = na(t)a(t)
=a(nt)a(t) = a(nt +t) = a((n+ 1)t) = (n + 1)a(t),
de unde rezulta ca « + a + ...+ a = (n + 1)a si demonstratia se incheie. O
Lema 3.3.14. Fie G un grup, a,b € R si a : R — G un morfism de grupuri. Atunci

(a +b)a = aa + ba si a(ba) = (ab)a.

Demonstratie. Deoarece aa, b comuta obtinem
(a4 ba)(t) = aa(t)ba(t) = a(at)a(bt) = alat + bt) = a((a + b)t) = (a + b)a(t)

pentru orce ¢t € R deci (a + b)a = aa + bav.
Avem a(ba)(t) = ba(at) = a(bat) = (ab)a(t) deci a(ba) = (ab)a. O

Lema 3.3.15. Fie G un grup topologic, a € R si o, 8 : R — G doua morfisme continue

de grupuri. Atunci

a(la+ B) = aa+af daca a+ B : R — G ezista.

Demonstratie. Avem (a(a + 3))(t) = (a + B)(at) = lim (a(%)B(%L))" =

n—00 n n

lim (aa(L)aB(L))™ = (ac+ aB)(t), (V)t € R deci a(a + 8) = aa + af.

n—oo

Precizam ca am folosit doar existenta in G a limitei care defineste o + 3 si nu faptul ca

a + @ ar fi morfism sau aplicatie continua. O

Algebra Lie topologica a unui grup nilpotent de pas 2

In cele ce urmeaza vom demonstra detaliat Teorem 3.3.23, a carei demonstratie a fost
doar schitata in [Ne06]. Pe parcurs vom obtine si alte cateva rezultate utile, de interes

independent (de exemplu Propozitia 3.3.20).
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Lema 3.3.16. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si o, 3,y € A(G). Atunci
atf=pF+asi(atp)+y=a+(B+7)

Demonstratie. Avem a+ =0+ a < (a+0)(t) = (f+a)(t) —

), B(t))

N | o+

Notam a(%) =a, ,6’(%) = b relatia anterioara este echivalenta succesiv cu
a?b?c(b, a?) = b*a*c(a®,b) <= a"2b2a’*v*(c(b,a))* = (c(a,b))?

deci cu c(a=2,b72) = (c(a, b))?(c(a, b))?, adica c(a?,b?) = (c(a,b))*, care este adevarata

si obtinem a4+ 6= 6+ «a.
Avem ((a+B) +9)(t) = (a + B) () (t)e(v(3), (a + B)(t) =
a(t)B()v(t)e(B(5), ot

N—
N—
)
—~

2
—
B[+
N—
Q
—~
~
SN—
N~—
o
—~
2
—~
B[+
SN—
@
—
~
SN—
N—

Avem

(a+ (B+7)1) = a@)(B+7)(E)ec((B+7)(5), alt))

= ((a+8)+7)()
deci (a+B) +v=a+ (B+7). O

Lema 3.3.17. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2 si o, 3,y € A(G). Atunci

avem

(a) [B,0] = —[a, B]
(b) [[a75]77] + Hﬁa'ﬂva] + [[77a]7ﬂ] =0¢ A(G)
(¢c) la+B,7] = [a,7] +[8,7]

(d) laa, ] = ala, 7] pentru orice a € R

Demonstratie. La punctul a) avem
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ceea ce este adevarat.

Pentru punctul b) este suficient sa aratam ca [[a, §],7] = 0 € A(G). Avem

(e, B1,7(8) = e([ev, B1(1), ¥ (#)) = e(e(a(D), B(1)),~(t)) =1
pentru orice ¢ € R de unde obtinem [[«, 5],7] = 0 € A(G).

La punctul c) avem

Avem

= [a + 3,7](t)

de unde obtinem [« + 3,7] = [, 7] + [5, 7]

La punctul d) avem [aa, v](t) = c(aa(1),7v(t)) = c(a(a),(t)). Dar

de unde obtinem [ac, ] = a|a, 7] O

Fie X un spatiu topologic si G un grup topologic. Pe multimea C'(X,G) introducem

topologia convergentei uniforme pe compactii din X in care multimile

E(B,K.V) = {y € O(X,G); (6(t))"'1(t) € V, (")t € K}
= {7 e C(X,G);(t) € B()V, (V) € K}

pentru orice submultime compacta K C X si V' € V(1) formeaza un sistem fundamental

de vecinatati ale lui 8. Pe multimea A(G) consideram topologia indusa de pe C(R, G).

Lema 3.3.18. Fie G un grup topologic si a € R. Atunci aplicatia
f:CR,G)— C(R,G), f(B):=ap

este continua.
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Demonstratie. Daca a = 0 este evident deoarece f este constanta. Daca a # 0 continu-
itatea rezulta din F(af,aK,V) = E(G, K, V). O

Lema 3.3.19. Fie X, Y. T spatii topologice, yo € Y,tg € T si K compacta in X, f :
X XY — T o functie continua pentru care f(K x {yo}) = {to}. Atunci oricare ar fi V

o vecinatate a lui to exista U o vecinatate a lui yo astfel incat f(K x U) C V.

Demonstratie. Fie x € K. Deoarece f este continua in (x,yo) si f(z,y0) = to rezulta ca
exista D o vecinatate deschisa a lui (z,yg) astfel incat f(D) C V. Multimea D poate
fi luata de forma D = S, x U, unde S, este o vecinatate deschisa a lui x si U, este
o vecinatate deschisa a lui yo si avem f(S; x Uy) C V. Din K C Ui S; folosind K
compacta obtin o subacoperire finita, adica exista n > 1 si z1,...,z, € K astfel incat
K C S, US,U...US,,. Notam U =U,, N...NUy, siU este deschisa in Y si yg € U,
deci U este o vecinatate a lui yg. Vreau sa arat ca f(K xU) C V. Fiex € KsiyeU.
Exista j € {1,...,n} astfel incat x € Sy, siy € Uy;. Din f(x,y) € f(Sy; x Uy;) CV de

unde rezulta ca f(K x U) C V si demonstratia se incheie. O

Propozitia 3.3.20. Fie X un spatiu topologic si G un grup topologic. Atunci apli-
catia ¢ : C(X,G) x C(X,G) — C(X,G),¢(a,B) := af este continua, unde aff €
C(X,G),ap(t) :== a(t)B(t).

Demonstratie. Fixam «, 5 € C(X,G), K compacta in X si V' € Viz(1). Trebuie sa gasim
K1, Ky compacte in X si Vi, V, € Vig(1) astfel incat

O(E(a, K1,V1) X E(8,K2,V3)) C E(af, K, V)

Vom lua K7 = Ky = K. Consideram «g € E(«a, K1, V) si

Bo € E(B, K2, Vs) si fixam t € K. Exista v; € V; si vg € Va astfel incat ap(t) = a(t)v;
si Bo(t) = B(t)v2. Avem ag(t)Bo(t) = a(t)viB(t)v2 =

a(t)B(t)(B(t) M1 B(t)vs.

Ramane sa aratam ca (3(t))~'v13(t)v2 € V pentru orice v; € V; sivg € Vo sioricet € K.
Fie f: G x G x G — G, f(z,y, 2) := 2~ 'yzz. Aplicand lema anterioara pentru functia
continua f si X =G, Y =G x G, yo = (1,1),tp = 1 si multimea compacta 3(K) C G
obtinem ca exista U vecinatate deschisa a lui (1, 1) astfel incat f(G(K)xU) C V. Cum U
vecinatate deschisa a lui (1, 1) in G X G poate fi luata de forma V; x V5 cu Vi, Vo € Vig(1).
Din f(B3(K) x Vi xVa) C V rezulta ca (8(t)) " 'v13(t)va € V pentru orice v; € Vi, vs € Vi

si orice t € K si demonstratia se incheie. O

Propozitia 3.3.21. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Atunci
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1. aplicatia ¢ : A(G) x A(G) — A(G), ¢(a, ) := a+ [ este continua.

2. aplicatia ¢ : A(G) x A(G) — AG),(«, B) := [, B] este continua.

Demonstratie. La punctul (1) deoarece G un grup topologic nilpotent de pas 2 rezulta
ca are loc relatia (o + 8)(t) = a(t)B(t)c(a(t), B(—%)) =

a(t)B(t)a(t)B(—5)a(—t)3(%) deci ¢ este un produs de 3 functii de la A(G) x A(G) la
C(R, Q) care sunt continue din propozitia anterioara. Deci si ¢ este continua. Aici
am folosit si faptul ca C(R, G) este grup topologic. Pentru punctul (2) folosim relatia
[a, B](t) = e(a(1), B(t)) si continuitatea aplicatiei ¢ se obtine ca in propozitia anterioara

si cu acelasi rationament ca la punctul (1). O

Definitia 3.3.22 ([BCR81|,[HM07]). Spunem ca grupul topologic G este grup cu algebra
Lie daca spatiul topologic A(G) are o structura de algebra Lie topologica peste R cu

operatiile algebrice satisfacand urmatoarele conditii pentru orice ¢, s € R si A,y € A(G),

(EA)(s) = Alts);

A+ 7)(0) = Jim (A7 ()™
A2 = Jim (A (OA (=)™

unde convergenta este uniforma pe multimile compacte din R.

Grupul topologic G este grup pre-Lie daca este grup cu algebra Lie si pentru orice
v € A(G) neconstant exista o functie cu valori reale f de clasa C™ pe o vecinatate a lui
1 € G astfel incat D f(1;7) # 0.

Din rezultatele anterioare pentru grupuri topologice nilpotente de pas 2 obtinem urma-
toarea teorema.

Teorema 3.3.23 ([Ne06]). Orice grup topologic nilpotent de pas 2 este grup topologic

cu algebra Lie.

3.4 Grupul tangent al unui grup topologic cu algebra Lie

In aceasta subsectiune vom introduce urmatoarea notiune, care generalizeaza faptul ca
fibratul tangent al oricarui grup Lie are o structura naturala de grup Lie (a se vedea de
exemplu [Be06] si [HMO07, Ex. 4.29(c)]).
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Definitia 3.4.1. Fie G un grup topologic cu algebra Lie. Grupul tangent al lui G

este notat cu T'(G) si este multimea G x A(G) pe care introducem legea de compozitie

(z,2)(y, B) = (zy,a¥ + B).

Propozitia 3.4.2. Fie G un grup topologic cu algebra Lie. Atunci T(G) este grup
topologic.

Schita demonstratiei. Asociativitatea rezulta din relatia
(Vz € G)(Vo, B € A(G)) (a+B)" =a” + "

care se poate verifica prin calcul direct.

—1

Elementul neutru al lui T(G) este (1,0) € T(G) si simetricul lui (z, o) este (x71, —a® ).
Continuitatea operatiilor pe T'(G) rezulta din faptul ca G este grup topologic, algebra
Lie A(G) este o algebra topologica, iar actiunea lui G pe A(G) este continua. O

Propozitia 3.4.3. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Atunci T(G) = Gx A(G)
este grup nilpotent de pas 2.

Demonstratie. Fie (g, ), (h,5) € T(G). Avem

= (g,0)(h, B)(g,0) " (h, )

= (gh,a" + B) (g tht, =g — a9 M)

= (c(g, h), (" +8)7 " — g

= (clg,h), @ 1 4 gt g — g
= (c(

’(ahg71h71 . Oégflhfl) + (ﬁgflhfl _ Bh*l))‘

c((g,a), (h, B))

1 _ agflhfl)

c(g,h)

Aratam ca
Z(T(Q@)) ={(z,a) e T(G);z € Z(G),Im(a) C Z(G)}.

Daca (z,a) € Z(T(G)) atunci (z,a)(g,\) = (9, \)(x, @) pentru orice (g,\) € T(G).

Decix € Z(G) si a9 + A = N+ a, (V)g € G, (Y)A € A(G). Din z € Z(G) obtinem ca
AT =Asiad =a,(V)g € G de unde rezulta ca Im(a) C Z(G) si se obtine relatia ceruta.
Deoarece G este grup nilpotent de pas 2 avem ca daca «, 3 € A(G) si Im(a), Im(3) C

Z(G) atunci Im(a + ) C Z(G). Pentru a incheia demonstratia mai trebuie aratat ca
daca z,y € G si B € A(G) atunci Im(5* — pY) C Z(G).
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o (5~ BY)(6) = 5 (16" (~H)e(5° (1), B¥(2))
= o Bty B ye(5 (1), ()
= el BB, 5 (5 (1), 7(5))
care este in Z(G) deoarece G este grup nilpotent de pas 2. Rezulta ca Im(G% — 3Y)

-
Z(Q) si demonstratia se incheie. O

Teorema 3.4.4. Fie G un grup topologic nilpotent de pas 2. Atunci T(G) = G x A(G)
este grup pre-Lie daca si numai daca G este grup pre-Lie si oricare ar fi v € A(G), v # 0

exista 1 : A(G) — R liniara si continua astfel incat ¥ (a) # 0.

Demonstratie. Pentru inceput sa demonstram ca T'(G) = G x A(G) este grup pre-Lie.
Consideram elementul v = (v1,72) € A(T(G)) cu 71 # 0 € A(G). Deoarece G este grup
pre-Lie rezulta ca exista f : G — R de clasa C* pe o vecinatate U a lui 1 € G astfel
incat Df(1;v1) # 0.

Definim h : T(G) — R prin h(z, A) := f(x) care este de clasa C*° pe

U x A(G) vecinatate a lui (1,0) € T(G). Avem egalitatea

Dh((1,0); (71,72)) = Df(1;71) # 0.

Consideram elementul v = (71,72) € AT(G)) cu 1 = 0 € A(G) si 2 : R — A(G)
pentru care exista ty € R astfel incat v2(tg) # 0 € A(G). In plus 7, verifica relatia
Y2(t +5) = 72(t) + 12(s), (V)t, s € R adica y2 este morfism continuu de grupuri si avem
Y2(t) = t72(1), (V)t € R.

Din y2(tg) # 0 € A(G) rezulta ca exista ¢ : A(G) — R liniara si continua astfel incat
P(y2(to)) # 0. Definim h : T(G) — R prin h(xz, ) := 1»(\) care este de clasa C* pe
T(G).

Avem

h(1,72(t) = h(1,0) _ .. 9(12(t)) —(0)

Dh((1,0); (71,72)) = lim " = lim :
= i 02D _ 0,0 = P00
- 0

deci T(G) = G x A(G) este grup pre-Lie.

Presupunem ca T(G) = G x A(G) este grup pre-Lie si demonstram ca G este grup pre-
Lie. Fie a € A(G),a # 0. Deoarece T'(G) = G x A(G) este grup pre-Lie pentru («,0) €
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A(T(Q)) exista h : T(G) — R de clasa C* pe U x V vecinatate a lui (1,0) € T'(G) si
Dh((1,0); (a,0)) #0.

Definim f: G — R prin f(z) := h(z,0).

Deoarece Df(1;a) = Dh((1,0); (c,0)) rezulta ca Df(1;a) # 0 de unde obtinem ca G

este grup pre-Lie.

Fie a € A(G),a # 0. Trebuie sa gasim ¢ : A(G) — R liniara si continua astfel incat

¥(a)) # 0. Deoarece G este grup pre-Lie rezulta ca exista

f: G — R de clasa C pe o vecinatate U a lui 1 € G astfel incat Df(1,a) # 0. Fie
¥ : A(G) — R data prin ¢(X\) := Df(1, A). Deoarece

Y(a) = Df(1,a) # 0 si derivata lui f este liniara si continua rezulta ca 1 verifica cerinta

si demonstratia se incheie. O

3.5 Note bibliografice

Proporzitia 3.2.3 a fos enuntata fara demonstratie in [BCR81]. Demonstratia pe care o

prezentam aici este inclusa in articolul nostru [Nic14].
Lemele 3.2.4-3.2.5 de continuitate sunt preluate din [Fo45].

Toate rezultatele despre grupuri nilpotente de pas 2 sunt originale cu exceptia Teoremei

3.3.23 care apare in [Ne06] doar cu ideea demonstratiei.



Capitolul 4

Momente pentru reprezentari

finit dimensionale

In acest capitol stabilim cateva proprietati elementare ale aplicatiei moment pentru re-
prezentari unitare de grupuri topologice, in cazul reprezentarilor pe spatii Hilbert finit
dimensionale. Reprezentarile pe spatii Hilbert infinit dimensionale vor fi studiate in
Capitolul 5. Deoarece aceasta teza de doctorat este locul in care se studiaza pentru prima
oara momentele reprezentarilor de grupuri topologice arbitrare, am considerat necesar

sa incepem acest studiu prin a considera cu atentie reprezentarile finit dimensionale.

In Teorema 4.1.6 si Teorema 4.1.7 stabilim proprietati de convexitate ale imaginii apli-
catiei moment pentru produse tensoriale de reprezentari. Propozitia 4.1.3 arata cum se
comporta multimea moment la compuneri cu morfisme de grupuri topologice. Propozi-
tia 4.2.2 arata ca pentru grupurile topologice care au proprietatea Trotter valorile apli-
catiei moment sunt functionale liniare, exact ca si in cazul reprezentarilor de grupuri

Lie.

4.1 Proprietati de baza ale aplicatiei moment

Fie G un grup topologic, V' un spatiu Hilbert complex cu grupul unitar notat cu U (V) :=
{T € B(V);TT* = T*T = 1}. Consideram p : G — U(V) reprezentare unitara, adica
un morfism de grupuri pentru care aplicatia G x V' — V,(g,y) — p(g)y este continua.

Reamintim ca spatiul vectorilor de clasa C*° pentru reprezentarea p este

Voo :={y € V | p(-)y € C™(G,V)}.

64
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Derivata reprezentarii p : G — U (V) este

dp: A(G) — End (Vao),  dp(7)y = lim PWWt)y—y

t—0

pentru orice v € A(G) si y € Vi, iar aplicatia moment a lui p este

U, Voo \ {0} — RAMG) W, (y) = 1%

Inzestram multimea RM) a tuturor functiilor A(G) — R cu topologia convergentei

uniforme pe submultimile compacte din A(G). Definim

I =W, (Vo \ {0})
si multimea moment I, este inchiderea multimii IS.

Notam cu Q := {v € V | (v,v) = 1} sfera unitate din V. Sa observam ca IS =U,(Q).
Daca spatiul Hilbert V este finit dimensional, sfera unitate 2 este compacta si cum ¥,

este continua, rezulta ca IS este compacta deci si inchisa in RMS) si in acest caz [ o= IS.

Daca spatiul Hilbert V este finit dimensional atunci Vo, = V' (a se vedea Corolarul 5.3.8).

In acest capitol toate spatiile Hilbert sunt presupuse finit dimensionale.

Propozitia 4.1.1. Fie G un grup topologic, V un spatiu Hilbert compler si Vi un

subspatiu liniar inchis in V' si notam
Vo=Vir={weV]|(WweWV) (wv)=0}

Fie p1 : G — UW)) si pa : G — U(Va) doua reprezentari unitare ale lui G si definim
pi=p1®p2: G— B(V) prin p(g)(vi + v2) := p1(g)(v1) + p2(g)(v2). Atunci p este

reprezentare unitara a lui G st
ID={th+(1-t)f2[t€[0,1], fi eI}, fae )}

Demonstragie. Reamintim ca V = Vi ® Va, (v1,v2) = 0 si |1 + va|* = [Jo1]|* + [lvz]?

pentru vy € Vi siwvg € Vo, Pentruv € V si w € V avem

p(g)(v +w) = p(g)(v1 +v2 + w1 + wa)
= p1(g)(v1 +w1) + p2(g)(v2 + w2)
= p1(9)(v1) + p1(g)(w1) + p2(9)(v2) + p2(g)(w2)
= p(9)(v) + p(g)(w).

—_— o~
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Pentru z € C, v € V avem p(g)(zv) = p(g)(zv1 + zv2) = p1(g9)(zv1) + p2(9)(zv2) =
zp1(g)(v1) + zp2(g)(v2) = zp(g)(v). Pentru z € V avem

1p(9)()[1* = llp1(g)(v1) + p2(g)(v2)|?

= [lp1(9) (WD) |I* + llo2(9) (v2)[I?
= [v1[|* + [Jv2f?

= [l + va?

= [|v]l?

de unde rezulta ca p(g) € U(V), (V)g € G si p este reprezentare unitara a lui G.

Fie Q4, Q9 si Q) sferele unitate din Vi, V5 si V. Notam cu ¥, Uy si ¥ aplicatiile moment

pentru p1, p2 si p.

Pentru 21,29 € C si v1 € V1,v9 € Vo notam cu v = z1v1 + 20v9. Aratam ca

dp(y)v = z1dp1(y)v1 + zadpa(v)v2

Avem

) — / ))vg — _
dp(y)v = lim p(( )t)v v lim z1p1(7y(t))v1 + 22,02(:( ))v2 — 2101 — 2202

= z1dp1(y)v1 + z2dpa(7)va.
Mai departe avem
(dp(y)v,v) = (z1dp1(7)v1 + z2dpa(7y)v2, 2101 + 22v2)

= (z1dp1(7)v1, z1v1) + (22dp2(Y)v2, 2202)
= |z1*(dp1 (7)v1,v1) + [222(dp2(7)v2, v2).

Din cele de mai sus obtinem ca

U(0)(7) = 2171 (v1)(7) + |22/ P2 (v2) (7)

si
U(v) = 21 W1 (01) + |22]*Wa(v2)
Pentru v € Q exista 21,29 € C si v1 € Qq,v9 € Q9 astfel incat v = zyv1 + 2909 si

|21]? + |22|? = 1 si folosind relatia anterioara obtinem egalitatea ceruta. O

Urmatorul rezultat de topologie genarala este binecunoscut, dar il demonstram pentru

completitudine.
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Lema 4.1.2. Fie X si Y doua spatii topologice si f : X — Y o functie continua. Atunci

f(A) = f(A) pentru orice multime A C X.

Demonstratie. Din A C A rezulta ca f(A) C f(A) si de aici obtinem

f(4)

IN
|

f(4)

Aratam ca

f(A) C f(A)

Fie yo € f(A). Exista x9 € A astfel incat yo = f(z¢). Presupunem prin reducere la

absurd ca yo ¢ f(A). Exista D deschisa in Y astfel incat yg € D si D N f(A) = (.
Din yg = f(zg) € D rezulta ca g € f~!(D). Deoarece f este continua rezulta ca
f~Y(D) este deschisa in X, deci vecinatate a lui zo. Exista W deschisa in X astfel incat
r9g € W C f~Y(D) si de aici obtinem ca f(W) C D. Din f(W) C Dsi DN f(A) =0
rezulta ca f(W) N f(A) = 0. Deci W N A = () ceea ce contrazice faptul ca xp € A si

obtinem ca f(A) C f(A). De mai sus rezulta ca f(A) C f(A) si impreuna cu prima

incluziune obtinem concluzia si demonstratia se incheie. O

Propozitia 4.1.3. Fie p : G — U(V) o reprezentare unitara a grupului topologic G.
Fie H un grup topologic si ¢: H — G un morfism continuu. Definim p : RMG) — RAMH)
prin p(f) = foA(9), unde A(¢): A(H) — A(G), A($)(7) := dory. Atunci I%,, = p(I?).

Demonstratie. Notam cu W, ¥, aplicatiile moment pentru p si p o ¢. Avem p(IS) =
{T(v) o Ap) | v e Q} si ISO¢ ={U;(v) | v € Q}. Aratam ca

d(po ) = dpo A(¢).

Pentru v € A(H) si v € V avem

d(p o 6)(x)v = lim : = 1imy 2170
_ %g% p((¢07)t(t))v —v — dp(qu’y)v

Am obtinut egalitatile

d(po@)(v)v=dp(¢oy)v,d(po ¢)(v)=dp(do~)

si

d(pod) =dpoA(®).
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Pentru v € A(H) siv € V avem

W1(0)(7) = $(dlp o ) (7). v) = +(dplg 07)v,v)

=U(v)(pov) = (T(v) o A())(7)

Deci ¥(v) o A(¢) = W1 (v) si I}, , = p(I}). O

Corolarul 4.1.4. Fie p : G — U(V) o reprezentare unitara a grupului topologic G si
H un subgrup inchis in G. Definim p : RMG) — RAH) prip p(f) = flay- Atunci
0 _ (70

Ly = p(1,).

Demonstratie. Rezulta din lema anterioara cand morfismul ¢ este incluziunea lui H in

G. O]

Definitia 4.1.5. Pentru orice spatiu vectorial real V si orice submultime A C V notam
conv (A) acoperirea conveza a lui A, adica intersectia tuturor submultimilor convexe ale

lui V care o contin pe A.

Teorema 4.1.6. Fie p;j: G; — U(V;) reprezentari unitare finit dimensionale de grupuri

topologice pentru j =1,2.

Definim v: RMGU x RMG2) _, RMGOXAG2) pyrin (4(f1, f2))(71,72) := fi(71) + fa(72) si
P RMGU*AG2) —, RMGS) pentru j = 1,2 prin p2(f)(72) == f(1,72) si pi(f)(m) :==
f(y,1). FieV=Vi®Va si p=p1®pa,p: G x Gy — UV) o reprezentare a lui
G1 x Gadata prin p(g1, g2)v1 ® v2 = p1(g1)v1 ® p2(g2)va.

Atunci avem (I x ID)) € I} si p;(I3) C conv (ISJ,) pentru j =1,2.

Teorema 4.1.6 arata in particular ca sunt bine definite aplicatiile

121 X 122 4[2 ®122) oy (Igl) X conv (122)

Demonstratia Teoremei 4.1.6. Fie Q1,9 si Q sferele unitate din Vi, V5 si V. Notam cu

Wy, Uy si U aplicatiile moment pentru pi, p2 si p.

Aratam ca pentru v = (71,72) € A(G1) x A(G2) are loc egalitatea

dp(y)v1 ® v = v1 ® dpa(y2)v2 + dp1(y1)v1 ® va.

Avem

p(y(t))v1 ® va — v1 ® vy
t

dp(y)v1 ® vz = lim
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p1(71(1))v1 @ pa(y2(t))v2 — v1 @ 2

=lim
t—0 t
—lim p1(71(t))v1 @ pa(y2(t))va — p1(v1(t))v1 ® vo
t—0 t
4 lim p1(71(t))v1 @ vg — v1 ® vy
t—0 t
iy P11 ()01 ® (p2(72(2))v2 — v2)
t—0 t
t —
£ lim (p1(m( ))71715 v1) ® V2

=01 ® dp2(y2)v2 + dp1(71)v1 ® v2
Aratam ca pentru vy € 1, v9 € )y avem
(dp(y)v1 @ va2,v1 ® v2) = (dp1(71)v1,v1) + (dp2(y2)v2, v2).
Avem
(dp(y)v1 ® v2,v1 ® v2) = (v1 ® dpa(Y2)v2, v1 @ v2) + (dp1(711)v1 @ V2, V1 ® V)

= (v1,v1)(dp2(v2)ve, v2) + (v2,v2)(dp1(71)v1, 1)
= (dpi(y1)v1,v1) + (dp2(y2)v2, v2)

Din egalitatea anterioara obtinem ca pentru vy € 21, v9 € {2y are loc relatia

(o1 @ v2) () = V1(v1) (1) + P2(v2)(72)

Deoarece pentru orice v1 € £1,v9 € Q9 avem v ® vo € € si aplicand relatia de mai sus

obtinem
o(Ip, x Ip,) € I

Fie {e1,...,em} 0 baza ortonormata a lui V. Pentru v € Q putem scrie
m
V= Z er ® Wy
k=1

m
unde wy, € Vo \ {0} pentru k =1,...,msi > |lwi]|® = 1.
k=1

Aratam ca pentru v = (vy1,72) € A(G1) x A(G2) avem

.| =

m 1 m
-> (d - (d
; p2(y2)wk, wy) + ; k;1 p1(71)ex, er) (Wi, wy)
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Avem
T(v)(y) :%(dp(v)v v)
:%(Z dp(y)er @ wi, Y e @ wy)
k=1 =1

1 m
:; Z (dp( )ek Q W, €1 @ wl)
Z (er @ dp2(y2)wi + dp1(71)er @ wy, e @ wy)

m
(ex ® dpa(y2)wr, er @ wr) + = > (dp1(v1)ex ® wy, e @ wy)
ki1 ki1

e
NE
S

m
(ek, e)(dpa(y2)wr, wr) + 5 > (dpr(n)ex, 1) (wi, wr)

e
NE
S| =

k=1 k=1
1 & 1 &

=7 > (dp2(v2)wi, wi) + = ; > (dpr(m)er, e) (wy, wr).
k=1 k=1

Folosind relatia de mai sus si dpi(1)ex, = 0 € V; obtinem

—_
[

m m
¥ (v) == (dpa(y2)w, wy) fZ wi ]| 2(dpa (72 g, ur)
k=1 =1

~.
~.

Z w2 @2 (ur) (v2) = O llwe*Ta(ur)) (2)
k=1

unde up = HZ”}—:H € Qy. Din relatia de mai sus obtinem ca

pg(IS) C conv (1192)

si in mod similar p; (Ig) C conv (1;91)7 ceea ce incheie demonstratia. O

Teorema 4.1.7. Fie py : G — U(Vy) si pa : G — U(Va) doua reprezentari unitare finit
dimensionale ale grupului topologic G. Fie V=V, ® Vo si p: G — U(V) reprezentarea
a lwi G definita prin p(g)vi @ ve := p1(g)v1 ® p2(g)ve. Atunci

Igl + I;())z - IS C conv (121) + conv (Igz).

Demonstratie. Fie Q1,89 si Q) sferele unitate din Vi, V5 si V. Notam cu Wy, ¥y si W

aplicatiile moment pentru pi, ps si p. Ca in demonstratia Propozitiei 4.1.6 pentru v €
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A(G) si vy € Q1, vy € Q9 obtinem egalitatile

dp(y)v1 ® va = v1 ® dpa(y)v2 + dp1(y)v1 ® v2
(dp(7)v1 @ va,v1 ® v2) = (dp1(Y)v1,v1) + (dp2(7)v2, v2)
U (v1 @ v2)(7y) = W1 (v1)(y) + Wa(v2)(7)

Deoarece pentru orice v; € 21,v9 € {2y avem v ® vo € §2 si aplicand ultima relatie de
mai sus obtinem

0 0 0
Ipl + Iﬂz < IP

Fie {e1,...,em} o baza ortonormata a lui Vi si {f1,..., fs} o baza ortonormata a lui
Vo. Atunci {ex ® f; | 1 < k <m,1 <[ < s} este o baza ortonormata in V =V} @ Va.

Pentru v € Q) putem scrie

v=> apler® fi)

1<k<m
1<<s

unde ay; € C si

> awl?=1

1<k<m
1<e<s

Pentru v € A(G) avem

1
Y(v)(y) = (dp(v)v,v)
1
= ( > doWam(er® f1), D awr(ew ® fr))
1<k<m 1<Kk'<m
1<l<s 1<U/<s
1 _
=2 Y awdr(dp()(er © fi).ew ® fr)
1<k,k’'<m
i<l0<s
1 _
= > awtpr(er @ dpa(y) fi + dpr(V)ex ® fien ® fr)
1<k.k'<m
<l 0<s
1 _ 1 _
=37 > awiary (dp2 (N1, fr) + - > awa(dpi(y)er, ex)
1<k<m 1<k,k'<m
1<00'<s 1<l<s
1
= > () Y amf, Y awrfr)
1<k<m 1<t<s 1<l <s
1
+ S o) Y amer, Y awrew).
1<i<s 1<k<m 1<k'<m

Daca notam

wp =Y apfi €V

1<l<s
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pentru k=1,...,m si
b = Z arer € V1
1<k<m
pentru [l =1,..., s relatia de mai sus poate fi scrisa astfel
V) =7 Y () =3 (b
v == -
7= p2(7)wp, wi) + > (dpi(7)bi, by)
1<k<m 1<I<s
= (D NwelP@2(un)(v) + (Y 1Bl 1(e)(7)
1<k<m 1<i<s

unde uy = HZ”}—:H € Q9 daca wy # 0 si ¢ = HZ—;H € Q; daca b; # 0. Deci obtinem ca
IS C conv (Igl) + conv (122).

Pentru a incheia demonstratia mai trebuie aratat ca

Yo llwl?= Y JblP=1

1<k<m 1<i<s

Deoarece bazele din V7 si V5 sunt ortonormate obtinem

lwell> = D law?

1<I<s

si

Deci

Z Hwk||2: Z HblHQZ Z ]aklP:l

1<k<m 1<i<s 1<k<m
1<t<s

4.2 Proprietati de liniariate

In cele ce urmeaza vom studia in ce conditii multimile moment ale reprezentarilor unui
grup topologic G sunt functionale liniare pe A(G). Pentru aceasta este necesar in primul
rand ca A(G) sa aiba o structura naturala de spatiu vectorial, si din acest motiv in-
troducem urmatoarea notiune, care a fost studiata in [NS12] in situatia particulara a

grupurilor Lie exponentiale.
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Definitia 4.2.1. Spunem ca grupul topologic G are proprietatea Trotter daca A(G) are

o structura de spatiu vectorial real astfel incat

(Va, B € AG) (a+B)(t) = lim (a(1)B(L)"

uniform pentru ¢ in orice compact din R.

Spunem ca grupul topologic G are proprietatea Trotter topologica daca G are proprietatea
Trotter si A(G) este spatiu vectorial topologic in raport cu topologia compact deschisa
de pe A(G).

Propozitia 4.2.2. Daca grupul topologic G are proprietatea Trotter si p : G — U(V)
este o reprezentare unitara continua o lui G atunci pentru orice v € Voo \ {0} functionala
U,(v) : A(G) — R este liniara.

Demonstratie. Fixam v € Vy \ {0} si definim ¢ : G — V data prin ¢(g) := p(g)v.
Deoarece v € Vy, rezulta ca ¢ € C°°(G,V). Deoarece grupul topologic G are propri-
etatea Trotter putem aplica din [NS12, Lema 2.6] si obtinem

Do(1;a+ B) = Do(1; ) + Dé(1;3)

pentru orice o, f € A(G). Aratam ca dp(a)v = D¢(1; ). Avem

ooy =t PO =0y GOD =0 _

Aratam ca ¥,(v) : A(G) — R este aditiva, adica
Vp(v)(a+ ) = ¥p(v)(a) + ¥y(v)(9)
pentru orice a, f € A(G). Avem

Uy(v)(a+ ) = -

(Do(1; a) + Do(1; B), v)
i (v,v)
1(Do(1;a),v) n 1(Do(1;5),v)
i i (v,v)
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Aratam ca ¥,(v) : A(G) — R este omogena, adica
W, (v)(aa) = a¥,(v)(a)

pentru orice a € R si orice a € A(G). Avem

1 (dp(ac)v,v 1 (D¢(1;aa),v
¥, (o) (aa) — L o@0)0.0) _ 1 (Do(1500),v)
i (v,v) i (v,v)
_ 1(aD¢(1;a),v)  1a(Dé(1;a),v)
i (v,v) i (v,v)
= a¥,(v)(e)
Observam ca functia ¥,(v) este omogena cand G este un grup topologic arbitrar. O

4.3 Note bibliografice

Rezultatele din acest capitol sunt originale, si reprezinta generalizari ale unor proprietati
ale multimilor moment si aplicatiilor moment ale reprezentarilor finit dimensionale ale

grupurilor Lie compacte care au fost studiate in [Wi92].



Capitolul 5

Geometria convexa a momentelor
pentru reprezentari de grupuri

rezolubile

In acest ultim capitol al tezei obtinem principalul nostru rezultat (Teorema 5.5.2), care
stabileste convexitatea multimilor moment pentru toate reprezentarile de grupuri local
compacte separabile rezolubile. In Sectiunea 5.2 introducem o noua topologie pe spatiul
vectorilor de clasa C°° pentru reprezentari de grupuri topologice, iar principalul nostru
rezultat in acest context este Propozitia 5.2.10 care da o proprietate de densitate extrem
de utila, dupa cum se poate vedea din aplicatia ei in Corolarul 5.2.11 in cadrul oferit de
aproximarea grupurilor compacte conexe prin grupuri Lie. In Sectiunea 5.3 introducem
notiunea de aplicatie moment pentru o reprezentare unitara continua a unui grup topo-
logic arbitrar (Definitia 5.3.1) si punem in evidenta cateva proprietati de baza in acest
cadru general. Sectiunea 5.4 contine mai multe rezultate de convexitate in situatia
grupurilor local compacte separabile, dintre care cel mai important este Corolarul 5.4.5,
care reduce stabilirea convexitatii multimilor moment ale tuturor reprezentarilor la sta-
bilirea acestei proprietati de convexitate doar pentru reprezentarile ireductibile. In fine,
Sectiunea 5.5 contine rezultatul principal pe care il obtinem aici (Teorema 5.5.2), men-

tionat mai sus.

75
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5.1 Motivatie

Pentru orice reprezentare unitara continua 7: G — U(H) a unui grup Lie finit dimen-
sional aplicatia sa moment ([Wi89], [Mi90], [Wi92]) este
_ L{dn()v,v)

U, Hoo \ {0} - g*, \IJW(U) - 1W7

unde H, este spatiul vectorilor de clasa C°, si multimea sa moment inchisa este
I = Vr(Hoo \ {0}) C g"

adica, inchiderea imaginii aplicatiei moment in dualul algebrei Lie a lui G. Reprezentarile

de grupuri Lie rezolubile au o remarcabila proprietate de convexitate:

Teorema 5.1.1 ([AL92]). Daca G este un grup Lie finit dimensional rezolubil, atunci
pentru orice reprezentare unitara continua w: G — U(H) multimea sa moment I este

converxa.

Multimile moment si aplicatiile moment au fost studiate in geometria simplectica, dar
enuntul de mai sus depinde doar de teoria Lie si teoria reprezentarilor, deci nu de geome-
tria diferentiala. Deci, avand in vedere dezvoltarea teoriei Lie care pentru diverse grupuri
topologice, inclusiv toate grupurile local compacte conexe (vezi [HMO07] si [BCR81]), este

natural sa punem urmatoarea intrebare.

Problema 5.1.2. Se poate extinde Teorema 5.1.1 la grupuri topologice rezolubile gen-

erale, sau cel putin la grupuri pro-Lie rezolubile?

Acest capitol ofera un raspuns afirmativ la problema de mai sus in cazul grupurilor
local compacte separabile (Teorema 5.5.2). Demonstratia noastra face apel la ipoteza
de compacitate locala prin intermediul masurii Haar in Propozitia 5.2.10 si mai departe
prin intermediul utilizarii C*-algebrelor grupale, iar separabilitatea acestor C*-algebre
este necesara in anumite argumente in care intervin integrale directe de reprezentari
in Lema 5.4.3 si in demonstratia Propozitiei 5.4.4. In ciuda acestor restrictii cu car-
acter tehnic, se dovedeste util sa introducem notiunea de aplicatie moment pentru o
reprezentare unitara continua a unui grup topologic arbitrar (Definitia 5.3.1) si sa punem

in evidenta cateva proprietati de baza in acest cadru general.
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5.2 Preliminarii

Cateva notatii

Daca nu se mentioneaza altceva, G este un grup topologic si H este un spatiu Hilbert
complex cu grupul unitar U(H) := {T' € B(H) | TT* = TT* = 1} vazut ca grup topo-
logic in raport cu topologia convergentei punctuale. Notam prin C(-, -) spatiul aplicatiilor

continue, si reamintim notatia
AG) = {7 €C(R,G) | (vt,s € R) 4(t+5) = 7()v(s)}.

Aceasta multime este inzestrata cu topologia convergentei uniforme pe submultimile
compacte ale lui R. Daca ¢: H — G este un morfism continuu de grupuri topologice,
atunci definim

Alp): A(H) — A(G), vy oy

si este usor de vazut ca obtinem un functor A(-) de la categoria grupurilor topologice la

categoria spatiilor topologice.

Reamintim de asemenea ca actiunea adjuncta a grupului topologic G este aplicatia
Adg: G x A(G) — AG),  (9,7) = Ada(9)y = 97()g ", (5.2.1)

care este continua (Lema 1.1.3) si omogena in sensul ca Adg(g)(r-v) =7 - (Adg(9)7)
pentru orice 7 € R, g € G, si v € A(G), unde definim

(Vr,t € R)(Vy € A(G))  (r-7)(t) :=(rt).

Pentru r = —1 si v € A(G) notam —v := (—1) - v € A(G).

Fie o submultime deschisa V' C G si Y un spatiu local convex real. Daca p: V — Y,

v € A(G), si g € V, atunci notam

(Dy¢)(g) = lim w(g%t)z —¢lg) (5.2.2)

daca limita din membrul drept exista. Similar pentru

(DFg)(g) = tim POV =2 s o)) (529)
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Este convenabil sa folosim notatiile

D’YSD ::D/Y’IL(D’Y’R*I e (D'chp) e ): G - y

Dﬁgp ::Di(D%_l---(Dﬁcp)---): G—Y

unde v := (Y1,...,7) € A(G) X --- x A(G) si p € C"(G, ).

Reamintim acum topologia introdusa in Definitia 2.3.1.

Definitia 5.2.1. Pentru orice multime deschisa V' C G, inzestram spatiul de functii
C>(V,Y) cu topologia local convexa definita de familia de seminorme pg, g, introdusa

astfel. Reamintim notatia

(Vk>1) A*G) :=A(G) x --- x A(G).

k ori

Pentru orice k£ > 1, orice submultimi compacte K7 C AF (G) si Ky C V, si orice semi-

norma continua | - | pe ), definim p|1;(|1,K2: C>*(V,Y) — [0,00) prin

o ) sup{[(Dyf)(2)] | v € K1,z € Kp}  daca Ky # 0,
B sup{|(2)] | = € Ka) daca K1 — 0.

Pentru simplitate vom omite seminorma |- | pe ) din notatia de mai sus, scriind simplu

. J
DK, K- 11 loc de p‘Kl’KQ.

Prima parte a urmatoarei propozitii este generalizarea Propozitiei 1.2.4 la functii cu
valori vectoriale.

Propozitia 5.2.2. Daca G este un grup topologic si Y este un spatiu local convez, atunci

avem.

1. Fizam o multime deschisa V. C G. Daca pentru orice k > 1, multimi compacte
K1 C A¥QG) si Ko C V, si seminorma continua | - | pe Y definim seminorma
q‘k'h&: C>(V,Y) — [0,00) prin

sup{](fof)(a:)] | v € K,z € Ko} pentru K1 # 0,

Q‘I.(lhl(Q( =
sup{| (@) | = € Kz} pentru Ky #0,

atunci obtinem o familie de seminorme care determina topologia lui C*(V,))

introdusa in Definitia 5.2.1.

2. Pentru orice g € G si v € AN(G), operatorii

D"/’D"va A(g)vp(g>: Coo(G’ y) - COO(G7y)
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sunt bine definiti si continui, unde
(Mg f)(x) = flgz) si (p(9)f)(z) = f(zg) pentru orice x € G si f € C™(G, ).

Demonstratie. Pentru demonstratie este convenabil sa notam pentru orice k > 1, v =
(Vs o) € AR(G), stz € G,

7% =(Adg(z™ )1, ..., Adg(z ™)),
=y ==, =)
Incepem acum demonstratia celor doua asertiuni.

(1) Fie Ky C G si K1 C Ak(G) multimi compacte si | - | seminorma continua pe ), pe

care o vom omite din notatie, scriind simplu qlf'(‘1 Ky =8 4Ky, Ko

Rezulta din (5.2.3) ca pentru orice f € C*°(V,)) si z € V avem
(Dyf)(w) = (DL f)(x) (5.2.4)
deci pr, k, (f) < iy i, (f) unde
K3 :={-9"|v € K,z € Ka}.

De asemenea, scriind (5.2.4) sub forma (Dﬁf)(x) = (D_szl f)(z), obtinem inegalitatea

9K, ,K> (f) < PK4 Ko (f)7 unde

K, = {—’yz_l ‘ AS Kl,(lZ € KQ}.

Pentru a incheia demonstratia, ramane sa aratam ca submultimile K3 si K ale lui A¥(G)

sunt compacte. Multimea K3 este imaginea multimii compacte Ko x Kjprin aplicatia
G x A*(G) = ARG,  (z,7) — =%,

in timp ce multimea K, este imaginea multimii compacte K2 x K prin aplicatia

—1

G x AMG) = A%(G),  (2,7) = ="

Ambele aplicatii sunt continue deoarece (5.2.1) este continua.

(2) Pentru operatorul A(g): C*(G,Y) — C*(G,Y) folosim metoda din demonstratia
Propozitiei 2.3.7, care stabileste ca A(g) este bine definit. In plus, pentru orice k > 1
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avem homeomorfismul
F): AG) x -+ x AG) x G — AG) x---x ANG) xG, (B,z)— (B,gz).

Iterand [BNilda, Rem. 3.8], obtinem D*(A(g)f) = (D*f) o F{ pentru orice f €
C*®(G,Y), si se arata ca mai sus ca pentru orice seminorma continua | - | pe Y si
orice multimi compacte Ko C G si K1 C A*(G) avem pk, k,(A(g)f) = Pr; x;(f), unde
K := gK5 deci operatorul liniar A\(g): C*(G,Y) — C*°(G,)) este continuu.

Pentru operatorul p(g) obtinem similar (D®)*(p(g)f) = (DF)*f) o ﬁ,f, unde
FIAG) x - x A(G) x G — AG) x -~ x A(G) x G, (B,2) — (8,z9).

Rezulta ca g, i, (0(9)f) = ax, xy(f), unde K := Ksg, pentru orice seminorma con-
tinua | - | pe ), orice multimi compacte Ky C G si K1 C A¥(G), si orice f € C®(G,)).
Deoarece seminormele ¢g, i, determina topologia lui C*°(G,Y) din Afirmatia (1), ve-

dem ca operatorul liniar p(g): C*°(G,Y) — C*°(G,)) este continuu.

Daca v € A(G) atunci pentru orice f € C*°(G,Y) avem pk, k,(Dyf) = pry i, (f) si
qu,KQ(fof) = qr1.K,(f), unde K7 := {y} x K1 C AFY(@), cu conventia {v} x 0 = {~}.
Aceasta arata ca ambii operatori liniari D, fo: C*(G,Y) — C*(G,Y) sunt continui,

si demonstratia se incheie. O

In continuare vom folosi grupurile pro-Lie (adica grupuri topologice care sunt izomorfe
cu limite de sisteme proiective de grupuri Lie) si teoria Lie a lor, pentru care facem
trimitere la excelenta monografie [HMO07]. Grupurile Pro-Lie sunt numite grupuri LP in
[BCR81], [Bos76].

Lema 5.2.3 (teorema lui Yamabe). Grupurile local compacte conexe sunt grupuri pro-

Lie.

Demonstratie. Rezulta din [HMO07, Th. 3.39 (Def. A = Def. B)], deoarece orice grup
local compact este complet [HMO7, Rem. 1.31] si orice grup local compact conex contine

subgrupuri co-Lie arbitrar de mici conform [MZ55, Th. 4.6, pag. 175]. O

Lema 5.2.4. Orice grup pro-Lie G este un grup pre-Lie.

Demonstratie. A se vedea [BCRS81, Prop. 1.3.1(3)]. O



Capitolul 5. Geometria convexa a momentelor 81

Vectori de clasa (" pentru reprezentari de grupuri topologice

Prin reprezentare intelegem o reprezentare unitara continua, adica un morfism de grupuri

m: G — U(H) pentru care aplicatia G x H — H, (g,y) — 7(g)y este continua.

Spatiul vectorilor de clasa C*° a fost pe larg folosit in teoria reprezentarilor de grupuri
Lie finit dimensionale; a se vedea [Nel0] pentru un studiu profund al vectorilor de clasa
C® pentru reprezentari de grupuri Lie infinit dimensionale. Acest spatiu a fost introdus
in teoria reprezentarilor de grupuri topologice generale in [Bos76] (a se vedea [BB11]

pentru mai multe versiuni ale acestei notiuni).

Definitia 5.2.5. Spatiul vectorilor de clasa C* pentru reprezentarea 7 este
Hoo :={veH|m(-)v e C®G,H)}.
Inzestram H,, cu topologia local convexa pentru care aplicatia liniara injectiva
A:Hoo — C*(G,H), v—7()v (5.2.5)

este un homeomorfism pe imagine, unde imaginea aplicatiei de mai sus este un subspatiu

al spatiului local convex C*°(G,H) inzestrat cu topologia introdusa in Definitia 5.2.1.

Inainte de a continua notam ca daca G este un grup Banach-Lie, atunci topologia de
mai sus pe spatiul vectorilor de clasa C* este in general diferita de topologia introdusa

in [Nel0, Sect. 4], dar aceste topologii coincid in cazul grupurilor Lie finit dimensionale.

Observatia 5.2.6. Prezentam urmatoarele observatii pentru a le folosi mai tarziu.

1. Imaginea operatorului A poate fi descrisa asfel:
Ran A = {¢ € C™(G, H) | (Va,y € G) ¢(zy) = m(x)y(y)}

si este un subspatiu liniar inchis al lui C*°(G, H).
2. Pentru orice ¢ € Ran A si y € G avem 9(y) € Hoo, si (1) = A71(w).

3. Multimea H este un subspatiu liniar al lui H care este invariant in raport cu 7(x)
si dm(y) pentru orice z € G si v € A(G), si operatorii 7(z),dn(7): Hoo — Hoo

sunt continui (folosind Propozitia 5.2.2).

4. Aplicatia de incluziune Ho, — H este continua deoarece este egala cu compunerea

lui A cu aplicatia de evaluare C* (G, H) — H, ¢ — (1), care este continua.
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5. Operatorul A de mai sus interverteste reprezentarea m(-)|x,, si reprezentarea reg-
ulata la dreapta a lui G pe C*°(G,H), adica, (A(7(x)v))(y) = (Av)(yz) pentru
orice z,y € G si v € H. Pentru v € A(G) si x = (t) cu t € R, aceasta implica
(A(dr(1)0)(y) = (Dy(Av))(y) (veri (5.2.2), adica, A(dr(7)v) = Dy(Av).

Observatia 5.2.7. Fie mj: G — U(H;) reprezentari cu spatiul vectorilor de clasa C*°
corespunzator H; o, pentru j = 1,2. Daca T': H; — Hz este un operator liniar marginit

cu proprietatea T'my(x) = me(z)T pentru orice z € G, atunci T'(H1,00) € H2,00-
Definitia 5.2.8. Derivata reprezentarii w: G — U(H) este

dm: A(G) — End (Hs), dm(v)y = %g% M)y —y

pentru orice v € A(G) siy € Hoo. In plus, pentru orice k > 1siy = (71,...,7) € A¥(G)

definim operatorul liniar

dm(7): Hoo = Hoo,  dm(y)y := dm(y1) - - - dm(yp)y-

Lema 5.2.9. Fie G un grup topologic si m: G — U(H) o reprezentare unitara. Atunci

pentru orice intreg k > 1, multime compacta K C A*(Q), si vectorul v € Hoo, avem

lim sup ||d7(y)v — dn(Adg(z)vy)v|| =0, (5.2.6)
r=lyek

unde Adg: G x A¥(G) — A¥(G) este definit pe componente:

Adg(x)y = (Adg(x)71, ..., Adg(z)VE)

pentru orice x € G siy = (y1,...,v) € A¥Q).

Demonstratie. Pentru v = (v1,...,7%) € AF(G) avem
dr(y)v — dr(Adg(x)y)v =dm (1) - - dr(y)v — dr(Adg(2)n) - - - dr(Ade(z)yx)v
deci din Observatia 5.2.6(5),
Afdr(y)o — dr(Adg(z)y)v) = DE(Av) — Dy, (Av).
Deci (5.2.6) este echivalenta cu faptul ca pentru f := Av € C*°(G,H) avem

: ke ok B
igmljg}lgll(l%f Didg @y )M =0,
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adica,

lim sup [|(D"f)(1,7) = D"f(1, Ade(2)7)[| = 0.
T=lyeK

Pentru a demonstra egalitatea de mai sus, definim
p: G x A (GQ) = AMG), o(x,7) = D"f(1, Adg(x)7).

Deoarece f € C°(G,H), functia D¥f(1,-): A¥(G) — H este continua, deci prin com-
punerea ei cu aplicatia continua Adg: G x A*(G) — AF(G), obtinem ca ¢ este continua.
Atunci aplicatia G — C(K,H), = — ¢(z, )|k este continua din [Fo45, Th. 1], si demon-

stratia se incheie. O

In continuare, prin J-familie neteda pe un grup local compact G intelegem o familie de
functii { fyy }wew, unde W este o baza de vecinatati a lui 1 € G, si pentru orice W € W
avem supp fyr €W, 0 < fir € C°(G), si [ fw(z)dz = 1.

Propozitia 5.2.10. Fie G un grup local compact siw: G — U(H) o reprezentare extinsa

la

7 LYG) — B(H / flz
Daca f € C°(G) siv e H, atunci m(f)v € Hoo si
(Vv € A(G))  dr(y)(m(f)v) = m(D f)v. (5.2.7)

In plus, pentru orice §-familie neteda { fw ywew multimea {m(fw)v | W e W, v € H}

este densa in Haso

Demonstratie. Daca v € A(G), t € R, v € H, si f € C§°(G), atunci 7(f)v € Hoo din
[Bos76, Lema 3.1], si in plus

(v () (x(f)v) = /G F)m (D) )oda = / G (2o

deci prin derivare in ¢ = 0 obtinem (5.2.7). Pentru orice v € H si W € W definim
vw = 7(fw)v € Hoo. Avem

v— oy = / fw (x)vdx —/ fw(z)m(z)vde —/ fw(z)(v —7(z)v)de (5.2.8)

deci folosind 0 < fyr € C*(G) si [, fw(z)dx = 1, obtinem

[v—owl < / fw(@)|lv = m(z)v||dz < sup [lv — w(z)v]|
w zeW



Capitolul 5. Geometria convexa a momentelor 84

si 1%1‘}1 |lv — vw|| = 0. Pe de alta parte, folosind (5.2.5),

(Vy e G) (Av—ww))(y) = 7(y)(v —vw)
si aceasta implica lg/n zlelp I(A(v —ow)) ()| = l%n |lv —vw || = 0.

Daca v € Heoo, k > 1, si v € A¥(G), avem D, A = Aodn(y): He — C®°(G,H) din
Observatia 5.2.6(5), deci folosind (5.2.8), obtinem

(DEA(v —ow))(y) = (A(dr(7) (v — ow))) (y)
/ For (@) (y)(dr(7)0 — dr(7)m(2)0)da

= || @ (antye = s(@)in(Adea 7)o
Notam ca sub integrala de mai sus putem scrie

dn(y)v — w(z)dr(Adg(z~)y)v =(1 — n(z))dr(y)v
m(x)(dr(y)v — dr(Ada(z™")y)),

deci folosind din nou 0 < fiy € C*°(G), si fG fw (x)dz = 1, obtinem pentru orice y € G,

(DA — ow)) (W)l < sup (|1 = w(z))da(y)v]l + [ldr(y)v — dr(Ada(a™"))ol)-

zeW

Atunci rezulta usor din Lema 5.2.9 ca l%n Alv —vw) = 0 in C®°(G,H) (a se vedea
Definitia 5.2.1), adica, lg/n v =0 in Heo. O

Corolarul 5.2.11. Fie G un grup local compact conez si No(G) familia subgrupurilor
compacte si normale N C G pentru care G/N este un grup Lie. Fizam Ny € Ny(G)
cu proiectia corespunzatoare p: G — G [Ny, si fie mo: G/No — U(H) o reprezentare cu

spatiul vectorilor de clasa C°° notat cu Heoo(m).

Atunci pentru orice N € No(G) cu N C Ny spatiul vectorilor de clasa C* al reprezen-
tariic G/IN — U(H), gN +— m(gNg) este egal cu Hoo(mp). De asemenea, Hoo(mo)
este un subspativ dens al spatiului Heo(m) al vectorilor de clasa C*° al reprezentarii

m:=myop: G— U(H).

Demonstratie. Prima cerinta este clara deoarece morfismul G/N — G /Ny, N — Ny
este o aplicatie de acoperire. Pentru a doua cerinta, reamintind izomorfismul canonic al
lui G pe limita proiectiva de grupuri Lie ]\}(}ICHN G /N (vezi [HMOT]), putem folosi Propozi-
tia 5.2.10 pentru o d-familie convenabila formata din functii de forma = — f(zN), unde
N € No(G) cu N C Ny, si f € C(G/N). O
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5.3 Multimile moment ale reprezentarilor de grupuri topo-

logice

Reamintim Definitia 3.1.3:

Definitia 5.3.1. Pentru orice reprezentare de grup topologic 7: G — U(H), aplicatia

sa moment este

1 {dm(-)v,v)
U, 0} - RMO W, (v) = T~
HOO \ { } ’ (U) i <'U, ’U>
Multimea RS a functiilor A(G) — R este inzestrata cu topologia convergentei punc-

tuale, si definim multimea moment inchisa I a reprezentarii 7 ca inchiderea in RMG) a

imaginii aplicatiei moment I0 := ¥, (Hy \ {0}), adica, I, := I0.

Un rezultat de tipul urmator a fost stabilit in Propozitia 4.2.2.

Lema 5.3.2. Fie G un grup pro-Lie. Atunci pentru orice reprezentare w: G — U(H)

st orice v € Hoo \ {0} functia ¥ (v): A(G) — R este liniara si continua.

Demonstratie. Din [Bos76, Anm. 2.1, pag 235] rezulta ca dn(-)v: A(G) — H este apli-

catie liniara continua, deci concluzia rezulta imediat. O

Pentru orice spatiu vectorial topologic real ) notam cu Y* dualul slab al lui ), adica
spatiul functionalelor liniare continue pe ) inzestrat cu topologia convergentei punctuale.
Atunci Lema 5.3.2 arata ca pentru orice reprezentare 7: G — U(H) a unui grup pro-Lie
avem U, : Hoo \ {0} — A(G)™.

Lema 5.3.3. Daca G este un grup topologic, atunci pentru orice reprezentare m: G —

U(H) aplicatia sa moment U : Hoo \ {0} — RME) este continua.

Demonstratie. Trebuie sa verificam ca pentru orice v € A(G) functia

Hoo \ {0} = R, v (U (0))(7) = 1@172(11);;71))

este continua. Aceasta rezulta deoarece ambele aplicatii dm(y): Hoo — Hoo si aplicatia
de incluziune Ho, — H sunt continue (Observatia 5.2.6). A se vedea si [Bos76, Lemele
6.1-6.3]. O

Propozitia 5.3.4. Fie 7: G — U(H) o reprezentare si {H;};cs o familie de subspatii

liniare inchise ale lui H satisfacand urmatoarele conditii:
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1. Pentru orice ji,j2 € J exista jz € J cu Hj, + Hj, € Hj,, si definim j1 < j2 daca

st numat daca Hj, C Hj,.

2. Daca pj: H — H; este proiectia ortogonala pe H; pentru j € J, atunci

(Vv eH) limp;j(v) =v in H. (5.3.1)
jed

3. Pentru orice j € J avem w(G)H; C H;, unde definim nj: G — U(H;), x —

7T(®°)|Hj-

Atunci I, = | I%, = U Ix;. Daca in plus I, este convexa pentru orice j € J, atunci
jeJ jeJ
si I, este convexa.

Demonstratie. Pentru orice j € J, notam cu H, o spatiul vectorilor de clasa C* pentru

reprezentarea 7;, avem H; oo = H; N Ho, si aceasta implica I,?j C 1Y, deci | Iy, C I.
jeJ

Pentru a demonstra cealalta incluziune, fie v € H, arbitrar. Pentru orice j € Jsiz € G

avem p;m(z) = mj(x)p;, deci Observatia 5.2.7 implica p;j(He) € Hjoo. In particular

Pi(v) € Hjoo = Hj N Hoo € Hoo. Aratam ca

}ig]lpj(v) =0 in Heo. (5.3.2)

De fapt, (A(p;(v)))(y) = 7(y)pj(v) = p;m(y)v pentru orice y € G, si atunci (5.3.1)
implica (5.3.2). Acum, folosind Lema 5.3.3,

W (0) = lim U (0) = lim e (3 (0) € U 18, € U I,
jeJ JjeJ

si se incheie demonstratia egalitati cerute.

Convexitatea ceruta rezulta din aceasta egalitate, deoarece inchiderea reuniunii oricarei

familii dirijate in sus formate din multimi convexe inchise este de asemenea convexa. [J

Propozitia 5.3.5. Daca 7j: G — U(H;) este o reprezentare pentru j = 1,...,m, si

definim m:=m & -+ ® Wy, atunci avem
Ig ={tifi+ -+tnfml| fj € Ifjj, 0<tj<lpentruj=1,...,m, siti+---+t, =1}
Daca in plus Ir; este convexa pentru j =1,...,m, atunci si I este convera, si

I. =conv (Ip, U---Ul. ).
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Demonstratie. Fie H := H1®- - - @ Hm, si Hj « spatiul vectorilor de de clasa C'°° pentru

reprezentarea 7; pentru j = 1,...,m. Folosind Observatia 5.2.7, vedem ca

Hoo ={v1 @ ® vy | vj € Hj pentru j =1,...,m}.

In plus, daca v; € Hjoo \ {0} pentru j =1,...,m, si v :=v; & - ® vy, atunci este usor
de vazut ca ) )

O TTER ol N
cu [[v]|? =[] + -+ + [|om]|?, si demonstratia se incheie. O

Propozitia 5.3.6. Daca 7j: G — U(H;) este o a reprezentare pentru care I, este
conveza pentru orice j € J, atunci pentru reprezentarea m := P i aUem
jeJ

I = conv (U Ir;)
JjeJ

81 aceasta este o multime conveza.

Demonstratie. Se utilizeaza Propozitia 5.3.4 pentru familia sumelor directe finite ortog-
onale de reprezentari 7;, iar pe baza Propozitia 5.3.5 se calculeaza multimea moment

inchisa a fiecareia dintre aceste sume finite. O

Propozitia 5.3.7. Fie ¢: G1 — Ga un morfism de grupuri topologice si sa definim
P:RM%2) L RMGD - P(f) = fo A(e).

Pentru orice reprezentare w: Ga — U(H) notam cu Hoo(7) si Hoo(mo@) spatiul vectorilor
de clasa C* pentru reprezentarile ™ si 7 o ¢, respectiv. Atunci Hoo(m) C Hoo(m 0 ) si
P(I%) C Igo¢. Daca in plus Hoo(m) este densa in Hoo(mo @), atunci P(Ix) = Irop. Daca

in plus I este convera , atunci si Ir.4 este conveza.

Demonstratie. Pentru inceput sa notam ca pentru orice ¢ € C*(Gy,H) avem 1 o ¢ €
Coo(Gl, H), si

D (o ¢) (@, 71, .-, ) = (DMY)(d(x), p oy, ... d o)

pentru orice x € Gy, k > 1 si 71,...,7% € A(G1) (a se vedea de exemplu [BCR81, Th.
1.3.2.2(1))).
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Pentru orice v € Hoo(m) avem 7(-)v € C*°(G2,’H), deci observatia de mai sus implica

(mo@)(-)v e C®(G1,H), adica, v € Hoo(m 0 ¢). In plus, este usor de vazut ca

Uros(0) = Ur(0) 0 A(9) = P(Tr (). (5.3.4)

Acum, daca Hoo(m) este densa in Hoo(m © ¢), atunci Irop = Vrop(Hoo(m) \ {0}) din
Lema 5.3.3. Deci, folosind (5.3.4), obtinem I, = P(I2), si rezulta egalitatea

P(I;) = Iro- In final, daca I este convexa, atunci imaginea ei prin aplicatia liniara P

este convexa, si la fel este si inchiderea acestei imaginii, adica, Iro4. O

Corolarul 5.3.8. Fie G un grup topologic. Daca w: G — U(H) este o reprezentare cu
dimH < oo, atunci Heo = H.

Demonstratie. Privim aplicatia identitate idy): U(H) — U(H) ca o reprezentare a
grupului Lie U(H) (folosind ipoteza dimH < oo), si este clar Hoo(idy(y)) = H. Pe
de alta parte, Propozitia 5.3.7 implica Heo(idy(3)) € Hoo(idy(r) © ™) = Hoo(7), deci

H C Hoo(7), si demonstratia se incheie. ]

5.4 Multimile moment pentru reprezentari de grupuri lo-

cal compacte

In aceasta sectiune consideram doar reprezentari de grupuri local compacte, deoarece

aceasta ipoteza ne permite sa folosim C*-algebre in studiul acestor reprezentari.

Notatia 5.4.1. Daca G este un grup local compact si 7: G — U(H) este o reprezentare,
atunci notam din nou cu 7 atat reprezentarea corespunzatoare a x-algebrei Banach
LY(G), deci m: LY(G) — B(H), cat si extensia ei la C*-algebra grupala C*(G), adica,
C*-algebra anvelopanta a lui L'(G). Nucleul *-reprezentarii 7: C*(G) — B(H) este
notat prin Ker ¢« (7).

Demonstratiile Propozitiilor 5.4.2-5.4.4 sunt adaptari ale metodelor din demonstratia
[AL92, Prop. 5.1] folosind si idei din [Ne00, Sect. X.6].

Propozitia 5.4.2. Daca G este un grup local compact siwj: G — U(H;) pentru j = 1,2

sunt reprezentari cu Ker ¢« (m1) 2 Ker ¢« (m2), atunci I, C conv (I9,)) C conv (Ir,).

Demonstratie. Facem demonstratia in trei pasi.
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Pasul 1. Din Lema 5.3.3, este suficient sa aratam ca pentru orice vector w intr-o sub-

multime densa a lui Hi o avem
Vo, (w) € conv (I2,). (5.4.1)

Pentru a termina folosim submultimea densa a lui ‘H; o, data de Propozitia 5.2.10, deci

am verificat (5.4.1) pentru w = m1(f)v, unde v € Hy o cu ||v|| =1, si f € C§°(G).

Pasul 2. In acest pas fixam v € A(G), si fie ¢ > 0 fixat. Deoarece Ker c«(m1) D
Ker ¢« (m2), rezulta din [Di64, Prop. 3.4.2(i)] ca pentru orice multime finita F' C C*(G)
n

exista un intreg n > 1 si vectorii 71, ...,m, € Ha cu Y. ||nx]|?> = 1 si pentru orice a € F,
k=1

n

(i (a)v, v) =Y (ma(a)ne, k)| < e (5.4.2)
k=1
Folosim proprietatea de mai sus pentru F' = {f* * f, f* % Dﬁf}, folosind notatia (5.2.3).
Pentru orice u € Hj o si a = f* * Df”f avem din (5.2.7),

(mj(a)u, u) = (m;(f* = DF Flu,u) = (m;(DF fu, m;(f)u) = (dm(y)m; (fu, 75(f)u)
= iflm; (f)ull* (Wr, (75 (f)u)) (7)

deci (5.4.2) implica

[[m2(f 77k|| €
‘(‘llm(m Z w1 (f H2 7r2(7r2(f)7lk))(’7)‘ < ||771(f)vH2
Atunci .
(@ (ma (10 () = 8 3 k(W (o N ()| < o (543)
k=1

unde ty i= [ma(f)nel?/ X2 lma(Fymel” si 6 = (@z Ima(ymell2) /llm ()], deci avem
=1 =1
relatiile t1,...,t, € [0,1] sit; +---+ ¢, = 1.

m
In particular v. :== Y W, (m2(f)nk) € conv (I2,).
k=1

Pe de alta parte, folosind (5.4.2) pentru a = f* * f, obtinem
n

I (£)ell® = 3 limaFymel?| < =
(=1

adica, |1 — 6| < ¢/||m1(f)v||?. Reciproc, luand in considerare (5.4.3), vedem ca pentru

w = m(f)v si v € A(G), exista familiile {.}c50 in (0,00) si {¥c}es0 in conv (I9,)
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satisfacand lir% de =1si liné 0 () = (Vr, (w))(7y), deci

lim (1) = (¥, (w)) () (5.4.4)
Vom folosi acest fapt la pasul urmator al demonstratiei in vederea obtinerii (5.4.1).

Pasul 3. Presupunem ca (5.4.1) nu e verificata pentru w = m;(f)v ca mai sus. Deoarece
conv (I9,) este o submultime convexa inchisa a spatiului local convex A(G)* (vezi Lemele
5.2.3 51 5.3.2), rezulta din [Ru91, Th. 3.4(b)| ca exista un numar real ¢ > 0 o functionala

liniara continua I': A(G)* — R cu
L(¥r, (w))) +t < T(¢) pentru orice ¢ € conv (IY,).

Deoarece A(G)* este un subspatiu topologic al lui RAMG) | deci este inzestrat cu topologia
convergentei punctuale pe A(G), rezulta din [Ru91, Th. 3.10] ca exista v € A(G) astfel
incat I'(¢)) = ¢ (~) pentru orice 1) € A(G)*, si prin urmare

(WU, (w))(7y) +t < 2p(7) putru orice ¢ € conv (I2,).

Daca folosim proprietatea de mai sus pentru ¢ = 1., obtinem o contradictie cu (5.4.4),

si demonstratia se incheie. O

In legatura cu demonstratia Propozitiei 5.4.2 notam ca folosirea Lemelor 5.2.3 si 5.3.2
putea fi evitata prin folosirea [Di64, Prop. 3.4.2(i)] pentru o multime finita mai mare
F={f*«fu{sr* *D,Iff | v € Lo}, cu o multime finita arbitrara Ly C A(G), deoarecece
functionalele liniare continue pe R

finite ale lui A(G).

sunt combinatii liniare de evaluari pe submultimi

Prezentam acum o proprietate utila de dezintegrare a x-reprezentarilor ciclice ale C*-

algebrelor separabile.

Lema 5.4.3. Fie m: A — B(H) o x-reprezentare ciclica a unei C*-algebre separabile.
Atunci exista un spatiu metric compact Z cu o masura Radon de probabilitate p, un
camp masurabil de spatii Hilbert {H¢}cez, un vector f® wedp(C) € f@ Hedp(C), un
camp masurabil de x-reprezentari ireductibile {o¢: A — U(H¢)}eez si un operator unitar

ViH— f® Hedp(C) care satisfac urmatoarele conditii:

1. Avem Vra()V~1 = f@ oc(-)du(C) si w este un vector ciclic pentru aceasta repre-

zentare.

2. Pentru orice a,b € A functia ¢ — (o¢(a)we,o¢(b)we) este continua pe Z.
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Demonstratie. Extinzand 7 la unitalizarea lui A daca e necesar, putem presupune ca
A are element unitate. Fie w € H un vector ciclic pentru 7 cu ||v| = 1, si definim
functionala ¢: A — C, ¢(+) := (n(-)v,v). Notand prin S multimea tuturor starilor lui .4,
care este un spatiu metrizabil compact cu topologia slaba (deoarece A este separabila),
rezulta din [BR87, 4.1.3, 4.1.11, 4.1.25, 4.2.5] ca exista o masura Radon de probabilitate

1 pe S care este o masura ortogonala si satisface

o= /S Cdpu(<)

si u(P) = 1, unde P este multimea starilor pure ale lui \A. Deoarece p este o masura
ortogonala si 7 este unitar echivalenta cu reprezentarea GNS a lui A asociata cu starea ¢

(deoarece v este un vector ciclic), rezulta din [BR87, 4.4.9] ca exista un operator unitar
&
ViH - / Hedu(C)

cu Vr(-) V=1 = f® oc(-)du(Q) si Vw = f@ wedp(€), unde pentru orice ¢ € S notam
prin o¢c: A — B(H¢) reprezentarea sa GNS corespunzatoare, cu vectorul unitar ciclic

we € He cu ¢(+) = (o¢(-)we, we). Atunci pentru orice a,b € Asi ¢ € S avem

<Jc(a)wc,(7<(b)'wg> = <a<(b*a)w<,w<> = Q(b*a)

si aceasta depinde continuu de { € S deoarece S este inzestrat cu topologia slaba.

Concluzia este obtinuta daca definim Z ca inchiderea lui P in S. O

Propozitia 5.4.4. Fie G un grup local compact separabil sim: G — U(H) o reprezentare
astfel incat 1, este convera pentru orice reprezentare ireductibila o: G — U(Hs) cu
Ker ¢+(0) 2 Ker ¢« (m). Atunci I, este conveza.

Demonstratie. Fie m = @, ; m; o descompunere a lui 7: C*(G) — B(H) in reprezentari

jed
ciclice. Din Propozitia 5.3.6, este suficient sa aratam ca pentru orice jy € J multimea

I

n;, este convexa. Avem Kerm = () Kerm; C Kermj,, deci orice reprezentare o: G —

Jj€J
U(Hs) ce indeplineste Ker ¢« (o) 2 Ker ¢« (7j,) satisface Ker ¢«(0) 2 Ker ¢+ (), deci I,
este convexa din ipoteza. Deci 7j, satisface conditia din ipoteza si atunci, inlocuind

cu 7j,, putem presupune ca 7 este o reprezentare ciclica.

Dar atunci, folosind Lema 5.4.3, putem presupune ca exista un spatiu metric compact
Z cu o masura pozitiva y, un camp masurabil de spatii Hilbert {H¢}¢ez si un camp ma-

surabil de reprezentari ireductibile {o¢: G — U(H¢)}cez astfel incat H = [ © Hedp ()
sim= f@ ocdp(Q).
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Folosind metoda din demonstratia [Ne00O, Th. X.6.16(ii)], putem gasi o multime pu-

neglijabila Zy C Z cu Ker ¢+ (1) = Ker o+ (7), unde 7 := @ 0. Atunci reprezentarea
CEZNZo
T este convexa din Propozitia 5.3.6, si din Propozitia 5.4.2 obtinem I, C I;.

Pentru a arata ca I; este convexa, aratam ca I, O I>. Folosind Propozitia 5.3.6 si demon-
stratia sa, este suficient sa aratam ca pentru orice multime finita F' = {(1,...,(n} C
m

Z\ Zy reprezentarea T 1= (P o, satisface Iz, C I. Pentru a incheia, folosind Propozi-
j=1

m
tia 5.2.10 si Lema 5.3.3, este suficient sa aratam ca pentru v = v, ® -+ @ v, € @ H;
j=1

si f € C°(G) cu ||7p(f)v| =1 avem
Ve (Tr(f)v) € Ix. (5.4.5)
Folosind (5.3.3) si ||7r(f)v| = 1, obtinem

Uz, (Tr(f)v) = Yz, (0¢ (flvg, @ - @ o¢, (f)vg,,)

m

= Z”% Jug; 1o, (0, (F)ve,) (5.4.6)

Pentru orice ¢ > 0 fie h® := (h,...,hy,) € C(Z)™ cu 0 < RS pe Z, h5 = 1 pe o
vecinatate a lui (; € Z, supp hj continut in bila deschisa B, (¢) in Z de centru ¢; si
raza €, ||h5|| 2z, = 1, si (supp h5) N (sup hy) = 0 daca j # k. Deoarece reprezentarea
o¢;0 C*(G) — B(Hy,) este ireductibila, rezulta din teorema de tranzitivitate [Di64, Cor.
2.8.4] ca exista a; € C*(G) cu o¢,(aj)we; = ve;, unde [ wedp(¢) € H este vectorul
unitar dat de Lema 5.4.3. Definim

m &)
- §:j /Z B Q) (a)wedu(C) € H,

deci

fpf = Z / (F)oc(a;ywcdn(o). (547
Deoarece (supp h;) N (sup h3,) = 0 pentru j # k, rezulta ca
Im(£)eel = 3 [ 1502 ool dn(<)
oz
- Z log, (Fyoc,IP + Z / 50 o Faghue]? — o, (Fagwe, I2)du(C)

deoarece o, (faj)we; = o¢;(f)o¢;(aj)we; = o¢;(flve; st |kl 2(z,) = 1. Reamintind ca

supp h C B, (e) si functiile ¢ — [lo¢(faj)w¢|| sunt continue pentru j = 1,...,m (vezi
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Lema 5.4.3(2)), si folosind teorema Lebesgue de convergenta dominata , rezulta ca
tim (o | = Z loe, (Fug |12 = [Fr(F)ell? = 1. (5.4.8)

In plus, folosind (5.2.7), avem pentru v € A(G)

(Ax()r(F)oe () = (x(DE Yo, ()0
=3 [ SO0 DE foclag s oc Pocla (@)
— Jz

unde am folosit si (5.4.7) si faptul ca (supp hj) N (sup hf) = 0 pentru j # k. Deoarece

functiile

¢ (oc(DF Hoc(ag)we, oc(floc(ag)we) = (o (D faj)we, oc(faz)we)

sunt continue din Lema 5.4.3(2), obtinem ca mai sus din (5.2.7)

Ms

lim (d7 ()7 (f)ve, 7(f)ve) =

e—0

UCj (D'Iy%f)o-Cj (aj)ij e (f)UCj (aj)ij>

<.
Il
—

I
NE

(doc;(V)oe, (flvy, o¢,(fvg)

1

Wz, (Tr(f)v)) ()

— <.

unde ultima egalitate rezulta din (5.4.6). Acum, din (5.4.8), avem

m (U (7(£)ve))(7) = (Yz, (Fr(f)v) (7).

e—0
Deoarece 7 € A(G) este arbitrar, aceasta implica (5.4.5) si demonstratia se incheie. [

Corolarul 5.4.5. Fie G un grup local compact separabil. Daca multimea moment a
oricarei reprezentari ireductibile a lui G este convera, atunci aceasta proprietate este

valabila pentru orice reprezentare a lui G.

Demonstratie. Se foloseste Propozitia 5.4.4. O

5.5 Rezultatul principal

Este convenabil sa introducem urmatoarea definitie. Mai multe informatii despre grupuri
topologice rezolubile pot fi gasite in [HMO07, Chs. 7 si 10] si [Bos76].
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Definitia 5.5.1. Un grup topologic G se numeste rezolubil daca pentru orice vecinatate
V alui 1l € G exista un intreg £ > 0 cu GH) Cc V. Aici G = GO > GM O ... este
seria descrescatoare a lui G definita prin conditia ca G*+1) este subgrupul inchis al lui

G generat de multimea {zyz 'y~ | z,y € G®}.

Teorema 5.5.2. Fie G un grup local compact separabil rezolubil. Atunci multimea

moment inchisa a oricarei reprezentari a lui G este conveza.

Demonstratie. Putem presupune ca G is conex, deoarece A(G) depinde doar de compo-
nenta conexa a lui 1 din G. Dupa cum arata Corolarul 5.4.5, este suficient sa aratam ca
pentru orice reprezentare ireductibila 7: G — U(H) inchiderea multimii sale moment I
este convexa. Folosind [Mag81, Cor. la Lema 1], exista Ny € Ny(G) cu m = 7y o p, unde
am folosit notatia din Corolarul 5.2.11. Din acest corolar, Huo(7p) este densa in Hoo (),
deci Propozitia 5.3.7 arata ca daca stim ca I, este convexa, atunci si I este convexa.
Dar I, este o a multime convexa din [AL92, Th. 13|, deoarece my: G/Ny — U(H) este o
reprezentare a unui grup Lie finit dimensional care este rezolubil din [HMO07, Th. 10.18].

Aceasta incheie demonstratia. O

5.6 Despre exemple si aplicatii ale convexitatii multimilor

moment

Pentru orice grup Lie nilpotent finit dimensional G exista o corespondenta bijectiva intre

urmatoarele multimi:

e clasele de echivalenta de reprezentari unitare ireductibile ale lui G;

e orbitele actiunii coadjuncte Adg: G x A(G)* — A(G)*.

Aceasta corespondenta este construita pe baza asa-numitei metode a lui A. Kirillov si
se bazeaza pe faptul ca orbitele coadjuncte sunt varietati diferentiale ce pot fi inzestrate
in mod canonic cu structuri simplectice G-invariante. Variante ale corespondentei men-
tionate mai sus au fost puse in evidenta si pentru alte tipuri de grupuri Lie, inclusiv
pentru cele rezolubile, ceea ce a condus la teoreme de clasificare pentru reprezentari

unitare ireductibile ale grupurilor respective.

Ar fi important de extins aceasta metoda de clasificare a reprezentarilor si la grupuri
topologice mai generale (de exemplu grupuri Lie infinit dimensonale, sau grupuri local
compacte care nu sunt grupuri Lie), dar dificultatea principala este ca, pentru astfel de

grupuri, orbitele actiunii coadjuncte nu sunt in general varietati diferentiabile. De aceea,
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ca un prim pas in acest sens, se poate incerca sa se clasifice reprezentarile unui grup G,
inlocuind orbitele coadjuncte cu multimile moment, care sunt mai simplu de definit.
Aceasta idee functioneaza intr-devar in directia dorita, deoarece daca G este un grup
Lie nilpotent iar 7: G — B(’H) este o reprezentare unitara ireductibila, atunci exista o
stransa legatura intre orbita coadjuncta Or C A(G)* si multimea moment I, C A(G)*
ale reprezentarii 7, si anume

I; = conv (Oy)

(a se vedea [Wi89], si de asemenea [AL92] pentru varianta acestei egalitati in situatia

mai generala a grupurilor rezolubile).

In cadrul celor de mai sus, enuntam urmatoarea consecinta simpla a Teoremei 5.5.2, care

ilustreaza importanta proprietatilor de convexitate ale multimilor moment:

Corolarul 5.6.1. Fie G un grup local compact separabil rezolubil.

*

1. Pentru orice reprezentare m: G — B(H), multimea moment I, C A(G)* este in-

chisa, convexa, si invarianta in raport cu actiunea coadjuncta

Ad: G x A(G)* — AG)*,  (2,8) — EoAdg(z™).

2. Daca m si my sunt reprezentari unitare ale lui G, atunci I, # I, daca si numai
daca, eventual schimband numerotarea lui w1 $i mo, exista v € AN(G) si & € In,

astfel incat

§1(y) > sup &(7)
g€l

iar in acest caz reprezentarile wy st wo nu sunt unitar echivalente.

Demonstratie. Prima afirmatie rezulta din Teorema 5.5.2 si Definitia 5.3.1.

Pentru a doua afirmatie, sa presupunem ca I, # Ir,. Eventual schimband numerotarea
lui 71 si 79, rezulta ca I, Z I ,, deci exista & € I, astfel incat & ¢ I.,. Deoarece
multimea I, este inchisa si convexa, rezulta din [Ru91, Th. 3.4(b)] ca exista o func-

tionala liniara continua I': A(G)* — R cu I'(§1) > sup I'(§). Dar, deoarece spatiul
€€y,

A(G)* este inzestrat cu topologia slaba, exista v € A(G) incat I'(§) = £(-y) pentru orice

¢ € A(G)*, deci &1(y) > sup &(7y). In fine, sa observam ca pricare doua reprezentari
€€lr,
unitar echivalente au aceeasi multime moment, ca o consecinta directa a Definitiei 5.3.1,

si aceasta incheie demonstratia. O

Vom incheia printr-un exemplu de calcul al multimii moment pentru o reprezentare a

unui grup Lie nilpotent.
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Exemplul 5.6.2. Consideram grupul Heisenberg 3-dimensional G = R? cu operatia de

inmultire

(1,91, 21) - (@2, Y2, 22) = (21 + T2, y1 + Y2, 21 + 22 + (T1y2 — T291)/2).

Algebra Lie a lui G este g = R3 cu paranteza Lie

[(x1,91, 21), (72, Y2, 22)] = (0,0, w1y2 — T2Y1).

Notam cu X = (1,0,0), Y = (0,1,0), Z = (0,0,1) baza canonica a lui g, deci avem

relatiile de comutare canonice
(X,Y]|=Zsi[X,Z]=[Y,Z]=0.
Vom calcula multimea moment pentru reprezentarea Schrodinger
m: G — BH), (n(z,y,2)p)(q) = TV 0(g 4 1),

unde H := L?(R). Se stie ca spatiul vectorilor de clasa C*° pentru aceasta reprezentare
este Hoo = S(R) (spatiul Schwartz al functiilor cu descrestere rapida), iar reprezentarea
derivata

dr: g — End (Hoo), dn(V)e

= — t
dt t:Oﬂ-( Vie

este o aplicatie liniara ale carei valori pe baza canonica {X,Y, Z} C R3 sunt operatorii

care actioneaza prin

d de
d’]T(X)(P = & t:OTr(t7 0, 0)90 = d7q = (pl
d
dW(Y)(P = a t—OTr(O’ t O)QD = qu(P
d
dﬂ-(Z)SO = & t*OTr(O’ 07 t)SO =1

unde (Mqp)(q) = qp(q) este operatorul de inmultire cu variabila independenta ¢ € R.

Reamintim ca aplicatia moment este

Vr: Hoo \ {0} = 0", Ux(p) = iw

unde (-,-) este produsul scalar din L?(R). Deci pentru orice ¢ € Hoo = S(R) cu
||90HL2(R) = 1, functionala ¥ (p): R3 — R este data de formula

(Ur(p)(2,y,2) = %x(w’, ©) + y(Mqp, p) + z(p, o) = %x@’, ¢) +y(Mqgp, @) + 2
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pentru orice (z,y, z) € R3. Deci multimea moment I, poate fi identificata cu inchiderea

in R? a multimii

{(1<s0’,s0>, (Mqsp, ), 1) ‘@ € SMR), [lellrzm = 1} C R3

i
de unde rezulta usor ca
I, =R? x {1}

care este intr-adevar o multime inchisa convexa, dupa cum stiam din rezultatele generale.

5.7 Note bibliografice

Rezultatele din acest capitol sunt in intregime originale si sunt incluse in articolul nostru
[BNi14b].



Appendix A

Clase si exemple de grupuri

topologice

A.1 Clase de grupuri topologice

Dam mai jos lista celor mai importante clase de grupuri topologice care intervin in

aceasta lucrare. Grupurile conexe din fiecare dintre tipurile de grupuri enumerate aici

sunt incluse printre cele din tipul imediat urmator din aceasta lista. Pentru clasele de

grupuri mai putin cunoscute, indicam in paranteza si locul din aceasta lucrare unde

poate fi gasita definitia respectiva.

1.

Grup Lie finit dimensional

. Grup local compact

Grup pro-Lie (pag. 80)

. Grup pre-Lie (Definitia 1.3.1 la pag. 10)

. Grup topologic cu algebra Lie (Definitia 3.3.22 la pag. 60)

Grup topologic cu proprietatea Trotter (Definitia 4.2.1 la pag. 72)

Grup topologic

A.2 Exemple de grupuri topologice

Mentionam acum cateva exemple care ilustreaza diferentele dintre clasele de grupuri din

lista de mai sus.

98
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Exemplul A.2.1 (grup Lie nilpotent conex). A se vedea grupul Heisenberg 3-dimensi-
onal din Exemplul 5.6.2.

Exemplul A.2.2 (grup local compact conex care nu este grup Lie). Fie
T={zeC||z|=1}

cercul unitate din planul complex. Atunci T este un grup Lie compact conex in raport
cu operatia de inmultire. Rezulta ca si produsul cartezian infinit TV este un grup
topologic compact conex, care insa nu este un grup Lie finit dimensional, deoarece in
caz contrar, algebra sa Lie ar trebui sa fie spatiul vectorial RY, iar aceasta spatiu este

infinit dimensional.

Exemplul A.2.3 (grup pro-Lie conex care nu este local compact). Fie J o multime
infinita. Definim spatiul vectorial topologic J) = R’ si grupul topologic G = (), +).

Atunci Y este limita proiectiva a sistemului de grupuri Lie finit dimensionale {RF'} p;
|F|<oo
deci este grup pro-Lie. Dar din [HMO07, Th. Prop. A2.18] rezulta ca G nu este local

compact, deoarece |J| = oo.

Exemplul A.2.4 (grup pre-Lie care nu este pro-Lie). Fie ) un spatiu vectorial topologic
cu grupul aditiv subiacent G = (), +). Atunci G este un grup topologic abelian, deci

pre-Lie, iar algebra Lie a lui G poate fi identificata cu ), cu paranteza Lie identic nula.

Pe de alta parte, daca G este chiar grup pro-Lie, atunci din [HMO07, Th. 3.12, Cor.
A2.9, Prop. 3.8] rezulta ca ) este izomorf ca spatiu vectorial topologic cu R’ pentru o
multime de indici convenabila J. Deci daca ) nu are aceasta proprietate, atunci grupul
G = (), +) este pre-Lie dar nu este pro-Lie. De exemplu, daca ) este un spatiu Banach

infinit dimensional, atunci el nu este izomorf cu R’ pentru nicio multime de indici J.

Exemplul A.2.5 (grup topologic cu algebra Lie care nu este pre-Lie). Din Teorema 3.4.4
rezulta ca daca G un grup topologic nilpotent de pas 2 pentru care singura functionala
liniara si continua ¥ : A(G) — R este ¢ = 0, atunci grupul tangent T(G) = G x A(G)
nu este grup pre-Lie. Pe de alta parte, T(G) este grup topologic nilpotent de pas 2
(Propozitiile 3.4.2 si 3.4.3) deci este grup topologic cu algebra Lie (Teorema 3.3.23).

Pentru a da un exemplu concret, sa consideram grupul aditiv G = (LP(E), +), care este
abelian (deci si nilpotent de pas 2), unde E = [0, 1] iar 0 < p < 1. Cu acest exemplu ne
aflam in conditiile de mai sus, deoarece din [Da40] se stie ca LP(E) este spatiu vectorial

topologic metrizabil si singura functionala liniara si continua ) : LP(E) — R este ¢ = 0.

Exemplul A.2.6 (grup topologic care nu are proprietatea Trotter, deci nu are nici al-
gebra Lie). Fie H este un spatiu Hilbert complex separabil infinit dimensional, iar U (H)

este grupul operatorilor unitari considerat ca grup topologic cu topologia convergentei
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punctuale. Atunci U(H) este un grup topologic care nu are proprietatea Trotter; a se
vedea de exemplu [Bel0, Ex. 2.1].
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