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1. INTRODUCERE  

 
Încă de la începuturile istoriei, omul și-a ridicat privirea spre cer, bolta cerească 

reprezentând o sursă inepuizabilă de întrebări, mituri și legende. Personificarea naturii și a 

fenomenelor naturale era prima încercare timidă a omului primitiv de a-și explica lumea 

aparent fără sens pe care o observa. 

Până acum 500 de ani, lumea credea că Pământul este centrul universului, motivul 

fiind destul de evident: Luna orbita în jurul Pământului şi nu există nicio dovadă că Soarele 

nu făcea acelaşi lucru. Şi planetele puteau fi văzute rotindu-se în jurul Pământului, deşi uneori 

păreau să se întoarcă din drumul lor pentru mai multe săptămâni, dacă nu chiar luni.  

Din secolul al XIX-lea şi până în prezent o mulţime de astronomi şi matematicieni şi-

au adus contribuţia la evoluţia şi dezvoltarea astronomiei.  

Primii navigatori nu scăpau din vedere uscatul. Se foloseau navigatori care cunoșteau 

foarte bine regiunea, care se bazau pe multele treceri anterioare prin același loc: recunoașterea 

de stânci, sondaje cu pietre legate de frânghii pentru a ocoli adâncimile prea mici la 

apropierea uscatului, urmărirea direcției de mișcare a norilor, recunoașterea curenților marini, 

folosirea vânturilor atât pentru mers cât și pentru recunoașterea regiunii unde acestea 

acționează. Când țărmul nu se mai vedea orientarea se realiza după Soare ziua și după stele 

noaptea.  

Filozoful Tales din Milet povestea că navigatorii ionieni erau învățați să recunoască 

constelația Carul Mic încă la 600 de ani î.Hr. 

Cristofor Columb a traversat Atlanticul folosind observații astronomice și a fost 

divinizat de băștinașii din golful Santa Gloria din Jamaica după ce a prevestit eclipsa de lună 

din 29 februarie 1504.  

În navigația astronomică, reperele de navigație sunt aștrii (Soarele, Luna, planetele, 

stelele), vizibilie și identificabili pe cer, care constituie o infrastructură natural. 

Reperele de navigatie astronomice sunt localizate pentru ora observației folosind 

efemeridele (suport de hârtie sau electronic) acestora. Măsurătorile la aștri se realizează cu un 

sextant sau un teodolit.  

Lansarea primului satelit artificial (Sputnik) pe 4 octombrie 1957 de către Rusia 

(URSS la acea vreme) a avut o mare însemnătatea ştiinţifică, fiind deschizătorul de drumuri 

pentru multitudinea de misiuni spaţiale realizate până în prezent. 

În anul 1973, Departamentul Apărării al Statelor Unite a dorit crearea unui sistem 

spaţial de poziţionare, sub denumirea de NAVSTAR/GPS (NAVigation System with Timing 

And Ranging / Global Positioning System). 

Primele obiective care vizau sistemul erau de natură militară. Ulterior însă, Congresul 

SUA a impus promovarea facilităţilor “civile” ale sistemului. Procesul a fost accelerat de 

lansarea pe piaţă a primului receptor GPS, numit “Macrometer”, utilizat pentru determinări 

geodezice. 

Navigația satelitară folosește același principiu ca și navigația astronomică pentru 

determinarea poziției terestre a observatorului. Pentru determinarea precisă a poziției navei cu 

ajutorul sistemului satelitar de navigație sunt necesare măsurarea a patru pseudodistanțe la tot 

atâţia sateliţi.  

Pentru o precizie cât mai bună a poziției observatorului este necesară cunoașterea cât 

mai riguros posibil a poziției satelitului artificial. Asupra acestuia acționează o serie de 

perturbații care în funcţie de natura lor se clasifică în perturbaţii de tip gravitațional și non-

gravitațional.  

Modelarea cât mai exactă a ecuațiilor acestor perturbații conduce în final la o 

determinare mai precisă a poziției observatorului.  

 



2 

 

Lucrarea de faţă, care se încadrează în tematica de cercetare a Institutului Astronomic al 

Academiei Române, îşi propune să abordeze şi să cerceteze următoarele probleme legate de 

mişcarea sateliţilor GPS: 

 elaborarea unor modele ale acceleraţiilor perturbatoare care influenţează mişcarea 

sateliţilor GPS, determinarea ordinului de mărime şi stabilirea unui criteriu de 

includere a acestora în modelul dinamic; 

 studiul metodei analitice de calcul al influenţei acceleraţiilor perturbatoare de tip 

gravitațional și negravitațional în elementele osculatoare ale sateliţilor GPS; 

 studiul, prin intermediul unei aplicaţii numerice, al erorilor orbitale ale sateliţi GPS, 

produse de acceleraţiile perturbatoare de tip gravitațional și negravitațional, cu accent 

pe accelerațiile de tip negravitațional; 

 studiul calitativ al mişcării sateliţilor GPS. 

 
 

Lucrarea este structurată pe 6 capitole astfel: 

Capitolul I prezintă sistemul satelitar NAVSTAR/GPS, identificarea aplicațiilor 

tehnologiei GPS, sisteme de referință și scări de timp necesare studiului forțelor perturbatoare 

care acționează asupra sateliților GPS. 

 

Capitolul II prezintă analiza cantitativă a mișcării sateliților GPS sub influența 

perturbațiilor de tip gravitațional și negravitațional.  

  

Capitolul III conține analiza cantitativă a perturbațiilor de tip negravitațional: 

presiunea radiației solare directe, presiunea de radiație solară indirectă, emisia termică 

anizotropă, emisia antenei și modelele empirice ale presiunii radiației solare.   

 

Capitolul IV prezintă metoda originală abordată de autor utilizând algoritmul de 

integrare Runge – Kutta de ordinul 4, pentru determinarea acceleraţiilor perturbatoare de tip 

gravitaţional care acţionează asupra sateliţilor GPS şi efectele produse în elementele orbitale 

ale sateliţilor de perturbaţiile de tip negravitaţional.   

 

Capitolul V este un studiu calitativ sau geometric al mişcării sateliţilor GPS. Aceasta 

este o abordare nouă, prin care se aplică metoda geometrică de analiză a sistemelor dinamice 

al cărei iniţiator este Poincare, pentru studiul mişcării sateliţilor GPS. Analiza nu se rezumă 

numai la sateliţii GPS, ci se iau în considerare o multitudine de cazuri, rezultând în final o 

analiză complexă a mişcării sateliţilor.  

 

Capitolul VI conţine o trecere în revistă succintă a datelor şi concluziilor mai 

importante prezentate în capitolele precedente, punând în evidenţă principalele rezultate 

obţinute de autor. 

 

 

 

2. ANALIZA CANTITATIVĂ A MIȘCĂRII SATELIȚILOR 

NAVSTAR/GPS 
 

 2.1 Ecuațiile mișcării satelitului GPS  

 
Ecuaţia diferenţială vectorială a mişcării relative a unui satelit în jurul corpului central, 

în condiţiile absenţei oricărei influenţe perturbatoare, are forma (Brouwer şi Clemence 1961, 

Pal şi Ureche 1983): 
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iar ecuaţiile scalare sunt: 
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În procesul integrării analitice a sistemului de 3 ecuaţii diferenţiale de ordinul 2 rezultă 

4 integrale prime (integrala energiei şi integralele ariilor), ecuaţia orbitei şi ecuaţiile de 

mişcare ale satelitului în planul orbitei, precum şi 6 constante de integrare determinabile din 

condiţii iniţiale (poziţie iniţială şi viteză iniţială): 

 a, semiaxa mare a orbitei; 

 i, înclinarea planului orbitei faţă de planul de referință; 

 e, excentricitatea orbitei; 

 ω, argumentul perigeului; 

 Ω, ascensia dreaptă a nodului ascendent; 

 M, anomalia medie. 

Cele 6 constante de integrare reprezintă de fapt parametrii orbitei eliptice kepleriene şi 

definesc poziţia orbitei în spaţiul inerţial (i, Ω), orientarea orbitei în planul său (ω), forma 

orbitei (a, e) şi poziţia satelitului pe orbită (M). Singurul parametru orbital care depinde de 

timp este anomalia medie. Ca urmare, în locul său se poate utiliza momentul trecerii prin 

perigeu (t0).  

 

2.2  Funcţii de forţă perturbatoare 
 

 Asupra unui satelit artificial al Pământului, acţionează, aşa cum este cunoscut, un 

număr important de forţe (acceleraţii) perturbatoare, mult mai mici (ca magnitudine) decât 

forţa (acceleraţia) centrală, dar care influenţează semnificativ, în timp, dinamica acestuia. 

 Pentru dezvoltarea teoriei liniare de ordinul I, este necesar să se exprime principalele 

categorii de funcţii de forţă perturbatoare în termenii elementelor orbitale, în timp ce pentru 

integrarea numerică a ecuaţiei diferenţiale (2.2) a mişcării perturbate, este necesar ca acestea 

să fie exprimate în termenii coordonatelor carteziene. 

 

În funcţie de natura lor se întâlnesc acceleraţii perturbatoare gravitaţionale şi 

acceleraţii perturbatoare non-gravitaţionale. 

 

Acceleraţii perturbatoare gravitaţionale: 

 necentralitatea câmpului gravitaţional al Pământului; 

 atracţia gravitaţională a Soarelui şi a Lunii; 

 efectul indirect al atracţiei Soarelui şi Lunii (efectul mareic indirect); 

 atracţia gravitaţională a celorlalte planete; 

 efectele relativiste; 

 

Acceleraţii perturbatoare non-gravitaţionale:  

 presiunea radiaţiei solare directe; 

 presiunea radiaţiei solare re-emise de suprafaţa Pământului (albedo-ul); 

 efectul Poynting – Robertson; 

 frânarea aerodinamică; 

 vântul solar; 

 alte acceleraţii, precum praful inter-planetar, radiaţia termică a satelitului, etc.  
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Magnitudinea acceleraţiilor perturbatoare depinde pe de o parte de natura fenomenului 

care le produce, iar pe de altă parte de valorile parametrilor orbitali ai satelitului.  

Modificarea unui parametru orbital al satelitului se poate scrie sub forma (Escobal, 

1965): 

      
  )2cos()2sin()2cos()()( 32100 vkvkktt

dt

du
tutu                     (2.3) 

unde: 

v – anomalia adevărată; 

k1, k2, k3 – sume şi produse funcţie de semiaxa mare, excentricitate şi înclinare. 

Efectul produs de o acceleraţie perturbatoare poate fi: 

 secular,  0tt
dt

du
 , adică are evoluţie liniară şi este cumulativ în timp; 

 lung – periodic, )2cos(1 k , în cazul în care amplitudinea perturbaţiei creşte 

şi scade cu o anumită perioadă de timp definită, această perioadă fiind mai 

mare decât perioada orbitală; 

 scurt – periodic, )2cos(3 vk  , cazul în care perioada de variaţie este mai mică 

decât perioada orbitală; 

 mixt – periodic, )2sin(2  vk , combinaţie de perturbaţii cu perioade lungi şi 

scurte. 

Perturbaţii seculare

Perturbatii lung-periodice + seculare

Perturbaţii scurt-periodice + lung-periodice + seculare

Variaţia medie

Timpult1 t2

u

O
 

Figura 2.1 Tipuri de perturbaţii 

 

 
3. REZULTATE NUMERICE DIN ANALIZA CANTITATIVĂ A 

MIȘCĂRII SATELIȚILOR NAVSTAR/GPS 
 

3.1 Calculul orbitei sateliților GPS 
 

 Pentru calculul orbitei sateliţilor GPS se utilizează două metode. Prima metodă se 

bazează pe soluţiile analitice ale ecuaţiilor planetare ale lui Lagrange, exprimate în termenii 

elementelor orbitale Kepleriene. A doua metodă se bazează pe soluţia numerică a ecuaţiei 

diferenţiale de ordinul 2 a mişcării relative perturbate exprimată în coordonate carteziene, 

numită metoda numerică.  

 Soluţia analitică utilizată în calculul precis al arcelor scurte de orbită GPS reprezintă o 

extensie a teoriei perturbaţiilor de ordinul 1. Pentru determinarea efectelor introduse de 

armonica a 2-a zonală (de coeficient C20 sau J2) este necesar să se includă şi perturbaţiile de 

ordinul 2; în principiu, aceasta necesită a doua soluţie a ecuaţiilor planetare Lagrange, 

utilizând soluţia de ordinul 1 (liniară) pentru a evalua membrul drept al acestei ecuaţii. 
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Soluţia numerică a orbitei sateliţilor GPS se bazează pe integrarea numerică directă a 

ecuaţiilor diferenţiale de ordinul 2 ale mişcării relative perturbate, în coodonate carteziene. 

Această metodă este întâlnită sub două forme: metoda Cowell și metoda Encke. Avantajul 

metodei numerice este formularea simplă a ecuaţiilor de mişcare. 

 În coordonate carteziene, acestea au forma: 

                                              
2

i
i

i

x
x

r r x

 
   


    pentru i = 1, 2, 3                                    (3.1) 

în care r este raza  vectoare geocentrică iar 
ix




 este suma acceleraţiilor perturbatoare cauzate 

de necentralitatea câmpului gravitaţional terestru, atracţia gravitaţională luni-solară şi 

presiunea de radiaţie solară. 

 Coordonatele ix  sunt definite într-un sistem de referinţă inerţial, geocentric ecuatorial. 

Ecuaţiile de mişcare sunt complete atunci când fiecare acceleraţie perturbatoare este evaluată 

şi transformată în acest sistem de referinţă. 

 

 

3.2 Metoda Runge Kutta 

 

 În principiu, cu condiţii iniţiale definite (în speţă poziţia 0x  şi viteza 0x  la epoca 0t  de 

lansare), ecuaţiile (4.16) pot fi integrate numeric. Ca referinţă se introduce orbita kepleriană. 

Astfel, doar diferenţele mici dintre acceleraţia totală şi acceleraţia centrală trebuie integrate. 

Integrarea va avea ca rezultat creşterea (incremental) dx  care atunci când se însumează 

vectorului de poziţie calculate pe elipsa de referinţă, furnizează poziţia corectă. Ecuaţiile 

diferenţiale de ordinul 2 se transformă de regulă într-un sistem de 2 ecuaţii diferenţiale de 

ordinul 1, astfel: 

                                            

0

0 0 03

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

t

t

x t x t dx t x t dt
r t

 
   

 
                                   (3.1) 

0

0 0( ) ( ) ( )

t

t

x t x t x t dt   . 

 Integrarea numerică a acestui sistem se realizează aplicând un algoritm Runge Kutta 

de ordinul IV. Principiul metodei este următorul: 

 Fie ( )y x  o funcţie definită pe intervalul 1 2x x x   şi  /y dy dx   derivata de ordinul 

unu în raport cu variabila x. Soluţia generală a unei ecuaţii diferenţiale de ordinul unu de 

forma:  

/ ( , )y dy dx y y x    

rezultă prin integrare, atribuind o valoare numerică iniţială constantei de integrare 1 1( )y y x . 

Se împarte intervalul de integrare în n subdiviziuni egale şi suficient de mici 

 2 1( ) /x x x n   , unde n este un întreg arbitrar. Atunci, diferenţa dintre valorile funcţionale 

succesive se obţine din media ponderată 

                              (1) (2) (3) (4)1
( ) ( ) 2

6
y y x x y x y y y y          

 
                    (3.2) 

unde: 

                                                  
(1) ( , )y y y x x    

(1)
(2) ,

2 2

y x
y y y x x

  
     
 
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(2)
(3) ,

2 2

y x
y y y x x

  
     
 

 

                                                 
(4) (3)( , )y y y y x x x     . 

 Astfel, plecând de la valoarea iniţială 1y  corespunzătoare argumentului 1x , funcţia 

poate fi calculată pentru argumentele succesive 1x x , 2x x , etc. În exemplul de mai 

sus, variabila x trebuie interpretată ca variabilă de timp (t). 

 Această metodă poate fi aplicată şi pentru integrarea sistemului de ecuaţii Newton-

Euler şi Lagrange, acestea având avantajul că sunt la ordinul unu.  

Fie ecuaţiile Newton-Euler sub forma: 

                                                 , , , , , ,i i j iq q q t q a e i M                                            (3.3) 

unde iq  este oricare din elementele kepleriene ale satelitului. Integrarea sistemului (4.19) se 

face pe un pas constant de timp t  (suficient de mic) astfel: 

                                                   ( ),i i jw q q t t t     

( ) ,
2 2

j

i i j

w t
x q q t t t

 
    

 
 

                                                   ( ) ,
2 2

j

i i j

x t
y q q t t t

 
    

 
                                            (3.4) 

( ) ,
2 2

j

i i j

y t
z q q t t t

 
    

 
 

                                              ( ) ( )
6 3 3 6

i i i i
i i

w x y z
q t t q t      . 

 

 

 

3.3 REZULTATE NUMERICE 
 

S-a considerat o orbită kepleriană (neperturbată) pentru condițiile inițiale la data de 

10.02.2011 ora 00.00 UT:  

xai = 2425.8676;            vxai = 3.8327; 

yai = -15215.1157;         vyai = 0.4529; 

zai = 21743.2188;           vzai = -0.1055; 

 

                  = 1.0027379093UT1 + o + ΔΨ cosε 

UT1 = UTC - dUT1, (dUT1 = 0.162626) 

        o = 24110
s
.54841 + 8640184

s
.812866T + 0

s
.093104T

2
 - 6

s
.210

-6
T

3
 = 580910482.2 

               
2455602,5

67,23073237
36525 36525

JD
T     

          ΔΨ cosε = -62.61453881 

                         = 1.0027379093*(UT-0.162626) + 580910482.2 - 62.61453881 

Valorile argumentelor pentru precesie conform Buletinului IERS: 

 xp = 0.03428 

 yp = 0.20863 
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S-a aplicat algoritmul Runge – Kutta de ordinul 4 așa cum a fost prezentat anterior, 

pentru integrarea ecuației mișcării neperturbate (1.1). Programul de calcul a determinat pentru 

perioada selectată valorile razei vectoare și vitezei ),( vr , pentru fiecare pas de integrare, pe 

care le-a scris într-un fișier text. De asemenea, programul a rezolvat problema lui Laplace și a 

determinat, plecând de la ),( vr  valorile celor 6 elemente kepleriene ),,,,,( Miea  și 

componentele accelerațiilor. 

S-a considerat mișcarea satelitului de studiu perturbată succesiv de o singură 

perturbație: armonica zonală J2, J3, J4, J5, J6, atracția gravitațională a Soarelui și a Lunii, 

efectele relativiste și presiunea radiației solare directă.  

În același mod, programul de calcul a avut ca date de ieșire fișierele text 

corespunzătoare elementelor orbitale ),( vr  și ),,,,,( Miea  . Pentru fiecare element 

orbital în parte s-a făcut diferența dintre valorile sale obținute în cazul neperturbat și valorile 

sale în cazul perturbat, rezultând variația respectivului element orbital sub influența 

perturbației considerate. Fiecare variație în parte s-a analizat și i s-a întocmit graficul de 

variație.  

S-a realizat integrarea orbitei pentru o perioadă de 2,1 zile (50 ore) și de 20,8 zile (500 

ore) pentru anumite perturbații. Mai întâi se exemplifică accelerațiile perturbatoare care 

acționează asupra unui satelit pe orbită medie (satelit GPS).  

Sunt prezentate apoi erorile orbitale induse de principalele perturbații asupra 

satelitului geostaționar. 

 
Pentru determinarea erorilor orbitale ale sateliții GPS trebuie să se țină cont de 

armonicele zonale J2, J3, J4, J6, de perturbația Lunii, a Soarelui și a presiunea radiației solare. 

 În continuare sunt analizate efectele perturbațiilor asupra orbitei satelitului GPS și 

sunt sintetizate în tabelul următor. 

 

 

Tabel 1.1 Valori ale acceleraţiilor perturbatoare 

Parametrul Satelit GPS 

Formula de calcul  

[Km/s
2
] Semiaxa mare 26 500 km 

Înclinarea 55
0
 

Accelerația centrală 5,6 * 10
-4

 
2r


 

Perturbația 
Accelerația 

[Km/s
2
] 

Formula 

Armonica J2 2 x 10
-7 

2
ec

22 2

a
3 J

r r


 

Armonica J3 2,3 x 10
-11 

3
ec

32 3

a
4 J

r r


 

Armonica J4 2,5 x 10
-11 

4
ec

42 4

a
5 J

r r


 

Armonica J5 1,1 x 10
-12 

5
ec

52 5

a
6 J

r r


 

Armonica J6 5,6 x 10
-13 

6
ec

62 6

a
7 J

r r


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Atracția gravitațională Soare 2,95 x 10
-8 

  

















3

3

3

3

3

3
3

c

c

c

c
c

r

r

rr

rr



 Atracția gravitațională Lună 1,95 x 10

-8 

Efecte relativiste 3,4 x 10
-12  2 2

2 4

3 a 1 e

c r

 
 

Presiunea radiaţiei solare 4,4 x 10
-10 sat Soare

Soare

r rA
k q

m r
'


  

Efectul  

Poynting-Robertson 
6,9 x 10

-15
 

 
 

 

 

3.4 Efectele produse de perturbațiile gravitaționale  

 

 

Orbita kepleriană 

 
 

În cazul mișcării keplerine fără perturbații, accelerația are valoarea medie de 45,6 10  Km/s
2
. 

 

 

 

Perturbația J2 

 
 

În cazul perturbației J2, accelerația are valoarea medie de 72 10  Km/s
2
. 
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Perturbația J3 

 
 

În cazul perturbației J3, accelerația are valoarea medie de 112,3 10  Km/s
2
. 

 

 

 

Perturbația J4 

 
 

În cazul perturbației J4, accelerația are valoarea medie de 112,5 10  Km/s
2
. 

 

 

 

Perturbația J5 

 
 

În cazul perturbației J5, accelerația are valoarea medie de 121,1 10  Km/s
2
. 
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Perturbația J6 

 
 

În cazul perturbației J6, accelerația are valoarea medie de 135,6 10  Km/s
2
. 

 

 

 

Atracția gravitațională a Soarelui 

 
 

În cazul perturbației dată de atracția gravitațională a Soarelui, accelerația are valoarea medie 

de 82,95 10  Km/s
2
. 

 

Atracția gravitațională a Lunii 

 
 

În cazul perturbației data de atracția gravitațională a Lunii, accelerația are valoarea medie de 
81,95 10  Km/s

2
. 
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Efectele relativiste 

 
 

În cazul perturbației dată de efectele relativiste, accelerația are valoarea medie de 123,45 10  

Km/s
2
. 

 

 

 

3.5 Efectele produse de perturbațiile non gravitaționale  
 

3.5.1 Presiunea de radiație solară directă 

 
În cazul perturbației dată de presiunea de radiație directă, accelerația are valoarea medie de 

104,4 10  Km/s
2
. 
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Semiaxa mare prezintă o perturbație scurt-periodică cu o perioadă de 6 ore suprapusă 

peste o perturbație seculară. Pentru o perioadă orbitală, semiaxa mare suferă o variație de 4 

metri.   

Excentricitatea prezintă o perturbație seculară suprapusă peste o perturbație scurt-

periodică cu perioadă de 6 ore având ordinul de marime 84,8 10  Km. 

Înclinarea prezintă același tip de perturbație ca și semiaxa mare, o perturbație scurt-

periodică suprapusă peste o perturbație seculară. Perturbația scurt-periodică are perioada de 6 

ore și ordinul de mărime 63 10  grade.  

Longitudinea nodului ascendent suferă o perturbație scurt periodică cu o perioadă de 6 

ore și o amplitudine de 
61,7 10  grade, suprapusă peste o perturbație seculară. 
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3.5.2 Presiunea de radiație solară indirectă. Radiația Pământului 

Radiația reflectată 

Atmosfera Pământului reflectă o parte a radiației care sosește de la Soare, iar pentru 

simplificare considerăm că această radiație reflectată este retrimisă înapoi în spațiu de către o 

sferă acoperită cu o suprafață Lambertiană.  

Vectorul iradianță în direcția satelitului r  datorat albedoului total al Pământului  , 

depinde numai de poziția relativă a satelitului, Pământului și Soarelui (unghiul  ) și asupra 

unui satelit aflat la altitudinea h are forma: 

                                 
  2 2

2
( , ) cos sin

3 ( )

E Soare
sat

P

A E
E h r

R h


    


  

                      

        (3.5)

 
 

 
 

Astfel, se observă faptul că graficul de variație a iradianței Pământului este o curbă 

sinusoidală și faptul că aceasta scade odată cu creșterea valorii albedoului Pământului și cu 

creșterea unghiului   dintre satelit, Pământ și Soare. Pentru valoarea zero a albedoului 

iradianța Pământului este nulă.  

 

 

Radiația emisă 

Radiația sosită de la Soare și care intersectează Pământul poate fi determinată ca fiind 

E SoareA E  cu 2
E EA R . O fracțiune din această radiație este imediat refectată în spectrul 

vizibil, o altă fracțiune este absorbită și alta este reemisă ca radiație infraroșie  (Taylor 2005).  

                                                 
2

(1 )
( )

4 ( )

E Soare
sat

E

A E
E

R h









                                      

              (3.6)

 
și vectorul iradianță asupra unui satelit aflat la altitudinea h  datorat radiației emisă de Pământ 

are expresia: 

                                              
2

(1 )
( , )

4 ( )

E Soare
sat

E

A E
E h r

R h










                                                (3.7) 

 
Iradiația datorată radiației emisă de Pământ 
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 Din grafic se observă faptul că iradianța nu depinde de valoarea unghiului  , este 

constantă luând dierite valori în funcţie de valoarea albedoului Pământului. Iradinaţa are 

valoarea zero pentru 1  . 
 

 

Modelul de radiație al Pământului 

Modelul de radiație al Pământului este suma din radiația reflectată și emisă și are expresia: 

                                 
  2 2

2 (1 )
( ) cos sin

( ) 3 4

E Soare
sat

E

A E
E

R h

 
    

 

 
      

               (3.8)            

 

 
 

Modelul albedoului în funcție de latitudine 

 

 
 

Dacă se consideră că reflexivitatea și emisivitatea pot fi scrise ca dezvoltări armonice 

în funcție de latitudine de forma: 

                                               cos sin( ) cos sinconst                                              (3.9) 

cos sin( ) cos sinconst          

se pot determina coeficienții reflexivității și emisivității utilizând metoda celor mai mici 

pătrate. 
  

Tab. 3.1 Coeficienții estimați pentru reflexivitate 

 și emisivitate perioada februarie – iunie 2011 

const  0,737963502 

cos  -0,5300641743 

sin  -0,026283497 

const  0,4566176405 

cos  0,3057731068 

sin  0,0292256524 
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Modelul de accelerație exercitat asupra sateliților GPS 

 Vectorul iradianță (Esat) sau fluxul solar ( ) conform notației utilizate de 

Montenbruck and Gill (2000) are expresia: 

                                                             

E

A t


 


                                                                (3.10) 

și reprezintă energia transferată prin aria A în unitatea de timp t . Conform Beutler (2005) 

care conform mecanicii cuantice spune că fiecare foton de frecvență   și lungime de undă 

/c v   transportă o energie: 

                                                                E h                                                                 (3.11) 

și un impuls: 

                                                               

E
p

c
                                                                    (3.12) 

unde h = 6,62x10
-34

Js – constanta lui Planck. Astfel, impulsul total pentru un corp absorbant 

iluminat de Pământ în intervalul de timp t este: 

                                                        

E
p A t

c c

 
                                                           (3.13) 

Astfel forţa care acţionează asupra unui satelit este: 

                                                         

p
F A

t c

 
 


                                                           (3.14) 

iar presiunea radiaţiei este: 

                                                               
P

c


                                                                    (3.15) 

Satelitul GPS asupra căruia acționează presiunea de radiație exercitată de Pământ va fi 

considerat ca având două forme: într-o primă aproxiație sub formă de sferă sau „ghiulea” şi 

sub forma unei cutii cu aripi (box-wing), unde cutia „box” reprezintă satelitul în speţă iar 

aripile sunt considerate a fi panourile solare. Ceea ce interesează este secţiunea transversală a 

satelitului şi proprietăţile optice ale acestuia. 

 

 

Modelul general al presiunii radiaţiei solare emise de Pământ 

Satelitul GPS de formă “cutie cu aripi” se bazează pe modelele generale ale presiunii 

de radiaţie dezvoltate de Fliegel (1992) şi Hunentobler (2008).  

Cu aria unei suprafețe plane A, masa satelitului M, unghiul   dintre direcția radiației 

sosită de la Pământ și normala la suprafață, iradianța Pământului E, viteza luminii c se pot 

scrie cele trei componente ale accelerației pentru fiecare suprafață conform Fliegel et al. 

(1992): 

Normală la suprafață: 

                                                 

2(1 )cosN

A E
f n

M c
                                                   (3.16) 

Tangantă la suprafață: 

                                           
(1 )sin cosS

A E
f t

M c
                                                    (3.17) 

Difuză: 

                                           

2
(1 )cos

3
D

A E
f n

M c
                                                         

Componenta radială şi componenta non-radială pentru panourile solare are forma:  

                             

2
cos 1 (1 ) cos cos 2

3
r

A E
f

M c
     

 
     

 
                           (3.18) 
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2
cos (1 )sin sin 2

3
r

A E
f

M c
     



 
    

                           

          (3.19) 

sau sub forma simplificată:  

                  

2
cos 1 (1 ) cos cos 2

3
r cutie cutie panou

E
f A C A

Mc
     

  
      

  
           (3.20) 

  

2
cos (1 )sin sin 2

3
r panou

E
f A

Mc
     



 
   

 
                             

 

 
 

 
 

Cu linie continuă sunt reprezentate accelerațiile radiale iar cu linie întreruptă sunt 

reprezentate accelerațiile non-radiale.  

Se observă că accelerația radială își atinge minumum pentru 90  . Maximum 

componentei radiale este realizat pentru 0   și 180  . 

În cazul componentei non-radiale se observă un maxim și un minim pentru valorile 

aproximative 35   și 145  .  

 

Pentru cazul în care satelitul este aproximat sub forma de „sferă” se construieşte un 

model simplu de satelit prin medierea valorii acceleraţiei pentru unghiul   dintre satelit - 

Pământ şi Soare. Astfel, acceleraţia se poate calcula cu formula: 

                                                   
r sferă

A E
f C

M c
                                                     (3.21) 

unde Csferă  este o constantă determinată numeric şi care dă dimensiunile medii şi proprietăţile 

optice ale sateliţilor GPS.  
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Tab. 3.2 Parametrii sateliţii GPS (sateliţii de tip sferă) 
Tipul de satelit 

GPS 

Raport Aria/Masă 

[m
2
/Kg] 

Csferă 

Block I 0,01513 0,8876 

Block II 0,01667 0,8551 

Block IIR 0,01606 0,8134 

 

Din graficele de variație ale semiaxei mari realizate pentru 50 și 500 de ore reiese că 

aceasta prezintă două tipuri de perturbații, una scurt-periodică și una lung-periodică. 

Perturbația scurt-periodică este de perioadă egală cu perioada orbitală (12 ore) și o variație de 

1 Km, iar perturbația lung-periodică are perioada de 240 de ore. 

Excentricitatea prezintă a perturbație seculară suprapusă peste o perturbație scurt-

periodică cu perioadă de 6 ore având ordinul de marime 81,5 10 . 

Înclinarea prezintă două tipuri de perturbații, una scurt-periodică și una seculară. 

Perturbația scurt-periodică este de perioadă egală cu perioada orbitală (12 ore) și o variație de 
67 10 grade.  

 Argumentul perigeului suferă perturbații mixt periodice: 

- o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore și o amplitudine de 21 10 grade  

- o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore și o amplitudine de 23 10 grade  

- o perturbație seculară 

Longitudinea nodului ascendent suferă perturbații mixt periodice: 

- o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore și o amplitudine de 34 10 grade  

- o perturbație seculară 

 

 

3.5.3 Emisia termică anizotropă 

Accelerația termică anizotropă are o variație liniară în funcție de variația de 

temperatură a două părți ale corpului satelitului și în funcție de raportul dintre aria secțiunii 

eficace și masa satelitului. Valoarea accelerației datorită emisiei termice anizotrope pentru o 

diferență de temperatură „diurnă” este de ordinul 10
-13

 Km/s
2
. 

Semiaxa mare suferă perturbații scurt periodice egale cu perioada orbitală și de 

amplitudine 54 10  kilometri. 

Excentricitatea suferă o perturbație scurt periodică de perioadă egală cu 6 ore și 

amplitudine 106 10  suprapusă peste o perturbație seculară.  

Înclinarea orbitei suferă o perturbație scurt periodică de perioadă egală cu perioada 

orbitală și de amplitudine 83 10   

Longitudinea nodului ascendent suferă o perturbație mixt periodică: 

- perturbații scurt periodice cu operioadă de 3 ore și amplitudine 71 10  grade  

- perturbații lung periodice cu o perioadă de 24 de ore. 

 

 

3.5.4 Acceleraţia produsă de emisia antenelor 

       Emisia antenele de navigaţie ale sateliţilor GPS produce o acceleraţie constantă radială şi 

ca şi consecinţă are loc o schimbare a acceleraţiei în această direcţie. Sateliţii GPS emit 

continuu cu o putere între 70 şi 80 waţi în direcţia antenei în cadrul transmisiei celor două 

frecvenţe fundamentale L1 şi L2.   

Forţa exprimată în newtoni datorată absorţiei de fotoni de la un flux al radiaţiei 

incidente (E) este dată de formula: 

                                                                          

E
F

c
                                                         (3.22) 
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Considerând o putere de emisie a antenelor de 80 waţi, acceleraţia rezultantă pe diferite tipuri 

de sateliţi GPS este: 

Block I: 5.3x10
-10

  m/s
2
     

Block II: 3.0x10
-10 

m/s
2
     

Block IIR: 2.4 x10
-10

 m/s
2 

Semiaxa mare suferă mai multe perturbații scurt periodice: 

- o perturbație scurt periodică de perioadă egală cu perioada orbitală și de amplitudine  
54 10  kilometri. 

- o perturbație scurt periodică cu o perioadă de 3 ore și amplitudine de 51 10 kilometri    

Excentricitatea prezintă o perturbație scurt periodică cu o perioadă de 3 ore și o 

amplitudine de 102 10  suprapusă peste o perturbație seculară.  

Înclinarea prezintă mai multe perturbații periodice: 

- o perturbație scurt periodică având perioada egală cu perioada orbitală și de amplitudine 
83 10 grade.   

- o perturbație mixt periodică suprapusă peste perturbația scurt periodică. 

Perturbațiile care acționează asupra longitudinii nodului ascendant sunt mixt periodice cu 

perioade de 3, 6, 18 și 48 de ore și cu amplitudini de 82 10  și 
71,2 10  grade. 

 

 

3.5.5 Eclipsele 

Modelarea regiunii de eclipsă 

          Metoda se bazează pe testele care determină dacă liniile provenind de la marginile 

Soarelui până la satelit intersectează sau nu Pământul. Dacă o intersecție se realizează și 

distanța de la Soare până la acest punct este mai mică decât distanța Soare-satelit, atunci 

satelitul se află în zona de penumbră sau de umbră.  

 Un plan instantaneu este definit în geocentru, sr  este vectorul Pământ-Soare, și a  este 

vectorul Pământ-satelit. În acest spațiu bidimensional Soarele este reprezentat sub formă de  

cerc. În plan, razele de lumină care pleacă de la marginile Soarelui și tangentează Pământul 

determină marginile zonelor de penumbră și de umbră. 

 Determinarea punctelor de intersecție este realizată folosind aproximarea matematică 

de elipsoid pentru Pământ: 

                                                        
2 2 2

2 2
1

x y z

p q


                                                             (3.23) 

unde x, y, z sunt coordonatele unui punct de pe elipsoid, p este raza ecuatorială iar q este raza 

polară. 

Ecuaţia dreptei care unește satelitul cu una din marginile Soarelui este: 

                                                     

1 1

2 2

3 3

a bx

y a b

z a b



    
    

     
     
     

                                                        (3.24)         

unde (a1, a2, a3) sunt coordonatele vectorului de poziţia a satelitului iar (b1, b2, b3) sunt 

coordonatele vectorului de poziţia a unei margini a Soarelui. Astfel ecuaţia de mai sus (3.24) 

poate fi scrisă sub forma: 

                                                 

31 2

1 1 2 2 3 3

z ax a y a

b a b a b a

 
 

                                        

             (3.25) 

Vectorii a  şi b  pot fi obţinuţi pentru o epocă specifică din efemeridele precise sau din 

integrarea numerică. Din ecuaţia (3.25), y şi z se pot scrie în funcţie de x şi coeficienţii a  şi 

b . 
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                         2 2 2 1 1 2

1 1

( )x b a a b a b
y

b a

  



        3 3 3 1 1 3

1 1

( )x b a a b a b
z

b a

  



                      (3.26) 

 

Dezvoltând, se obţine o ecuaţie de gradul 2 de forma: 
2 0Ax Bx C    

ai cărei coeficienți sunt: 

 
2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )A q b a b a p b a         

 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 3 3 1 3 3 1 1 3 32 ( ) 2 ( )B q bb a a b a b a a b p bb a a b a b a a b         

    
2 22 2 2 2 2

1 2 2 1 1 3 3 1 1 1( )C q b a b a p b a b a p q b a       

 

        Pentru rezolvarea sistemului este necesară cunoașterea coordonatelor marginilor 

Soarelui. Soluţiile reale ale ecuaţiei pătratice dau coordonatele x ale punctelor de intersecţie 

ale dreptei care pleacă de la una din marginile Soarelui-satelit cu elipsoidul. 

Condiţia existenţei soluţiilor reale este: 
2 4 0B AC  . 

     Metoda propusă de autor constă în utilizarea dreptei care trece prin punctele centrul 

Soarelui – satelit. Coordonatele centrului Soarelui se pot obține fie prin integrare numerică, 

sau de pe site-uri specializate. Pentru acest studiul autorul a folosit date furnizate de site-ul  

www.imcce.fr/en/ephemerides. Acest site oferă coordonatele geocentrice ale Soarelui în 

funcție de unitatea astronomică. Pentru studiul realizat de autor s-au folosit coordonatele 

soarelui obținute prin integrare numerică. 

     În continuare sunt prezentate situațiile de intersecție ale dreptei ce trece prin punctele 

centrul Soarelui-satelit și elipsoidul Pământului. 

 

   

satelit

satelit

satelit

a) Fază plină: Dreapta nu intersectează Pământul

b) Satelitul în penumbră: Dreapta este tangentă la suprafața Pământului 

c) Satelitul în penumbră sau umbră: Dreapta intersectează Pământul  
 

Fig. 3.1 Determinarea poziției satelitului GPS. Soluția propusă de autor  

http://www.imcce.fr/en/ephemerides
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 dacă sistemul nu are soluții reale, atunci satelitul este complet iluminat.  

 dacă sistemul are o singură soluție reală, atunci dreapta este tangentă la suprafața 

elipsoidului iar satelitul se poate afla în zona de penumbra sau complet iluminat. 

Atunci este necesară determinarea şi a coordonatelor y şi z de intersecție pentru a 

calcula distanţa până la Soare. În cazul în care această distanţă este mai mare decât 

distanţa dintre Soare şi satelit, atunci satelitul este complet iluminat, în caz contrar 

satelitul se află în zona de penumbra.    

 dacă sistemul are două soluții reale, atunci este necesară determinarea şi a 

coordonatelor y şi z de intersecție pentru a calcula distanţa până la Soare.  

În cazul în care această distanţă este mai mare decât distanţa dintre Soare şi satelit, 

atunci satelitul este complet iluminat, în caz contrar satelitul se află în zona de 

penumbră sau de umbră.  

     Pentru acest studiu am determinat coordonatele Soarelui prin integrare numerică din minut 

în minut pentru 365de zile folosind ca dată de start, data de 10.02.2011, ora: 00:00:00 UTC. 

 

 
Variația coordonatelor Soarelui pentru un an de zile 

 

 

 

 
Variația razei vectoare a Soarelui pentru un an 
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Pentru determinarea coordonatelor geocentrice ale satelitului din minut în minut 

pentru o perioadă de 365 de zile autorul a pornit de la condițiile inițiale din data de 

10.02.2011 ora 00.00 UT:  

xai = 2425.8676;            vxai = 3.8327; 

yai = -15215.1157;         vyai = 0.4529; 

zai = 21743.2188;           vzai = -0.1055; 

 

Tab. 3.3 Numărul de soluții pentru intrarea satelitului GPS în zona de umbră 

Tipul de elipsoid 

Număr de soluții reale ale 

sistemului în funcție de 

perturbație 

Număr minute pentru satelit 

în zona de umbră sau 

penumbră 

J2 

Presiunea de 

radiație 

solară directă 

J2 

Presiunea de 

radiație solară 

directă 

p = 6378,137 Km 

q = 6356,752 Km 
26424 26278 0 0 

p =q = 6378,137 Km 26506 26376 0 0 

p =q = 6402 Km 26702 26488 0 0 

 

     Pentru toate situațiile când sistemul a avut soluții reale a reieșit că satelitul nu a intrat 

pentru nici un moment în zona de umbra sau de penumbră a Pământului.  

          Rezultatele numerice privind trecerea satelitului prin zona de penumbră și de umbră a 

Pământului sunt în concordanță cu mișcarea reală a sateliților.  

 

 

 

3.5.6 Efectul Poynting – Robertson 

Efectul Poynting-Robertson, numit după John Henry Poynting și Howard Percy 

Robertson, reprezintă un proces de frânare prin care radiația solară determină particulele de 

praf din sistemul solar să se rotească pe o spirală descrescătoare. Frânarea este produsă în 

esență de componenta tangențială a forței produsă de presiunea radiației asupra mișcării 

particulelor de praf.  

Pentru particulele de praf care înconjoară Soarele, radiația Soarelui pare să vină pe o 

direcție puțin înainte (aberația de lumină). Prin urmare, absorbția acestei radiații duce la o 

forță cu o componentă în sens contrar direcției de mișcare. Unghiul de aberației este extrem 

de mic, deoarece radiația se deplasează cu viteza luminii în timp ce particula de praf se mișcă 

cu o viteză a cărei ordine de mărime este mult mai mic. 

Forța de frânarea produsă de efectul Poynting-Robertson poate fi înțeleasă ca o forță 

ce acționează pe direcția opusă direcția de deplasare a particulei de praf pe orbita proprie, 

ceea ce produce un efect de scădere a momentului cinetic. Astfel, în timp ce particula de praf 

se deplasează pe o spirală foarte încet către Soare, viteza sa orbitală crește continuu. 
Forța Poynting-Robertson este egală cu: 

                                                                                                  (3.27) 

unde: 

 W - este puterea radiației incidente, 

 v - este viteza particulelor de praf, 

c - este viteza luminii,  

r - este raza obiectului,  

G - este constanta gravitațională a universului,  

Ms - este masa Soarelui,  

Ls - luminozitatea solară  

http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=John_Henry_Poynting&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Howard_Percy_Robertson&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Howard_Percy_Robertson&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/wiki/Radia%C8%9Bie_solar%C4%83
http://ro.wikipedia.org/wiki/Sistemul_solar
http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Presiunea_radia%C8%9Biei&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/wiki/Viteza_luminii
http://ro.wikipedia.org/wiki/Constanta_gravita%C8%9Bional%C4%83
http://ro.wikipedia.org/wiki/Universul
http://ro.wikipedia.org/wiki/Soarele
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R - este raza orbitei pe care se deplasează obiectul. 

  Luminozitate solară, L☉, reprezintă unitatea fluxului radiant (putere emisă sub formă 

de fotoni) pentru a măsura luminozitatea stelelor. O unitate de luminozitate solară este egală 

cu luminozitatea curentă acceptată a Soarelui și are valoarea de 3.839 x 10
26

 W, sau 3.839 x 

10
33

 erg/s.  

Luminozitatea solară se referă la iradianța solară măsurată pe Pământ sau de către 

sateliții aflați pe orbita Pământului. Iradianța medie la partea de sus a atmosferei Pământului 

este, uneori, cunoscută sub numele de constanta solara, I☉. Iradianta este definită ca putere pe 

unitatea de suprafață, astfel încât luminozitatea solară (energie totală emisă de Soare) este 

iradianța primit pe Pământ (constanta solară), înmulțită cu suprafața sferei a cărui rază este 

reprezentată de distanța medie dintre Pământ și Soare: 

                                                                   
24SL kA                                                        (3.28) 

unde: 

A - este unitatea astronomică în metri  

k - este o constantă (a cărui valoare este foarte aproape de unu), care reflectă faptul că distanța 

medie de la Pământ la Soare nu este exact o unitate astronomică. 

 

considerând: 

c = 299792458m/s 

r = 1m  

G = 6,674*10
-11

 m
3
/Kgs

2
 

Ms = 2*10
30

 Kg  

Ls = 3,9*10
26 

Kgm
2
/s

3
 

R =  150000000000 m (unitatea astronomică) 

Rezultă o valoarea a forţei Poynting-Robertson: 

 
 Acceleraţia Poynting-Robertson se determină din raportul dintre forţa Poynting-

Robertson şi masa satelitului.  

                                                                                              (3.29) 

Considerând raportul  dintre raza satelitului şi masa acestuia ca fiind un raport Arie/Masă 

specific satelitului, atunci acceleraţia Poynting-Robertson are valoarea:                                              

  

 
Tipul de satelit 

GPS 

Raport Aria/Masă 

[m
2
/Kg] 

Acceleraţia Poynting-Robertson 

[Km/s] 

Block I 0,01513 6,930*10-15 

Block II 0,01667 7,635*10-15 

Block IIR 0,01606 7,356*10-15 
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Variația componentelor accelerației datorată efectului Poynting-Robertson  

 

 

 

 
       Variația accelerației totale datorată efectului Poynting-Robertson 

                                

Din graficele de variație a elementelor orbitale ),,,,,( Miea   precum și a 

razei vectoare și a vitezei în sistemul CST ale unui satelit GPS pentru o perioadă de 50 ore, 

reiese:   

- Semiaxa mare suferă perturbaţii cu amplitudinea maximă de 1 cm. 

- Excentricitatea prezintă a perturbație seculară suprapusă peste o perturbație scurt-

periodică cu perioadă de 4 ore având ordinul de marime 1010  Km. 

- Inclinarea este foarte stabilă, aceasta prezând variaţii foarte mici de ordinul a 910  

grade.  
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4. ANALIZA CALITATIVĂ A MIȘCĂRII SATELITULUI GPS 

 

4.1 Noțiuni introductive 

  
Înainte de matematicianul francez Henri Poincare, studiile sistemelor dinamice se 

concentrau pe găsirea soluţiilor în sensul explicitării funcţiilor care rezolvau ecuaţiile de 

mişcare. Prin contribuţia adusă de acesta la sfârşitul secolului al XIX-lea, teoria sistemelor 

dinamice a cunoscut o evoluţie semnificativă. Soluția introdusă de Poincare consta în 

observarea geometria soluţiilor fără a explicita formulele. Astfel, fără a se ști formula exactă a 

soluției, se pot găsi proprietăţile calitative ale acesteia. Această nouă metodă a contribuit la 

rezolvarea multor probleme care implicau ecuaţiile diferenţiale. 

Analiza calitativă sau geometrică reprezintă o analiză a modului de evoluţie a 

soluţiilor unui sistem dinamic. Această analiză se realizează în spaţiul fazelor, care reprezintă 

spaţiul stărilor, adică spaţiul în care sunt reprezentate grafic toate mărimile care descriu starea 

sistemului. În spaţiul fazelor, starea unui sistem dinamic la un moment dat se descrie grafic 

printr-un punct, definit de un set de variabile de fază, adică un set minim de variabile care 

descriu complet starea sistemului. Schimbarea stării sistemului în funcţie de timp este o 

traiectorie în spaţiul fazelor. Colecţia tuturor traiectoriilor posibile (locale sau globale) ale 

unui sistem dinamic se numeşte portret de fază (local sau global).  

Se analizează din punct de vedere calitativ mișcarea unei particule (satelit, cometă) în 

jurul corpului central în diferite tipuri de câmp, sub influena armonicelor zonale până la 

gradul 6, pe orice tip de orbită și pentru diferite valori ale energiei sistemului. 

Câmpul gravitațional în care potențialul este dat de relația: 

                                    
3

)(
r

B

r

A
rV        (4.1) 

poartă numele de problema Schwarzschild, iar câmpul în care potențialul este dat de relația: 

                                               
2

)(
r

B

r

A
rV                                        (4.2) 

poartă numele de câmp de tip Manev. 

 

 

4.2 Analiza calitativă a mişcării satelitului GPS sub influenţa armonicelor 

zonale de ordin superior 
 

Potenţialul gravitaţional până la armonica a şasea zonală are forma: 

                                             

n6
ec

n n

n 2

a
V r J P

r r r
( ) (sin )

 




 
   

 
               (4.4) 

Pentru uşurinţa calculelor se notează: 

                      1a  , 02 a  și  k 1

k ec k 1 k 1a a J P pentru k 3 6sin .. 

                      (4.5) 

rezultând noua formă a potenţialului gravitaţional: 

                                                                 




7

1

)(
n

n

n

r

a
rV                (4.6) 

Pentru descrierea mişcării celor două corpuri satelit – corp central (particulă - centru) 

care se desfăşoară într-un plan, alegem coordonatele configuraţie – impuls.  

Poziţia satelitului va fi definită de vectorul )}0,0{(\),( 2

21  qqq ,                            (4.7) 

iar viteza va fi definită de vectorul impuls qpppp  ,),( 2

21 .              (4.8) 

Vectorul configuraţie (poziţie) nu este definit în origine deoarece acest punct este 

asociat unei singularităţi a sistemului (coliziunea particulă – centru). 
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Pentru eliminarea singularităţilor şi regularizarea ecuaţiilor de mişcare se utilizează 

transformările McGehee de speța a doua. Ecuaţiile mişcării devin: 

dr
r rx

ds
    

y
ds

d



  

                                               

7
2 2 7 n

n

n 1

dx 7
x x y na r

ds 2





                   (4.9) 

dy 5
y xy

ds 2
    

Integralele prime devin: 

                                                       

7
2 2 7 7 n

n

n 1

x y hr 2 a r 



                (4.10) 

522 rCy   

În acest moment atât ecuaţiile de mişcare, cât şi integralele prime sunt bine definite 

pentru limita r→0, deci spaţiul fazelor poate fi extins analitic să conţină şi varietatea 

  }0|,,,{ ryxr  .  

Se defineşte varietatea }),(,,0|),,,{( 21

0  yxSryxrM   unde S
1
 este 

intervalul [0, 2 ] cu capetele confundate şi varietatea de energie constantă  

}),(,,2|),,,{( 21
7

1

7722  


 yxSrarhyxyxrM
n

n

nh  . 

Varietatea coliziunii va fi intersecţia celor două varietăţi definite mai sus, adică: 

                         
}),(,,2,0|),,,{( 21

7

22  yxSayxryxrM col            (4.11) 

Din expresia integralei momentului cinetic în coordonate polare se observă că în cazul 

în care 0r  atunci  . În termenii mişcării fizice, particula se deplasează pe orbite în 

formă de spirală în jurul centrului de un număr infinit de ori până la coliziune (sau respectiv, 

după ejecţie). Acesta reprezintă efectul găurii negre (Diacu et al., 1995). Din expresia 

integralei energiei se observă că evadarea r  nu este posibilă decât în cazul energiei ne-

negative 0h . 

Deoarece variabila   nu apare explicit în ecuaţiile de mişcare sau în integralele prime 

se poate reduce spaţiul cvadridimensional ),,,( yxr   la cel tridimensional ),,( yxr  prin 

factorizarea curentului prin S
1
. Orice soluţie în spaţiul ),,( yxr  trebuie privită ca o varietate de 

soluţii în spaţiul fazelor cvadridimensional. Utilizând integrala primă a momentului cinetic, 

reducem spaţiul fazelor la două dimensiuni ),( xr . Câmpul de vectori devine: 

r rx   

                                               

6
7 2 5 7 n

n

n 1

7 5
x hr C r 7 n a r

2 2
( ) 



                            (4.12) 

unde integrala energiei se utilizează pentru eliminarea lui x din a doua ecuaţie: 

                                                    
7

2 7 2 5 7 n

n

n 1

x hr C r 2 a r 



                 (4.13) 

Torul Mcol s-a redus la cercul 
2 2

7r x y r 0 x y 2a{( , , )| ; }    în spaţiul tridimensional, 

iar în spaţiul bidimensional s-a redus la două puncte N )2,0( 7axr   şi 

P )2,0( 7axr  . 
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Pentru întocmirea portretelor de fază ale mişcării satelitului GPS în jurul corpului 

central, se va analiza graficul funcţiei )()( rfrx   unde 
7

7 2 5 7 n

n

n 1

f r hr C r 2 a r( ) 



     şi 

de asemenea se iau în discuţie valorile coeficienţilor din ecuaţiile de mişcare şi ale soluţiilor 

ecuaţiilor 0)( rf  şi  0
)(


dr

rdf
. 

Se va considera cazul cel mai general când derivata  rf   are 5 schimbări de semn 

(numărul maxim) pentru cazul energiei negative, deci rezultă conform regulii lui Descartes că 

pentru cazul colizional 07 a  ecuaţia 0)( rf  are 5 rădăcini pozitive, iar pentru cazul non-

colizional 07 a  ecuaţia are 4 rădăcini pozitive. Atunci când energia este pozitivă sau nulă 

presupunem că derivata  rf   are 4 schimbări de semn (numărul maxim), deci conform 

aceleiaşi reguli a lui Descartes rezultă că ecuaţia 0)( rf  va avea 5 rădăcini pozitive în cazul 

07 a  şi 4 rădăcini pozitive în cazul 07 a . 

Există o valoare critică a energiei care va determina, alături de semnul coeficienţilor 

funcţiei f r( ),configuraţii diferite pentru portretele de fază. 

 

 

Cazul  07 a , 0 chh   

x

r

U1

M

N

160 160140 140

1

2

2'

3

4
5

6

7

S3
180180359

U3

9

140
180180

180180
180
180

180
180

140

140160 160

S1 S2

U2

9"

10 10'

8

9'

 
 

 

Explicația portretului de fază prezentat este: 

S – punct de echilibru stabil (centru), care reprezintă mişcare circulară stabilă; 

U – punct de echilibru instabil (izvor), care reprezintă mişcare circulară instabilă; 

(1) şi (3) – orbite heterocline, mişcarea în spirală de tipul ejecţie - coliziune; 

(2) şi (2’) – reprezintă mişcarea pe orbite în formă de spirală care pornesc de la coliziune şi 

tind asimptotic la forma circulară instabilă sau invers; 

(4), (6), (7), (10) şi (10’) – traiectorie homoclină, care în termeni fizici este o orbită în formă 

de spirală care porneşte asimptotic de la un cerc instabil şi tinde asimptotic la acelaşi cerc 

instabil; 

(5), (8) şi (9), (9’), (9”) – orbite stabile periodice sau cvasiperiodice, cu excentricitate care 

descreşte de la (5) pentru care are valori semnificative, până la (9’) şi (9”). Nu se poate spune 

nimic de excentricitatea orbitelor (9); 
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4.3 Aplicație practică. Satelitul GPS 
 

Se înlocuiesc în expresia funcției   

                                                 

7
7 2 5 7 n

n

n 1

f r hr C r 2 a r( ) 



                (4.14) 

toți coeficienții cu parametrii cunoscuți ai Pământului:  

- armonicele zonale de la J2 la J6  

- polinoamele Legendre pentru latitudine nulă 

- constanta gravitațională (μ) 

- energia calculată cu formula 
a

h


   

- momentul cinetic din relația  2 2C a 1 e   

- semiaxa mare a satelitului geostaționar a = 26559,4 km.   

În urma rezolvării ecuației 0)( rf rezultă soluțiile  1 26329,11r   și  2 26788,02r  , 

iar în urma rezolvării ecuației 0)(  rf  rezultă soluția 1 26563,5r , care este exact semiaxa 

mare a satelitului geostaționar. Se realizează graficele funcțiilor )()( rfrx   și apoi se 

determină portretul de fază cu ajutorul programului Maple 14. 

 

42 165 r [km]

x

42 37441 954

 

42 165 r [km]

x

41 954 42 374

 

(a) (b) 

r

x

 
(c) 

Figura 4.1 (a), (b) - Graficele funcției x(r); (c) - Portretul de fază în Maple 
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În continuare se prezintă portretul de fază explicit. Poziția satelitului GPS este marcată 

prin punctul (S), care semnifică mișcare circulară stabilă la distanța r de corpul central.  

180

x

r

1

4

3
U S

M

N

180180

5 2

180180

 
Figura 4.2 Portretul de fază explicit al mișcării satelitului GPS 

 

Orbita satelitului GPS este stabilă atâta timp cât r se situează între valorile 

1 26329,11r   și 2 26788,02r  . Dacă în mișcarea sa pe orbită satelitul GPS  depășește la 

dreapta valoarea lui 
2r  sau la stânga valoarea lui 

1r , rezultă deplasarea fizică în spirală pe o 

orbită care tinde asimptotic la coliziune. Linia punctată reprezintă traiectoria fictivă a unui 

satelit geostaționar care părăsește orbita sa și se deplasează pe o orbită eliptică, cu 

excentricitate crescătoare și tinde asimptotic la coliziune.  

 

 

 

4.4 Concluzii ale analizei calitative 
 

Capitolul prezintă o abordare nouă a teoriei sistemelor dinamice, în general şi a 

mecanicii cereşti, în special, prin intermediu metodei calitative al cărui iniţiator este Poincare. 

S-a considerat mişcarea unei particule (satelit, cometă) în jurul corpului central în diferite 

tipuri de câmp: Schwarzschild, Manev, sub influenţa armonicelor zonale până la gradul 6.  

Din cele prezentate se remarcă utilitatea transformărilor McGehee, care au rolul de a 

elimina singularităţile şi a regulariza ecuaţiile de mişcare. Prin intermediul transformărilor s-a 

făcut să explodeze varietatea coliziunii şi a înlocuit-o cu o varietate limită, alipită spaţiului 

fazelor. Transformările McGehee permit astfel studiul mişcării în apropierea coliziunii. 

Din acest capitol se observă că pot avea loc coliziuni şi pentru cazul 0C . Prin 

urmare, atunci când 0r  rezultă  , adică particula execută o mişcare în spirală de un 

număr infinit de ori în jurul centrului, până la coliziune sau după ejecţie, ceea ce reprezintă 

efectul găurii negre (Diacu et al., 1995). 

În cazul în care energia sistemului este negativă (h < 0) particula nu poate evada. Iar în 

cazul în care coeficientul maxim (a7 < 0) este negativ, mişcarea se execută fără coliziune. 

 

Din situaţiile prezentate se întâlnesc următoarele tipuri de orbite: 

 mărginite şi colizionale, care pornesc de la ejecţie, ating o distanţă maximă sau 

un echilibru instabil şi vin la coliziune; 

 mărginite şi ne-colizionale, care pot fi: 

 circulare stabile sau instabile 

 periodice (inclusiv libraţii radiale) şi cvasi-periodice 

 homocline, care pornesc de la un echilibru instabil şi revin la acesta 



29 

 

 heterocline, care unesc două puncte de echilibru instabil 

 nemărginite şi colizionale, de tipul ejecţie – evadare şi infinit – coliziune; 

 nemărginite şi ne-colizionale, care vin de la infinit, ating o distanţă minimă sau 

un punct de echilibru instabil şi revin la infinit. 

 

 

 
5. CONCLUZII 

 
În încheiere se face o trecere în revistă a noțiunilor și analizelor efectuate în prezenta 

lucrare, scoțând în evidență rezultatele semnificative și originale. 

În ordinea capitolelor, urmează prezentarea succintă a părților importante din fiecare 

secțiune a acestei lucrări și concluzii rezultate. 

 

Cap. I. Descrierea sistemului satelitar NAVSTAR/GPS, identificarea aplicațiilor 

tehnologiei GPS, descrirea sistemelor de referință și scările de timp necesare studiului forțelor 

perturbatoare care acționează asupra sateliților GPS. 

 

Cap. II.  Analiza cantitativă a mișcării sateliților GPS sub influența perturbațiilor de 

tip gravitațional și negravitațional.   

 

Cap. III. Analiza cantitativă a perturbațiilor de tip negravitațional: presiunea radiației 

solare directe, presiunea de radiație solară indirectă, emisia termică anizotropă, emisia antenei 

și modelele empirice ale presiunii radiației solare.   

 

Cap. IV. Analiza mişcării perturbate a sateliţilor NAVSTAR/GPS pe baza metodei 

numerice utilizând algoritmul de integrare Runge-Kutta de ordinul 4. Avantajele acestui 

algoritm de integrare sunt stabilitatea și ușurința modelării ecuațiilor mișcării perturbate a 

satelitului GPS. Algoritm este lent, timpul de calcul mărindu-se considerabil pentru perioade 

mari de timp, acesta fiind principalul dezavantaj al algoritmului. Programul de calcul este 

realizat de autor în limbajul de programare C++, într-o manieră simplă, dar care să ofere 

informațiile necesare analizei mișcării sateliților GPS.  

  

4.4  Plecând de la condițiile inițiale (poziție și viteză) pentru satelitul GPS de studiu, 

pentru data de 10.02.2011 ora 00.00 UT s-au prezentat graficele de variație a componentelor 

accelerațiile date de perturbațiile gravitaționale J2, J3, J4, J5, J6, atracția gravitațională a 

Soarelui și a Lunii, efectele relativiste și efectul Poynting-Robertson pentru o perioadă 

orbitală, precum și graficele de variație a accelerațiilor totale ale acestor perturbații 

gravitaționale pentru o perioadă de 50 de ore. Sunt determinate valorile mediate ale 

accelerațiilor totale, unitatea de măsură fiind în Km/s
2
.  

 4.5 Se observă faptul că perturbațiile de natură gravitațională au influența cea mai 

mare, dintre acestea evidențiindu-se armonica zonală J2 a cărui ordin de mărime este de  

2x10
-7 

Km/s
2
.   

Dintre perturbațiile de natură negravitațională, presiunea radiației solare directe are 

efectul cel mai mare având ordinul de mărime de 4,4 x 10
-10

 Km/s
2
 pe când cel dat de efectul 

Poynting-Robertson este de 6,9 x 10
-15

 Km/s
2
.   

4.6 Sunt determinate efectele produse de perturbațiile de tip non gravitaționale asupra 

elementelor orbitale kepleriene. 

4.6.1  Ca urmare a acțiunii presiunii radiației solare directe asupra unui satelit GPS au 

reieșit următoarele efecte: 
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- Semiaxa mare prezintă o perturbație scurt-periodică cu o perioadă de 6 ore suprapusă 

peste o perturbație seculară. Pentru o perioadă orbitală, semiaxa mare suferă o variație de 4 

metri.   

- Excentricitatea prezintă a perturbație seculară suprapusă peste o perturbație scurt-

periodică cu perioadă de 6 ore având ordinul de marime 84,8 10  Km. 

- Înclinarea prezintă același tip de perturbație ca și semiaxa mare, o perturbație scurt-

periodică suprapusă peste o perturbație seculară. Perturbația scurt-perioadică are perioada de 

6 ore și ordinul de mărime 63 10  grade.  

- Longitudinea nodului ascendent suferă o perturbație scurt periodică cu o perioadă de 

6 ore și o amplitudine de 
61,7 10  grade, suprapusă peste o perturbație seculară. 

4.6.2 Pe baza modelelor de radiație a Pământului, radiație reflectată și emisă, s-au 

realizat graficele iradianței Pământului pentru diferite valori ale albedoului și în funcție de 

unghiul   - unghiul satelit-Pământ-Soare. Pe baza datelor privind refectivitatea și 

emisivitatea Pământului furnizate de CERES pentru perioada februarie – iunie 2011 am 

realizat graficele de variație ale acestora și determinat valorile medii. Folosind metoda celor 

mai mici pătrate am determinat coeficienții reflectivității și emisivității pentru perioada 

februarie – iunie 2011 pentru cazul când aceștia se scriu ca dezvoltări armonice în funcție de 

latitudine. S-au determinat graficele de variație ale componentelor radiale și tangențiale ale 

acelerațiile datorate radiației reflectate și emise de Pământ,  asupra sateliților GPS (satelitul 

P07 în particular), cazul în care sateliții sunt modelați sub forma „cutie cu aripi”. Pentru cazul 

în care satelitul GPS este considerat ca având forma de „sferă” s-au determinat graficele de 

variaţei ale elementelor keplerine pentru 50 şi 500 de ore rezultând următoarele efecte: 

- Semiaxa mare prezintă două tipuri de perturbații, una scurt-periodică și una lung-

periodică. Perturbația scurt-periodică este de perioadă egală cu perioada orbitală (12 ore) și o 

variație de 1 Km, iar perturbația lung-periodică are perioada de 240 de ore. 

 - Excentricitatea prezintă a perturbație seculară suprapusă peste o perturbație scurt-

periodică cu perioadă de 6 ore având ordinul de marime 81,5 10 Km. 

 - Înclinarea prezintă două tipuri de perturbații, una scurt-periodică și una seculară. 

Perturbația scurt-periodică este de perioadă egală cu perioada orbitală (12 ore) și o variație de 
67 10 grade.  

 - Anomalia medie suferă o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore 

suprapusă peste o perturbație seculară. 

 - Argumentul perigeului suferă perturbații mixt periodice: 

 o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore și o amplitudine de 21 10 grade  

 o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore și o amplitudine de 23 10 grade  

 o perturbație seculară 

 - Longitudinea nodului ascendent suferă perturbații mixt periodice: 

 o perturbație scurt periodică având perioada de 6 ore și o amplitudine de 34 10 grade  

 o perturbație seculară 

4.6.3  Ca urmare a emisiei termice anizotrope asupra unui satelit GPS au reieșit 

următoarele efecte: 

 - Semiaxa mare și înclinarea nu suferă perturbații.  

- Excentricitatea suferă o perturbație scurt periodică de perioadă egală cu perioada 

orbitală și de amplitudine 108 10 .  
- Anomalia medie suferă perturbații scurt periodice cu perioada de 6 ore suprapuse 

peste o perturbație seculară. 

- Argumentul perigeului suferă perturbații scurt periodice având perioada de 6 ore 

suprapuse peste perturbații seculare. 

- Longitudinea nodului ascendent suferă o perturbație lung periodică având 

amplitudinea de 112 10  grade. 
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4.6.4  Ca urmare a emisiei antenelor de navigație asupra unui satelit GPS au reieșit 

următoarele efecte: 

 - Semiaxa mare și înclinarea nu suferă perturbații. 

 - Excentricitatea prezintă o perturbație scurt periodică cu o perioadă egală cu perioada 

orbitală și o amplitudine de 108 10 . 

 - Argumentul perigeului suferă perturbații scurt periodice având perioada de 6 ore. 

           - Longitudinea nodului ascendent suferă o perturbație lung periodică având 

amplitudinea de 81 10  grade. 

 4.6.5 Pe baza studiilor realizate de Adhya 2005 privind eclipsele sateliţilor GPS, am 

realizat un model matematic pentru determinarea perioadei de timp în care satelitul GPS intră 

în zona de penumbră sau umbră a Pământului. Am luat în considerare cazurile când satelitul 

GPS este perturbat de presiunea radiației solare directă sau de J2 și am determinat soluțiile 

modelului matematic creat. Pentru toate situațiile când sistemul a avut soluții reale a reieșit că 

satelitul nu a intrat pentru niciun moment în zona de umbra sau de penumbră a Pământului.  

      La modelarea teoretică a regiunii de penumbră prin care trece un satelit din constelația 

GPS, a reieșit că la o viteză a satelitului de aproximativ 3.86 Km/s, traversarea acestei zone se 

realizează într-un interval de 15.3 minute. 

  4.6.6 Ca urmare a efectului Poynting-Robertson asupra unui satelit GPS au reieșit 

următoarele efecte: 

 - Semiaxa mare suferă perturbaţii lung periodice cu amplitudinea maximă de 1 cm. 

- Excentricitatea prezintă a perturbație seculară suprapusă peste o perturbație scurt-

periodică cu perioada egală cu perioada orbitală având ordinul de marime 111,5 10 . 

- Înclinarea este foarte stabilă, aceasta prezând perturbaţii scurt periodice de perioadă 

4 ore şi ordinul de mărime de 81 10  grade.  

 - Celelelalte elemente orbitale suferă perturbaţii scurt periodice de perioadă 6 ore şi de 

amplitudine 78 10  grade. 

 

Cap. V Prezintă o abordare nouă a teoriei sistemelor dinamice, în general şi a 

mecanicii cereşti, în special, prin intermediu metodei calitative al cărui iniţiator este Poincare. 

S-a considerat mişcarea unei particule (satelit) în jurul corpului central în diferite tipuri de 

câmp: Schwarzschild, Manev și sub influenţa armonicelor zonale până la gradul 6. S-a 

analizat mișcarea satelitului GPS pe orice tip de orbită și pentru diferite valori ale energiei 

sistemului. 

 

5.2 Se remarcă utilitatea transformărilor McGehee, care au rolul de a elimina 

singularităţile şi de a regulariza ecuaţiile de mişcare. Prin intermediul transformărilor s-a făcut 

să explodeze varietatea coliziunii şi s-a înlocuit o varietate limită, alipită spaţiului fazelor. 

Transformările McGehee acţionează ca o lupă cu o putere infinită de mărire asupra 

singularităţii coliziunii şi permite astfel studiul mişcării în apropierea coliziunii. 

 

5.3 S-a efectuat o aplicație practică în cazul satelitului GPS. Orbita satelitului GPS 

este stabilă atâta timp cât r se situează între valorile 1 26329,11r   și 2 26788,02r  . Dacă în 

mișcarea sa pe orbită satelitul GPS  depășește la dreapta valoarea lui 2r  sau la stânga valoarea 

lui 1r , rezultă deplasarea fizică în spirală pe o orbită care tinde asimptotic la coliziune. Astfel 

rezultatele calitative sunt confirmate de rezultatele numerice. 
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