
S, coala de studii avansate a Academiei Române
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Rezumat

În această teză este dezvoltată o formulă de urmă Selberg pentru operatorul Dirac pe
suprafet,e hiperbolice complete de volum finit, din care se obt, in mai multe rezultate. În
primul rând, investigăm spectrul operatorului Dirac pe familii de suprafet,e hiperbolice ı̂n
care un set de geodezice simple s, i disjuncte se contractă la 0, ı̂n ipoteza că structura spin
este netrivială de-a lungul fiecărei geodezice contractate. Obt, inem o versiune a teoremei
lui Huber, o expansiune asimptotică non-standard a nucleului căldurii pentru timpi mici
s, i o lege Weyl pentru valorile proprii ale operatorului Dirac uniformă ı̂n parametrul de
degenerare. Primul rezultat principal este convergent,a funct, iei zeta Selberg asociată unei
structuri spin netriviale.

În al doilea rând, ne concentrăm asupra comportamentului spectrului operatorului
Dirac pe o suprafat, ă hiperbolică tipică de volum finit. Lucrăm ı̂n spat, iul de moduli al
suprafet,elor de gen g cu k cuspuri ı̂nzestrat cu măsura Weil-Petersson. În acest spat, iu de
moduli există o submult, ime Ag,k pentru care P(Ag,k) → 1 atunci când g → ∞, astfel ı̂ncât
pentru fiecare suprafat, ă din Ag,k echipată cu o structură spin netrivială, numărul rescalat
al valorilor proprii ale operatorului Dirac ı̂ntre a s, i b este de ordinul b− a. Acest rezultat
rafinează legea Weyl clasică deoarece marginea superioară nu depinde de suprafat, ă.
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Chapter 1

Introducere

În această teză este studiat spectrul operatorului Dirac pe suprafet,e hiperbolice de volum
finit. Pentru a realiza acest scop, este dezvoltată s, i folosită o formulă de urmă Selberg
pentru operatorul Dirac, urmând ideea originală propusă de A. Selberg [44]. Există trei
ingrediente principale necesare, ele vor fi prezentate ı̂n restul capitolului. În afară de in-
troducere, această lucrare cont, ine două părt, i. Fiecare reprezintă un articol ([46] s, i [36]) pe
care autorul l-a elaborat special pentru studiile sale doctorale. Ment, ionăm că varianta din
această teză a celui de-al doilea articol este cea trimisă spre publicare. Restul introduc-
erii este o scurtă introducere ı̂n geometria hiperbolică. Prezentăm definit, iile s, i not, iunile
necesare pentru a ı̂nt,elege cele două părt, i ale tezei.

1.1 Suprafet,e Riemann

O suprafat,ă Riemann este un spat, iu topologic Hausdorf, conex, ı̂nzestrat cu un atlas
olomorf. Aceste suprafet,e apar natural ca domenii de funct, ii olomorfe. Pe parcursul
celei de-a doua părt, i a secolului al XIX-lea, mult, i matematicieni renumit, i s-au concentrat
asupra demonstrării teoremei de uniformizare a suprafet,elor Riemann. Teorema afirmă
că orice suprafat, ă Riemann simplu-conexă este biolomorfă fie cu planul complex C, fie cu
discul unitate D, fie cu sfera Riemann Ĉ. Teorema este, fără ı̂ndoială, cel mai important
rezultat ı̂n domeniul analizei funct, iilor de o variabilă complexă. În 1907, două demonstrat, ii
riguroase au apărut independent, datorită lui P. Koebe [24] s, i H. Poincaré [39]. Argumente
moderne pot fi găsite ı̂n diverse cărt, i [15, 16, 22] precum s, i ı̂n articole scurte [3].

O consecint, ă remarcabilă a acestei teoreme este construct, ia unei legături ı̂ntre analiza
complexă s, i geometria hiperbolică. Considerăm o suprafat, ă Riemann M s, i notăm M̃
acoperirea ei universală. Atunci M̃ este biolomorfă cu C, D sau Ĉ. Mai mult, s,tim că
M = Γ\M̃ , unde Γ este grupul fundamental al suprafet,ei noastre, iar act, iunea indusă este
propriu discontinuă, fără puncte fixe.
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i) Dacă M̃ ≃ Ĉ, atunci:

Γ ⊂ Aut(Ĉ) =
{
z 7→ az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0

}
.

Grupul Aut(Ĉ) mai este cunoscut s, i sub numele de grupul transformărilor Möbius.
Deoarece fiecare aplicat, ie z 7→ az+b

cz+d
are cel put, in un punct fix, deducem că Γ poate

fi doar grupul trivial. Prin urmare M ≃ Ĉ.

ii) Dacă M̃ ≃ C, atunci:

Γ ⊂ Aut(C) = {z 7→ az + b : a, b ∈ C, a ̸= 0} .

Aplicat, ia z 7→ az + b nu are puncte fixe dacă s, i numai dacă a = 1. În plus, Γ este
discret, as,adar singurele opt, iuni posibile sunt:

Γ = {Id};
Γ = {z 7→ z + nb : n ∈ Z, pentru un b fixat din C} ;

Γ =

{
z 7→ z + nb+mb′ : n,m ∈ Z, , pentru anumit, i b, b

′ ∈ C cu
b

b′
/∈ R
}
.

Prin factorizarea planului C prin intermediul celor trei grupuri obt, inem, pe rând,
planul C, un cilindru (care este biolomorf cu C∗), sau o curbă eliptică.

În mod evident, toate celelalte suprafet,e Riemann sunt acoperite de discul unitate D.
Acest disc poate fi echipat cu o metrică hiperbolică completă g = 4(dx2+dy2)

(1−x2−y2)2
, devenind

astfel binecunoscutul disc Poincaré. În plus, vom vedea că grupul Aut(D) act, ionează
prin izometrii. Prin urmare, dacă suprafat,a noastră init, ială M este acoperită de D, ea
mos,tenes,te automat o metrică hiperbolică completă.

1.2 Suprafet,e hiperbolice s, i structuri spin

În continuare ne restrângem la studiul suprafet,elor hiperbolice complete de volum finit.
Există două modele clasice ale planului hiperbolic: discul Poincaré ment, ionat anterior s, i
semiplanul Poincaré:

H :=

(
{(x, y) ∈ R2 : y > 0}, g = dx2 + dy2

y2

)
.

Se poate observa us,or că aceste două modele sunt biolomorfe s, i izometrice, folosind funct, ia:

f : H −→ D; f(z) =
z − i

z + i
,



Rares, Stan Chapter 1. Introducere

(a) Discul Poincaré D (b) Semiplanul Poincaré H

Figure 1.1: Geodezice ı̂n cele două modele ale geometriei hiperbolice

unde un punct z = x + iy ∈ C este identificat cu perechea (x, y) ∈ R2. Pe de o parte,
geodezicele discului D sunt fie dreptele care trec prin 0 fie arce de cerc perpendiculare pe
∂D la ambele capete. Pe de altă parte, geodezicele semiplanului H sunt fie semidrepte
verticale fie semicercuri centrate ı̂n puncte cu y = 0 (vezi Figura 1.1).

În continuare vom lucra cu semiplanul H. Grupul său de automorfisme cont, ine trans-
formările Möbius care fixează semiplanul superior y > 0. As,adar:

Aut(H) = PSL2(R) :=
{
z 7→ az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}
.

Se poate verifica us,or că aceste aplicat, ii sunt s, i izometrii pentru metrica de pe H. Există
trei exemple standard de elemente din acest grup:

i) Dilatare: z 7→ λz, pentru un λ > 0;

ii) Translat, ie: z 7→ z + 1;

iii) Rotat, ie: z 7→ z cos θ+sin θ
−z sin θ+cos θ

, pentru un θ ∈ (0, 2π).

De fapt, o teoremă clasică ne spune că, până la o conjugare, fiecare element din PSL2(R)
diferit de indentitate este fie o dilatare (s, i se numes,te element hiperbolic), fie o translat, ie
(s, i se numes,te element parabolic), fie o rotat, ie. Urma este invariantă la conjugare, as,adar
putem determina dacă un element este conjugat cu o dilatare, o translat, ie sau o rotat, ie
verificând dacă valoarea absolută a urmei sale este mai mare decât 2, exact 2 sau mai mică
decât 2, respectiv. Deoarece rotat, iile au cel put, in un punct fix, grupul fundamental Γ al
suprafet,ei noastre poate cont, ine doar elemente hiperbolice s, i parabolice. Mai mult, dacă
M este compactă, atunci Γ poate cont, ine doar elemente hiperbolice.

1.2.1 Spectrul de lungimi

După cum am ment, ionat anterior, dacă M este acoperită de D, atunci ea are o metrică
hiperbolică completă. Pentru această metrică, există un număr infinit de geodezice ı̂nchise
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pe suprafat,a noastră. Într-adevăr, fiecare element hiperbolic fixează o geodezică δ ı̂n H,
deoarece este conjugat cu o dilatare. Proiect, ia lui δ pe M este o geodezică ı̂nchisă. Ob-
servăm că există o corespondent, ă bijectivă ı̂ntre clasele de conjugare hiperbolice din Γ s, i
geodezicele ı̂nchise orientate de pe M .

Spunem că un element γ ∈ Γ este primitiv dacă nu poate fi scris ca γ = µn, cu n ≥ 2.
În plus, spunem că o geodezică ı̂nchisă η este primitivă dacă γ este primitiv, unde [γ] este
clasa de conjugare asociată cu η, prin corespondent,a bijectivă invocată mai sus.

Prin spectrul de lungimi ı̂nt,elegem s, irul lungimilor geodezicelor ı̂nchise s, i orientate de
pe M . Deoarece luăm ı̂n considerare geodezicele orientate, fiecare lungime apare de un
număr par de ori. Aceast s, ir este primul ingredient important necesar pentru formula de
urmă Selberg. Un obiect matematic foarte important legat de spectrul de lungimi este
funct, ia zeta Selberg:

Zε(s, (M, g)) =
∏
[γ]

∞∏
m=0

(
1− ε(γ)e−l(γ)(s+m)

)
,

unde ε este o funct, ie cu valori ı̂n ±1 (care depinde de structura de spin) definită ı̂n sect, iunea
următoare, lungimile geodezicelor sunt luate ı̂n raport cu metrica hiperbolică g s, i produsul
se ia după toate clasele de conjugare ale elementelor hiperbolice s, i primitive γ ∈ Γ.

1.2.2 Structuri spin

Să ne ı̂ntoarcem, pentru moment, la grupul PSL2(R). Fiecare matrice inversabilă induce
o izometrie pe H ı̂n felul următor:[

a b
c d

]
−→

(
z 7→ az + b

cz + d

)
.

Observăm că o matrice A s, i λA pentru λ ∈ R∗ vor induce aceeas, i izometrie, prin urmare:

PSL2(R) ≃ SL2(R)/{±1},

unde SL2(R) este grupul de matrice inversabile cu determinant 1. As,adar, avem o proiect, ie
naturală π : SL2(R) −→ PSL2(R). Dacă notăm Γ̃ preimaginea lui Γ prin π, obt, inem s, irul
scurt exact:

1 −→ {±1} −→ Γ̃ −→ Γ −→ 1.

Mai multe detalii pot fi găsite ı̂n sect, iunea 3.3, dar pentru moment, definim o structură
spin ca un morfism χ : Γ̃ −→ {±1}, pentru care ι ◦ χ = id{±1}, unde ι : {±1} −→ Γ̃ este
incluziunea naturală.

Considerăm un element γ ∈ Γ s, i notăm γ̃ preimaginea sa ı̂n SL2(R) cu urmă pozitivă.
Definim funct,ia de clasă ε prin relat, ia ε(γ) = χ(γ̃) (mai multe detalii ı̂n sect, iunea 3.3.4).
Observăm că ε este o funct, ie de clasă deoarece urma este invariantă la conjugare. Spunem
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că o structură spin este netrivială dacă ε(γ) = −1 pentru fiecare element parabolic γ ∈ Γ.
Această funct, ie ε este al doilea ingredient important pentru formula de urmă.

Al treilea s, i ultimul ingredient este spectrul lui D, operatorul Dirac, un operator
diferent, ial de ordin 1 pe un fibrat vectorial, construit folosind structura spin (vezi sect, iunea
3.3.2). În Rn, pătratul operatorului Dirac este exact laplacianul care act, ionează asupra
spinorilor. În curbură arbitrară, formula Lichnerowicz ne spune că diferent,a dintre pătratul
operatorului Dirac s, i laplacianul de conexiune este exact un sfert din curbura scalară. Din
teoria operatorilor pseudodiferent, iali, s,tim că pe suprafet,ele compacte spectrul operatoru-
lui Dirac este discret. Bär [6] a arătat că, sub anumite condit, ii tehnice asupra structurii
spin, spectrul este discret s, i pe suprafet,ele hiperbolice de volum finite.

1.2.3 Formula de urmă Selberg pentru operatorul Dirac

Suntem acum ı̂n pozit, ia de a enunt,a formula de urmă. Demonstrat, ia completă poate fi
găsită ı̂n Capitolul 3. Fie {rj}j∈N s, irul ordonat crescător al valorilor proprii ale operatorului
|D |. Fie u o funct, ie admisibilă (vezi Definit, ia 3.22). Dacă M = Γ \ H este o suprafat, ă
hiperbolică completă cu k cuspuri, ı̂nzestrată cu o structură de spin netrivială, avem:

∞∑
j=0

u(rj) =
Area(M)

2π

∫
R
ru(r) coth(πr)dr +

∑
[µ]

∞∑
n=1

l(µ)εn(µ)ǔ(nl(µ))

sinh
(

nl(µ)
2

) − 2k log(2)ǔ(0),

Aici, [µ] parcurge toate clasele de conjugare ale elementelor primitive, hiperbolice ı̂n Γ,
iar ǔ reprezintă transformata Fourier inversă a lui u. Într-o anumită măsură, se poate spune
că aceasta formulă reprezintă o punte ı̂ntre mecanica clasică s, i mecanica cuantică. Ea leagă
traiectoriile ı̂nchise ale particulelor clasice (adică geodezice ı̂nchise) de stările periodice ale
particulelor cuantice (adică valorile proprii s, i funct, iile proprii ale lui D). În această teză,
formula de mai sus reprezintă fundat, ia pe care multiple aplicat, ii vor fi construite. În
comparat, ie cu formula de urmă clasică dezvoltată de Selberg [44], aici apare funct, ia coth
ı̂n loc de tanh.

1.2.4 Procesul de contract, ie

Un proces de contract,ie se obt, ine atunci când lungimea unei geodezice simple ı̂nchise de
pe M se contractă către 0. Riguros, facem acest lucru considerând o familie de metrici
hiperbolice complete pe suprafat,a noastră, as,a cum este explicat ı̂n Definit, ia 3.1. În mod
intuitiv, procesul poate fi observat ı̂n Figura 1.2. La limită, geodezica η dispare, iar
suprafat,a nu mai este compactă. Ment, ionăm că, datorită formulei Gauss-Bonnet, aria
suprafet,ei rămâne constantă pe parcursul acestui proces.

Un prim rezultat ı̂n această direct, ie apare ı̂n Capitolul 3 s, i afirmă că partea dreaptă a
formulei de urmă se comportă bine atunci când lungimea geodezicei se contractă către 0
(Teorema 3.24). De aici, obt, inem o lege Weyl (Teorema 3.4) uniformă ı̂n parametrul de
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contract, ie:

lim
λ→∞

ND2
t
(0, λ)

λ
=

Area(M)

2π
; uniform pentru t ∈ [0, 1].

Acest lucru implică imediat că:

NDt(−r, r) = r2
Area(M)

2π
+ o(r2),

uniform ı̂n t ∈ [0, 1] (parametrul de contract, ie), unde NDt(−r, r) reprezintă funct, ia de
numărare a valorilor proprii ale operatorului Dt ı̂ntre −r s, i r. Rezultatul de mai sus
ı̂mbunătăt,es,te semnificativ estimările cunoscute anterior [6, Teorema 2].

Figure 1.2: Procesul de contract, ie

Teorema principală a următorului capitol este convergent,a funct, iei zeta Selberg definită
mai sus ı̂n timpul unui proces de contract, ie (Teorema 3.5):

lim
t→0

Zε(s, (M, gt)) exp

(
−

κ∑
j=1

π2

6lt(ηj)

)
= Zε(s, (M, g0))2

κ(1−2s),

uniform pe compact, ii din C, unde gt reprezintă metrica hiperbolică de pe M la momentul
t ∈ [0, 1].
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1.2.5 Numărarea valorilor proprii pe suprafet,e aleatoare

În Capitolul 4 sunt studiate proprietăt, ile spectrale ale operatorului Dirac pe o suprafat, ă
hiperbolică tipică de volum finit. Deoarece rezultate similare sunt deja cunoscute ı̂n
cazul operatorului Laplace, vom ı̂ncepe prin a le explica succint. În [35], Monk a studiat
distribut, ia valorilor proprii ale operatorului Laplace pe o suprafat, ă hiperbolică compactă
aleatoare. Ea a lucrat cu volumul Weil-Petersson, care induce o măsură de probabilitate
pe Mg, spat, iul de moduli al suprafet,elor de gen g. Rezultatul principal arată că pentru o
suprafat, ă hiperbolică tipică X s, i 0 ≤ a ≤ b avem:

N∆
X (a, b)

Area(X)
= O

(
b− a+

√
b+ 1

log g

)
,

unde N∆
X (a, b) este funct,ia de numărare a valorilor proprii ale operatorului ∆ ı̂ntre a s, i b pe

suprafat,a hiperbolică X. În [25], Le Masson s, i Sahlsten extind acest rezultat la suprafet,e
hiperbolice de volum finit, ı̂n ipoteza că numărul de cuspuri k = k(g) să fie de ordinul
O(gκ), pentru 0 < κ < 1/2. În aceeas, i ipoteză privind numărul de cuspuri, obt, inem
(Teorema 4.1):

ND2

X (a, b)

Area(X)
= O

(
1

4π

∫ b

a

coth(π
√
r)dr +

√
b+ 1√
log g

)
.

Acest rezultat este obt, inut ı̂n colaborare cu Laura Monk. Similar cu abordarea din [35],
demonstrat, ia constă ı̂n aplicarea formulei de urmă Selberg pentru o anumită familie de
funct, ii.
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