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Rezumat

In aceastd tezd este dezvoltatd o formuld de urmi Selberg pentru operatorul Dirac pe
suprafete hiperbolice complete de volum finit, din care se obtin mai multe rezultate. In
primul rand, investigam spectrul operatorului Dirac pe familii de suprafete hiperbolice in
care un set de geodezice simple si disjuncte se contracta la 0, in ipoteza ca structura spin
este netriviala de-a lungul fiecarei geodezice contractate. Obtinem o versiune a teoremei
lui Huber, o expansiune asimptotica non-standard a nucleului caldurii pentru timpi mici
si 0 lege Weyl pentru valorile proprii ale operatorului Dirac uniforma in parametrul de
degenerare. Primul rezultat principal este convergenta functiei zeta Selberg asociata unei
structuri spin netriviale.

In al doilea rand, ne concentrim asupra comportamentului spectrului operatorului
Dirac pe o suprafata hiperbolica tipica de volum finit. Lucram in spatiul de moduli al
suprafetelor de gen g cu k cuspuri inzestrat cu masura Weil-Petersson. In acest spatiu de
moduli exista o submultime A, pentru care P(A, ;) — 1 atunci cand g — oo, astfel incat
pentru fiecare suprafata din A, echipata cu o structura spin netriviala, numarul rescalat
al valorilor proprii ale operatorului Dirac intre a si b este de ordinul b — a. Acest rezultat
rafineaza legea Weyl clasica deoarece marginea superioara nu depinde de suprafata.
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Chapter 1

Introducere

In aceast’ tezd este studiat spectrul operatorului Dirac pe suprafete hiperbolice de volum
finit. Pentru a realiza acest scop, este dezvoltata si folosita o formula de urma Selberg
pentru operatorul Dirac, urmand ideea originala propusa de A. Selberg [44]. Exista trei
ingrediente principale necesare, ele vor fi prezentate in restul capitolului. In afard de in-
troducere, aceasta lucrare contine doua parti. Fiecare reprezinta un articol ([46] si [36]) pe
care autorul l-a elaborat special pentru studiile sale doctorale. Mentionam ca varianta din
aceasta teza a celui de-al doilea articol este cea trimisa spre publicare. Restul introduc-
erii este o scurta introducere in geometria hiperbolica. Prezentam definitiile si notiunile
necesare pentru a intelege cele doua parti ale tezei.

1.1 Suprafete Riemann

O suprafata Riemann este un spatiu topologic Hausdorf, conex, inzestrat cu un atlas
olomorf. Aceste suprafete apar natural ca domenii de functii olomorfe. Pe parcursul
celei de-a doua parti a secolului al XIX-lea, multi matematicieni renumiti s-au concentrat
asupra demonstrarii teoremei de uniformizare a suprafetelor Riemann. Teorema afirma
ca orice suprafata Riemann simplu-conexa este biolomorfa fie cu planul complex C, fie cu
discul unitate D, fie cu sfera Riemann C. Teorema este, fira indoiald, cel mai important
rezultat in domeniul analizei functiilor de o variabila complexa. In 1907, dous demonstratii
riguroase au aparut independent, datorita lui P. Koebe [24] si H. Poincaré [39]. Argumente
moderne pot fi gasite in diverse carti [15, 16, 22] precum si in articole scurte [3].

O consecinta remarcabila a acestei teoreme este constructia unei legaturi intre analiza
complexa si geometria hiperbolica. Consideram o suprafata Riemann M si notam M
acoperirea el universald. Atunci M este biolomorfa cu C, D sau C. Mai mult, stim ca
M =T\ M, unde T este grupul fundamental al suprafetei noastre, iar actiunea indusa este
propriu discontinua, fara puncte fixe.
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A az+b
FCAut(C)—{zch_i_d.a,b,c,deC, ad—bc%O}.

A

Grupul Aut(C) mai este cunoscut si sub numele de grupul transformarilor Mébius.

Deoarece fiecare aplicatie z %jfs are cel putin un punct fix, deducem ca I' poate

fi doar grupul trivial. Prin urmare M ~ C.
ii) Daci M ~ C, atunci:
' cAut(C) ={z—az+b:a,beC, a#0}.

Aplicatia z — az + b nu are puncte fixe daca si numai daca a = 1. In plus, I' este
discret, asadar singurele optiuni posibile sunt:

= {Id};
['={zw z+4+nb:n €Z, pentru un b fixat din C};

b
I = {zHz—i—nb—i—mb’:n,meZ,,pentru anumiti b,b" € C cu " ¢R}

Prin factorizarea planului C prin intermediul celor trei grupuri obtinem, pe rand,
planul C, un cilindru (care este biolomorf cu C*), sau o curba eliptica.

In mod evident, toate celelalte suprafete Riemann sunt acoperite de discul unitate D.
4(dz?+dy?)
(1—22—y?)%"

astfel binecunoscutul disc Poincaré. In plus, vom vedea ca grupul Aut(D) actioneaza
prin izometrii. Prin urmare, daca suprafata noastra initiala M este acoperita de D, ea
mosteneste automat o metrica hiperbolica completa.

Acest disc poate fi echipat cu o metrica hiperbolica completa g = devenind

1.2 Suprafete hiperbolice si structuri spin

In continuare ne restrangem la studiul suprafetelor hiperbolice complete de volum finit.
Exista doua modele clasice ale planului hiperbolic: discul Poincaré mentionat anterior si
semiplanul Poincareé:

dx? + dy?
H:= <{(x,y)€R2:y>0},g:Ty).

Se poate observa usor ca aceste doua modele sunt biolomorfe si izometrice, folosind functia:

zZ—1
241

f:H — Dj f(z)=
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(a) Discul Poincaré D (b) Semiplanul Poincaré H

Figure 1.1: Geodezice in cele doua modele ale geometriei hiperbolice

unde un punct z = z + iy € C este identificat cu perechea (z,y) € R? Pe de o parte,
geodezicele discului D sunt fie dreptele care trec prin 0 fie arce de cerc perpendiculare pe
JD la ambele capete. Pe de alta parte, geodezicele semiplanului H sunt fie semidrepte
verticale fie semicercuri centrate in puncte cu y = 0 (vezi Figura 1.1).

In continuare vom lucra cu semiplanul H. Grupul sau de automorfisme contine trans-
formarile Mobius care fixeaza semiplanul superior y > 0. Asadar:

az+b

Aut(H) = PSLy(R) := {z = — d

ca,b,c,d e R, ad — bc > 0}.
Se poate verifica usor ca aceste aplicatii sunt si izometrii pentru metrica de pe H. Exista
trei exemple standard de elemente din acest grup:

i) Dilatare: z — Az, pentru un A > 0;
ii) Translatie: z — z + 1;

iii) Rotatie: z — %, pentru un 6 € (0, 27).

De fapt, o teorema clasica ne spune ca, pana la o conjugare, fiecare element din PSLy(RR)
diferit de indentitate este fie o dilatare (si se numeste element hiperbolic), fie o translatie
(si se numeste element parabolic), fie o rotatie. Urma este invarianta la conjugare, asadar
putem determina daca un element este conjugat cu o dilatare, o translatie sau o rotatie
verificand daca valoarea absoluta a urmei sale este mai mare decat 2, exact 2 sau mai mica
decat 2, respectiv. Deoarece rotatiile au cel putin un punct fix, grupul fundamental I" al
suprafetei noastre poate contine doar elemente hiperbolice si parabolice. Mai mult, daca
M este compacta, atunci I' poate contine doar elemente hiperbolice.

1.2.1 Spectrul de lungimi

Dupa cum am mentionat anterior, daca M este acoperita de D, atunci ea are o metrica
hiperbolica completa. Pentru aceasta metrica, exista un numar infinit de geodezice inchise
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pe suprafata noastra. Intr-adevir, fiecare element hiperbolic fixeaza o geodezica § in H,
deoarece este conjugat cu o dilatare. Proiectia lui 6 pe M este o geodezica inchisa. Ob-
servam ca exista o corespondenta bijectiva intre clasele de conjugare hiperbolice din I' si
geodezicele inchise orientate de pe M.

Spunem ca un element v € I' este primitiv daca nu poate fi scris ca v = u”, cu n > 2.
In plus, spunem ca o geodezica inchisa 7 este primitiva daca v este primitiv, unde [y] este
clasa de conjugare asociata cu 7, prin corespondenta bijectiva invocata mai sus.

Prin spectrul de lungimi intelegem sirul lungimilor geodezicelor inchise si orientate de
pe M. Deoarece luam in considerare geodezicele orientate, fiecare lungime apare de un
numar par de ori. Aceast sir este primul ingredient important necesar pentru formula de
urma Selberg. Un obiect matematic foarte important legat de spectrul de lungimi este
functia zeta Selberg:

Z(s,(M,g)) =[] TI (1 - e(y)e O+
[y] m=0

unde ¢ este o functie cu valori in 1 (care depinde de structura de spin) definita in sectiunea
urmatoare, lungimile geodezicelor sunt luate in raport cu metrica hiperbolica g si produsul
se ia dupa toate clasele de conjugare ale elementelor hiperbolice si primitive v € T'.

1.2.2 Structuri spin

Sa ne intoarcem, pentru moment, la grupul PSLy(R). Fiecare matrice inversabila induce
o izometrie pe H in felul urmator:

a b N Haz—l—b
c d & cz+d)’

Observam ca o matrice A si AA pentru A € R* vor induce aceeasi izometrie, prin urmare:

PSLy(R) ~ SLy(R)/{£1},

unde SLy(R) este grupul de matrice inversabile cu determinant 1. Asadar, avem o proiectie
naturala 7 : SLy(R) — PSLy(R). Daca notam I' preimaginea lui I" prin 7, obtinem sirul
scurt exact:

1 —{+1} —T —T — 1.

Mai multe detalii pot fi gasite in sectiunea 3.3, dar pentru moment, definim o structura
spin ca un morfism y : I' — {#1}, pentru care ¢ o ¥ = id(41}, unde ¢ : {£1} — T este
incluziunea naturala.

Consideram un element v € I' si notam 4 preimaginea sa in SLy(R) cu urma pozitiva.
Definim functia de clasd € prin relatia e(y) = x(5) (mai multe detalii in sectiunea 3.3.4).
Observam ca ¢ este o functie de clasa deoarece urma este invarianta la conjugare. Spunem
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ca o structura spin este netriviala daca () = —1 pentru fiecare element parabolic v € T'.
Aceasta functie ¢ este al doilea ingredient important pentru formula de urma.

Al treilea si ultimul ingredient este spectrul lui D, operatorul Dirac, un operator
diferential de ordin 1 pe un fibrat vectorial, construit folosind structura spin (vezi sectiunea
3.3.2). In R", patratul operatorului Dirac este exact laplacianul care actioneaza asupra
spinorilor. In curburd arbitrara, formula Lichnerowicz ne spune ca diferenta dintre patratul
operatorului Dirac si laplacianul de conexiune este exact un sfert din curbura scalara. Din
teoria operatorilor pseudodiferentiali, stim ca pe suprafetele compacte spectrul operatoru-
lui Dirac este discret. Bér [6] a aratat ca, sub anumite conditii tehnice asupra structurii
spin, spectrul este discret si pe suprafetele hiperbolice de volum finite.

1.2.3 Formula de urma Selberg pentru operatorul Dirac

Suntem acum in pozitia de a enunta formula de urma. Demonstratia completa poate fi
gasita in Capitolul 3. Fie {r;} ey sirul ordonat crescator al valorilor proprii ale operatorului
|D|. Fie u o functie admisibila (vezi Definitia 3.22). Daca M = I' \ H este o suprafata
hiperbolica completa cu k cuspuri, inzestrata cu o structura de spin netriviala, avem:

> ury) = Ar%iM) / ru(r) coth(mr)dr + 3 Y l(“)fn}(l“()zggl)(“)) — 2k log(2)a(0),
7=0 R [u] n=1 S1n —

Aici, [u] parcurge toate clasele de conjugare ale elementelor primitive, hiperbolice in I',
iar o reprezinta transformata Fourier inversa a lui u. Intr-o anumita masura, se poate spune
ca aceasta formula reprezinta o punte intre mecanica clasica si mecanica cuantica. Ea leaga
traiectoriile inchise ale particulelor clasice (adica geodezice inchise) de starile periodice ale
particulelor cuantice (adica valorile proprii si functiile proprii ale lui D). In aceastd teza,
formula de mai sus reprezinta fundatia pe care multiple aplicatii vor fi construite. In
comparatie cu formula de urma clasica dezvoltata de Selberg [44], aici apare functia coth
in loc de tanh.

1.2.4 Procesul de contractie

Un proces de contractie se obtine atunci cand lungimea unei geodezice simple inchise de
pe M se contracta catre 0. Riguros, facem acest lucru considerand o familie de metrici
hiperbolice complete pe suprafata noastra, asa cum este explicat in Definitia 3.1. In mod
intuitiv, procesul poate fi observat in Figura 1.2. La limita, geodezica n dispare, iar
suprafata nu mai este compacta. Mentionam ca, datorita formulei Gauss-Bonnet, aria
suprafetei ramane constanta pe parcursul acestui proces.

Un prim rezultat in aceasta directie apare in Capitolul 3 si afirma ca partea dreapta a
formulei de urma se comporta bine atunci cand lungimea geodezicei se contracta catre 0
(Teorema 3.24). De aici, obtinem o lege Weyl (Teorema 3.4) uniforma in parametrul de
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contractie:

. Np2(0,A)  Area(M)
lim =

A—00 2T

: uniform pentru t € [0, 1].

Acest lucru implica imediat ca:

, Area(M)

Np,(=r,r) =71 o

+o(r?),

uniform in ¢ € [0,1] (parametrul de contractie), unde Np,(—r,r) reprezinta functia de
numarare a valorilor proprii ale operatorului D; intre —r si r. Rezultatul de mai sus
imbunatateste semnificativ estimarile cunoscute anterior [6, Teorema 2].

7

Figure 1.2: Procesul de contractie

Teorema principala a urmatorului capitol este convergenta functiei zeta Selberg definita
mai sus in timpul unui proces de contractie (Teorema 3.5):

K 2

. N Q _ Kk(1—2s)
}51—1;% ZE(S7 (M7 gt)) €xp < Z > ZE(S7 (M7 go))z )

6l:(n;)

j=1

uniform pe compactii din C, unde g; reprezinta metrica hiperbolica de pe M la momentul
te0,1].



Rares Stan Chapter 1. Introducere

1.2.5 Numararea valorilor proprii pe suprafete aleatoare

In Capitolul 4 sunt studiate proprietatile spectrale ale operatorului Dirac pe o suprafata
hiperbolica tipica de volum finit. Deoarece rezultate similare sunt deja cunoscute in
cazul operatorului Laplace, vom incepe prin a le explica succint. In [35], Monk a studiat
distributia valorilor proprii ale operatorului Laplace pe o suprafata hiperbolica compacta
aleatoare. Ea a lucrat cu volumul Weil-Petersson, care induce o masura de probabilitate
pe M, spatiul de moduli al suprafetelor de gen g. Rezultatul principal arata ca pentru o
suprafata hiperbolica tipica X si 0 < a < b avem:

N2(a, b) :(’)(b—a—i— b+1>

Area(X) log g

unde N{(a, b) este functia de numdrare a valorilor proprii ale operatorului A intre a si b pe
suprafata hiperbolica X. In [25], Le Masson si Sahlsten extind acest rezultat la suprafete
hiperbolice de volum finit, in ipoteza ca numarul de cuspuri k = k(g) sa fie de ordinul
O(g"), pentru 0 < x < 1/2. In aceeasi ipotezd privind numéarul de cuspuri, obtinem
(Teorema 4.1):

N¥(a,b) 1 [P Vb +1
—Area(X) =0 (E/a coth(m/r)dr + —logg> )

Acest rezultat este obtinut in colaborare cu Laura Monk. Similar cu abordarea din [35],
demonstratia consta in aplicarea formulei de urma Selberg pentru o anumita familie de
functii.
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