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Rezumat

Aceasta teza este dedicata studiului proprietatilor asimptotice ale solutiilor catorva pro-
bleme de difuzie nelocala. Obiectivul este acela de a caracteriza primul termen in dezvolta-
rea asimptotica a solutiilor atunci cand variabila timp tinde la inifinit. Principala strategie
utilizatd in aceastil tezd este bazatd pe argumente de scalare. In principal, acest lucru in-
semna ca vom rescala convenabil solutiile si reducem analiza comportamentului solutiilor
pentru timp mare la studiul compacitatii traiectorilor rescalate. Aceasta metoda a fost
introdusa de Kamin si Vazquez [16].

Pentru inceput analizim cel mai simplu model prezentat in aceast# tezd. In Capitolul

2 studiem urmatoarea ecuatie nelocala

t(z,1) /Jx— y,t) —u(x,t))dy, z€R, t>0,
u(z,0) = ug(x z eR.

(1)

Consideram J : R — R o functie nenegativa, neteda, para, cu masa unu si data initiala
up € L'(R) N L>(R). Ecuatii de tipul si variatii ale sale, au fost recent utilizate in
modelarea proceselor de difuzie, de exemplu in biologie, dinamica dislocarii, etc... Facem
referire aici la lucrarile [2], [4], [8], [9] si referintele din acestea.

Asa cum este enuntat in [§], daca u(z, t) este densitatea unei singure populatii la punctul
x si timp ¢ iar J (3: y) este distributia de probabilitate a saltului din punctul y in punctul
x, atunci (J * u) fR x — y)u(y, t)dy esta rata cu care indivizii ajung in pozitia
x de la toate celelalte locatii iar —u(z,t) = — fR (y — z)u(x,t)dy este rata cu care ei
parasesc locatia x pentru a célatorii in alte locuri. Aceste considerente, in absenta unor
interventii externe, conduc imediat la faptul ca densitatea u satisface ecuatia (). Aceasta
ecuatie poarta numele de ecuatie de difuzie nelocald deoarece, in contrast cu ecuatia clasica
a caldurii w; = wu,,, difuzia densitatii v la timpul ¢ si punctul x depinde de toate valorile
lui u intr-o vecinitate a lui z. Pentru o functie J cu suportul in intervalul (—1,1), putem

sa rescriem ecuatia ca o integrald in intervalul (z — 1,2 4 1). Referitor la bine-punerea
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acestei probleme se obtine imediat ca pentru orice data initiala vy € LP(R), 1 < p < o0
existd o unica solutie u € C([0,00), LP(R)). Deoarece operatorul Lu = J x u — u este
liniar si continuu pe spatiile LP(R) solutia este de fapt C*°([0, 00), L?(R)). Acesta este un
rezultat clasic pentru ecuatiile de tip .

Studiul comportamentului asimptotic al solutiilor ecuatiei atunci cand timpul este
mare a fost inceput in [5]. Utilizand reprezentarea Fourier a solutiilor autorii au obtinut
ca pentru timpi mari solutia u se apropie de nucleul rescalat al cildurii. In Capitolul 2
demonstram acelasi rezultat folosind un argument diferit. Principala noutate este metoda
folosita, argumente de rescalare. Aceasta metoda este de obicei utilizatd in cazul proble-
melor neliniare pentru a obtine primul termen in dezvoltarea asimptotica a solutiilor. De
fapt pentru a intelege dificultatea aplicarii acestei metode in cazul problemelor neliniare,
analizam mai intai cazul liniar.

Rezultatul principal in Capitolul 2 este urméatorul: Pentru orice uy € L'(R) N L (R)
si p € [1, 00| solutia ecuatiei (|1)) satisface

11
tlggloﬁ(l_g)ﬂu(t) — MG ai|lr@) =0 (2)
unde

1 x?

Gt(x> = \/mexp (_E

)

este nucleul caldurii si
M = / up(x)de, A= 1/ J(2)2%dz.
R 2 Jr

Asa cum vom explica in Capitoul 2, ecuatia nu are efect regularizant. Deci, nu
ne putem astepta ca solutiile sa fie mai regulate decat este data initiala. Din acest motiv
impunem ca data initiald si apartini spatiului L'(R) N L>(R) spre deosebire de cauzul
clasic al ecuatiei caldurii unde se poate considera data initiala in L'(R). Fara aceasta
presupunere nu putem garanta ca pentru timpi ¢ pozitivi solutia se va gasi in LP(R), p > 1,
si deci estimarea acestor norme nu va avea sens.

Rezultatele din Capitolul 2 sunt bazate pe lucrarea [15].

Odata ce am inteles cum functioneaza argumentul de scalare pentru problema lini-
ara, urmatorul pas este sa utilizam aceleasi metode pentru probleme neliniare. Analizam

urmatoarea ecuatie de convectie- difuzie nelocala:

{ wp = J*xu—u+Gx*ulfu—|ulttu, zeRLE>0,

u(0) = .

(3)



In continuare vom preciza ipotezele impuse nucleelor .J si G. Vom presupune ca J, G :
R? — R sunt doua functii pozitive cu masa unu, J avand simetrie radiala si fiind strict
pozitiva intr-o vecinatate a originii. Rezultate asupra existentei si unicitatii solutiilor
acestei ecuatii au fost obtinute anterior in [14]. Folosind teorema lui Banach de punct fix
se poate demonstra relativ usor ca pentru orice ¢ € L'(R) N L*=(R) exista o unica solutie
u € C([0,00), L*(R) N L°(R)). De asemenea se poate arita usor ci solutia se giseste in
CY([0,00), LY(R) N L>=(R)).

Rezultatul principal al Capitolului 3 este urméatorul: Pentru orice ¢ € L'(R%)N L>(R?)

solutia u a sistemului satisface

. d
lim ¢2
t—o0

D ult) = Un(®llrn = 0, 1<p < oo, (4
unde m este masa datei initiale ¢ si

o daca ¢ > 1+ 1/d sau B = 044, Uy, este nucleul caldurii rescalat, solutie a ecuatiei
{ U =AAU, xRt >0,
(5)

U(0) = mdo.

e dacd g =1+ 1/d si B # 01,4, Uy, este unica solutie a urméitoarei ecuatii
{ U, = AAU — B-V([U|VU), 2 e R4t >0,
(6)

In continuare vom spune cateva cuvinte despre profilul asimptotic U,,. Este usor de

verificat ca

Un(t,z) = td/Qfm(%),

unde f,, este solutia regulata a ecuatiei
1 d —1 o md
_AAfm_ﬁx'vfm:§fm_aB'v(|fm|q fm) in R )

U fou frn = m si

L, ¢g=1+3,
o =

0, q>1+$.

In cazul in care termenul neliniar este supercritic, adicd ¢ > 1 + 1/d, primul termen in

dezvoltarea asimptotica a solutiilor a fost analizat in [I4], in ipoteza ci J € S(R?), clasa



functiilor ce descresc repede la infinit. In acest caz ideea principald este ci partea neliniars
descreste mai repede decat semigrupul liniar si atunci primul termen in dezvoltarea asimp-
totica pentru timp mare este dat de semigrupul liniar. Acest fenomen a fost observat in
[7] in cazul ecuatiei clasice de convectie-difuzie.

Scopul Capitolului 3 este sa ddm un raspuns in cazul critic ¢ = 1+ 1/d chiar daca vom
da o demonstratie care trateaza ambele situatii, atat cazul critic cat si cel super-critic.
Metoda folosita este asa numita four step method introdusa in [16], ce constd in analiza
orbitelor {ux(t)}r=o-

In continuare vom preciza punctele cheie ale metodei folosite. Introducem familia

ux(t, ) = Mu(\?t, Az). Obtinem ci u, satisface urmatoarea ecuatie rescalata

{ (ur) = )\2(J/\ * Uy —uy) + )\d(l_q)H(G)\ * ug — Ui)? r e Rt >0, ™

ux(0, ) = pa(),
unde @y (7) = Mp(\z), Jr(z) = AT (A\x) si Gy(z) = MG (\x).

Mai intai punem in evidenta ca proprietatea (4f) este echivalenta cu faptul ca de exemplu
la timpul ¢ = ¢, familia rescalata u,(to) converge la o anumita functie U () in orice norma
LP(RY), 1 < p < oo. Apar o multime de probleme care folosesc aceasta abordare. Mai
intai trebuie sa demonstram ca familia {uy}r~o este compactd si prin urmare, pana la un
subsir, converge la o anumita functie U. La pasul urmator caracterizam limita functiei
U. Principala dificultate in demonstratia compacitatii traiectoriilor {uy}r~o este lipsa
oricarei informatii despre derivatele functiei u. Reamintim estimarea energetica: pentru

orice 0 < t] < ty < oo are loc:

to
s ouo N [ [ [ B st —uste, )7 dodyt = () e, < C0)
t1 R R
(8)

Aceasta estimare este corespondenta nelocala a estimarii clasice energetice

to
Jute) uey + | [ IVuldade = fult)lsges
1
care are loc pentru problema clasica de convectie-difuzie
uy = Au+a- V(|u| ).

Demonstram ca estimarea este suficientd pentru a obtine compacitatea traiectoriilor

{ux}r=0. Aceasta necesita o noud versiune a argumentelor clasice de compacitate in spatiul



LP((0,T) x ), care poate fi adaptata la ecuatiile de evolutie nelocald. Reamintim acum
un rezultat clasic de compacitate in spatiul LP((0,7), B), unde B este spatiu Banach.
Lema Aubin-Lions-Simon [18, Th. 5| presupune cd avem trei spatii Banach X — B — Y
unde scufundarea X < B este compactd. Un subsir {f,},>1 este relativ compact in
LP((0,T),B) (siin C(]0,T], B) daca p = 00) daca putem garanta ca { f,, },>1 este marginit
in LP((0,T),X) si [|mnfn — fallze(o,r—n),yy = 0 cand h — 0 uniform in n.

Exista situatii in care nu putem margini uniform un sir {g, },>1 intr-un spatiu care este
scufundat compact in LP(2). In schimb avem estiméri asupra unor forme Dirichlet care
variazd cu n, estimari care ne permit sd obtinem compacitatea sirului {g,},>1 (vezi [3],
[17] si [1, Th. 6.11, p. 128]). Mai precis, alegem 1 < p < oo si  C R? un domeniu neted.
Functia p : R? — R este o functie radiala, neteds, nenegativi cu suport compact, neidentic
zero ce satisface p(x) > p(y) daca |z| < |y|. Alegem p,(x) = n?p(nz). Fie {g,}n>1 un sir

marginit in spatiul LP(Q) astfel incét

np / / pul — 9)lgn () — guly)Pddy < M.

Asa cum a fost demonstrat in [3], [I7], [I, Th. 6.11, p. 128], sirul {g,}n>1 este relativ
compact in LP(2). Principala noastra contributie este sa folosim acest criteriu de compa-
citate in loc de scufundarea compacta X — B din Lema Aubin-Lions-Simon si sa obtinem
un nou criteriu de compacitate in LP((0,7") x €2). Principalul instrument de compacitate
pe care il demonstram si il folosim in Capitolul 3 este dat de Teorema 3.2.1. Demonstram
cd dacd {f,}n>1 este un sir marginit in spatiul LP((0,7) x ), 1 < p < oo, care verifica

ecuatia
T
w [ [ e = lgatt.) — fults)lPdodyit < a1 ()
o JalJa
si
1O full o o,m), w10y < M (10)
atunci { f,, }n>1 este relativ compact in LP((0,7) x §2).
Rezultatele din Capitolul 3 sunt bazate pe lucrarea [12].

In ultimul capitol al tezei considerim un model de convectie-difuzie diferit de cele

anterioare. Cele doua nuclee care apar in partea difuziva, respectiv convectiva, concureaza



intre ele. Analizam urmatoarea ecuatie

wlt,z) = / K (e — y)(ult,y) — ult,))dy
_l’_

/ Gz — y)f<u(t’y) ;u(t’x))dy,t >0,z € R, (11)

u(0) =,

in cazul particular cand f(u) = u®. Acest model a fost propus in [6] ca o regularizare a

urmatoarei ecuatii de advectie nelocala inspirata din teoria peridinamica

w(t.n) = [ G- (U,

Modelul general in [6] presupune ca functia K este o functie para si G este o functie
impara. Consideram aici nucleele K si G care sunt integrabile. Pentru simplitate presu-
punem ca nucleul K este de masd unu. Noi vom analiza bine-punerea problemei si
comportamentul in timp mare al solutiilor sale. Rezultatele prezentate aici se bazeaza pe
ipoteza ca nucleul K domina nucleul GG, adica pentru o constanta pozitiva C' = Cgg are
loc inegalitatea

|G(z)] < CaK(x), VzeR. (12)

Pentru orice ug € L'(R) N L*(R) demnstram ci existd o unicd solutie locald u €
C([0, Tz, LY(R) N L=(R)) a ecuatiei (1)), solutie ce conserva masa datei initiale. Mai
mult, in ipoteza unei date initiale mici |||z ®) < 1/Cgk , solutia este globala, pastreaza

semnul datei initiale si satisface

@)@y < llellor@, [l e @) < 1@l

Odata ce bine-punerea problemei a fost stabilita, obtinem descresterea solutiilor siste-

mului (11)). Demonstram ca

_1
[u(®)ll 2@ < Cl@llr@ys @]l Loe@)t™T, V> 0. (13)

In plus, dacd data initiala satisface conditia [|¢| @) < 1/(2CcKk), atunci pentru orice

2 < p < o are loc urmatoarea estimare

_ 11
[u() | zo@) < CUleliwy, el o)t 277, vt > 0. (14)

Conditia de mai sus, ca norma L*(R) a solutiei sa fie mica este similard cu conditia

Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) care apare in studiul stabilitdtii aproximarilor numerice



pentru legile de conservare (vezi [I0, Ch. 3|). Aceasta garanteaza cd partea difuziva
controleaza termenul convectiv neliniar. Diferenta fata de ecuatiile de convectie-difuzie

nelocald anterioare [14) [13] [12] este c& in acest caz termenul convectiv

ru= [ Gty - oD g

nu satisface conditia disipatva (Tu,u)r2®) < 0. Astfel ar trebui impuse conditii suplimen-
tare asupra datei initiale, deci si asupra solutiilor, pentru a controla acest termen cu partea
difuziva.

Ultimul rezultat al acestui capitol se refera la cresterea asimptotica a solutiei u. Intro-

ducem urmaétorii termeni

A—E/K(z)fdz si B—/G(z)zdz.
2 Jr R

Principalul rezultat privind cresterea asimptotica a solutiei sistemului este urmatorul:
presupunem ci K € L'(R,1 + x?) este pozitiv intr-o vecinitate a originii. Pentru orice
o € LY(RY) N L>(RY) cu ||| r=® < 1/(2Cck) solutia u a sistemului (11)) verifica

lim #2079 ||u(t) — U(t)]| oty = 0, 1< p < oo,

t—o0

unde U este solutia ecuatiei Burgers vascoasa
{ Uy = AU,y — 2(U?),, t>0,2 € R,

U(O) = m(50,

si m este masa datei initiale . In acest caz U poate fi calculat explicit folosind transfor-

marea Hoph-Cole. Rezultatele din capitolul 4 se bazeaza pe lucrarea [I1].
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