
ACADEMIA ROMÂNĂ
Institutul de Matematică “Simion Stoilow”

Teză de doctorat
Rezumat

Comportament asimptotic
pentru ecuat, ii de evolut, ie nelocale

TATIANA IONICA IGNAT

Coordonator S, tiintific

Prof. Dr. LUCIAN BEZNEA

BUCHAREST, 2017



Rezumat

Această teză este dedicată studiului proprietăt, ilor asimptotice ale solut, iilor câtorva pro-
bleme de difuzie nelocală. Obiectivul este acela de a caracteriza primul termen in dezvolta-
rea asimptotică a solut, iilor atunci când variabila timp tinde la inifinit. Principala strategie
utilizată în această teză este bazată pe argumente de scalare. În principal, acest lucru în-
semnă ca vom rescala convenabil solut, iile s, i reducem analiza comportamentului solut, iilor
pentru timp mare la studiul compacităt, ii traiectorilor rescalate. Această metodă a fost
introdusă de Kamin s, i Vazquez [16].

Pentru început analizăm cel mai simplu model prezentat în această teză. În Capitolul
2 studiem următoarea ecuat, ie nelocală ut(x, t) =

∫
R
J(x− y)(u(y, t)− u(x, t)) dy, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1)

Considerăm J : R → R o funct, ie nenegativă, netedă, pară, cu masa unu s, i data init, ială
u0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R). Ecuat, ii de tipul (1) s, i variat, ii ale sale, au fost recent utilizate în
modelarea proceselor de difuzie, de exemplu în biologie, dinamica dislocării, etc... Facem
referire aici la lucrările [2], [4], [8], [9] s, i referint,ele din acestea.

As,a cum este enunt,at în [8], dacă u(x, t) este densitatea unei singure populat, ii la punctul
x s, i timp t iar J(x, y) este distribut, ia de probabilitate a saltului din punctul y în punctul
x, atunci (J ∗ u)(x, t) =

∫
R J(x − y)u(y, t)dy esta rata cu care indivizii ajung în pozit, ia

x de la toate celelalte locat, ii iar −u(x, t) = −
∫
R J(y − x)u(x, t)dy este rata cu care ei

părăsesc locat, ia x pentru a călatorii în alte locuri. Aceste considerente, în absent,a unor
intervent, ii externe, conduc imediat la faptul că densitatea u satisface ecuat, ia (1). Această
ecuat, ie poartă numele de ecuat,ie de difuzie nelocală deoarece, în contrast cu ecuat, ia clasică
a căldurii ut = uxx, difuzia densităt, ii u la timpul t s, i punctul x depinde de toate valorile
lui u într-o vecinătate a lui x. Pentru o funct, ie J cu suportul în intervalul (−1, 1), putem
să rescriem ecuat, ia (1) ca o integrală in intervalul (x− 1, x+ 1). Referitor la bine-punerea
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acestei probleme se obt, ine imediat ca pentru orice data init, ială u0 ∈ Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞
există o unică solut, ie u ∈ C([0,∞), Lp(R)). Deoarece operatorul Lu = J ∗ u − u este
liniar s, i continuu pe spat, iile Lp(R) solut, ia este de fapt C∞([0,∞), Lp(R)). Acesta este un
rezultat clasic pentru ecuatiile de tip (1).

Studiul comportamentului asimptotic al solut, iilor ecuat, iei (1) atunci când timpul este
mare a fost început în [5]. Utilizând reprezentarea Fourier a solut, iilor autorii au obt, inut
ca pentru timpi mari solut, ia u se apropie de nucleul rescalat al căldurii. În Capitolul 2
demonstrăm acelas, i rezultat folosind un argument diferit. Principala noutate este metoda
folosită, argumente de rescalare. Această metodă este de obicei utilizată în cazul proble-
melor neliniare pentru a obt, ine primul termen în dezvoltarea asimptotică a solut, iilor. De
fapt pentru a înt,elege dificultatea aplicării acestei metode în cazul problemelor neliniare,
analizăm mai întâi cazul liniar.

Rezultatul principal în Capitolul 2 este următorul: Pentru orice u0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R)

s, i p ∈ [1,∞] solut, ia ecuat, iei (1) satisface

lim
t→∞

t
1
2

(1− 1
p

)‖u(t)−MGAt‖Lp(R) = 0 (2)

unde
Gt(x) =

1√
4πt

exp (−x
2

4t
)

este nucleul căldurii s, i

M =

∫
R
u0(x)dx, A =

1

2

∫
R
J(z)z2dz.

As,a cum vom explica în Capitoul 2, ecuat, ia (1) nu are efect regularizant. Deci, nu
ne putem as,tepta ca solut, iile sa fie mai regulate decât este data init, ială. Din acest motiv
impunem ca data init, ială să apart, ină spat, iului L1(R) ∩ L∞(R) spre deosebire de cauzul
clasic al ecuat, iei căldurii unde se poate considera data initială în L1(R). Fără această
presupunere nu putem garanta ca pentru timpi t pozitivi solut, ia se va găsi în Lp(R), p > 1,
s, i deci estimarea acestor norme nu va avea sens.

Rezultatele din Capitolul 2 sunt bazate pe lucrarea [15].

Odată ce am înt,eles cum funct, ionează argumentul de scalare pentru problema lini-
ară, următorul pas este să utilizăm aceleas, i metode pentru probleme neliniare. Analizăm
următoarea ecuat, ie de convect, ie- difuzie nelocală:{

ut = J ∗ u− u+G ∗ |u|q−1u− |u|q−1u, x ∈ Rd, t > 0,

u(0) = ϕ.
(3)



În continuare vom preciza ipotezele impuse nucleelor J s, i G. Vom presupune că J,G :

Rd → R sunt doua funct, ii pozitive cu masa unu, J având simetrie radială s, i fiind strict
pozitivă intr-o vecinătate a originii. Rezultate asupra existent,ei s, i unicităt, ii solut, iilor
acestei ecuat, ii au fost obt, inute anterior în [14]. Folosind teorema lui Banach de punct fix
se poate demonstra relativ us,or că pentru orice ϕ ∈ L1(R) ∩ L∞(R) există o unică solut, ie
u ∈ C([0,∞), L1(R) ∩ L∞(R)). De asemenea se poate arăta us,or că solut, ia se găses,te în
C1([0,∞), L1(R) ∩ L∞(R)).

Rezultatul principal al Capitolului 3 este următorul: Pentru orice ϕ ∈ L1(Rd)∩L∞(Rd)

solut, ia u a sistemului (3) satisface

lim
t→∞

t
d
2

(1− 1
p

)‖u(t)− Um(t)‖Lp(Rd) = 0, 1 ≤ p <∞, (4)

unde m este masa datei init, iale ϕ s, i

• dacă q > 1 + 1/d sau B = 01,d, Um este nucleul căldurii rescalat, solut, ie a ecuat, iei{
Ut = A∆U, x ∈ Rd, t > 0,

U(0) = mδ0.
(5)

• dacă q = 1 + 1/d s, i B 6= 01,d, Um este unica solut, ie a următoarei ecuat, ii{
Ut = A∆U −B · ∇(|U |1/dU), x ∈ Rd, t > 0,

U(0) = mδ0.
(6)

În continuare vom spune câteva cuvinte despre profilul asimptotic Um. Este us,or de
verificat că

Um(t, x) = t−d/2fm

( x√
t

)
,

unde fm este solut, ia regulată a ecuat, iei

−A∆fm −
1

2
x · ∇fm =

d

2
fm − αB · ∇(|fm|q−1fm) in Rd,

cu
∫
Rd fm = m s, i

α =

{
1, q = 1 + 1

d
,

0, q > 1 + 1
d
.

În cazul în care termenul neliniar este supercritic, adică q > 1 + 1/d, primul termen în
dezvoltarea asimptotică a solut, iilor a fost analizat în [14], în ipoteza că J ∈ S(Rd), clasa



funct, iilor ce descresc repede la infinit. În acest caz ideea principală este că partea neliniară
descres,te mai repede decat semigrupul liniar s, i atunci primul termen în dezvoltarea asimp-
totică pentru timp mare este dat de semigrupul liniar. Acest fenomen a fost observat în
[7] în cazul ecuat, iei clasice de convect, ie-difuzie.

Scopul Capitolului 3 este sa dăm un răspuns în cazul critic q = 1 + 1/d chiar dacă vom
da o demonstrat, ie care tratează ambele situat, ii, atât cazul critic cât s, i cel super-critic.
Metoda folosită este as,a numita four step method introdusă în [16], ce constă în analiza
orbitelor {uλ(t)}λ>0.

În continuare vom preciza punctele cheie ale metodei folosite. Introducem familia
uλ(t, x) = λdu(λ2t, λx). Obt, inem că uλ satisface următoarea ecuat, ie rescalată{

(uλ)t = λ2(Jλ ∗ uλ − uλ) + λd(1−q)+2(Gλ ∗ uqλ − u
q
λ), x ∈ Rd, t > 0,

uλ(0, x) = ϕλ(x),
(7)

unde ϕλ(x) = λdϕ(λx), Jλ(x) = λdJ(λx) s, i Gλ(x) = λdG(λx).
Mai întâi punem în evident,ă că proprietatea (4) este echivalentă cu faptul că de exemplu

la timpul t = t0 familia rescalată uλ(t0) converge la o anumită funct, ie U(t0) în orice normă
Lp(Rd), 1 ≤ p < ∞. Apar o mult, ime de probleme care folosesc această abordare. Mai
întâi trebuie să demonstrăm că familia {uλ}λ>0 este compactă s, i prin urmare, până la un
subs, ir, converge la o anumită funct, ie U . La pasul următor caracterizăm limita funct, iei
U . Principala dificultate în demonstrat, ia compacităt, ii traiectoriilor {uλ}λ>0 este lipsa
oricărei informat, ii despre derivatele funct, iei u. Reamintim estimarea energetică: pentru
orice 0 < t1 < t2 <∞ are loc:

‖uλ(t2)‖2
L2(Rd)+λ

2

∫ t2

t1

∫
Rd

∫
Rd

Jλ(x−y)(uλ(t, x)−uλ(t, y))2 dxdydt = ‖uλ(t1)‖2
L2(Rd) ≤ C(t1).

(8)
Această estimare este corespondenta nelocală a estimării clasice energetice

‖u(t2)‖2
L2(Rd) +

∫ t2

t1

∫
Rd

|∇u|2dxdt = ‖u(t1)‖2
L2(Rd)

care are loc pentru problema clasică de convect, ie-difuzie

ut = ∆u+ a · ∇(|u|q−1u).

Demonstrăm că estimarea (8) este suficientă pentru a obt, ine compacitatea traiectoriilor
{uλ}λ>0. Aceasta necesită o nouă versiune a argumentelor clasice de compacitate în spat, iul



Lp((0, T ) × Ω), care poate fi adaptată la ecuat, iile de evolut, ie nelocală. Reamintim acum
un rezultat clasic de compacitate în spat, iul Lp((0, T ), B), unde B este spat, iu Banach.
Lema Aubin-Lions-Simon [18, Th. 5] presupune că avem trei spat, ii Banach X ↪→ B ↪→ Y

unde scufundarea X ↪→ B este compactă. Un subs, ir {fn}n≥1 este relativ compact în
Lp((0, T ), B) (s, i în C([0, T ], B) dacă p =∞) dacă putem garanta că {fn}n≥1 este mărginit
în Lp((0, T ), X) s, i ‖τhfn − fn‖Lp((0,T−h),Y ) → 0 când h→ 0 uniform în n.

Există situat, ii în care nu putem mărgini uniform un s, ir {gn}n≥1 într-un spat, iu care este
scufundat compact în Lp(Ω). În schimb avem estimări asupra unor forme Dirichlet care
variază cu n, estimări care ne permit să obt, inem compacitatea s, irului {gn}n≥1 (vezi [3],
[17] s, i [1, Th. 6.11, p. 128]). Mai precis, alegem 1 < p <∞ s, i Ω ⊂ Rd un domeniu neted.
Funct, ia ρ : Rd → R este o funct, ie radială, netedă, nenegativă cu suport compact, neidentic
zero ce satisface ρ(x) ≥ ρ(y) dacă |x| ≤ |y|. Alegem ρn(x) = ndρ(nx). Fie {gn}n≥1 un s, ir
mărginit în spat, iul Lp(Ω) astfel încât

np
∫

Ω

∫
Ω

ρn(x− y)|gn(x)− gn(y)|pdxdy ≤M.

As,a cum a fost demonstrat în [3], [17], [1, Th. 6.11, p. 128], s, irul {gn}n≥1 este relativ
compact în Lp(Ω). Principala noastra contribut, ie este să folosim acest criteriu de compa-
citate în loc de scufundarea compactă X ↪→ B din Lema Aubin-Lions-Simon s, i să obt, inem
un nou criteriu de compacitate în Lp((0, T ) × Ω). Principalul instrument de compacitate
pe care îl demonstrăm s, i îl folosim în Capitolul 3 este dat de Teorema 3.2.1. Demonstrăm
că dacă {fn}n≥1 este un s, ir mărginit în spat, iul Lp((0, T ) × Ω), 1 < p < ∞, care verifică
ecuat, ia

np
∫ T

0

∫
Ω

∫
Ω

ρn(x− y)|fn(t, x)− fn(t, y)|pdxdydt ≤M (9)

s, i
‖∂tfn‖Lp((0,T ),W−1,p(Ω)) ≤M (10)

atunci {fn}n≥1 este relativ compact în Lp((0, T )× Ω).
Rezultatele din Capitolul 3 sunt bazate pe lucrarea [12].
În ultimul capitol al tezei considerăm un model de convect, ie-difuzie diferit de cele

anterioare. Cele două nuclee care apar în partea difuzivă, respectiv convectivă, concurează



între ele. Analizăm următoarea ecuat, ie
ut(t, x) =

∫
R
K(x− y)(u(t, y)− u(t, x))dy

+

∫
R
G(x− y)f

(u(t, y) + u(t, x)

2

)
dy, t > 0, x ∈ R,

u(0) = ϕ,

(11)

în cazul particular când f(u) = u2. Acest model a fost propus în [6] ca o regularizare a
următoarei ecuat, ii de advect, ie nelocală inspirată din teoria peridinamică

ut(t, x) =

∫
R
G(x− y)f

(u(t, y) + u(t, x)

2

)
dy.

Modelul general în [6] presupune că funct, ia K este o funct, ie pară s, i G este o funct, ie
impară. Consideram aici nucleele K s, i G care sunt integrabile. Pentru simplitate presu-
punem că nucleul K este de masă unu. Noi vom analiza bine-punerea problemei (11) s, i
comportamentul în timp mare al solut, iilor sale. Rezultatele prezentate aici se bazează pe
ipoteza că nucleul K domina nucleul G, adică pentru o constantă pozitivă C = CGK are
loc inegalitatea

|G(x)| ≤ CGKK(x), ∀ x ∈ R. (12)

Pentru orice u0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R) demnstrăm că există o unică solut, ie locală u ∈
C([0, Tmax], L

1(R) ∩ L∞(R)) a ecuat, iei (11), solut, ie ce conservă masa datei init, iale. Mai
mult, în ipoteza unei date init, iale mici ‖ϕ‖L∞(R) < 1/CGK , solut, ia este globală, păstrează
semnul datei init, iale s, i satisface

‖u(t)‖L1(R) ≤ ‖ϕ‖L1(R), ‖u(t)‖L∞(R) ≤ ‖ϕ‖L∞(R).

Odată ce bine-punerea problemei a fost stabilită, obt, inem descres,terea solut, iilor siste-
mului (11). Demonstrăm că

‖u(t)‖L2(R) ≤ C(‖ϕ‖L1(R), ‖ϕ‖L∞(R))t
− 1

4 , ∀t > 0. (13)

În plus, dacă data init, ială satisface condit, ia ‖ϕ‖L∞(R) ≤ 1/(2CGK), atunci pentru orice
2 ≤ p <∞ are loc următoarea estimare

‖u(t)‖Lp(R) ≤ C(‖ϕ‖L1(R), ‖ϕ‖L∞(R))t
− 1

2
(1− 1

p
), ∀t > 0. (14)

Condit, ia de mai sus, ca norma L∞(R) a solut, iei să fie mică este similară cu condit, ia
Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) care apare în studiul stabilităt, ii aproximărilor numerice



pentru legile de conservare (vezi [10, Ch. 3]). Aceasta garantează că partea difuzivă
controlează termenul convectiv neliniar. Diferenta fat,ă de ecuat, iile de convect, ie-difuzie
nelocală anterioare [14, 13, 12] este că în acest caz termenul convectiv

Tu =

∫
R
G(y − x)(

u(t, y) + u(t, x)

2
)2dy

nu satisface condit, ia disipatvă (Tu, u)L2(R) ≤ 0. Astfel ar trebui impuse condit, ii suplimen-
tare asupra datei init, iale, deci s, i asupra solut, iilor, pentru a controla acest termen cu partea
difuzivă.

Ultimul rezultat al acestui capitol se referă la cres,terea asimptotică a solut, iei u. Intro-
ducem următorii termeni

A =
1

2

∫
R
K(z)z2dz s, i B =

∫
R
G(z)zdz.

Principalul rezultat privind cres,terea asimptotică a solut, iei sistemului (11) este următorul:
presupunem că K ∈ L1(R, 1 + x2) este pozitiv într-o vecinătate a originii. Pentru orice
ϕ ∈ L1(Rd) ∩ L∞(Rd) cu ‖ϕ‖L∞(R) ≤ 1/(2CGK) solut, ia u a sistemului (11) verifică

lim
t→∞

t
d
2

(1− 1
p

)‖u(t)− U(t)‖Lp(Rd) = 0, 1 ≤ p <∞,

unde U este solut, ia ecuat, iei Burgers vâscoasă{
Ut = AUxx − B

2
(U2)x, t > 0, x ∈ Rd,

U(0) = mδ0,

s, i m este masa datei init, iale ϕ. În acest caz U poate fi calculat explicit folosind transfor-
marea Hoph-Cole. Rezultatele din capitolul 4 se bazează pe lucrarea [11].
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