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Le l-ieu rdiuit et ie L

Constantin BdnicS

0n uti l ise les ensembles singuliers d'un fai$au cohd.ent

pour dtudier -le,:; roints rdduit: ot, normals d'un norphisrne plat

dtespaces conplexee et  d. tun morphisme plat  de var idtds dj f fdren-

t i a b i e s .  '

1. Soit f : X --*, 'r Y u;;r norphisme dtespaces complexes, Pour.

tout  point  y c l ' , . . r  o l  note I1u i .a f ibre de f  au-d.essus de y.0n ob-

t ient  a insi  une rr fani ] le ai :a ly ' l . ique drespaces complexes,, ,  ( \ r ) . , .
J . l

Consi idrons Eor prt)ur idLd P co' . rcernar: ' l  les espaces ggmFlexes. On

peut poser la quest ion s i  l fensemble

{vev /x"  u i t  la  propr idtd PJ

est ouvert et si son compldmentaire est analytique. C'est urre ques-

t ion loeale sur Y. De m€ne, s i  P est  une propr id i ,d coneernaRt les

points dturt  espace complexel  t lor ,s on peut demander s i  l tensemble

{xe X I 
"rt*) 

ait la propridtd P au point xJ

est euvert et si son compldnentaire est

tion local-e sur X.

Un exerirpL.e classique est dorurd par

tinuitd de Remnert fB] :

[soient f  :  X ---+Y un morphisne dtespaces complexes ei  k un

entier.  Al-ors lrensemble {x€)(fAim* Xf(*)<k3 est ouvert et son

conaplSnpliai re est anaiytique " .

Mais en gdndral, si le norphisnre f est quelconque, on a peu

de chance que cles propridtds raisonnable d'une fibre peuvent se

transnettre aux fibres voisines. Soit pour cela 1t e:cen:ple suivani .

. "  C2 (de cooroonndes ,LrrZ) oonnd par

anal-ytique. Ctest une ques-

Ie thdorbne de seini-con-
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l,dquati on rrrl = 0 et f : X --? Y donnd paruLi la fibre Xo

isomorphe A la d.roite affine, tandis que les autres fibres Kn
a'l

des points  doubl -e  1 (y ,O)  r  a ' [z r7/z i ) .

Lthypothbse quron doi t  la fa i re pour a$surel  gne rdponse po-

si t ive pour beaueoup des propr idtds l  est  }a plat i tude de f  pour

la deuxibme ctr leFj i . jon,  respect;-- ;c: ; ,ent  l r i  propf{dtd et  la plat i tude

r1e f  nolrr  1a oreraibre.s v 4 * v r r *

On trr.,uve dans ( t J, $ 9 et $ 12) une dtude syst6na'uique

corrc.Jrns,nt ce sujet clerts; -re cas alg6brique.

En part: ' ; ' rr* ier ofi  Prir l l ,r€3

Thdor-bne f." Soit f : X -*) Y un morphis::re ptat de type fini,

X et y dtant Ces sc-:hdmas local-r.:ment -:cethdriens.Alors les enseurbl'rs

t*exlxrt")  soi t  rdduit  au point 
" ! ,  {"e X/Xr(*)  soi t  normal

au point xJ

sont ouverts.  s:-  d.e plus,  f  est  propre,  a lors les ensembles

tveYI,{, soii, rdduitJ , {veYl,ty soit 
"o"**}

sont aussi  ouverts.  -

2. Dans le cas analytique on a l-e in6ne rdsuLtat:

Thdorbme 2. soit f : x --? Y un nrorphisme plat drespaees
a

complexes. Alors 1es enseinbleu {"6X/Xf(*)  
soi t  r6dui t  au point  xJ,

t"nXl,(f f* l  soit nor"mal au point xJ

sont ouverts et leurs conpldrcentaires sont a:-ialyticues. Si de plus

f  est  propre,  a lors les ensembles

{ ,nv/xv 
soi t  rddui tJ,  { tevl : r ' ,  soi t '  normat}

sont aussi ouverts et l-eurs compldrnentaires analyti-ques'

Ce thdorbne est prouvd par Grau.ert ct Kerner [,4J quano X

est une surface de P.ienarur. Dans fO] fienf a prouvd i 'dnoncd gd-

ndral dans le cas non arcnirndd.ienl conme i} est dit dans la prd-

faee oe cet art ic le,  1a ndthode de ddnonstrat ion peut stre edapt '$e

aussi au cas complexe. nans ff] on donne une aut; 'e deinonstratror:,

a a n *
D U I T  V
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noyenant 1'hypothbse suppldmentaire que X et T sont de dlmen-

pure. Esquissons ici une nouvelle cidmonstrationr Qui peut

adaptde dgalement au cas diffdrentiel.

.  
Si  X est  un espace complexe et  F( Coh Xr alors pour tout  en-

k  on  d6 f in i t  t ,ensemble  s ingu i ie r  l - r . - (F)  =  
{ *€X/pro f  F* {L}  .

%(F) 
est  anal$t : -1 i1q et  fermd, d+ , . i inensi t 'n <k.  D'aprbs des pro-

pr idtds gdndrales,  l tespace X est  nor inal  iu point  x s i  et  seulement

s i ,  por f f  tou t  . ro is inage U de 'x ,  I ' app l i ca t ion  f (Ur0X) - -+ f (U\S(X) '0X)

es t  b i jec t i ve  (  S(X)  d tan ' r  l .e  l ieu  s ingu l ie r  oe  X) .  Cec i  e t  le

th6orbne d,annulali,,,r: pour l-a cohii,nologie Lccale C-: Scheja et 
:

Trautmann tfl] anenent au critbre suivant de nornalitd de l iarko enJ

{ca trouve dans fVJ Lirie premibre applic: ',t, ion de Ia chomologie 1o-

cale A une quest ion {e 
normal i td) :

t 'X est normal au point x si et seulement sj.

dim*(S (X) 4 St(Ox) ) < q-2 r pour tout ent ier k".

De m$me, X dtant rdduit au point x si et seulement si les

rest r ic t ions l (U,O")  -+  f  (U* .  S(X) ,OX) sont  in ject ivea 'on obt ient :

"X est  rddui t  au point  x s i  et  seulement s i

dio,.r(S(X)f l  Sf (0X) ) <k-l ,  pour tcut ent ier kr ' .

Soient R(f)  et  N(f)  les compldrnentaires des sous-ensembles

de X ddf in is d.a.ns l 'dnonc6 du thdorbne 2.  On a donc:

R(f  )  = x : fxax/a in*(xr(*)  ns( f  )  O sr(0- ' r  i )  < k- l ,  +k3 et

N( f )  -  x  - { x  6x l d i nx ( x r ( * ) nS ( f ) f t t r ( 0 . { ' f ) ) <k -2 , *u l ,  o t

S(f )  ={  *e  Xlx f (x ,  so i t  s ingul ier  au po in i ;  x } ,

S k ( O X ' f )  = {  * € X  p r o f *  X f ( * l  € k 3  i

Montrons que S(f)  et  S*(0. t r f )  sont des sous-ensembles anaiyt iques

fermds et  ce qu'on cherche h prouver concernar i . t  R(f)  et  N(f)  rd-

sul te du thdorSme de semi-cont inui td de P.emmert .  L 'asser"t- 'on con-

cernant S(f)  rdsul te ou fai .u qur i l  esi  t -ermd f ,7J ei ,  oe i 'dgar i t ,d
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s(f) = 
Y 

({xe x/ain* xr(*) <tln{ "l.r:.*o(l?x/m*J}") 2l l '  l ,

oU f)={)}rt  est le faisceau d.es dif fdrentiel les relat ives. Concer-

nrnf  q  (^  f ' \  on d une asser t ion gdn6ra le :v k \ v a , r t 4 , ,

"Si f : X -) Y est un morphisme <1'espaces conplexes ei;

F€Coh X est plat sur Y, alors les ensemb.l-es Sk(p, f)  =

= { x/nrc1'(F,. l* f  t* lF*) 
(  kJ sont fern6s et 

'analyt iques".

0"1 !lr"o'.:ve ceci en raaenant drabord. le problbne au.as of f

est une pnojection Y.y U -+ Y, U dtant e,LIr. ouvert drun espilce nr:lrd-
i"

rl-que, et puis en exprimant la profondeur en termes de dimension

hcnologic lue et  eo ut i l isant Ie rdsul tat  su. ivant dtalgbbre l -ocale:

t 'soient A --+ B un norphisne local dtanneaux -1 ccaux noethd-

riens et id un B-module de type fini. Supposons quq I. ' i  et ts sont

A-plats. Alors dh# = dhBTnnB (M/ruUL{)" (on peut trouver des ddtails

darrs fz|). 
'

Concernant la deuxibme assertion t1u thdorbne, les conpl6men-

ta i res  des  sous-ensernb les  de  Y dd f in i  dans  1 'dnoncd son i  f (R( f ) )  e i

f  (U(f  )  ) ;  on conclut  en appl iquant l .e thdorbne de pro jec. l ion de Rem-

m e r t .

Remarque. On peut trouver d.ans [tZJ ]rextension en gdomdtrie

algdbr ique des cr i tbres de norrnal i td et  d '6tre rddui t .  En part icu-

l ie r  on  ob t ien t :

"Soit A un anneau loeal- noethdrien, complet et d.e Cohen-l[a-

caulay. Alors A est rdduit (resp.norraal) si et seulem.ent si

c l i m  S ( S p e c  A ) ( d i n  A - 1  ( r e s p .  d i m  S ( S p e c  A ) ( d i n  A - 2 ) ,  o t  S  e s t  l e

l ieu s ingul ier" .
4

5. Soit f : X --+ Y un nor'phisne C entre deu-x varidtds

di f fdrent iables.  Soi t  x un point  de X. Notons E* et  5f(*)  les an-

neaux de gernes oe fonct, ions C* en x,  respect iveroent en f  (x) .  Par

F* et F*r*\ notons les comp16i,5s par ranport aux iddaux rnaxinais.
r L  J .  \ n /



\,.
Le nnorphisme f induit un morphisne loca1 Ef (*) ..-l Ex, donc urr mor-

phisne local Ff(*) J F*. 0n dit  d'aprbs Tougeron fVJ que f est

plat en x si le nrorphisne f-r(x) * F* est plat. 0n d.it que f est

plat s ' i l  est plat en tout x de X. Nous d. j .sons que f est rdduit

(resp. norioa--l.-r au poin'h x Fi l larureau F"/*f(*) F* est rdduit (resp.

normal) .  Si  X et  Y sont des var id ids analyt iques (rdels ou complexes)

e"L f est une application anal-ytique alors. f, regard.6 comme appli-

cat ion CM entre les var idtds i i f fdrenl iables assocides, est  rddui t

(resp. nr)rio&l) en x si et setrl-ement si itespace analytiqu€ X.r' l ..\
'  *  \ r ! /

est rdduit (resp. rror' i i l?l) en x; en effet, une algbbre analytique

est rddui te (resp. nornale) s i ; : 'L seulement s i  sa courpldtd est  rd-

du i r ,e  ( re rp .  normale) .

Thdorbme 7. Soit f : X -? Y un morphisne plat de vari6tds

di f fdrent iables" Alors '  les ensembl-es

{"eXlf  soi t  rddui t  en x} ,  {"ex/ f  soi t  normal ut t  *}

son'L ouvertg.

Ddmonstrat ion.0n peut supposer que X e-b Y sont des ouverts

d.ans .1es esp{aces numdriques d.e di::ensions n et n, d.e coord.onn€es

* 1 r . . .  l x n  e t  Y l 1 . . . 1 / * .

So i t  xo€X.  Le  norphr isne  F  n .  *  F . ,  d tan t  p1at ,  d taprbs
f  (x ' )  x "

([15J r6.L.2 et 5.3.r) din (F*o/n;1*o;{9tscin F*o - oin Ff(*o) = *-t

et prof (r '*o,/nrr(xo)F3o) = prof F..q - prof Ff1*o; " Par consdquent',

F*o/\.1xo; Fxo est anneau de Cohen-l ',{acaulay, d.onc i} est rdduit

(resp.normal) si et seulement si son l ieu singulier esi de d.inen-

s ion  $  n -n- l  ( resp .  (  n -n-2) .

Nous avons besoin de dquat ions expl ic i tes pour le l ieu s in-

gul ier .  Pour cela,  ut i l isons l -e cr i tbre Jacobien de rdgular i td sous

I a  f o r n e  d e  ( [ 1 5 J ,  C h . I I ,  $  1 ) .

So ien t  f l , . . .  r f r '  l es  conposantes  de  f  .  Les  d ldments

f t - f t (xo) ,  . . . , f * - f * (xo)  engendrent  I '  j -dda l  fxo  =  i l f  qxo ;  F :<o  e t  de
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s t t i ' r a  T 1  - r , d c r r ' l  i  l r , a .* x o  ^  v b s & 4 v r  u ,

Ff (*o) 
---+ F*e de }a

r o r ' - o 1 1 '  o no  o  o  1 " Y * - " Y m \ r  \ / '

en  e f fe t ,  c fes t  l t i nage

suite rdgul iere de pa-

obtient une surject ion

. ;  j  . : :
|  |  ,  I  t .

l 9 - u  =  ( O : u ) -  -
|  ' r l c ' I ( K ( n

D r  r *  r  r r J

^ ;  1 -  -  . ;

.q ]  i '  =  ' l
U

l"t

5 r \

{ o  
*  t * o  ,  ( Y L , . . . , f * )  [  f i ( f i - f i ( * o ) ) ,  € t  l e  n o y a u  e s t

engendrd par Ies relations triviales t v u

0

- (f j : f  j  (*o ) )

rr-f, (xo)

(vo i r  pa : r  exemple  f  f l | , '  Ch . I ,p rop .5 .1 ) .  par  consdquen- t  on  ob t ien t

une suitc exacte

* p  2  , mtro^ + r,*^ -+ r ^ -t o.
xt xt xt

or) l - 'ent ier  p est  inodpendant de xo et  la matr ice qui  aonne f  est

continue par rapport h xo. lon,:j pour tout entier k, on peut trou-

ver des dldments de F*o en noiobre fini, l-eur nonbre di,ent inddpen-

darr t  d.e xo,  eui  engendrent f  iodat ol( I*o) ddf in i t  dans (r5Jrp.50)

€t, de plus , tels que 1es dl6nents varient continiiment lrar rapport

A xo (on regarde sur F*o la topologie donnd par la convergence des

coeff ic ients des ser ies).  une assert ion analogue vaut pour les

iddaux  Jk( I *o )  de  ( f I l J  t  p . lo ) ;  en  e f fe t ,  Jk ( Ixo)  es t  engendrd

p a r  f r - f l ( * o ) , . . . 1 f ^  |  O .- f - (x " )  e t  par  1es  jacob iens
ul

l ( f ;  - f ' . i  ( x o )  r . . . ; f j  - f i  ( " o )  )  /  D ( x ;  ;  . . . 1 X . ;  )*L *1 *k *k *1 *k

f  {  i f (  . . .  (  ik(  t .  En ut i l isant les deux assert ions on peut t rouver

pour tout entier k des dldnents de F*o en nomDre fini, leur nombre

dtant ind.dpendant de xo, qui rrarient continiL:rent par rapport b xo

et dont l tensemble d"es zdros d.ans Spec Fxo coincide a l ,ensenble

d e s  z 6 r o s  d e  I  ( r  ^ \  =  , [ T ; - \ A r l f f i - l
k \ . ! X O /  

-  V  r l c l r * o /  /  |  V  u p i r * o l .

n t a n r . A . s  I o  n n i t A r . o  i : r n n h i o n  d e  r d c n r r ' l n r ' ' i f J  ^ 7 1  r r { ' r i r n . < r . Q n o i .s  s y r  v v  + v  v a  !  v u !  v  d q v v v l v i t  v v  t  g a u r q i  +  v g ,  w t i  q \ \ i a r o  \ J l j g w
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\.
r(r*o / rx() = fl \,/t i i*(rxo) ) "

0n peut  a ins i  t rouver  d .es d l -d inents  g1(xo) , . . . rgp(xo)  de 
1,o,

leur nombre dtant indddendant de

rapport A xo et tels que Ie l ieu

t i f ie e l- 'ensemble des

( s r ( x o ) ,  " . .  r g * ( x c )  ) .

Par consdquent,

ox-, oui varient contin0ment, par

singul ier  S(T ^/m ^ F ^)  s ' iden-
x"  f (x " )  x "

zdros dans spec( \ " /%(*o)F*o)  au I ' iddal

cim s,1"r%t*or1o) = d in(r '  o , / (s1(ro) , . .  " ,gN(xo) )

et on f inie la C.dru., , ;1s;trat ion en ut i l isant t f t lJ,  ch.^f l ,  pr. j .7).

Peut 6tre la thdorie dcs espaces diffdrentiables fl-tl donne

un cad,rc, naturel $]cu.,: gdneralise.c le tiidorrhe 3 o

4'.  On peut gdndral iser les fai ts de la sect ion prdcddente

xrine it suit, orir va consid.drer d.es u"or""" annelds

(X,&)  qu i .  loca lem.ent  sont  de ta  forme (Supp(Eg/ I ) ,  (EU/ I ) l6"pp) ,

oD u est  un ouvert  dtun espace numdrique, Eu le fa j_sceau de germes

d.e fonctions Cd sur LI et ICEU un faisceau d,iddau.x pseud.ocohdrent

(cf .  SGA 6, f  . I { .n.S.,  Bures sur yvette t966/ i967).  Les morphismes

f  :  (x,Ex) --+ (Y,Ey) seront lo 's norphisnes drespaces alurelds qui

localement sont induites par des applications diffdrentiables

f '  :  U  - -  >  V  t e l s  q u e  f ' o ( J ) E u c , f .

0n di t  d 'un te l  morphisme f  qu' i l  est  p j -e i  ( resp.rdgul ier ,

rdduit, normal) dans le point x si 1e co,npldtd du norpirisroe

\ r r { * )  *  t " , "  ( respo 1e  ssmpld td  du  I 'anneau EX,* / * f . ( * )Ex , * )

est  p lat  ( resp. rdgul ier ,  rddui t ,  normal) .  0n va supposer par l i r

sui te que f  est  p lat  dans tous les points de x.  De plusr el-1€ f  est

indui t  par un fr .  soi i ,  xo un point  de x.  on peut t rouver,  c.ans un

vois inage de:co, des ent iers n- et  no et  des prdsentai , ions f in ies

.'',tr .?t"l - -tatul"+ Eul*--> sl(x1 -? o,
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or] dt(x) est 1?iddal d. EU,,.  pour lequel t ' ,* /*1x)ca&, */^f(*)EX,* ,

tetles que te compldtd du i("), ?t*) , rl1__--+ Fto .varie contino_U l x  ' ' ' U , * ' " '

ment par rapport a x quand on regarde u* Fu,* (s' identif iant c&_

noniquement h un anneau cle sdries formelleE,) la topoiogie donnde

par 1a conl / ' ; rgence des coeff ic ients d.es sdr ies:  on part  avec des

prdsentations "continues" convenables pour i:. ' , iddaux maxi:.: i,.,.r.{ des

anneaux OUrr ,  dans  un  vo is i "T"  U.  Jo  =  f (xo)e  e t  on  u l i l i s :  i l es

fai ts du (ch.r ,  $ 2;  ch.rr f  ,  $ f ' ,  du sGA G, en remarquant 'que l i .
f fcont inui tdt '  peut se prdserver.  ^rr  dddui t  a lors l  connrg d.ans 7,

. l .  tassert ion:

(*) 11 existe, dans

dldnents  f f  ( " )  ?  .  .  o , fO(x)  e

A x et tels que dans Spec
\

un voisinage de xo. un entier p er des

J:,;.* qui varient ,:._.rntin0rnent par tapporr
. , /  

, 4

t +  \( r i r  * )  o n  a :
v t ^

V (  ( f l ( x ) , . . . , f O ( x )  )

ore ddduit de tttZ), ch.rr,
t'Pour tout n:.orphisme plat

=  S (  (& , * / *1 ( x )8X , " )  ̂ ) .

P r . 5 . 5 ) :

f  :  (X, \ )  - - )  ( f  .Xy) ,  ta  fonct ion

x l--)  dim s( (&, 
*/^f(x)Exr*)^) est seui-continue supdrieurementr.

En part icul ier,  l rensenble 
{xe xi f  soit  rdgul ier en xJ est ouvertu.

Rappelons que pour, un anneau A et un entier f{ on note

s i (A)= {p€spec Af  l re f  uo *  c t im(A1p)<k?.  s i  A est  quot ient  d ,un

anneau local noethdrien rdgul ier,  alors s;(A) est fernd (et ainsi
prof A ) k+l si et seulearent si {CAl 

= fr) .

S o i e n t  A (  =  A ( x ) )  =  (

Pour un iddal p€Spec

tel les que les entiers n^ ne
I

uatrices qui ddfinissent 1es

ddpendent pas de x et  te l l -es que les

morphisnes B,(x)*qnl  ,  B(x)nq var ient

et  B(  -  A(x)  )=E, ,  -=4,  _ . .v t ^  u t 4

i l  /m . l r  )*f -rf *-P t'v \ rt -r  \ r ! r r  t r T l '

AcSpec B on  u

prof Ap * dim(Arzp) = din B - Un"oOO.

on peut trouver, dans un voisinage d.e xo, d.es rdsoluiions
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continilnent par rapport e x (on part des rdqolutions convenables

pour t.r tu,r-rnodules n'rr/1r, dans un voisinage U. Vo = f(xo),

et puis on ut i l ise Ie Jerone I I I .1.1.1 du SGA 6, la plat i tude de f

et  de nouveau de ler , rme).

On obt icnt  I tassert ion:

(lt ie) Pour un entier i< i l  existe, d.ans un voisinage d.e xo, urr

entier q et deA dldnents Yf (*) , . , ,  rYq(x) € Furx eui varient contin0-

ment par rapport h x e-b tels que d.ans Spec UU,* on a

v(vr (x) , .  " .  r ln (x) l  =  s i l (  (&,  * / * f ( * )Ex,* )^ )
( 

Y. sc.nt certa"ins mineurs ob.tenus par 1es morphismes de la rdso-

lu t ion  < ie  A(x )  ) .

A l ta io.e de ceei  on prouve:

rrPour tout  morphisme plat  f  :  (X'EX) -? (Y,FT),  fa fonct ion
^ * , , -  . A ,x H dim so1 (Exr /^t(x)Ex,*) 

^) 
est semi-continue 

",rpe"ibt#nent.
En par t icu l ier ,  1 'ensemble { "eX/prof (  (e t  

, * / * f ( * )Exr : : )^  )>  k j  est

ouver t .  De m6ne,  l - rensenb le  . fx t l / (EX,  
* / * f (x )& . * )^so i i  de  Cohen-

Mbcaulay j est ouverti l .

De (*) ,  (**)  et  en ut i l isarr t  les cr i tbres de normal i td et

d '6tre rddui t  ae f fZ]  on conclut  enf in:

"Pour tout morphisme plat f : (X,%) --" (Yr&) ]es ensembles

{xeXft soit rdcluit en xjt {"exlf soit.normal en *l sont ouverts'r,.
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