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Le lieu réduit et le lieu normal d'un morphisne

Constantin Binicid

On utilise les ensembles singuliers d'un faisau cohérent
pour étudier les points réduits et normals d'un morphisme plat
d'espaces complexes et d'un morphisme plat de Variétés d: fféren-
tiables,

1., Soit £ : X —3» Y un morphisme d'espaces complexes, Pour
tout point y de i ca note X, Ja fibre de f au-dessus de y. On ob-
tient ainsi une "famille analytique d'espaces complexes", (X&)y.
Considérons unc propriété P coucernan’: les espaces complexes, On

peut poser la quesiion si 1‘'ensemble

{yéY [Xy ait la propriété P}

. P - .
est ouvert et si son complémentaire est analytique. C'est une ques-
tion locale sur Y. De méme, si P est une propriété concernant les
points d'un espace complexe, alors on peut demander si 1'ensemble

{XEEX] Xe () ait ;a propriété P au point X}

est auvert et si son compléﬁentaire est analytique. C'est une ques-
tion locale sur X. |

Un exeuwple classique est donné par le théordme de semi-con-
tinuité de Remmert [8]

"Soient £ : X —> Y un wmorphisme d'espaces complexes et k un
entier. Alors l'ensemble {xéZXIdimX Kf(x)s;k} est ouvert et son
complémetaire est analytique”.

Mais en général, si le morphisme f est quelconque, on a peu
de chance que des propriétés raisonnable d'une fibre peuvent se
transmettre aux fibres voisines. Soit pour cela 1‘'exemple suivant.
2

Y =€, X = le sous-espace de € (d

(¢

coordonnées zl,zg) donné par



N

1'équation leg =0 et-f ¢ X —>Y donné par Z15 la fibre X, est
isomorphe & ia droite affine, tandis que les autres fibres X sont
des points doublg Ca il 0] C[ZZ]/zg).

L'hypothdse qu'on doit la falre pour assurer une réponse po-
sitive pour beaucoup des propriétés P est la platitude de ¥ pour
la deuxidme guesiion, respectivement la proppiété et la platitude
de f pour la premiére,

On trouve dens ( [5], § 9 et § 12) une étude systématique
conicernant ce sujet dans le cas algébrique.

En particuiler on prouves

Théordme 1. Soit £ : X ——» ¥ un morphisme plat de type fimo.
¥ et ¥ &tant des schémas localement noethériens.Alors les ensembles
el b 3 4 s * E ~7 {7 o -
{Xé/;ln.f(x) soit réduit au point x}, {X 61{{;&.{,(:{) soit normal
au point x}
sont ouverts, Si de plus, f est propre, alors les ensembles
{ye Y{Xy soit réduity, {y e*z[:{y soit normal}
sont aussi ouverts,

2. Dans le cas analytique on a le méme résultat:

Théordme 2. Soit f : X —> Y un morphisme plat d'espaces

complexes., Alors les ensembles {XéEXIXf<X) soit réduit au point X})
{XIEXfo(X) soit normal au point x}
sont ouverts et leurs complémentaires sont analytiques. Si de plus
f est propre, alors les ensembles
[vex(x, soit réauit}, {ve 1’/1{:/, soit normal}

sont aussi ouverts et leurs complémentaires analytiques.

Ce théordme est prouvé par Grauert ct Kerner [43 quand z
est une surface de Riemamnn. Dans féj Kiehl a prouvé 1l'énoncé gé-
néral dans le cas non archimédien; comme il est dit dans la pré-
face de cet article, la méthode de démonstration peut &tre adaptée

aussl au cas complexe, Dans [l] on donne une autre demonstration,
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mais moyenant 1‘'hypoth®se supplémentaire que X et ¥ sont de dimen-
sion pure, Esquissons ici une nouvelle démonstration, qui peut
8tre adaptée également au cas différentiel.
Si X est un espace complexe et FgCoh X, alors pour tout en-
tier k on définit 1'ensemble singulier & _(F) ={x€X[prof F X7 .
Sy (F) est analytiquec et fermé, de Jdimension <k. D'apres des pro-
priétés générales, l'espace X est normal au point x si et sculement
si, pour tout voisinage U de x, l'application P(U,OX)-ar%U\S(X),OX)
‘est bijsctive ( S(X) &tant le lieu singulier de X), Ceci et le
théordme d'annulation pour la cotomologie locale dz Scheja et
Trautmenn [1D] smenent au critdre suivant de normalité de Markoe[7]
{on trouve dans [w une premidre applicstion de la chomologie lo-
cale & une question de normalité):
"Y est normal au point x si et seulement si-
dimX(S(X)(lsk(OX)}:gk—2, pour bout. entier K",
De méme, X étant réduit au point x si et seulement si les
restrictions ['(U,0y) — ['(U~5(X),04) sont injectives,on obtilent:
"¥ est réduit au point x si et seulement si
dimX(S(X)r\Sk(OX))s;K—l, pour tout entier k".
Soient R(f) et N(f) les complémentaires des sous-ensembles
de X définis dans 1'énoncé du théoréme 2, On a donc:
R(E)
N(f)

X rexdin (X yNSE) NS (04, 1)) € k-1, ¥k} et

1

X ~{x ex|dim (M,,)n S(£)N 5,0, f))ék-2,4‘1~:}, ol

S YEZKIAf( ) soit singulier au point x3,

Sk(OX,_) :{xé.{ prof. M,(J{)\_n:z

Montrons que S(f) et S, \O{,,) sont des sous-ensembles analytiqu
fermés et ce qu'on cherche & prouver concernant R(f) et N(f) ré-
sulte du théordme de semi-continuité de Remmert, L'assertion con-

cernant S(Ff) résulte du fait qu'il est fermé [3] et de 1'dégalité
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Sl y({xe X|dim_ ;f(X)d}n{ deimc(ﬂxlm}{ﬂx) 54 3,

oﬁ.l)=12%/y est le faisceau des différentielles relatives, Concer-
nant SK(OX’f) on & une assertion générale :

"$if + X —> Y est un morphisme d'espaces complexes et
F&Coh X est plat sur ¥, alors les ensembles Sk(F, £y =
:.{X[proffFX[mf(K)FX)s;k} sont fermés et analytiques™.

Oax prcuve cecl en ramenant d'abord le probléme au cas ol f
est une pnojection LRty Fy U étant un ouvert d'un espuce numé-
rique, et puls en exprimant la profondeur en termes de dimension
hcmolozique et ea utilisant le résultat suivant d'algebre locale:

"Soient A —> B un morphisme local d'anneaux locaux noethé-
riens et M un B-module de type fini. Supposons que i et B sont
A-plats., &lors dh i = th/mAB (M/mAM)" (on beut trouver d?s détails
dans [2]). =

Concernant la deuxidme assertion du théor2me, les complémen-
taires des sous-ensembles de Y défini dans 1'énoncé sont £(R(f)) et
F(N(f)); on conclut en appliquant le théordme de projection de Rem-

mert,
Remarque. On peut trouver dans [12] 1l'extension en géométrie

algébrique des critdres de normalité et d'étre réduit. En particu-
lier on obtient:‘

"Soit A un anneau local noethérien, complet et de Cohen-ila-
caulay. Alors A est réduit (resp.normal) si et seuleﬁent si
dim S(Spec A) £ dim A-1l (resp. dim S(Spec A)<Kdim 4-2), ol S est le
lieu singulier",

By S0dtf ¢ ——5¥ un norphisne év entre deux variétés

différentiables, Soit x un point de X, Notons B et Ef(t) les an-

’ o ) i
neaux de germes de fonctions C en x, respectivement en f£(x). Par

., g . . x
FY et Ff(x) notons les complétés par rapport aux idéaux maximals,
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Le morphisme f induit un morphisme local Ef(x)'—*% E ., donc un mor-
phisme local Fr(x) el e 00 dit d'aprds Tougeron [13] que £ est
plat en x si le morphisme Ff(x) el est plat. On dit que f est
plat s'il est plat en tout x de X. Nous disons que f est réduit
(resp., normal} au point x si l'anneau Fx/mf(x) o est réduit (resp.
normal). Si X et Y sont des variétés analytiques (réels ou complexes)
¢t £ est une application analytique alors. £, regardé comme appli-
cation €% entre les variétés différentiadles assocides, est réduit
(résp. normal) en x si et sevlement si 1'espace analytique Xf(x)
est réduit (resp. normal) en x; en effet, une algdbie analytique
est réduite (resp. normale) si ot seulement si sa complété est ré-
“duive (resp. normale).

Théordme %, Soit £ : X —P Y un morphisme plat de variétés

différentiables. Alors les ensembles
.{'XGX[f soit réduit en x¥, {xél‘{[f soit normal en xJ
sont ouverts, -

m ration. On peut supposer e X et Y sont des 5
Démonstration. On peut supposer que X et Y sont d ouverts

dans des espaces numériques de dimensions 7 et m, de coordonnées

Xl,o..,Xn et yl,o..,ym.

Soit x°€ X. Le morphisme F —> F _ &tant plat, d'apres
£(x°) x°

et prof(FXO/mf(Xo)FXO) = prof B~ prof Ff(xo)’ Par conséquent,

F&O/mf(xo) F , est anneau de Cohen-llacaulay, donc il est réduit
(resp.normal) si et seulement si son lieu singulier est de dimen-
sion & n-m-1 (resp. € n-m-2),

Nous avons besoin de équations explicites pour le lieu sin-
gulier. Pour cela, utilisons le critere Jacobien de régularité sous

1a forme de ([13], Ch.IT, § 3).

My

Dy

Soient f,...,f. les composantes de f. Les élements

i m

S o] - o] EARIN B I T : ;
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plus, ils forment une suite FXo—réguliére; en effet, c'est l'image

par le morphisme plat Ff(XO)'““é F.o de la suite réguliere de pa-

ramétres yl—-yl(f(xo)),...,ym-—ym(f(xo))o On obtient une surjection

Fio ? IXo 3 (PrseessPy) o Ti(fi“fi(xo)), et le noyau est

g~]

engendré par les relations triviales ©*9 = (?§3)1<k<m el

0 gl kK # 1,
TiJ = —(fjffj(xo)) s; k=4
= 0 1Lk o=
fi fi(x ) 81 k = ]

(voir par exemple le],’Ch.I,prOp.5.l). Par conséquent on obtient

une suilte exacte

ol 1'entier p est indépendant de x° et la matrice qui donne,2 est

Ey

continue par .rapport & x°. Done pour tout entier k, on peut trou-

ver des éléments de F,o en nombre fini, leur nombre éilant indépen-
dant de x°, qui engendrent 1'iddal Gﬁ(IXO) définit dans ([13],p.30)
et, de plus, tels que les éléments varient continument par rapport
3 x° (on regarde sur E&o la topologie donné par la convergence des

coefficients des series). Une assertion analogue vaut pour les

idéaux JK(IXO) der (L13)5 p.230); en effek, Jk<IXO) est engendré

par fl—fl(xo),...,fm—fm(xo) et par les Jjacobiens

D(£; -f; NN R M - L D(Xil""’x‘ )

i

B e TR k

3ﬁ$11< ...<:i?$ n, En utilisant les deux assertions on peut trouver
4N

pour tout entier k des éléments de Fio en nombre fini, leur nombre

0

5 B . < BB one ; 0
étant indépendant de x~, qui varient continGment par rapport & x

et dont l'ensemble des zéros dans Spec F_, coincide & 1'ensemble

D’
P

L T = & T
des zéros de Rk(IXO) = \[5;?:;;)/]\/ k(LXO).

D'aprés le critére jacobien de régularité, on a(dans Spec E)

P
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On peut ainsi trouver des &léments gl(xo),...,gN(xo) de F
X

X

o’
. 0 . . .
leur nombre €tant indédendant de x , qui varient contin@ment par

rapport & x° et tels que le lleu singulier S(F /m A O) s'iden-
5° e )X

tifie & l'ensemble des zéros dans Spec(F O/m O) du 1'idéal
" e % f(x )
(81 (X7) 5 evesgy(x7)).

Par conséquent,

f\
x° i o X

dim S(F /o o F o) = din(F /(g (x°),...,84(x"))
et on finie la démonstration en utilisant (1B, @ TT, 5

Peut €tre la théorie des eapaces différentiables [llj donne
un cadre naturel pour généraliser le thdorhe 3 .,

4. On peut généraliser les faits de la section précédente
par exemple comme il‘suit. On va considérer des espaces annelés

U/I), (E /I)lgupp),

o U est un ouvert d'un espace numérique, UU le faisceau de germes

(X,Ev) qui localement sont de la forme (Supp(E

de fonctions ¢ sur U st Ic:EU un faisceau d'i@éaux pseudocohiérent
(ef, SGA 6, I.H.E.S., Bures sur Yvette 1966/1967). Les morphismes
£ (K,FX) = (Y,EY) seront les morphismes d'espaces annelés qui
localement sont induites par des applications différentiables
' : U-—> V tels que f'*(J)EUCI.

On dit d'un tel morphisme f qu'il est plat (resp.régulier,
réduit, normal) dans le point x si le complété du morphisme
EY £ (%) ““>’E”,v (resp, le complété du l'anneau EK,X/mf(X)EX,X)
est plat (resp. régulier, réduit, normal). On va supposer par lo
suite que f est plat dans tous les points de X. De plus, que f est
induit par un f£'. Soit X, un’ point de X, On peut trouver, dans un

voisinage de X, des entiers nl et n, et des présentations finies

L 0 . :
U X e on D U Xuﬁ?tﬂ(i) =29,
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ol QUlx) est.1%iddal de EU,X pour lequel EU,X/a(X)QﬁEX,X/mf(X)EX,X ;

.'(ll 1

A
telles que le complété de A(x), A(x) : Py FUOX,Varie contind-
b/ b]
ment par rapport a x quand on regarde sur F (s'identifiant ca-

U3¢
noniquement & un anneau de séries formellec) la topologie donnde

par la convirgence des coefficients des séries: on part avec des
présentations "continues" convenables pour i2¢ i1déaux maxinsux des
anneaux Ev3y, dans un voisinage de T = f(xo), et on utilisa dag
faits dus(Ch, T, § 22 Ch,III,'§ 17 du SGA 5, en remarquant que la
"continuité" peut se préserver, Nn ddduit alors, comme dans 3,
i'assertion:

(*) Il existe, dans un voisinage de X, . un entier p et des

éléments yi(x),‘eg,%p(x);gr' qul varient continfment par rapport

U,

& x et tels que dans Spec (FU o) -omias
N ’JL
V(((Fl(x),o;o’?)p(x)) = S((EX,X/mf(X)EX,X) )a

On déduit de (] Ob T S

"Pour tout morphisme plat f ; (X,EX)-——> (f,EY), la fonction
X —> dim S((EX’X/mf(X)EX,X)A) est sewmi-continue supérieurement.
En particulier, l'ensemble {Xéinf soit régulier en x} egt ouvert",

Rappelons que pour un anneau 4 et un entier ¥ on note
SE(A)=.{p€ESpec A[pref Ap + dim(A/p)s;k}. Si A est quotient d'un
anneau local noethérien régulier, alors SE(A) est fermé (et ainsi
prof A»k+l si et seulement si Sg(A) =i,

Soient A( = A(x)) = (EX’X/mf(X)EX,X)“ et B( - B(x))=E

Pour un idéal p& Spec Ac.Spec B on

:Fx- ®
Uz 1

prof Ap Fodimid/m) = dim B o= thpAp.

On peut trouver, dans un voisinage de x_, des résolutions

O’

n2 Ill Ilo
eee —2B(X) “— B(x) — B(x) —>A(x) —>0

telles que les entiers n, ne dépendent pas de x et telles qué les

Y

n n
. orb kS it s B qr .
matrices qui définissent les morphismes B(x) 4 l-? B(x) © varient
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contindment par rapport & x (on part des résolutions convenables

pour les E. _-modules EV,y/my’ dans un voisinage de y = f(xo),

v,y
et puls on étilise le lemme IIT,1l.1,1 du SGA 6, la platitude de £
et de nouveau de lemme). ‘

On obtient l'assertion:

(*%¥) Pour un entier k il existe, dans un voisinagé de x_, un

entier @ et des éléments yi(x),...,?é(x)g{FU’X qui varient contin@-
ment par rapport & x et tels que dans Spec FU,X on a
V(py () een g (1)) = S((By /Mo 3By )°)

‘('Wi sont certains mineurs obtenus par les morphismes de la réso-
lution de A(X)).

A l1'aide de ceci on prouve:

"Pour tout morphisme plat f : (X,EX).~—?»(Y,EY), la fonetion
X +—> dim Sé((EX,X/mf(X)EX,X}h} est semi—contindé'supérigﬁément.
En particulier, l'ensemble {XéiX/prof((EX,X/mf(X)EX’X)A); k¢ est
ouvert, De méme, 1'ensemble {XEEX/(EX,X/mf(X)EX.X)ASOit de Cohen-
Mécaulay} egt ouwvernt,

De (¥*), (**¥) et en utilisant les critdres de normalité et
d'8tre réduit de [12] on conclut enfin:

"Pour tout morphisme plat f : (X,EX) —> (Y,EY) les ensembles
{Xé?X/f godt »éduit en x},,{xéZX[f soit normal en K} sont ouvertst,
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