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)(-

MORP}IISUE PROPRE D'ESPACES COI./iPIE}ES

par Constantin B5nicd

Soient f : X ----)Y un norphisne propre d.respaces complexes, y w

point de Y et+rt, lf iddal maxinal d,e (!, .,. Pour tout entierln>O on- Y  i r J  
/ - \

note 4", l ,espace complexe (r-1(y),0*/Q*'O*fr-rrv)).  tJ" '  s 'ap-

pele la fibre n-infinitdsineLle de f en y. 4o) est Ia fibre analy-

.  
' -  

-  - - ( n )  .  - ( z t )
tique de f en y. 0n a des applications naturefl"u 

S-" 
+ ,

O4ngm, en fai t  on obtient r :n systbme inducti f  drespaces complexes.

11 s ragit d.ans ce papier de commenter certains rdsultats connus con-

cernant ces systOmes inductifs et dfajouter oes rdsultats nouveaux.

et un nombre de problbnes ouverts. Surtout il stagit, de lier

1*(n)) ^ de systbne desvoisinages Oe f- l (y) dans X. Au texte d.tex-ar 'y  ,n )o  * "  vdr  v  vv .4v  sv ,  '  v *v*  \ . r  t

posd on a ajoutd le texte de Ia confdrence faite par itauteur au

Colloque sur ltAnalyse complexel Nancy, avril11978.

I .  Le qas des classes de cohomologie

I. Conservons les notations de Ltintroduction. Supposons qo*F

est un faisceau analytique cohdrent sur X, on va dcrire TtCon x.

Pour tout n on note 
4"' 

={/$*L{r ou bien sa resiriction h

b 
= r-l(y). gJ"' -":tr: faisceau cohdrent u* 4"). Pour n{rr

ltimage inverse ae $jm) ou" 4") 
----+4-' est canoniquement iso-

morphe n 
4"'. 

Pour tout entier q on obtient des applicatrons C-

-lindaires *n(\j*), gJ*, ) -> onr4"), YJ", ) et en fait un systbme

projectir tqf4"',9J"')n o. 0n a des isoroorphismes

. tnqr*Y, * Hq(b ,T) =d+*(u,S)"

applications quotient g*fr!"1 induissent cles morphisrnes

,{taou# ;awt tg4
Les

rxl r - LI r ,4 --
l:vr,'n (t ./auf .4,aotA -tA ,>eatttnaZ)Z
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rp9+' ?1 uQla(n) - dt) I\ r L  * * J t !  /  ' L  t r y  t

et par pas$age A 1a limii'e des morphismes

tls rn%xc$r4+1 Rqr*%) <lU nn({'',4,'',.

La source s'identifie au conpldtd du d-moAule d.e type fini
v

*nt*% dans Ia topologie $-adioue.
Thdorbne (i). Les norphisnes ci-dessus

(Rqf*%) ^ *Eirnr{"),sJ"',

entier no tel- que

Ker(u415,9) ----> nac5,f$"+r) ) ) =m; Ker(HQ( xv,E) ----+ nqt5,$j") I I

sont des isomorphisnes.

( i i ) .  11 ex is te  un

rm(Hq(b,S'*",., ? rn(b,{",,, = rn(rn(1,{".' l -+ Hq(5,g(') ) )

eonsdquence remarquable suivante

,*(uq(b ,f i *r,rofx,{t ) I ) = Im(He(", F;to*t) )

pour r Tz O t e>.0 ei np no .

Ltasser'r , ion ( i)  est Ie "Vergleichssatz" de Grauertr cf.  (  F2],

Iiauptsat z II) et 1e iravail de l(rrom [f Z] . La prenibre assertion de

(ii) se trouve dgatement dans ( F2], Hauptsatz II a) et [r7] , sous

Ia forner il existe une fonction 
?, 

N -+0[ te1 que ti1 f 6) =oo

et vdri f iant pour tout e?zo et n >Ay inclusion 
o-+co

,  \  l D a  \

Ker(Hq(xy ,T _*,#lgJ", )).4rtyb) ua{5,s).

La forne plus prdcise et la deuxibne dgalitd de (ii) sont prou-

vds dans LZJ.

SigRalons la

Corollaire.

--+ Hq(x,Sj") l l  pour r>.o et eva.
Prouvons le par exenple pour r = 0. Soit $ un dldment de

(n^ )
Im(i i9(x,5--o'  )  -- , .-2tn(\  ,Vt%fi1. D'aprbs ( i i )  i l  existe un dl6nent

Tt€tnCtr42to) ) dont llim,age est jo et soit F1 lf inage a" Tt



dans u9.r,r J"o 
)

l a  a ^ l v x

3

) .  comme Ier*1nQ(x, { t " " ' ,  
- - - *  i rQ(x ,4"o ' , , ,  de

nouveau on peut trouver un dtdnent ?2enqtx,Oj.'"o') et soit

l , inage de ceci d.ans Hq{x,4'"o'r. on continue et on trouve

5.^
a

un dl_6-

ment de l in HQrr #*o)', Trtaprbs le thdorbne de compa
"n- 

*lxrb ., 
). Dtaprbs Ie thdorbne de comparaison l-ui

correspond. un dldment e = (en)n ae ]rgr tnqt*Trt##{nqr*9)n). 0n

prenne dans nar*F, s Hq(5,S) un reprdsentant de 0o et f image de

ceci par
tn(b,fl --+ 

"n(b,Tn 7 est 5o.

Dans f Lt+J r th.4.1) Griffiths ddmontre lrdgalitd

rm(Hq(b,$) - 
"n(b 

,Ytuufil = rn(HQ(",{"o', --* Hs(x, {trytl>

(pour no convenable) quand f : X --?Y est une fannille de ddforma-

tions de Kodaira-Spencer tre] et frlocalement l ibre (d"ans la termi-

nologie Uutlf+], l 'dgalitd exprime quron a seulement un nombre fin:-

dJobstructions pour prolonger 1es classes d.e cohomologie et que si

une classe de cohomologie peut se prolonger formel-ement, el-ors elle

peut se prolor€er d.ans un voisinage de Xr). Ensuite Walrrict< [ZO]

prouve ltdgalitd pour 1es espaces complexes, rnais moyenant 1'hypo-

thbse supplimentaire que f est plat et f,pfut sur Y.

2. On peut se d.emand,er cornnent se comportent Les fonctions

n r--+X,4"', gJ"') = r (-r)q ain Ha(x ,g/o?*tg) ,

fr l-----Fdin Hq()+"),9j")l pour n>>0. on a le rdsultat suivant [ii

Thdorbne. La fonction n l-r X(Xjn), Fj") ) est polynomiale oour

n>>0. Si en plus gest plat qur Y urlr"'ooir" rout e?-o, 18 fonction
t 1  .  / n " t  r ;  t t n  \

n H""($'  ,YJ" ')  est aussi polynon' iaie pour n>>0.

Esquissons bridvement lrargument" Pour la prernibre fonction iJ-

suffit d.e prouver que la fonction ciffdrence n l+rr{""t',4."-tlr-

* ru(rL) cr(n)) eet polynomiale. pour ceci i l- suffit de prouver que- . " r , ^v  ,  f  y
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pour tout q 1a fonction rI l..-.->oin HQ(x rqf/n$nt|) a cette pro-

prietd. Iiais @ $l#Ft6\*tJ-l est faisceau gradud cohdrent sr.:r le

faisceau d.'anneaux @(4 dE*$*LCrl et on applique le thdorbne de

finitude pour les faisceaux graduds de Lll et ( P4J, chap.IlrTh,2).

La deuxibme assertion ddeouLe du rdsultat suivant, cas particulier

d'un rdsultat plus gdndral (bornons nous de dire simplement. qu'i1

s'agit de 1?analogue d.tun rdsultat algdbrique d.e Grothendieck |->J

et que 1es complexes construits dans les travaux de Forster-IC:o3r

voyons a /41,[frl et Kieh]--Verd.ier [r6J vdrifient ce quril faut; en

c}:..j, pour ddnonstration et renseignements).

Thdordne (du conplexe). Supposons 9plat sur Y. Alors iI existe,
P o n

localement sur Y, un compl"*e 
"L ae Uy - modules libres de rang fini

dont la cohomologie est R'f*/ et tel que pour toui y et tout n, l-a

cohonologie du $ro+.'i; est uur{") ,yr!"' , .

3. Le pas suivant est de voir ce que se passe aux points voi-

sines de y. 0n ^ [5J .

Thdordme. Supposons que Sest plat sur Y et que y est rdgulier:.

(i) Il existe un voisinage V de y tel que

dimrHq()+?) ,SJ?) ) z oin 
"n,4") , 

gt", )
p b u r  e Z . O t  n V O  e t  J ' € V .

( i i )  Sest q-cohomologiquement plat en y ( i .e. Rqf,.(  est
, ( l  - -  : ^ ^  r - =  

'  

n .  
a - Y

$-riure et 1'application *or*5 - 
"n(b 

,{rn {, est surjective)

si et seulement si 1.e polyn6me associd A la fonction

o r--*ain gQ(x(n).Sr(n)l  est inddpendant de yr d.ans un voisinage dey.
Y t  

, v y t  t  v v

Pour I 'assertion (i) on uti l- ise le fait suivant [zol:

"soit (s, dt) un espace complexe. Alors pour tout s de s il existe

rin voisinage V iel que din(Ar,/4,) 6 ain t{fdi pour ny.0 et s'+S.',

Pour ( i i)  on uti l ise le rdsultat d'algbbre suivant [6j,
'tSoit A un anneau local noethdrien rdgulier, W son iddal maximaL
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et M un A-modu1 de type fini. Si le polyn6ne de Eilbert,-Samuel oe M

coincide au polyndme d'un A-nodule l-ibre, alors M est lj-bre".
p ot-

Remarquons quton a le fait plus prdcis: si tftVl|-- ut) est divi-

0 f r v
sible par L@llL ") pour une suite nk --->ao , alors UI est libre. En

effet, il va rds{utter que {g'f*k W = €rur. tfolt\ poi:r k>>0, oil

8* est Ia nultiptieitd de M, et ensuite q,r. I $V# ytl = €M ktntl
pour n>>O et on rdduit l-a question au faet rappeld ci-d.essus. Comrqe

iI est remarqud par C.F.L. Rhodes in (lviath. Reviewsr May I9?8r r€-

cension du papier [6]), le critbre assurant que M esi libre est une

consdquence d'un critbre concernant 1a propridtd de Cohen-lvlacaulay

([22] ,  th.6.5 ( i i i )) .  Remarquons aussi l ranalogie (de type local-

gradud) entre le eritbre de [6] et le rdsultat suivant prouvd d.ans

lrl :
'Soit  9*: ' ' faisceau cohdrent .sur l -respace project i f  Ftr.

Supposons que le polyn6ne de Hilbert n l-+7qP , F(*) ) coincioe

au polyn6me dtun faisceau libre. Alors Fest libre si et seulement

si } f  (Bp, Ft-r) )  = o pour r>0; si  en plus Fesf localement t ibre

alors on a eneore 1'dquivalence avec la condit ion rfCBnrF(-"-r) = 0

pour r( r t t .

Dans L61, dgalement pour pouvoir ddmontrer un thdorbme de con-

tinriitd pour les polryn6mes associds aux morphismes propres, nous

sommes amends A prouver le fait gae un anneau local noei,hdrien dont
+

le polyn6ne oe ililbert-Sanuel cofncid.e b celui clrun anneau rdgulier

est rdgul ier.  Ceci 6tait  ddjb eonnu, cf "  f  zZJ, th.6"5.

Ddtails de d.dmonstration pour le thdorbne se trouvent dans [iJ.

Notons seulement que la ddrqonstration, jointe aux rdsultats de [20],

nontre que pour tout q la famille d fonctions

(n r-> ain uqrrln). g(n) I I est localement finie sur r et que pourt r y  t r y

toute fonctron f :. ['i ---=0[ l,ensemble {r ey I air *nr4") ,4", ;= f (n) r
pour tout n| est un ensemble analytique (localenent fernd) de y. 0n- J
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,

obtient ainsi une stratification pour Y; si Y est lisse et Y ' J'* y

est un changement d.e base avec Yt ' t isse ei conexe, alors J.e thdorbne

montre que ltimage inverse ae F sur X X,, Tt est q-cohomologiquenent

plat sur Yf si et seulement si j(yt) est contenu d.ans un stratus.

R a p p e 1 o n s a u s s i q u e 1 e s d e g r d s d e s p o 1 y n 6 m e s d e I . 2 s o n t <

4;diqJ (cf.[f] ). firon"on" naintenant que]ques consdquences.
J

.C.orollaire. Avec les notations ci-d.essus ( J 6tant supposd plat

, - \ t t I - - - - - ^ ^ 1 : ^ - -sur Y), si pour un point rdgulier y de Y et un entier qvA on a

*n(4"), gJ"') = 0 pour n>>o, alors uatx, ,Tt%71 = o.

Corollaire. Soit f : X -+Y un morphisme lisse d.e varietds

conplexes et soj.t F un faisceau locaLement libre de rang fini sur X.

Pour tout compact K de Y i1 existe un entiet to = to(Kr$ avec la

propri6td: si  pour e).a, din Hq(#',  
"J" ')  

= din HqC4?), OJ?')

pour tout couple.(y,y')  de points d.e K et pour au moins din Y va-
n

leurs nzzto, alors R'tf*"J est localement l-ibre dans un voisinage de K.

Corol la i re.  Soient f  ;  X --- :E un morphisme l isse dtespaces com-

plexesr x un point de I et 9>-o un entier. si Hqfxjt),@x-{r,) ) = o
: y

pour n>)Or al-ors liq(\, rQ, ) = Q ( @ cf est le faisceau d.ua1 du fai-
u ' Y

sceau f).  des formes dif fdrentiel les).

En effet, si S2rf, est le faisceau des fornes diffdrentielles

relatives, alors i&n)J")*& L(n) 
(1a propridtd de changement de

, t  'Y

base [g] I ; Oxn = &*t! (Ax/y , d*) est un_ faisceau localenent tibre

de rang fini sr:r X (done plat sur Y) et on ddduit que

r@*ii')* O4", Gffi,,0+, ,q,t"1 ' 
ft"r))

et on applique 1e premier corollaire.

Qggstiog. Nous ne savons pas relaxerrd.ans le thdorbmerl'hypo-

thbse que Y est rdgulier en y. En particulier nous ne savons pas si

l rassert ion suivante est vraie:
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nsoient f : X -+Y un norphisue propre drespaces complexest

{eCon X plat s'ur Y, y €Y et q un enrier. Supposons Y rdduit en y

et  Hot{" r ,$J"r)  = 0 pour n>>0.  ators *n(b,Tr)  1o;"

De m6me, nous ignorons si on peut d.6nontrer des assertions de

sdmi-continuitd et continuitd puur les coefficients des polyn6mes

dtudies ici (quand on dcrit ces polyn6mes dans la base donnde par

ful"l, comme par exempl g dans L22J).

4. On va faire quelques commentaires sur les fanilles diffdren-

tielles de varidtds complexes compactes. Soit Y une varidtd C* et
,!

ddsignons par brc faisceau des fonctions C* sur Y A valeurs coa-

plexes. Soit f : X -->I urre fanilte de varidtds complexes compactes

param6trde par Y et I ,* faisceau sur X, localenent l-ibre de type

fini (on va considdrer sur X coftme faisceau structurel 1e faisceau'

des fonctiqns ngco sur la base et holonorphes sur la fibi"etr ) . Le rd-

oultat fond.anental est

Thdorbme. 11 existe, localenent sur Y, un compl"* !-' ae 6-no-

d,ules libres de type fini ayant 1a propridtd
o

pour tout Zo-moduLe pseudocohdrent et Frdchet

#r{'egm s Rqr*(g@{m)

nVtlet conpatibles avec 1es suites exactes courtes.fonctoriel-s e 
, 

,Otes avec 1es

Forster-Kaorr (Iavent.ma'uh.r16r]1r-l-50r L972) et Kiehl- (lnvent.

nath.116r40-112 , Lg72) ddrnontrent ltexistence d.'un {,'uh"tfiant

gqCJ' l  y Rqf*(g) (q>0). Ensuite i l  nf est pas assez dif f ic i le de

montrer que le complexe de Forster-}3eorr ou celui d.e Kiehl verifie

ce qu'il- faut: pour W?au la forne #\le raisonement est dA a

Schneider (Invent.math.116,161-176 , irrr), pour le cas gdndral en-

voyons A L51 (en fait Le raisonement de [f] est ad.aptable h la si-

t6.ation gdndrale des espaces analytiques relatifs ).

On peut appliquer Le thdorbme pour les faisceaux fftdorrrrds

suivante:

W on a d.es

1 q  7 0 )  r

isonorphis-
mes
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par les qucfients t.r^r"*t et on obtient des isonorphismes

ntt{rtfi*tg} g Ha (x,7/4+}g) r= 
"n,{"),4") 

) )'.

0n va ddduire alors pour les fonetions n F-+ ain ita({"',9J"',

des rdsultats analogues aux prdcddents, e 1'exception de la propridtd

d.e semi-coniinuitd que nous savons 1a prouver seulement sous la for-

me: pour tout n il existe un voisinage V de y tel que

ai* nat{?),gJ?))(ain rnr"d") ,  g}" ' , ,  pour tout v '€v.

Nous ignorons si on peut trouver r:n V bon pour tout n, quand n6me

on peut d.onner un argument sans semi-continuitd pour te fait sui-

vant (cf  .  [5]  ) :  s i  Hof {" ' ,  
g-J" ' )  = o pour n}or alors i rq(&,,q,)  = Q

J - . J

(dont la d.dmonstr.ation d.ans le cas complexd uti l ise la semi-conii-

nu i td ) .

0n peut ddnontrer dgalenent une variante du thdorbme d.e compa-

rq.ison de Grauertrtmais un dnoncd satisfaisant, sous la forme ha-

bituelle

+is G%x{y/fi *nt*fr) = Eg rtqrx,{t$ {)

nous ne savons pas le prouver que si RQ+1f*9 est un faisceau d.e

trbdchet [fl. L'fiypothbse de Frdchet signifie Ie fait suivant. Pour

tout ouvert U de X on peut calculer i{'(Ury) en utitisant la cohomo-

logie de dechr €D travailLant avec'oe petits ouverts de la forme

DXV' D ouvert d.run espace numdrique et V ouvert de Ia base.0n ob-

iient une topologie de type QFS (quotient de trtsdchet-Schlvaxtz) sur

chaque Ua(U,S) et la -r,opologie est ind6pendante du recouvrement.

Maint,enani si V est un ouvert de T, sur l '(vrnor$l ry, Ha(f-l(V) rS)

on ddduit une topologie QFS. 0n ob;bient sur chaque RQf* f*" struc-

ture de faisceau topologique de type

Localement sur Y il exigt,e des

m6me bornds ) J'au 8r-ncaures libres
*

:J R'f* 9.

QFS.

complexes (bornds a

dp i . vnc  f - in i  te lswuf -Y "

dro i ie r  oo

que ggi*3 *-
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Por:r tout ouvert V on a

f(v,nar;g) : H'(*q-1(v) --rdLq(Y) ----t #*1(v) ) ,

donc on peut donner une autre topologie sur I'(vrnqr*S), induite par

Ia topologie de tr?dchet au 8. 0n peut montrer que cette topologie

coincide A celle obtenue par dech (on peut par exemple raisoner com-

ne il suit: on ddroontre en util isant le thdorbne de I'application

ouverte de Banach que la topologie est inddpendante d," J', ensuite

on utilise un 8' 
"t 

r:n complexe de dech comme d.ans le travait de

Forster-Knorr et on rexcarque enfin quton a une fldehe continue entre

les deux eomplexes. . . .  ) .

Ore.stion. Nous ignorons si les faisceaux nqf*Fsont d.e trbdchet

( i .e. si  Les espaces ga11-1(V)ry) sont sdpards our dquivalent,  si

pour les compl-exe 
" 

J' qu, d.onnent local-ercent R'f*flles diffdren-
nn-1

t iel les {n-t(v) ---r#(v) sont a inage fermde).

. Faison3 ta reaarque que si nAf*f,est localement libre, alors il

est de trfdehet. Comme 1a question est locale (on plonge injective-

ment  e t  cont inuement . . . , ) r  oD peut  supposer  qu ' i1  ex is te  { 'qut

d.orure R'f*9 et soit /("qG{'h €p. l,[ontrons que eq(Y) =

= rm ( f - t (y )  - - -+ l3q(y ) ) .es t  fe rmd.  so ien t  u l , . . . rsp6zq(Y)  te ls  que

les classes dans zqff) /gq(Y)d' l ' ty r#(J'))  donnent une base (zQ =

= l e s  c y c I e s . . o ) .

L'application 0 ,J-,q-1(Y) el Sptt), * Zq(Y) donnde par Ia dif-

fdrent ie l le  e t  par  s4r . . . rso est  cont inue (Zq(Y)  est  8(X)-module to-

pologique) et sur.,; 'ective. Donc el-le est stricte. Comme Bq(Y) et

l t image par e d.e 0 @bp(Y) ont l r intersect ion nuJ-ler or peut dlever

une suite dfdldnents de Bq(Y) qui eonverge vers un dldnent d.e Zq(Y)

dans une suite convergente df dldnents a" #-1(Y)@8ottl qui appar-

tient a #-1(Y) @ 0 et on ddduit que Bq(Y) est fernd.

Corollaire. Scient f : X --*T u.ne faroiLle Cs de r,'aridtd con-

plexes compacter,9un faisceau localemeni l ibre de rang f ini  sur X,
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y un point de I et q2 O un entier. Supposons de p1us que RQ+lf*$

est de tr?dchet. Alors iI existe un entier no tel que

rn(Hq(b,?) --+ rflcb ,,{/ar4l = rn(*,#"',"j"o', --rn(5 ,{/+nrfl)-

Ltargupent est le m€me que dans I.f : on util ise le'uhdorbne de com-

paraison et le fait que pour tout r i l existe un entiet to = no(r)

te} que ,

rn(l4tx,{"*") ) --- uetx,{t) ) ) = rn(Hq(x, {"o*"' , 
-+ Ha(x,4"' , ,

(ceci dtant consdquence du fait que ain u9(xr4")) a oo).

I I .  Le cas de f ibrds en droites

1. Soient deDouveau un norphisne propre f : X --:2Y dtespaces

eomplexes et y un point de Y. Ltimage inverse ddfinie des applica-
/ - \  f n \

tions lindaires Pic t$*' --> Pic 
$"i r uI2rI' on obtient en fait un

systbme projectif. 0n va noter pic f-l(y) Ie groupe d.e Picard du

1, espace aruret-d (f-1(y) , 0" lt-t(y) ) . 0n a d.es isornorphismes

pic f-I(y) = r*rr-lrv),c{l - 
59, Pie u,

la liu:ite inductive dtant d'aprbs les voisinages ae f-11y1 dans X.

Lrassociation J,-rJt"' ddfinie une application pic r-1(y) -+

--*Pic K!") et ceux-ci une autre Pic r-I(y) -+l im Pic *(n).
J  

u  v v s - v r  s r { - ,  s s v r v  : + v  +  '  

_  
"  

. }  .

On muni chaque Pic 4(n) avec Ia topologie discrbte et on
J

prenne sur ]im 1a topologie linite projective.- < - -

Thdgrbme. Ltapplication Pj.c f-I(y) ->l-.in Pic 4") est in-- *--- J

ject ive et  dt inage dense" 
_

On peut int,erprdter l 'dnoncd en disant que Pic f-l(y) est

s6pard dans la topologie induiie et que son compldtd est isomorphe
/ n \

a lin Pic ;!*"", de cette manibre lranalogie avec le Vergleichsatz
< - J

de Grauert est frappanie.

Dans la gdondtrie algdbrique un tel thdorbne a dtd pror"ivd

I  a - ' l  t  I  r  Ipar Ariin [ 2 J, la ddnonstration est beaucoup plus difficile que dans
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le cas analyt ique (}a manque d.e 1'exponeni iel le!).

L,dnoncd a dtd ddgagd sous cette forme par Bingener [7] et

inddpendant par ltauteur, mais en fait il se trouve en substance

dans 1e papier de Kuhlmann ( [f9J , d.dmonstration du Satz 1) . Lr argu-

ment consiste A analyser A la Mittag-Leffler un diagramme dorund par

* o"tt)

Ies suites exactes O + Z -Q ---+ 0i -* O, 0 ----+ Z +

* 81,,,,,,,,,,,,,,,,,,.) * O, en util:-sant pour B aes renseignements
r \ ,

J

dorurds par 1e thdorbme ae Grauert (cf .I) et pour Z Le fait que f-I(y)

est triangulable (on a le soin de factoriser certaines appl-ications

par 1es espaces H'(Xr Z) EZ Q et ceux-ci sont de d.iuension finie sur

e et on util ise ce fait pour prouver que certaines suites dtimages

dans H' (Xr  Z)&ZQ sont  s ta t ionnai res) .

Yoici un autre argunentr eui ntutil-ise pas Ia cohonologie A

valeurs d.ans Z. Drabord on va dcrire une suite exaete remarcable.

Soit X un espace complexe et Sc.X un sous-espace donnd par un iddal

cohdrent J.4. On a une apptication lindaire injectiv" 3lS --tC,0*fS,

Y* "f 
(ef est bien ddfinie dans un voisirage des points of f est

nul le).  Drautre part on a l lappl icat ion suriect ive de passage au

quotient &l t ----" ( 0/y f !s. on obtient une suite exacte

o ---"3/s ---- d*ls --+Q ---+ r,

car  1n(1+f)  =Y-  *  *  . , .  es t -dans 3 poto un d l -dnent  C(  oe 3 . .' 2 )

Par passage A la cohonologie on obtient la suite exacte

ooo - t  r* fs ,3)  -*p ic(sr fgrJsl  - - -+ Fic s - - - -+n2Cs,3) - -p , . .

Prouvons maintenant Ie thdorbne. Supposons qu"{,rrJ, sont

deur< faisceaux invertibles sur un voisinage de f-l(y) tels que

{;X= lt:l pour tout n2.0. considdrons le faisceau W=Y**tt ,$l .

11 exist€ ro tei.que rm(l'(r-l (i l rffi) --- t '(b ,ffi;) =
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= *,r4to',, w',no" --o r(5 ,M;) . soit c( un isonorphisme

, ( n o )  u ( n J  ^ *  - ^ , , +  r ^ n a  * q n r r r r a n  r r y r  m n r . r r h i q m o  A .  
u  - P

& lry = * ,rU . On peut d'onc t:ouver r'rr morphisme (3'&t +d't,

(dans tur voisinage Ae f-l(y) ) tel que d 
"f 

p ont la m6ne inage d'ans

ffi* r4rrr*,2rr). Ee particulier flrrod,*t, est isomorphisme et il rd-

sulte aisdnent que rA est isonorphisme dans un voisinage Ae f-I(y).

P r o u v o n s 1 a d e n s i t d . S o i t n u n e n t i e r e t g = ( f - } - ' r : r r d I d -

ment A" *g fic 
{n).,I1 

faut trouver f e Pic f-l(y) d'ont f image

d.ans ric 
{n) 

soit 5* no,"" m < n. on a une suite exacte

r r o --* ?ic f-l(y) -+ ric 
{n) 

- Tf(r-l w) ,*}*td *) 
---? . r o

11 suffit de montrer que f image Zn d.e 5n dans g213-I(y),tat*1 C!"1 =

**t*W$*IdX)" est nutl-e. Dtaprbs 1e thdorbme I.l et le thdorbne

de sdparation de K:,ult il suffit . de prouver que f image d'e en d.ans

g2 (f-1 tfl ,m\*t 0*4*"*' 0*) est nulle pour tout v 7, Or i. €. 9u' erle

t

est dans t6ut r*(u2(r-r ti l rM]*"*'d") rf tr-l $),+u$+L d*)).

Mais ga ctest vrai, parce que {n = lnqt*t et que on a le diagramme

commutatif

Pic {n+r-) 
-, s2(r-i ty),+n]*"nt 0r)

ric {") 
-13 u2(r-1 tv),*}*' 0",

Reparqug. Eh fait 1'argument pour lrinjectivitd donnd dga-

lement: si € et$ sont des fibrds vectoriel-s holomorphes sur X et

"t  
1{") c.$ tnl  pour n>> 0, alors fo I  dans un voisinage de r-tqy;.

- Si {et 9 sont des faisceaux eohdrents quelconques sur X et
' ^  +  2 :  -  . - - .  - - - - - a  - ' r 1 -  r ^ - - ^ 1  ^  \  . :  ^  ^ . :  Q t ( n ) - 4 ( n )
T"=  9 ,  (  ^  dds igng  les  conp ld tds  fo rne ls . . . ) ,  i . € . s i  v ,  *  u  y

par d.es isomorphismes qui sont compatibles avec l-es changements

*(n) *rx(t* l) ,  ators {tS dans un voisinage ae r- l(y) (cf.  Bings-- ''Y '/ tv

ner [al ).

Concernant la densitd on peut prouver ltassertion plus pre-
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cise: i1 existe no tel que

rn(pic r-l(y) eic '1!r) 
1

r l e s t i n t e r e s s a n t d e s a v o i r s i n o a l a m ' 6 n e

les points voj-sines de y (en supposant f plat et avec

(r+n,^, )
= rn(pic Xo v t / r " \

P i c  X ) * ' ) .

propridtd pour

des boruees

propridtds topologiques). Enfin notons aussi que 
*g ei" 

#' 
sti-

dentifie au groupe de Picard du compldtd formel

5 
= (f-l(v), +in (0*l^]*t/*lt-t(v) ) ), cf - Fl .

2. Avec l'argument que nous l'avons d.onnd et en utilisant U]

on peut obtenir la gdndralisation sui'vante

Thdorbne. soient f I x t I r:n morphisme propre dtespaees

complexes dont le but'T est de Stein, Y' un sous-espace de T donnd

par uh i, idal I, x' = f- l(Y') "t 
x"lt) = j* '  , !*/f"td"lx' l '

: (i) Si deuc faisceaiix invertib:-es { , d, ont la m6me im.age

par 1'applieation Pic tX,,d"lx') -> 
l ig 

pi. 
""! ' t),  

alors i ls sorrt

isonorphes sur tout comPact d.e Xt.

Ddeenstrat io+. Lr assert ion

pliqud au faisc u^uHh* t{rr Srll ,
r?

pour tout $gcorl X et tout ouvert

de'Y i1 existe no tel  que

rn( P(r-I(v) ,g) ----" r(r-1(v) {fr{,

(i) rdsulte du fait suivant (aP-

consdquence des rdsuttats d'e Clf :

de Stein relativement comPact V

1 J n ^

) = rn( f (f-r $) ,T/& 
og) -2

( t*), un dldnent de

) dont l.timage dans

( i i )  Lrappl icat ion pic(x ' ,d* lx '  )  +**  r i .  x{?)  ut t  dense.

-+ f '(f-I(v) 94n1.
Prouvons (ii). Soit n un entier

tim Pic X+n) . I1 faut trower 1e Pic (x'
< _ r

ei" ,{?) soit 5* noo" 0 (,tr. considdrons l-a suite exacie

rrr  --*  pic(xr ,0* l* ,)  ----+ r ic x$) -+H2$'r ln+r9x.)  *  . ."

It suffit de montrer que l' iuage C* d'e 5n dans H2(x'r6n*LA*)

est nuIle. En remplacant Y pour un voisinage de Stein de Yr, on peut

e t  5 =
, d" lt'
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supposer que 6* est la restriction drun dl-dnent de iI2Cr #+IIJ t. , r d  3 r ,

notons le aussi par Zr.. On a f identification ll2{x, &n*'ClX) =

:: l1r,n2r*(at*L&) ) .

soit 9= n2t*tf.tClrl. tout dl6nent du noyau de l-rapplication

f'(yr$) ----+ l'(y, WgtJ"*tg) est nut- d.ans un voisinage d.e r' (con-

sdquenee d.irecte du thdorbme de sdparation de Krull). Dtaprbs [3J,

["(y, y9$*Vl - tig t{r,n2r*(f,*t O{f*"*tO*)),.

0n va donc finir la d.dnonstration si on montre que l timage

de c' dans chaque l ' tyrnzr* r{* 0"ry"*"n A"l} ( r/ l '(y'1...)) est

nulle, i.e. eoe ceci appart,ient A Im(t(r.rn2r*i6,n+r+1 0")) -,

-+f(Y', R2f*(Jt*tCg"))). Mais ga rdsulte, parce que t 
= rr 5rr*,

et que on a Ie diagramne commutatif

. ri. x{?+r) , # (x' ,An*"*' 0*) + I'iy, , . .. )

l , l l. t /  , t  I
pic 

"d.?) 
----> #(x', At*t d*) =+ l '{y,,.. .  ).

5. Thdorbme. Soit f : X ----+Y un morphisne propre dtespaees

complexesrd un faisceau invertible sur x et y un point de y. Arors

on a l tdquivalence
t l l

(1) J est anple relativement A f dans r:n voisinage d.e y.

/ o \  - 0  ( n \
t r t  dt i ' t '  est anPle Pour tout n.

6 J /'t 'ft#,est ample.

Ce rdsultat est du A Groihendieck dans le cas algdbrique it5l,,

Un argument dans Ie cas analytique se trou*re d.ans f [UJ, dd-

monstration du Satz 1). Disons sinpleur.ent que seule lf implication

$)=2 G) est difficile, mais lrargr.ment donnd par Grothendieck

peut sf adapter aisdment, Pour l-a convenance du lecteut', esquissons-

le (cf. aussi [Z]1. fI suffit (cf. par exemple [+] , ddmonstrstion

du thdorbme 4.4.L) oe nontrer que pCIur tout {econ x,Rqf *(g63f )r=o

pour  q>L et  n  >> O.
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Par 1e thdorbne de comparaison d.e Grauert, il suffit de prou-

n assez grand.

( * )

ver que uqi.Xr9/aT ggd,"l = 0 pour toui q>.Lt T2.0'et

(nais ind.dpendant de r), donc gue

"n(\ 
,un\FAf+Ifi gd/4qp"l = 0 por:r q2L, r2.0 et n>> c).

La restriction de It algebre gradude @ fai Wrindr) sur la

varidtd project,i,r" 
b 

= (r-1 tvt,O{%tg*lfLfvll est cohdrente et

globalement de type fini et la restriction de @ Uuf{/4,f*Lfi est un

module cohdrent et grad,ude sur ceci , cf. par exemple LZl. Iflaintenant

(*) rdsulte par GA.GA dtun rdsultat analogue de gdondtrie algdbrique

(F5 l r  Ch. I r I ,  rh .2 .4 .1 ) .  Comme on vo i t ,  Ia  c lb  de  la  ddmonst ra t ion

est un thdorbne d.tarurulation honogbne de la cohomol-ogie vers oa 1 on

va prouver dans la section suivante le rdsultat gdndral- de ce type

(dont une consdquence serait exactement une gdndralisation du rdsuL-

taf prdcddent d.e Kuhlnarrn). On a aussi le rdsultat suivant
I

-  Pnoposit ion. Soient f  t  X +I un morphisme propre dtespaces

eomplexes, y un point de Y utJun faisceau invertible sur X tel que

J-i") soit trbs sinple pour tout n. Alors #*u, trbs ample au d.essus- - J

drun vois inage de yo

Ddmonstration. 0n va montrer que lf application f*f*y-+ Feut,

surjective dans les points de f-I6y;. Ensuite Le raisonenent esi

standard: il va rdsulter la'm6me condition d.ans un ouvert f-l(rf)

(V voisinage de y),  d.onc 1e morphisme r- l(v) -  W$$/v) est bien

ddfini, mod 
% 

ft est une immersion fernde ei la concl-usion en rd-

su l te  (c f .  par  exemple [+J,  prop.4.4.5) ,  Soi t  donc xe f - l (y ) ,  11 suf -

f i t  de trouver une sect ion s e f(r- l (v),$ = tn({),  tel le que s(x) f  o

( i .e. 
"** 

r tkl) .  soit  no avec la propridtd

1 1  e x i s t e  t € f r Y ( n o )  l ( t o )(5  "  ,&y  "  )  avec  la  p rop r id td  t ( x )  I  O .0n  peu t
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trouver s e I'(f-lfvl J) dont l timage d.ans f (b,4) est la m€me que

Ltinage de t et ceci est la sect ion cherchde.

Bemarque. Par des arguments semblables, 01r, en les .ddduissant

d.irectenent de rdsultat,s ci-d.essus, on a:

"Si f I X -+Y est un uorphisme propre drespaces complexes,

I ,  qn sous-espace fermd de Y,  x  = f - l (Y ' )  e t {un fa isceau inver t i -

ble sur X, alors / eut anple (rdsp. trbs ample) si et seulement si

/{ :)  1ru"p.4n) pour tout n) est anpte (rdsp. trbs amp}e) 'r .

4. Thdorbme. Soient f : X --+Y un morphisne propre drespaces

complexes, T1r . . . ,To, des inddtermindes et%f,)wt 0*Er, .. . ,Til -modul-e

cohdrent et gradud. Alors

(1) nar*(?rl) est Q [T]-, . . . ,TNl-"ohdrent pour tout q;

(2) si  f  este project i f  et /  est ample relat ivement A f ,

alors, localement sur Y, nQr*{Qf,)S"S) = 0 pour n)) 0r g>.L; de'mdme,

localement, 1es morphismes f*f,u{ctrtrle#l -+Vnaf, sont surjeetives

pour n>> O.

Les dnoncds sont sinil-aires aux dnoncds de gdondtrie algd-

br ique f [U j r  ch. I I I ,  th .2 .4.L et  proposi t ion 7.7. I ;  1e passage

. aux algbbres gradudes est facile), mais les d.dnonstrations dans Ie

cas analytique sont plus difficil l-es. Une ddraonstration pour (l) a I

dtd dorrnd dans LZI et ce rdsultat a pernis de prouver dans 1e cas

analytique le thdorbne oe cofiparaison de Grothendieck t[U], Ch.III,
'  th,4.f  o5). Une ddmonstrat ion pios courte est donnde d.ans (14],  Ch.6,

fin du $ 5)r €B util isant les thdorbnes de Grauert-Rernmert pour les

morphismes projectifs Lfil. l,,lontrons ici connent on peut prouver

(2), en util isant d,e m6me }e thdorbne de Grauert-Reumert. irlotons

par p :  xxPN-l --)x la project ion. on va noter pu" frr .  faiseau

sur XX FN-l obtenu du prdfaisceau

U KD --+ 
ift e ff u,ff is(n) tr,Q homogbnes de n€ne aegrd ] r

u dtant ouvert de x, D ouoert. a" d-] et S(D) le systbme nuJ-tipri-
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catif des dldnents a" U r{.r-, (k)(}} sans zdros (graoud par k).ff i
k t r

est r:n faiseau analytique cchdrent sur Xx FN-].

Si naiatenant €est un faiseau cohdrent sur X*d-l, on va

noter f Ctl = 6 px t*ttl ). Ceci a une structure naturel-te de
k=o

l l -
9XLtf r . . .eT11l-mod,u1e gradud, €t on ddmontre quti l  est cohdrenti

De n6ne on ddnontre quf on a un morphisroe gradud canonique

An---+Pfffi) o"i est isomorphisme d.ans les degrds assez grands (on

peut trouver des ddmonstrations oans Ie cas analytique dans [+J, Ch.

6 ,  $  5 ) "

Prouvons la prenibie assertion d.e (2) par induction sur g.

Si q. est assez grand., Rqf* = I (Iocalenent sur Y). Supposons prou,rd

le rdsultat pour q+l et prouvons le pour q. Comme 1e noyau et le

conoyau du'tr)l --+f fffi)rO",r1tent ($-eondrents, le rdsuttat est vrai

poy ceux-cir cf. Ie thdorbne d.e Grauert-Remnrert. 11 suffit donc de

le prouver pour [tfrJ), donc pour * d*[r1,...,T[i]-rodul-e de la forme

P(4. Soit L un coupact de Stein d.e Y.

D'aprbs Lff], i l existe * ko tel que 1e morphisne

p*p*(t(to)) ->*tr.o) soit epimorphisme d.ans un voisinaEe au p-lr-fl)

Comme /  
"" t  

anple au-dessus de Y et  L est  de Stein,  i l  existe €r 'op-

ptiquant de nouveau tr:l un.epimorphisne {--rp*(Eko)) dans un

voisinage de f-I(1,), o[ Test une somme finie d.e modules isomorphes

& une puissance Sqo(eo<0). Par consdquence on obtient d.ans un voi-

sinage de p-1t-1(1,) un epimorphisme p*f* $t*o) -> o, donc un epi*

morphisne (p*9)(-ko) -= t-o.  Notons J= p"t{)(-ko) et e t ! --4

le norphissre. Par I on obtient un morphisme gradud et de L:1J on od-

duit que 1es composantes ['(0),. sont des epinorphismes dans un voisi-

nage oe r-1(r,) pour r;.2 0. Donc 6 = coyer [' ig; est cohdrent ,* 4 ,

donc Rqf*( € glfl 
t t 

= O pour n>> 0. par consdquence it faut prover.

le rdsultat pour I  = Im t"f  gl  .  0n a les suites exactes (K = Ker f  (e) )

.rjpCIL Ii U\ ?
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Rer*{ r$lg&") + nqf* tr&l*)

0n a f (fl:r (l'(p*(31)) [-kol , ot L-kol signifie quron a ddcald Ie

degrd d.ans le nodufe gradud.... &r appliquant Itfiypothbse itind.uc- t

t ion on voit  qu' i l  suff i t  de prover ee quton cherche pour f(p*(?J)t

donc pour f(p*({qo)). Mais on peut obtenir aisement des identifica-
q .  . q ^

t ions I '(p*( Jol I * O*Lra, ... ,r*J e/qo et on conclut, parce que 1ep

composantes homogbnes sont des sonmes finies d";&Qo. Quand A la

deuxibne assertion de (2), elLe rdsulte par ltargument thdorbne

B :) th6orbne A.

Ltassertion (1) est utile pour dtudier les morphismes pro-

pres drespaces complexes forne ls  (LBl ,  Satz  3 , I ) .

Lrassert ion (2) peut 6tre ut i l -e pour dtudier les morphismes

projectifs entre tels espaces. Bornons-nous h prover 1e rdsultat

suivantr eui en fait est une gdn6ralisation du thdorbme d.e la sec-

tion prdcdo'ente.

.  Corg]]a- ire. Soient f  :  X:-+Y un morphisne propre drespaces
6 l )

complexes fornels, 7 ad, * idda] de ddfinition pour f ,4 un fai-

sceau inversible sur x etFG coh x. Supposons wu JqJ (q.oi est un

faisceau inversible sur lrespace complexe donnd p" /Q*) est anple l

relativement au morphisne Grq/Aq) -----+ $rlyry). Alors, locale-

ment sur Y, nQr*{9@{,n) = O ijour n>> o et e>-r.

Ddmonstrati 'on. Notons Fe{l = F(n). Draprbs [8],

nar*{${n) ).r r.im RQf* ffiO tf,frn) ) .

11 suffit done de trouver pour tout compact de Stein L.de Y

un entier no tel que Rqf*f FtnlZ;k$tn) ) | L = O pour qpL, k ;,l et

nb no' 
,u" additivitd it suffit d.e prouver que Rqf * tffr,^>f tro"fiA\y= ,

= o pour qvt, kzL et n 27 0. 0n a 
fxilt|k*vtn)cr

z- rf, ft f*tf ) %rt* olf,q 
{t" .
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Si t lr. . .rt* sont des sections qui errgendrent f l  sw L, alors

i} rdsulte que Af'SkVf*tS) a une structure naturel-le de

d"ltrr...rT5]-nodul-e cohdrent et grad.ud. 0n conclut en appliquant

le thdorbme pour 1e morphisme d.respaces complexes ArO"tVA^) ->
,A--+ (Y ,uy/ t).
Question. Jtignore si d.ane le thdorbrae on peut supposer que

$l? est seulement eohdrent 
"o" 

d"[r]! or.rTml (crest vrai dans 'la gd-

om6trie algbbrique LfiJ). ED partieulier je ne sais pae rdpondre A

la question:

'soient $r2X) un espace complexe compact, T1r .  .  .17

ddternin 6es r?tl"" daft1, . ..,T*l-modul cohdrent, Sont-ils

d.es nrodules de type f iei  sur C[Tlr. . .rT*l  ? I '

, des in-

Hq(x, gn)

III. Propridtds gdomdtriques ges fibres

lh6orbne" Soit f : X --?Y un norphisne propre dtespaces con-

pl-exes et y un point d.e Y. Supposons que toutes l-es fibres ir:finitd-
l t -  \

sinel les 4)^" sont project ives. Alors f  est project i f  au dessus dtun
J

voisinage de y.

Ctest le rdsultat principal prouvd par Kutr-1mann dan5 [fg] et

lfon peut obtenir aisdnent des rdsultats prdcddents. En effet, if

existe no te1 que

{"') 
* pi"rn(pic r-I(y) -+pi. 

4o,, 
= rn(Pic rlo, , .

Soit Tr" faisceau ample
(n^ )

sur (, u . fl- existe un faisceau
J0

invertible "f, ddfini clans un voi

r ic 
{o) 

coincide A I ' image

l

de f-r1y1 d^ont f inage dans

conilut par le thdorbne T'I .U "

vor_sr_nage

d e J . 0 n

Donnons une consdquence du thdorbme,

Proposition. Tout espace complexe X strictement pseud.ocortrv€x€r

de d.inension 2 et d.e dinension Zariski born6e, sans composantes ir-

rdductibles compaits, peut 6tre pl-ongd d.ans un produit cnxd.
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Ddnonstration. Soit f : X -* T la rdduction de Remmert et A

l rensemble except ionel  d .e  X.  Pour  tout  yef (A)  = B,  f - l (y ) 'es t  de

dimension € 1, donc 
\t"' 

sont proiectives pour tout n. D'aprbs le

thdorbmer oD peut trouver un faisceau j-nvertible /r,-," un voisinage
1

de f-'(y) qui est ample relativement e f. Comme B est finir oo peut

ainsi trouver un voisinage V de B, et J"ti. f-l(v), ample au d.essus

de V. De plusr oil peut supposer que V est de Stein et que Uq(V rZ)= A,

qVL. Prouvons eu€r quitte A renpla""" { par une puissance, on peut

Ie prolonger A X.

On a le diagramne eommutatif et exact

l;_€,2 €-
)

r* tv \ B, 0 Hl(vt. B, (f ) --> Hz(v: B, z) +g2 (v -B,c?)
I

Les morphismes E et tO sont

rbue B de Cartan et en util isant les

relative de B dans V et dans Y .

Dtautre part on a le diagramme commutatif et exact

H2(y, z) elt2(y- Brz) --+u1rtrri l  --*rf(yrz)

f (v, z) 4 H2 (v r 81Z) --> tfr{v ,z) ---> tf tv ,z) .

Comme u2 tv ,z)  = H3 (v rV) = 0 et  t t l  (y  rz)  est  a

dtant espace de $tein de dinension 2),  i l -  rdsul te

to rs ion .

0n eonsidbre naintenant l-a restriction a*d

f- l(V) r A e Vl B, f  image d.e cette restr ict ion par

!aans I{ l(Vr nr&). Du diagrammu (tt r€zr€'rt4) on ddduit qu'une puis-

sance de I se prolonge a Y:8. 0n obtient un faisceau inversibl-e sur

YrB:J Xr.A et en ut i l isant ceci on peut prolonger A X une puissance

r
e

des isomorphismes par le th6o-

suites exactes de l-a cohomoJ.ogie

torsion {cr.  [2r]  ,

que Coke"€3 est

f - l (v ) . .  A.  comme

donne r:n dldment

a

f

#ty r e,d) ---? #(y: B,gfl -7 H2(y.- Brz) f tr-. e,d)

tr
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. n  / ,

ae {. 0D peut done supposer que le faisceau J aonnd par }e thdorbne

de Knhluann est ddfini sur X. Ltapplieation X - F rcx{)) est bien

ddfinier €r. plus elle rdsulte immersion fermde. Y est un espace d.e

Stein d.e dinension Zariski bornde, donc on peut trouver un. plonge-

ment Y -+OrI. D'autre part, i l existe u:e nombre fini de sections

globales qui  engendrent f*($ (par induct ion sur d, im I . . . ) r  d.onc.on

peut plonger P(fx($ ) dans un espace projectif Gtr. L'appliqation

x -rC, ep dorurde par Xdy -16n, X ------rp(r*("{)) .ptr est un

plongement.

Dans tll et tfOl iI est dtabli Le rdsultat suivant:

rsoit X r.ln espace complexe stricteraent pseud.oconvexe. Alors

on a l tdguivaLence

(i) X admet un fibre en droites positif;

(i i) X peut se plonger dans un produit C* np;

( i i i )  X est projeet ivement sdparable".
' IL est,naturel de demander quelle est la liaison entre ceci

et Ia propridtd de I 'ensemble exceptionel A cl '€tre proiect i f  (  ou

inf ini tdsimel project i f l  i .e. les espaces tArQ{\tul  sont projec-

t i fs,  9 6t"nt l t iddal ddf ini  par A), cf.  dgalement [25],  question 5.

Notons enfin la. gdndralisation suivante d.u thdorbme.

Thdorbn_e_. Soit f : X --? Y r.rr norphisme propre dt espaces

complexes dont Le Uut 
$ 

est de Stein et soit  I t  un sous-espace de I"

supposons que les m,orphism"" xI?) -? Yj?) sont projectifs pour tout
t '  r '

n. Alors f  est project i f  au dessus de tout conpact de Y.

La d.dmonstration est Ia n6me, seulement il faut noter que

pour lrexistence dtun no on doit  ut i l iser 1a suite exacte de l tex-

ponentielle et ana\rser 1a situation comme dans Kuhlmann F9l (cette

fois, pour 1es renseignements u"" 4 on d.oit util iser essentielemen't

f c ? \
L /  l t .

Jtignore si cn peut, conclure que f est projectif au dessus
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.  d. tun vois inage d.e Yt.  De m6me, j ' ignore la rdponse A la quest ion:

"Soit f : X -? Y une fanil le G@ de varidtds conplexes compac-

tes et  y €Y. supposons nr"  , { t )  (qui  est  un espace ssmplexe est  pro-

jectif pour tout n. xst-ce nl'or p.,rt factoriser fr €r remplacant y

par un voisinage de y, par un plongenent X -+ y x FN ? ,,.

L,a question est l ide, via 1es arguments donnds ici, de 1a sd-

parat ion d.es fa isceaulc Rf*{  (cf  .  I .4) .

TNCREST ,
I

Dbp.de Math.
Bd. Pdcii 220

et  l t lns t i tu t

Central de I'{ath.
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Bucarest
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