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SUR LES FIBRES INFINITESIMELLES D'UN

MORPHISME PROPRE D'ESPACES COMPLEXES z

par Constantin BEnicH

Soient £ : X —= Y un morphisme propre dfespaces complexes, y ur
point de Y et ﬁ& 1! 1déal maximal de % e Pour tout entier ' n> 0 on
. by
s'ap-
y D

note X.B(l n) 1'espace complexe (f~ (Y), ﬁ/ﬁg‘;’ﬂ(ﬂ if “(y))

pele la fibre n-infinitésimelle de f en e X(O) est la fibre analy-
tique de £ en y. On a des applications nauure11es (n) Xé?ﬁ
Ogngm, en fait on obtient un systéme inductif d‘'espaces complexes.
I1 s'agit dans ce papier de commenter certains résuitats connus con-
cernant ces systlmes inductifs et d'ajouter des résultats nouveaux
et un nombre de probldmes ouverts., Surtout il s'agit de lien
(X'}(,n)‘)n)/O de systdme desvolsinages de f_l(y) dans X. Au texte d'ex-
posé on a ajouté le texte de la conférence faite par 1l'auteur au

Colloque sur 1l'Analyse complexe, Nancy, avril,1978,

I. Le cas des classes de cohomologie

105 Conservons les notations de 1l*introduction, Supposons queg

est un faisceau analytique cohérent sur X, on va écrire dLeCoh Xe

(n)

Pour tout n on note ‘:ZJ =97m?+l§', ou bien sa restrictiocn &

o
)%, = f"l(y). Sf:f,n) est un faisceau cohérent sur (_n). Pour n<m,
ltimage inverse de g(m) par X(n) ———>X(m) est canoniquement iso-

o J
morphe & (:I(n).. Pour tout entier q on obtient des applications C-

-linéaires H_q(X,(m), gz’(m)) -—>Hq()%y,n) gt(fl)) et en fait un systéme

projectif Hq(&é(, (n)) 58 On a des isomorphismes

R ~u%4x 9 = 1im 5 .
( *?Zv <xy,4> _[_Bf_?H (U,

Les applications quotient a‘——a?;,n) induissent des morphismes

e B anics o JwA b Scmrnare Nz 4’”&% (amit 1928/
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q Qv () ofn)
@2, 3, e ,?é )

et par passage & la limite des morphismes
q n+l -q gl () edn)
11m (Rt %/ R f*%) —> 1im H (X.Y_ ,%([ Yo

La source s'identifie au complété du ({,—module de type fini
qu 9' dans la topologie my—adlque.

Théoréme (i). Les morphlomes ci-dessus
q Qv (n) (n)
(R f*Sg,) __”’.:—Efffh Ge i)
sont des ilsomorphismes.

(ii). Il existe un entier n  tel que

Ker(Hq(}%,g) __,Hq(%,gs(rnﬂ))) ='m§ Ker(Hq(Xy,gc“).——-, Hq()%,gén)))

(50, F)) — wx, E)) - 1m<qu%,any°+r)) — 14, F5)))
pour T >0, a=>0 et nzn,.

L'assertion (i) est le "Vergleichssatz" de Grauert, cf, ([12],
Hauptsatz II) et le travail de Knorr [17). La premidre assertion de
(ii) se trouve également dans ([12], Hauptsatz II a) et [17], sous
la forme: il existe une fonction ?) (NE==—=" IS el Wque n]j;zlo(f(n) =0
et vérifiant pour tout qz> 0 et n2 0O l'inclusion

Ker(Hq()QJ o) —>Hq(>g(]”,)§l‘§,n))>_c_m¥(n) Hq(Ky,?).

La forme plus précise et la deuxidme égalité de (ii) sont prou-

vés dans [3].

Signal(;ns la conséquence remarquable suivante p
. & (mptr)
Corollaire. Im(Hq(X_y,if') —'->Hq(X,3§,r))) = Im(Hq(X,% ° ) —

-——>Hq(X,(}§,r))) pour r» 0 et q;O.

Prouvons le par exemple peur ri= 0. Sont g) un élément de

(n,)
Im(8%(X, YF ) —>HY ()%, iy ;r-)). D'aprés (ii) il existe un €lément

Wlqu(KCT i ) dont l'image est § et soit §1 1l'image de "21
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n.) (2n ) n_)
dans Hq(X,ﬁ-é °). Comme Elelm(Hq(X,% Sia) ———->Hq(X,Sé i) ), de

. (3n,) _
nouveau on peut trouver un €lément ?2 €H (X’%’ ) et soit §2

; 2n. )
1l'image de ceci dans Hq(X,%([ °"). On continue et on trouve un &1é-
5 (nn )
ment de lim HY(X, &
S y

correspond un élément © = (en)n de <1ii._g1 (qu*(:-a‘;/m;(qu*g)y). On

). D'aprés le théordme de comparaison lui

prenne dans qu*% = Hq()(y,% un représentant de .90 et 1'image de
ceci par _
Hq(xy,‘f) e Hq()%,,‘;?}wy?j est §O.
Dens ( [14], th.4.1) Griffiths démontre 1'égalité
‘ i ’ _
Im(Hq(Xy,(vr) -——?Hq(xy,?/my% = Im(Hq(x,Sé_ 7 ——->Hq(X,97fr/5,€‘3)

(pour ng convenable) quand £ : X —> Y est une famille de déforma-
tions de Kodaira-Spencer [18] et F localement libre (dens la termi-
nologie de:+[14], 1’éga1i£é exprime qu'on a seulement un nombre fini
d"obstructions pour prolonger les classes de cohomdlogie et que si
une classe dé cohomologie peut se prolonger formelement., alops elle
peut se prolonger dans un volsinage de X X, ). Ensuite Wawrick [26}
prouve 1l'égalité pour les espaces complexes, mais moyenant,l_ hypo-
th&se supplimentaire que f est plat et a('plat sur Y.

2. On peut se demander comment se comportent les fonctions
x(n) g(n)y _ q gim g U . Fmtl g
nr——eX(Ay e 2 =l)Redin (X, /ey )
q

n —>dim Hq(}é,m,g;n)) pour n>3>0, On a le résultat suivant [5]

Théordme, La foncfcion nk— X(Xs([n), Sf}(,m) est polynomiale pour
n>>0. Si en plus ?est platsur Y alors. pour teout @ >0, la feonefieon
n k——éHq()%,n) c:*(n)) est aussi polynomiale pour n>>0,

Esquissons brlévement 1'targument. Pour la premildre fonctlon il
(n+l) HHTJ ))

suffit de prouver que la fonction différence n l——-—))(.(}%,

Xyn),%fyn),) got polynomiale, Pour ceci il suffit de prouver que
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pour tout g la fonction n —> dim Hq(X,%;?/géﬁlg) a cette pro-

prieté, Mais & (/m; %;lﬂf) est faisceau gradué cohérent sur le

faisceau d'anneaux @(Mg dg{/m;ﬂ&f{) et on applique le théoréme de
finitude pour les faisceaux gradués de [3] et ([24], chap,II,Th.2).
La deuxidme assertion découle du résultat suivant, cas particulier
‘d'un résultat plus général (bornons nous de dire simplement. qu'il
.s'agit de 1‘'analogue d'un résultat algébrique de Grothendieck [15]
et que les complexes. construits dans les travaux de Forster-Knorr
[11]) et Kiehl-Verdier [16J vérifient ce qu'vil faut; envoyons & [47],
ch.,3, pour démonstration et renseignements).

Théordme (du complexe). Supposons F plat sur Y. Alors il existe, .

localement sur Y, un complexe 0{ de dé - modules libres de rang fini

dont la cohomologie est R'f*vcr et tel gue pour tout 'y et tout n, la
. * n+l p* (n) g(n)
homol ng, . o 4
cohomologie du /443, fy est H ()%I ’(J’y )

5., Le pas suivant est de voir ce que se passe aux points voi-
sines de y. On a [5] .
Théor&me, Supposons que f-}fest plat sur Y et que'y est régulier,

(1) I1 existe un voisinage V de y tel que
. n n . n) g(n
dlm(Hq(Xb(,t))?:E-v)) £ dim Hq(}%(/ )7 C;':fr ))
pour g>0, n>0 et y'eV,
o

(2d) 9}51: q—cohomplogiquement plat en y (i,e. qu* 5 est

_(%-1ibre et l'application qu*%: ——-——>Hq(}%,,9"/my?) est surjective)

si et seulement si le polynbme associé & la fonction

n ~—>dim Hq()%(,?), frry:‘)) est indépendant de y' dans un voisinage de y.
Pour l'assertion (i) on utilise le fait suivant [20]:

"Séit (s, (98) un espace complexe, Alors pour tout s de S il existe

un voisinage V tel que dim(@s,/éﬂg‘,) & dim (@Sflwf;) pour n»0 et s'&S" -
Pour (ii) on utilise le résultat d'algdbre suivant [6]:

"Soit A un anneau local noethérien régulier, # son idéal maximal



< B
et M un A-modul de type fini, Si le polynéme de Hilbert-Samuel de M

coincide au polynfme d'un &-module libre, alors M est libre".

n i :
Remarquons qu'on a le fait plus préecis: si {(IvV'ls'l k M) est divi-
Py
sible par f(A/M, ) pour une suite n, —>o0 , alors I est libre, En

effet, il va résIulter que X(M/Mﬂnk M) =8M_~€(A/4i{1k) pour k>>0, ol
EM est la multiplicité de M, et ensuite que If(M/w{l ) = leM K(A/dsgl)
pour n>>0 et on réduit la question au fait rappeld ci—dessus.. Comme
il est remarqué par C.P.L. Rhodes in (Math, Reviews, May 1978, re-
cension du papier [6]), le critére assurant que M est libre est une
conséquence d'un critdre concernant la propriété de Cohen-llacaulay
(['_2‘2], th.6,5 (iii)). Remarquons aussi .l'analogie (de type local-
gradué) entre le critdre de [6] et le résultat suivant prouvé dans
)

"Soit Cfun‘faisceau cohérent sur l'espace projectif [Pn

Supposons que le polyndéme de Hilbert m &-——->?L(Pn, ?(m)) cofncide
au polynbme d'un faisceau libre, Alors érest libre si et seulement
si #¥ (P, F(-r)) = 0 pour >0 91 en plus F est localement libre
alors on a encore l'équivalence avec la condition Hr((Pn,(.;(—r-l) =0
pour: g nt.

Dans [6], également pour pouvoir démontrer un théordme de con-
tinliité pour les polynémeé associés aux mecrphismes propres, nous |
sommes amenés & prouVef le fait gve un anneau local noethérien dont
le polynbme de Hilbert-Samuel coincide & celui d'un anneau régulier
est régulier. Ceci était déjh connu, cf, [22_], CILERT,

‘Détails de démonstration pour le théor?me se trouvent dans [5],
Notons seulement que la démonstration, jointe aux résultats de [20],
montre que pour tout q la famille 4 fonctions
(n —> din Hq(Xb(,n), 9’§n)))y est localement finie sur ¥ et que pour
toute foncticn {: W ——>N 1'ensemble {_y ey \dim Hq(;{:frn),g’;n))___ P(n),

pour tout n‘} est un ensemble analytique (localement fermé) de ¥, On
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obtient ainsi une stratification pour Y; si ¥ est lisse et Y —Ki-; X
est un changement de base avec Y' lisse et conexe, alors le théordme
montre que l'image inverse dga g:sur X ><I Y* est g-cohomologiquement
plat sur Y' si et seulement si j(¥*) est contenu dans un stratus.

Rappeions aussi que les degrés des polyndmes de I.2 sont <
édlnLJY (cf£.[5]). Enoncons maintenant quelques conséquences.

Corollaire, Avec les notations ci-dessus (a‘étant supposé plat

sur ¥), si pour un point réguller vy de Y et un entier q,O on a
n n :
Hq(Xb(, ),S-rs(, )) =0 pour-n>>0, alors Hq(Xy,?/my?) — 0

Corollaire, Soit f : X —> Y un morphisme lisse de wvarietés

complexes et soit ¥ un faisceau localement libre de rang fln:L sur X,

Pour tout compact K de Y il existe un entier n,=n (K,% aviee la
propriété: si pour q3 0, dim Hq(}L‘Yn) ?(n)) = 'dim Hq()%(’n, 9:5(;,1))
pour tout couple (y,y') de points de K et pour au moins dim Y va-

leurs nyn , alors quaﬂ est localement libre dans un voisinage de K.

Corollaire, Soient f : X —> Y un morphisme lisse d'espaces com-

plexes, y un point,de ¥ et g=©0 un entier,: Si Hq(Xs(zn)’@X(n) )i =
: : v
pour n>>0, alors HQ(K‘Y’@%) =0 ( ® c'est le faisceau dual du fai-

sceau S) des formes différentielles).

En effet, si QX/Y‘ est le faisceau des formes différentielles

relatives, alors (SZX/Y)-(n)c_n_Q_ )g(rn) (la propriété de changement de

O

base [91); @X/Y W(QX/Y’ d,) est un faisceau localement libre

de rang fini sur X (donc plat sur Y) et on dédult que

(@m) N@}%( n) (= %Om(ﬁ}%(rn) (J’%((n)) d}%(’n)))

et on applique le premier corollaire,
Question, Nous ne savons pas relaxer)dans le théoréme,l'hypo—
theése que Y est régulier en y. En particulier nous ne savons pas si

‘ltassertion suivante est vraie:
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wSoient £ : X —> Y un morphisme propre d'espaces complexes,
JeCoh X plat sur ¥, y €Y et g un entier, Supposons ¥ rédult en y
et Hq(Xs(,n) 9-'(11)) = .0, pour n=—>0, 4iors Hq(xiy = 0" |

De méme, nous ignorons si on peut démontrer des assertlons de
sémi-continuité et continuité pour les coefficients des polyndmes
étudies ici (quand on écrit ces polyndmes dans la base donnée par.
(d+n |

a ), comme par exemple dans (22]), \

4, On va faire quelques commentaires sur les familles différen—
tielles de variétés complexes compactes. Soit ¥ une variété B e
désignons par gle faisceau des fonctions C®° sur Y & valeurs com-
plexes, Soit £ : X —> Y une famille de variétés complexes compactes
paramétrée par Y etg un faisceau sur X, localement libre de type
fini (on va considérer sur X comme faisceau structurel le faisceau-
des fonctions "C® sur la base et holomorphes sur la fibre")., Le ré-
sultat fondamental est

‘ Théordme, Il existe, localement sur Y, un complex o‘(‘_’,.de .g—mo—
dules iibres de type fini ayant la propriété suivante: .
pour tout '&-module pseﬁdocohérent et Fréchet P on a des isomorphis-
mes
Hq(;ﬂ'é;%m) = R, (F M) (q30),
fonctoriels enmet compatibles avec les suites exactes courtesi

Forster-Knorr (Ingfent.math.,16,113-160, 1972) et Kiehl (Invent,
math.,l6,40-112, 1972) démontrent l'existence d'un O(JJ”vérifiant
Hq(oﬂ_') £l qu*(f}') (g>0). Ensuite il n'est pas assez difficile de
montrer que le complexe de Forster-Knorr ou celui de Kiehl verifie
ce qu'il faut: pour 017ae 1a forme é/ﬂty le raisonement est dﬁ A
Schneider (Invent,.math,,16,161-176 , 1972), pour le cas général en-
voyons & [5] (en fait le raisonement de [5] est adaptable & la si-
tnation générale des espaces analytigues relatifs).

On peut appliquer le théor2me pour les faisceaux M aonnds
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i+l

par les quotients é;aﬁy et on obtient des isomorphismes

a0t o0y L ey G0 g5 = 14 0ny éz(n) i
HU L,y Fy) = BUX, Ty (= BACG, F ).
On va déduire alors pour les fonctions n+—>dim Hq(Xén),g§n))
des résultats analogues aux précédents, & l'exception de la propriété

de semi-continuité que nous savons la prouver seulement sous la for-

me; pour tout n il existe un voisinage V de y tel que
dim Hq(ki‘éri),(:r}(,?))édim Hq(Xérn), Sr:fl_n)), pour tout y*eV.

Nous ignorons si on peut trouver un V bon pour tout ﬁ, quand méme
on peut donner un argument sans semi-continuité pour le fait sui-
vant (cf.[B]): si Hq(Xén)’E;§n))= 0 pour n>>0, alors Hq(Xy,Sg) = 0
(dont la démonstration dans le cas complexé utilise la semi-conti-
nuité),

On peut démontrer également une variante du théordme de compa-
raison de Grauert,'mais un énonéé satisfaisant, sous la forme ha-
bituelle :

Lin R4, T/ R%,F) = Lin BAx,FM] F)

nous ne savons pas le prouver que si Rq+1f*9fest un faisceau de
Fréchet [5]. L'hypothese de Fréchet signifie le fait suivant., Pour
tout ouvert U de X on peut calculer H*(U,¥) en utilisant la cohomo-
logie de Cech, en travaillant avec de petits ouverts de la forme
DxV, D ouvert d'un espace numérique et V ouvert de la base, On ob-.
tient une topologie de type QFS (quotient de Fréchet;SchwartZ) sur
chaque Hq(Ugﬁﬂ et la topolégie est indépendante du recouvrement,
Maintenant si V est un ouvert de Y, sur r(v,qu;J)c: Hq(ful(V)fg)

on déduit une topologie QFS, On obtient sur chaque Rgf*?ﬁﬂmestruc—
. ture de faisceau topologique de type QFS,

Localement sur ¥ il existe des complexes (bornés & droite, ou
méme bornés) 5gzie iy~modules libres de type fini tels que 3gzg§3£i

s
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Pour tout ouvert V on a
rv,RE,T) = 1 (81 — 3V — LT,

donc on peut donner une autre topologie sur P(v,R%,F), induite par
la topologie de Fréchet du 3_ On peut montrer que cette topologie
coincide & celle obténue par Cech (on peut par exemple raisoner com-
me il suit: on démontre en utilisant le théordme de l'application
ouverte de Banach que la topologie est indépendante de Og ’, ensuite
on utilise un og‘ et un complexe de Gech comme dans vle travail de
Forster-Knorr et on remarque enfin qu'on a une fléche continue entre
les deuxX COMPlEXES.ese)s

Question. Nous ignorons si les faisceaux qu::;{sont de Fréchet
(i.e, si les espaces Hq(f'l(V),?f) sont séparés ou, équivalent, si
pour les complexes og' qui donnent localement R'f*gfles différen-
tielles ‘,Zq"l(v) —5£3(V) sont & image fermée).

: Faison$ 1la remarque que si qu*7 est localement 1ibiﬂe, alors il
est de Fréchet., Comme la question est locale (on plonge injective-
ment et continuement....), on peut supposer qu'ilv existe og‘qui
‘donne R'f*q et soit 6UL) = E°. Montrons que BI(Y) = .
= Im (ﬂ’l(‘f) —>2L4(Y)) ’est fermé, Soient sl,...,spleZq(Y’) tels que

fle]

les classes dans z3(Y)/BYUY)~N M (Y, (L)) donnent une base (Z* =
zles cycleS...).

L'application 6 :oi,q-l(‘f)@ 2(1) —> 7z3(Y) donnée par la dif;-
férentielle et par 841 o015y est continue (Z%(¥) est 5(¥)-module to-
pologique) et surjedtive. Donc elle est stricte, Comme‘Bq(Y) et
lt'image par 6 de O@ép(Y) 6nt ltintersection nuile, on peut élever
une suite d'éléments de BE(Y) qui converge vers un élément de z2%(Y)
dans une suite convergente d‘éléments de t;ffl'-l(‘)‘f)@%,p(Y) qui appar-
tient éé{i,q'l(Y)@ 0 et on déduit que BHY) est fermé.

Corollaire, Soient f : X —> Y une famille C®° de variété com-

plexes compactes, & un faisceau localement libre de rang fini sur X,
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.y un peint defYoltiig-0fuan entier, Supposons de plus que Rq+lf*€r
est de Fréchet. Alors il existe un entier n  tel que

Tm(e3(x_,9) —s HUX T/ ?7)=Im(Hq(‘(no) 9f(n0)>-—>HCl< Fim. )
X9 > B0, Ty %y * % %y T ).

L'argument est le méme que dans I,1 : on utilise le théoréme de com-

paraison et le fait que pour tout r il existe un entier = no(r)

tel que 5 :
Im(Hq(X,?;nﬂ')) s Hq(x,tlé,r))) = Im(Hq(X,?f;,nO r)) — Hq(X,?:ﬁ,r)))

(ceci étant conséquence du fait que dim Hq(X,gér))-< co)e

II. Le cas de fibrés en droites

1, Soient de nouveau un morphisme propre £ : X —>Y d'espaces
complexes et y un poiht de Y, L'image inverse définié des applica-
tions lindaires Pic Xém) —> Pic Xén), m>n, On obtient en fait un
systéme projectif., On va noter Pic f—l(y) le groupe de Picard du

l'espace annelé (f-l(y), Gz‘f'l(y)). On a des isomorphismes

& -1 -1 * . .
Pic £ 1(y) = H-(f (y),(DX) =~ lig Pic U,

la limite inductive étant d'apr2s les voisinages de f-l(y) dans X,

L'association &ﬁ——eéﬁén) définie une application Pic f"l(y)-a»

—> Pic Xén) et ceux-ci une autre Pic f—l(y) ———>2£g;Pic Xén).

On muni chaque Pic Xén) avec la topologie discréte et on
prenne sur‘%ig la topologie limite projective, -

Théordme, L'application Pic f_l(y) ———aéég;Pic Xén) est in-
Jective et d'image dense,

On peut interpréter 1l'énoncé en disant que Pic f-l(y)_est
séparé dans la topologie induite et que son complété est isomorphe
& %ig_Pic Xén), de cette manidre l'analogie avec le Vergleichsatz'
de Grauert est frappahte.

Dans la géométrieialgébrique un tel théorlme a &t¢ prouvé

par Artin [2], la démonstration est beaucoup plus difficile gque dans
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le cas analytique (la manque de l‘'exponentielle!).

L'énoncé a &té dégagé sous cette forme par Bingener [ 7] et
indépendant par l'auteur, mais en fait il se trouve en substance
dans le papier de Kuhlmann ([19_], démonstration du Satz 1). L'argu-
ment consiste & analyser & la Mittag-Leffler un diagramme donné par

les suites exactes 0 — Z —> @X =) 8; <=0 FOBE=T =t

= ) ——98*(n) —> 0, en utilisant pour 9 des renseignements
X

5 o

donnés par le théordme de Grauert (c¢f,I) et pour Z le fait éue f-l(y)
est triangulable (on a le soin de factoriser certaines applications
par les espaces H*(X,Z) @Z Q et ceux-ci sont de dimension finie sur
Q et on utilise ce fait pour prouver que certaines suites d'imeges
dans H*(X,Z) @Z Q sont stationnaires),

- Voici un autre argument, qui n'utilise pas ia cohomologie &
valeurs dans Z, D'abord on va écrire une suite exacte remarcable,
801t X un espace complexe et ScX un sous-espace donné par un idéal
cohérent jc(,?c On a une application lindaire injective I|s -—-9(/0*)8,
({7——-) e‘f (e('a est bien définie dans un voisinage des points ol ¢ est
nulle), D'autre part on a ltapplication surjective de passage au

quotient (,O*fs —s (I )*[S. On obtient une suite exacte
0 —Ys —Jds —& —1,
car 1n(l+¢) =¢-~ b B8 ans pour un men de )
1n(1+¢) : t ‘dans J &lément ¢ de
Par passage & la cohomologie on obtient la suite exacte

. —> H(8,%) —> Pic(s,0,[s) —> Pic S —>H(5,3) —> ...

Prouvons maintenant le théordme, Supposons que °f1>°{2 sont

deux faisceaux invertibles sur un voisinage de fil(y). tels que

&fln) N‘i(n) pour tout n3 0. Considérons le faisceau %g%m(jl,oé)-

7 ~r

I1 existe n, tel que Im(f'(f-l(y),%) — i \ﬁ,% )) =
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= Fm(l] (no) %(no)) — (x.,¥.)). Soit « un isomorphisme
= é%. ; )%', 250 ) e N} P

(n,)
oﬁ(n )_5(, 2y ° On peut donc trouver un morphisme 3 :o{l ——a&gz

(dans un voisinage de "'1(37)) tel que & etﬁ ont la méme image dans
%om (o% 0‘52 y)’ En particulier /3mod My est isomorphisme et il ré-
sulte aisément que } est isomorphisme dans un voisinage de £ (y)
Prouvons la densité, Soit n un entier et §= (§,),, un élé—j
& 2 m) : ; ~1 ; s ‘
ment de (]._1_111 Pic Xé(, o3 L1~ Faut ‘tnouver VZePlc T (y)dontXl*inage

dans Pic X‘ém) soit §m pbur m¢n, On 2 une suite exacte
veo —>Pic £72y) —s pic X — P @) My ) —> ..

I1 suffit de montrer que l‘*imege Gihide §n dans Hz(f"l(y),m§+l (ﬂX) &
~ e +1 :

~ R f*W{; @X)y est nulle. D'aprés le théordme I,1 et le théortme
de séparation de Krull il suffit de prouver que l'image de e dans

Hz(f—l(y);m;+lyk%l+r+lav) est nulle pour tout r>0, i.e. qu'elle
est dens tout Im(HA(r () M T ) — e @) M ).

Mais ga c'est vrai, parce que g- =+1m "§n et qiie on¥a le diagramme

commutatif

Pic }%(,nJrr) ———ﬁHZ(f-l(Y);M?-’TﬂﬁX)

Pic xs(,n) i I~I‘2(f-1(y),/rvtzf/’”rl 0}()

41

Remarque, En fait 1l'argument pour l'injectivité domné éga-

lement: si g)etg sont des fibrés vectoriels holomorphes sur X et

én)u t%n) pour n>> 0, alors F g dans un voisinage de f"l(y).
Si f—fet 9 sont des faisceaux cohérents quelconques sur X et
c-(P) :g(n)

P -~
Cf ﬁ ( ~ ddsigne 1les complétés formels...), 1.€.51 J
D

ar des isomorphismes qui sont compatibles avec les chanbemen‘co

g 1), alors J:fﬁ dans un voilsinage de f" (y) (cf. Binge-

Lo
ner [8]).

Concernant la densité on peut prouver l'assertion plus pre-
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cise: il existe n  tel que

(r+n_)
Im(Pic f—l(y) — Pic (T)) = m{Pic Xy B pie X(r))

I1 est interessant de savoir si n, a 1la méme propriété pour
les points voisines de y (en supposant f plat et avec des bonnes

(n)

. ; : \ 3 . L
propriétés topologiques), Enfin notons aussi que 1im Pic Xy s'i

dentifie au groupe de Picard du complété formel

X, = (@), Lin(lmy e|e™ @), o 1]
2. Avec 1'argument que nous 1'avons donné et en utilisant [3]
on peut obtenir la généralisation suivante |
Théordme. Soient £ : X —> ¥ un morphisme propre d'espaces
complexes dont le but ¥ est de Stein, Y' un sous-espace de Y donné
par uh idéal g,, (Y') et XY(n) = (X' C9<§n+169 \K'
| (1) Si deux faisceaux invertibles da,aﬁ ont la méme image
par l'application Pic (X',d@{Xﬁ) ———91;m.Plc X (n)’ alors ils sont
1somorohes sur tout compact de X', ‘
(ii) L'application Pic(X' é&IX') -—f>11m Pie Xé n) est dense,

Démonstration. L'assertion (i) résulte du fait suivant (ap-

pliqué au faisceaué%gm,(ia,$f9)), conséquence des résultats de [3]:
pour tout 9§;Coh X et tout ouvert de Stein relativement compact V

de Y il existe n, tel que
: n
(P, 9) —> T TAN) = W™ 0,575 °H —
— T~ ), F/gP).

Prouvons (ii), Soit n un entier et § = (§ﬁ)m un &lément de

lim Pic Xé?). I1 faut trouver “QéPic(X',a&lX') dont lt'image dans

Pic Xé?)

. —> pic(xt,d[xr) —> e X —> w0, ) — ..

soitigm pour m <n, Considérons la suite exacte

I1 suffit de montrer que l'image T, de § dans HZ(X'%gn+ld%)

est nulle, En remplecant Y pour un voisinage de Stein 'de Y', ‘en peut
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supposer que Zn est la restriction d'un é&lément de HZ(X,SPH@{),
[l
Oy) =

notons le aussi par €_, On a l'identification HZ(X, 3!

SRR e 0 ).

n

Soit §= RZf*(Sfﬁlax_)' Tout élément du noyau de 1'application
F(Y,f) — P(Y, ;L_in_lﬁ/gnﬂ"ﬁ), est nul dans un voisinage de Y' (con-
séquence directe du théoréme de séparation de Krull), D'aprds [3],

MY, 1im 978 ™9) ~ Lin 1,82, (0 Gy ™l ).

On va donc finir la démonstration si on montre que l'image

de T_ dans chaque F(Y,sz*(fﬂ dx/gmrﬂ Gl (=R ) et

nulle, i,e, que ceci appartient & Im(f‘(Y",sz*(gnﬂﬂ @X),) —_—
— (Y, sz*(gnﬂ(ﬂx))). lais ga résulte, parce que § = Tm ‘§n+r

et que on a le diagramme commutatif

P T P gTR gaesir )

[ | l

; Pic Xé-l;l) ———— H2(X', gn*—lax) e P(Y',‘oso)u

5. Théordme, Soit f : X —> ¥ un morphisme propre'd'espaces
éomplexes,o‘g un faisceau invertible sur X et y un point de Y, Alors
on a l'équivalence .

(1) b‘f est ample relativement & f dans un voisinage de e

(2) 553(,?1) est ample pour tout n.

{3) o\(j))/'if(yp{ est ample,

Ce résultat est du A Grothendieck dans le cas algébriqﬁe 5l

Un argument dans le cas analytique se trouve dans ([19], da¢-
monstration du Satz 1), Disons simplement que seule 1l'implication
. (3)=(1) est difficile, mais l'argument donné par Grothendieck
peut s'adapter aisément, Pour la convenance du lecteur, esquissons-
le (cf, aussi [7]). Il suffit (cf. par exemple [4], démonstration
du théortme 4,4.1) de montrer que peur tout Fecon X,qu*(?Qin)y=O

“peur g 21 ebim 5>0,
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Par le théor2me de comparaison de Grauert, il suffit de prou-
ver que HY(X,F/m F@L™) = 0 pour tout gq31l, r20-et n assez grand

(mais indépendant de r), donc gque
(%) Hq(xy'wrg/mrﬂ\% @(of//ﬂtyﬂn) = 0 pour q21, r>0 et n>> 0.

La restriction de 1l'algdbre gradude C—B (M C’Z/m ﬂd} ) sur la
variété projective Xy y),(g{/%ﬁ lf (y)) est cohérente et
globalement de type fini et la restriction de @ ?M+lﬁ est un
module cohérent et graduée sur ceci, cf. par exemple [3]. Maintenant
(*) résulte par GAGA d'un résultat analogue de géometrie algébrique
([1"5], Ch,III, th.2.4.1), Comme on voit, la cl? de la démonstration
est un théoréme d'annulatibn homogéne de la cohomologie vers o ; on
va prouver dans la section suivante le résultat général de ce type
(dont une conséquence serait exactement une généfalisationr du résul-
tat pfécédent de Kuhlmann). On a aussi le résultat suivant

]
Proposition, Soient £ : X —>Y un morphisme propre d'espaces

complexes, y un point de Y et OZun faisceau invertible sur X tel que
i;n) soit treés simple pour tout n, Alors ozﬂest trés ample au dessus

d'un voisinage de y.

Démonstration., On va montrer que 1'application £*f *?—-——) Fest
'sﬁrjective daﬁs les points de f—l(y). Ensuite le raisonement est
standard: il va résulter la ‘méme condition dans un ouvert f—l('\'[)

(V voisinage de y), donc i morphisme f—l(V) — P(£,J/V) est bien
défini, mod% 2l est une immersion fermée et la conclusion en ré-
sulte (cf, par exemple [4], prop.4.4.3). Soit donc Xéf.-l(.')’). I1 suf-
Tit de trouver une section s eP(f"l(y),(;g) = f*(;{)y telle que s(x) # O

| (e sxéwxqé(). Soit n_ avec la propriété

Fuet i - '
Im( (;(y),,f;) > P, 20 = Im(!“( oz’i >—-->P<Xy,o£y>>.

(n,)

(n,)
Il existe t€ r(X‘y o£ ) avec la propriété t(x) # 0. On peut
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trouver sef‘(f"l(y),f,) dont 1l'image dans l"(:%,;%,) est la méme que
1'image de t et ceci est la section cherchée.

Remarque. Par des arguments semblables, ow en les -déduissant
directement de résultats ci-dessus, on a:

"Si f ¢+ X —> Y est un morphisme propre d'espaces éomplexes,
Y* un sous-espace fermé de ¥, X = f—l(Y') et & un faisceau inverti-
ble sur X, alorsobﬂ est ample (résp, trés ample) si et seulement sn.
xé?) (resp.sgi(,r,l) pour tout n) est ample (résp. trés ample)".

4, Théordme, Soient £ : X —> Y un morphisme propre d'espaces
complexes, T1yees, Ty des indétermindes et #un &X[Tl’”'.’Tl\_T\ -module
cohérent et gradud, Alors ‘

(1) R, M) est (%[Tl,...,TNl—cohérent pour tout q;

(2) si £ este projectif et & est ample relativement & f,
alors, localement sur Y, qu*(%@ﬁl) = 0 pour n>>0, g>1; de méme,
.localement, les morphismes f*f*(W®={,n) —qNeL™ sont surjectives
pour n>> O, .

. Les énoncés sont similaires aux énoncés de géométrie algé—
brique ([15], chiILL, th.2.4.l? et proposition 3.3.l; le passage
aux algebres graduées est facile), mais les démonstrations dans le
cas analytique sont plus difficilles. Une démonstration pour (1) a
été donné dans [3] et cé résultat a permis de prouver dans le cas
analytique le théoréme de coi?é\paraison de Grothendieck ([15], CHGTEL,
the4.1.,5). Une démonstration plus courte est donnée dans ([4], Ch.6,
fin du § 3), en utilisant les théor2mes de Grauert-Remmert pour les
morphismes projectifs [13]. llontrons ici comment on peut prouver
(2), en utilisant de méme le théordme de Grauert-Remmert, Notons
par p : R L g projection, On va noter par ?%l.e faiseau
sur XX Pl obtenu du préfaisceau

UXD ——-->5L—% GF(U,N))S(D) |s,Q homogdnes de méme degréi ]

U étant ouvert de X, D oubert de PV 1 et S(D) le systime multipli-
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catif des éléments de L_)(QEPN_:L (k) (D) sans zéros (gradué par k),AM
k

; X ' -1
est un faiseau analytique cohérent sur XxPN e

Si maintenant “éest un faiseau cohérent sur Xx.[PN"l, on va

s .
noter (%) = @ o) ($(k)). Ceci a une structure naturelle de
‘ k=0 :

CQX[Tl,...,TN—]—module gradqé, et on démontre qu'il est cohérent.

De méme on démontre qu'on a un morphisme gradué canonique
MP(%’)) qui est isomorphisme dans les degrés ass‘ez grands (on
peut trouver des démonstrations dans le cas analytique dans [4}, Chi,
6y §3)e

Prouvons la premi2re assertion de (2) par ihduction SUT Q.

Si g est assez grand, qu* = 0 (localement sur Y), Supposons prouvé
le résultat pour g+l et prouvons le pour q, Comme le noyau et le
conoyau du N ——>P(f?‘{)))résultent Cg{-cohérents, le résultat est vrai
pour ceux-ci, cf. le théor2me de Grauert-Remmert, Il suffit donc de
1e prouver pour \"(Qv)), donc pour un OOX \:Tl,...,TNak—mo_dule de la forme
P(®. Soit L un compact de Stein de Y.

D'aprés [13], il existe un k, tel que le morphisme
p*p*(g(ko)) ——5‘@(1{0) soijc epimorphisme dans un voisinage de p"lf—l(L)
Comme o{est ample au-dessus de ¥ et L est de Stein, il existe en ap-
pliquant de nouveau [15] un - epimorphisme T p*(&ko)) dans un
voisinage de f-l(L), ol Cfest une somme finie de modules isbmorphes
34 une pulssance o‘ﬂqo(qo<0). Par conséquence on obtient dens un voi-

sinage de p"lf"1

(L) un epimorphisme p*'T—?g(ko) =0, don¢ un epi-
morphisme (p*ﬂ(—ko) ———7%——3»0. Notons S p*(ff-’)(—ko)' et 6 JD——?%
le morphisme. Par [' on obtient un morphisme gradué et de [f.3] on dé-
duit que les composantes F(e)r sont des epimorphismes dans un voisi-
'nage de f'l(L) pour:r =5 0, Done ﬂ= Coker ['(8) est cohdrent sur (2{ ;
donc qu%(‘gQ)gﬂn) ‘L = 0 pour n>> 0, Par conséguence il faut vpfover
le résultat pour I = Im [(8). On a les suites exactes (X = Ker I(8))

ar 8 ’{ ‘5, 08
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RY (M @LD) — Y, T0L™ —r¥e, (x @Lh).

on a M(f)= (f‘(p*(ﬂ')))[—ko], ol [_—ko] signifie qu'on a décalé le
degré dans le module gradué.... En appliquant 1l'hypothese d'induc-
tion on voit qu'il suffit de prover .ce qu'on cherche pour P(p*(%),

donc pour P(p*(;{,qo)). lais on peut obtenir aisement des identifica-
q |
tions r'(p*(;go)):\_’yX[Tl,...,TN-\ ®2L ° et on conclut, parce que le§

composantes homogdnes sont des sommes finies de oélo. Quénd a4 la
deuxilme assertion de (2), elle résulte par l'argument théoréme
B =5 théordme A,

Ltassertion (1) est utile pour é&tudier les morphismes pro-
pres d'espaces complexes formels ([8], Sz Bl )i

L'assertion (2) peut &tre utile pour &tudier les morphismes
projectifs entre tels espaces, Bornons-nous & prover le résultat
suivant, qui en fait est une généralisation du théorzme de la sec—
tion précédente,

Corollaire, Soient f : X —> Y un morphisme propre d'espaces

complexes formels, grcf% un idéal de définition pour f,ofun fai- -
sceau inversible sur X et FE& Coh X. Supposons que of@&f(qui est un
faisceau inversible sur l'espace complexe donné par (7(%) est ample
relativement au morphisme (X,Cg(/gq() — (Y,&Y/g‘t). Alors, locale-
ment sur ¥, R¥ (FoLh) =0 pour n>»0 et qx1,

Démonstration. Notons Fgll =F(n). D'aprés (8],

R, (F(n)) = Lim R, (Fn)/FHn).
k

Il suffit donc de trouver pour tout compact de Stein L. de Y
un entier n, tel que qu*(‘}’(n)/gk?(n)) \ L.= 0pourazl,; ksl et

nzng.
{
Par additivité il suffit de prouver que qu*(}).sfﬂn)/gwﬁfn)h’[—.

=.0pour.gzl, k=1l et n=>0, On & gkﬂn)/gkﬂgf(n)::

o~ (oK g K] LR
| ({g i g’)@ww)f I
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Si t1seeeyty sONt des sections qui engendrent éysur L; alors
il résulte que EB(}k3Z?k+1§3 a une structure naturelle de
(ﬂX[Tl,...,TN]—module cohérent et gradué. On conclut en appliguant
le théoréme pour le morphisme dfespaces complexes (X,Cé/yC%) —_
— 1,0y/3).
| Question, J'ignore si dans le théordme on peut supposer que
TN est seulement cohérent sur d%[Tl,...,TNl (ctest vrai dans la gé-
ométrie algébrique [15]). En particulier je ne sais pas répondre &
la question: ‘
4 "Soient (X,d%) un espace complexe compact, Tl,;..,TN des in-
déterminées,%nlnlC&iﬁl,...,TN]—modul cohérent, Sont-ils  HY(X, M)

des modules de type fini sur CELl,...,TN] gy

III. Propriétés géométriques des fibres

Théordre, Soit £ : X —> ¥ un morphisme propre d'espaces com-
plexes et y un point de ¥, Supposons que toutes les fibres infinité-
simelles Xén) sont projectives, Alors f est projectif au dessus d'un
voisinage de y. |

Ctest le résultat principal prouvé par Kuhlmann dang (19] et
l'dn peut obtenir aisément des résultats précédents, En effet, il
existe n, tel que |

(n_)

m(pic £7(7) —>Pic X{°)) = In(pic x, °© —> pic x(°)),

oy ; (n,) : .
Soit J un faisceau ample sur Xj 7L Tl existe unyfaisceau

invertitﬂfe&edéfini dans un voisinage de f-l(y) dont 1l'image dans
Pic Xéo)

Donnons une conséquence du théoréme,

Sl vl A 7
cofncide & 1'image de J . On conclut par le théoreme II.3.

Proposition. Tout espace complexe X strictement pseudoconvexe,

de dimension 2 et de dimension Zariski bornée, sans composantes ir-

réductibles compacts, peut &tre plongé dans un produit €° =P,
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Démonstration, Soit £ : X —> ¥ la réduction de Remmert et A

ltensemble exceptionel de X, Pour tout yef(4) = B, f'l(y)-est de
dimension £ 1, donc Xén) sont projectives pour tout n, D'aprés le
théordme, on peut trouver un faisceau invertiblfz&fsur un voilisinage
de f”l(y) qui est ample relativement & f, Comme B est fini, on peut
ainsi trouver un voisinage V de B‘et$£e£&c f_l(V), ample au dessus
de V, De plus, on peut supposer qde V est de Stein et que Hq(V,Z)= 0,
qQz1. Prouvons que, quitte & remplacer:i>par une puissance, on peut
le prolonger & X, ‘

On a le diagramme commutatif et exact

(T B,0) —> B (T~ B,0%) —> B3 (Y B,Z) —>H2 (I~ B,0) .
a

1 182 l‘% 154
AV k

B (V<B, @) —>HE (Vs B, @) —> B5(V~B,Z) —>H (V ~B,0)

%
Les morphismes Ei et 54 sont des isomorphismes par le théo-

réme B de Cartan el en utilisant les suites exactes de la cohomologie

relative de B dans V et dans Y .

D'autre part on a le diagramme commutatif et exact

H(Y,2) —> (Y~ B,2) —— H)(Y,2) —> H’(Y,2)

} l & |

H(V,2) —> Ho(V~ B,2) —> H(V,2) —> B2(V,2).

Comme H2(V,Z) = HB(V,Z) =0 et HE(Y,Z) est & torsion (cf.[?l],
Y étant espace de Stein de dimension 2), il résulte que Coker{;3 est
& torsion,
| On considére maintenant la restriction deég & f_l(V)\\A. Comme
fnl(V)\\A.QiV\\B, 1'image de cette restriction par £ donne un élément
§dans Hl(v“~B,@%). Du diagramme (61,82,63,84) on déduit gu'une puis-
sance de § se prolonge & YN\B, On obtient un faisceau inversible sur

Y\NB = X\4 et en utilisant ceci on peut prolonger & X une puissance
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de Q?. On peut donc supposer que le faisceau¢1fdonné par le théoréme
de Kuhlmann est défini sur X, L'application X —> P (f*C£)) est bien
définie, en plus elle résulte immersion fermée, ¥ est un espace de
Stein de dimension Zariski bornée, donc on peut‘trouver un plonge-
ment Y — C®. D'autre part, il existe un nombre fini de sections
globales qui engendrent f*(XS (par induction sur dim Y...), donc .on
peut plonger P(f*(ib)_déns un espace projectif i L'appliéation

X —>C"x F® domée par X £Y — ", X —>P(£,0)) —> F" est un
plongement, |

Dans [1] et [10) il est &établi le résultat suivant:

"Soit X un espace complexe strictement pseudoconvexe, &lors
on a l'équivalence

(1) X admet un fibre en droites positif;

{ii) X peut se plonger dans un produit @x Pm;

(iii) X est projectivement séparable",

Il est,naturel4de demander quelle est la liaison entre ceci
et la propriété de l'ensemble exceptionel A d'&tre projectif ( ou
infinitésimel prbjectif; i.,e., les espaces (A,C%/GH/A) sont projec-
tifs, J étant 1'idéal défini par 4), cf, &galement [25], question 5.
Notons enfin la généralisation suivante du théoréme,

Théordme, Soit f : XI——%>Y‘un morphisme propre d'espaces
complexes dont le but’? est de Stein et soit Y¥' un sous-espace de Y,
Supposons que les morphismes Xé?) ——5’Yé?) sont projectifs pour tout
n, Alors f est projectif au dessus de tout compact de ¥,

La démonstration est la méme, seulement il faut noter que
pour l'existence d'un n, on doit utiliser la suite exacte de l'ex-
ponentielle et analyser la situation comme dans Kuhlmann [19] (cette
fois, pour les renseignements sur d% on doit utiliser essentielement
[3]).

Jtignore si cn peut conclure gque f est projectif au dessus
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~ d'un voisinage de Y', De méme, j'ignore la réponse & la question:
"Soit £ : X —>Y une famnille € de variétés complexescompac-
tes et y €Y, Supposons que Xén) (qui est un espace complexe est pro-
Jjectif pour touf n, Est-ce qu'on peut factoriser f, en remplacant Y
par un voisinage de y, par un plongement X —> Y x PN TR
Ia question est lide, via les arguments donnés 101, de la sé-

paratlon des faisceaux Rf d& Cefs Eod)n
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