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DANS LES MILIEUX POREUX

Wlodzimiers Derski et Horia I.Ene

le Introduction

-

La théorie de la consolidation ou plus precisément

le mouvement dun fluide dans un milieu poreux déformable, a été
formulée pour la premiére fois par M.A.Biot [1 ] [2] en combinant
la théorie de 1'élasticité avec une généralisation de la loi de

Darcy. Les hypothéses de la théorie de Biot sont les suivantes

(i) le squelette se déforme élastiquement
(ii) les déformations sont petites

(iii) le fluide est constitué par un liquide parfait
(iv) le massif est saturé par le fluide

(v) la perméabilité et la porosité du terrain sont
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cformation

Q\

consldéreus indépendantes de 1l'état de :

et du gradient hydraulique.

Pendant une long période du temps les

(]

dquations obte-

=

hues-en partant_de ces hypothéses ont été utilisées dans des nom-
breuses appliquations. Mais il est assez claire que lesg lLiypothises
Cid i) el (v\ sont assez c11t1ccwle89

En vtilisant des méthodes differentes, le dernier femps
ont été obtenues des équations plus générales que celles de Biot
il

Le but de cet article est de faire une comparaison
entre les deux méthodes, qui dlailleur conduit aux mémes équations

et de donner la signification idelle des diverses termes qui inter-
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viennent. BEn méme temps on voit que les équations obtenuey con-

.

tiennent comme cas particuliérs la théorie classique de la fil-

ot

te rigide ) et le comportement élastique d'un

3

trafion ( squels

milieu avec les pores vides,

2. La loi de Darcy comme moyven du mouvement

r de tvpe Poisenille

Il est connut depuis longtemps l'analogie eutre le
mouvement dans un milieu poreux, decrit par la loi de Darcy, et
le mouvement de Poisewille, En fait, si on considére un capilaire

de rayome Jf , on sait que la vitesse au long du tube a l'expres-
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-d e . : k
ol - %L o5t le gradient de la pression (constant) et la visquo=-
d' X <o ! /1“ 4

sité du fluide. La valeur mcyenne de la vitesse est egale & @

4]
o Q est le ‘debit calculd d'aprés la formule :
% T W-Sh ap
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Si on considére maintenant n capilares de méme rayo-



mie, paralélles et si on fait unz section normale & 1'axe des tubes,
on est conduit & introduire une porosité de surface, définie par

laavélotion

%
(2.5) m = HTJ
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Alors, la witesse de filtration vz m_u

da

765
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I1 faut remarquer en méme temps. que la loi de Darey

a été Jonnée par le debit de fluids qui traverse une section du

milieu, C¥,d'aprés (2.3) et (2.6) on voitque :

Lt'introduction de la porositée de surface par la formule
(2.5) est obligatoire pourvu que nous avons calculé: le debit de
fluide. En générale on définie la porosité de surface ps: une réla-

Tioma
<
(2.9) m, = —22

e i B P

oll Sp est la surface des porgs et S est la surface totale. De méme,

on peut introduire la porosité volumique, par la rélation.:
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(2910) m ""‘i‘;"""

od Vp est le volume des pores et V le volume total., lLa théorie

classicue de la filtration a identifié les deux porositées. E

1

realité, pour des modéles des milieux poreux assez simple, par

5 Q

example le modéle constitué par des tubes capilaires orientés

~

paralellement avec trois directions d'un ré ére orthogon=z=l, omn

HJ

1iférence entre les deux porositées,

y

voib qu'il ¥ a. bne

L'utilisation de mg ou de m dans les problémes du

)

fde
;..

mouvement dans les milieux poreux sera justifiée dans chaque

cas par la méthode de démonstration.

%, Les équations du mouve“nn* obtenues pour le

milieu continu biphasigue- {3]

s dimensions occu=—

jte

Soit D un domaine de l'espace & tro
pée par un milieu biphasique: le rluide qui remplie les pores et
le squelette_éiastique. On dennote par S une surface de section .
de ' D, 1 par % le vecteur unitaire de la normale & S dirigée vers
l'exterieur,.par ¥f et 33 les champs des vitesses absolues respec-
tivement du fluide et du squelette, ?+ et §, les densités du
fluide et du squelette par rappor:t au volume unitaire total et ?;

%

la densité propre du fluide, Alors, en introduisant la porosgitée

de surface (2.9), on voit que la densité du fluide libre peut
) ~
§tre définie par la rélation ¢ e .

le fluide libre peut se deplaser avec la vit £
. ' 3 s it |
ou evec la vitesse relative Voo W e
P

L'ensamble formé par le squelétte et le fluide atathé,
—_—

Ae déyplace avec la vitesse Vige lals il Taut remarquer que la
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densité de l'ensemble est ¢-¢ ol € est la densité totale du

milieu biﬁasique par rapport su volume unitaire total,

%ol les Gguationg de. los contimulitée de 15 ms

i

2

Le flux de la masse dotale & trevers. la surface S eth

Dn
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e
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We

(Bl : ?.\);“' n"O(A " .§(U’c -U;(.)n;% + gq’g dv = &
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&

d'oll on a l'équation de continuité:

2 5 QT ghin ion il e <l Y
@aal e = - LSS, BT

J Wl Y

Pour un milieu incompressible :

V_s{’( _U;)C)(:
et 1l'équation (3.2) s'écrit :

S) -
(3.28) S+ PV = - 6, (Vi)

Le flux du fluide libre & travers la surface S ést

G Y Fmias s (g {08y
S S 3

-
1
S

d'ol on a 1'équation de continuité:
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.

Si on tient compte de (3.2a) avec (3.4a) on obtlent:

Gt : s ’
/B\r: g/ 4+ L<§’?//U_:S\.]=o

ct*

3.2, la conservation de la guantité du mouvement

La quantité du mouvemsat du squelette et du fluide

attaché est donnée par la formule
(5.6) P-i = x (f &5 g ) \rm. c‘gy ' :
p]

La derivée matériells de la quantité du mouvement est:

7 fij.),f_ s oy g
") e g(? ?/:e%. A
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Le principe de la conservation de la guantité du mouve-

ment a la forme .

(5.8) Sﬁj&nj(h *Sb(";"’la)éiV*S?Xﬂ"QV: P
S D D)

ol G%-\g est la.force de suriace,fF - b@&.-\r.) entls
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frottement qui résulte de l'action du fluide sur le squelatte et

X( les

duisgent

L5

orces extérieures qui dans la plus part. des cas se ré-

Qs

la pesanteur., Les forces X, sont prises par rapport &

v
la masse totale.
Avec (3.7), (3.8) nous donne 1l'équation du mouvement

du squelette et du fluide attaché :

|

A = v d : :
(%.9) .fﬁjj +,€ X ’(? —?‘) Jig ) (U;;"Q:)

Pour le fluide libre la quantité du mouvement est :

(3.10) P § g dy

Donc la derivée matérielle a l'expression :

Gy ot 3 ﬁf%j i

=

est le principe de la conservation de la quantité du mourrement

s'écrit :

(3,12) Cng da g b (ubc'iul()dv * g g,X;Jv = 4:}
g : 1t
S D)

Ici nous avons utilisé la force Fiy= b{vy-vg) o On
v {

voit gue nous avons:
(5.13) T

De (3.12) et de (3,11) on deduit :

Juﬁ
Lt

~ Bl ity )

)¢ (O

(3.14) G Bukipaf



Le terme G represente en fait le gradient

Je

preggion, papce gue: Gz — pm,

s JJA"

Dans le cas gquasi-statique (¢ -¢ ) _=* ~o0

g
CQJ4' mand 9 T (‘7 3
(. ‘w9 la rélation (3.14) prend la forme :
At

&by e B )

qui est la loi de Darcy.

Si les forces extérieures sont négligeables ( X, ~Q

dquations (3.,9) et (3.15) nous donnent :

[&)]

le

(5;16) i (’\/\3 k + C,( = O

4, TLes équations du mouvement obltenues comme

4

moyvenne des équations de 1'élasticité et

de Navier - Stoxes [47

On considére un milieu poreux déformable, saturé par
un fluide visqueux. Au niveau microscopique on a les équations de

1'élasticité et les équations de Navier -~ Stokes et on prend le

valeurs moyennes definies peur un volume D du milieu,

4,1, lLes valeurs moyennes des rranteurs

0
ma

ki

CHOS=

Soit A(X,t) une fonction intégrable, avec :

~

/



L'integrale est &tendue & tout l'espace, mais si le

Fita

%ilieu est borné, alors «(x,t) est ntiquement nul en dehoxrs
de ce domaine, et les integrales sont en fait étendues au volume
effectivement‘vcéupé par le milieu.

Par définition [5] la grandeur macroscopi 2 (k

rélative & la grandeur microscopique a(x,t) sera le ¢ produit de con-

volution

se

(4.1) a (x,t) = (axd ) (x,t)

ot oL (x,t) =od(~%, =t), On a aussi les formules de dérivation des
grandeurs macroscoplques par rapport aux variables d'espace et au

temps s

G oy a‘m,i = ( fqu-} s ] n A«*A)#oé

(4.3) )%:(i/%‘i“[“”vj&)*;

oli [a] st ls discontinuité de a sur itinterface 5;44 . “raversée

- » . -2 : - X Py ¥ %
dans le sens du vecteur normals unitaire n, J;A est la distribution

n
oy
;_..J

de Dirac dans 1'espace-temps (x,t) su ‘hypersurface P i
: ’ —7 - o
(Ltinterface Pluide~solide) et V est le vecteur vitesse de l'inter-

Tace.,

L Ol au niveau microscoplque

Dans le fluide on & les éguations :
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z*’ j; .__4" LY' U' + g." T Zl’ ] = {
o S)if e (?; G )i ?KYX(
(4.5) (B im g

p& . gont les composantes du vecteur de la vitesse relative
B T ES les vecteurs déplaéememt du fluide et du
2t te,. pda pression et Zﬁ les contraintes visqueuses,
Ltéquation du mouvement dans le squelette est :

(4.7) Ty = & QSX; 2

AT

& laquelle il faut ajouter la loi constitutive et lfexpression du

tenseur de déformation
(4.8) (,"tg = C\'”\k €0

o9 o R i G
(4 /) 3 2 ( Uy, & \'&"J,L !

aux limites :

(M’«]Q) C;j V\)' - "(\f A\i Z\J) ﬂJ' N 2__'4
(4.11) (AA" = “5,‘ = \/\' Au v 2%5

4,%, Tes équations au niveau macroscoplgue

Les équations (4.4) et (4.5), si on utilise la défi-
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nition (4.1) et les formules (4.2) et (4.3), deviennent :

g

. N - s 3
4,12 i = v ¥ ( i
( ) —Ew f—b_—-k ?4_ (\r\. al y (S“S’A ,:‘) 0( * \ g*w J“—n, (}.HAJ a7

+ P‘Mgcj - M =%

.15) o= E g~y g by, 02
(4.14) Vg eia ©

En supposant que le mouvement macroscopique est lent

et .que les déformations sont petites, on observe que les termes

->
= ! 7 d ' F e s - 7
(wica é;A)¥c{ o il e &M) b Tl ,sont néglijables [5]

Dans ces conditions 1lt'équation (4.12) prend: la forme :

s L

Lo 3’* SR ggw)(\. + F

ou:

6T e

(4,15a) @4 -

ol nous avons introduit la pression effective :

'Tj\

=P - §4X£x;

On peut demonstrex, comme dans le cas du milieu rigide,
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g - ~ 3 44 p e =
m est la porosité volumique ¢

A xel

\!

Hleli= ('Uv(-pz ] w (%)

ot A est l'enserble des pores,
En introduisant le tenseur symetrique de permeabilité

ko el la vitesse de filtration :
(4.16) u( =B M

5

nils avons 1la loi d

@D
e,
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i Ly B
(4.17) e
ou plus généralement :

Gami o ) R

S

Dans 1'€quation (4.18) nous avons introduit la densité

macrogcopique du fluide

oo

r\.}
(4.19) f = o §
b § v
Si on applique le méme procédé au équatiorn (4.7) nous

avons @

s - ke
& o f < — A
(4.20) Ci“ﬁ,} % <¢ﬁ‘“55;4)'*4 \?AX:) %ol = QMM th

->
-9, (o RV, ) o

Dans les hypothéses déji faites, et en tenant compte

B



des conditionsiaux limites (H#.10) , (

prend la forme

eo

(4.21) G/M‘dd -m’?{ +(&_“;)r§v} X ey o /()(A

avec la densité macroscopique
(4.22)
: gl\w

D*autres parts on a :

1a densité total

e
~os ~~
T4 LY d
(4.23) Tt £ + (L-wm)F
wua Ua,
Donc, . finalement, 1l'équation (4.22) devient :

Z’!’agl“f‘) G/w\a)y * ? Xl.. = ( &- "‘h") ?Am /‘){, P\M ‘

Bn ‘ce qul concerbune la lol consfitutive et l'expresgsion
du tenseur de déformation, il faut remarquer que dang lthypothése
déj4 fuite des petites déformafiions, on peut considérer <iccesive-
ment

I e £l

(4.26) - 8
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ol nous avons introduit la valeur moyenne dlun tenseuy

|
proportionelle a la pression macroscopique:

J

(4.29) : oé‘& Bt EC“}L:Q (ZCL ﬁf%i\k)]%‘z

Q2
=

tds
93]
62}
e

5, Comperaicon des méthodes utilisées et la

oL 2

ignification des diverses termes

n

B

Pinalement les deux méthodes utilisdesg ont conduites

aux équations du mouvement (3.9), (%.14) et (4.18)
1téquation (3.9) et (4.24) it n'y a aucune difference

P . -Game (4.24) nlest rien dautre que 32
J

WESele 5 T, i
B L‘J_u} e

comme on peut le voir de (4.1€), dans le cas stationnalms
coincide avec la rélation (3.15). :
en
Ie principe de réciprocité (3.1%3) egb¥iait la

du tenseur de pérmeabilité k%' ’

, (4,24), Bolire

terme
et qui

Avec ces observations on constate assez facile que les

o
o]

équations (3.14) et (4,18) sont identiques.

Les deux méthodes utilisées permet l'une de preciser
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les équations de la continuité de la masse, et l'autre la loi cons-
titutive, On vo it donc,que les résultats qu'on obitlent se compléten
1tun par ltautre.

En mémne temps il est utile d'observer que les équations
du mouvement obtenues contiennent deux cas particuliers trés impor—

AT

| -~ s8i le squelette est rig

relative e i OB G se reduisse &
et les équations.(3.14) ou (4.18) sont en
classique;.

(}

=

(4.24) decx

LoV
dtune pression i
On o
tions gé

T

P Sl oAl e

2. KA Bk

3. W.Dexrsgki

He Isline

- 81 le milieu est vide,

ent le comportement élastique du

nterstielle,
bgerve que les équations o

ide, alers 1
la vitesse
falt la lod

les équations

o

mi i

btenues, s

oéndrales du mouvement dans un milieu poreux.

B . b.ld o pw ap ol
~ " General theory of three - dimension
consolidation ' J.Appl.Phys (1941) h-]55

- " Theory of elasticity and consclidation
for .a porous anisotropic solid " (1955)
Ju h_T“ .:_._x.l_ly@ 2(; pg 1?2"'185:

- " Equations of motions in porous media -
Bull, de l'Acad, Pol, de Sci., classe

€' Vi

4° (1978) ( sous presse),

- " Sur les-équations du mouvement dens le
milieux poreux déformables ".Rev.Houm.
Math,Pures et Apple. (1978) tome XXIII,

ety

Do 405-410,

el el

(3.9) ou

abgence
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