
a

LES EOUATIONS DU MOUVEMENT

DANS LES IMILIEUX POREUX

par

Wlodzimiers DERSKIx)  et  Hor ia  l 'ENE*")

Fdarier 1978

. 
'' -t' 'Y =tl"-,.

. , .  i ' 4 ' i  . '  .  
, "

' .  
:  . ' , ; ' l $

*) Pracownia Teorii Konsolid.acii i Termod'ifuzii, Institut Podstawowych-Problemow

Techniki PAN, htielzynskiego 27/29, 61725 POZNAN' Poland'

**) Department of Matbematics, National Institute for scientific and Technical

Creation, B-dut Pacii 220, 77538 BUCHAREST' Romania'



I,ES EOUATICiiS -i)U 1"0u1ff1',rIllT D,rilIS l,iis l:ifil]lUX POijllUX
@

per

l i /Lodz in ie rs  Dersk i eT f lo r1a  J . j i , ;ne

] .  In t : :od .uc ' r ion

I ,a  thdor ie  de  la  conso l id ,a t ion  ou  p lus  p recr -sdmeni

le  mouvemen 'b  C. tun  f lu ic l .e  d .ans  un  mi l ieu  poreu: r  c16 formal :1e ,  a  6 td

fo rn iu lde  pour  l -a  p reH: .d re  fo is  par  i i l . , t , i J io t  [1  I  [e ]  cn  cor i t ; inar r i

1 a  t h d o r i e  d e  l  t d i a s t i c i t d  a y e  c  u n e  . g d n d r a l i s a , i i o n  t l e  l a  l o i  d . e

Darcyo Les  hypothdees de  Ia  i i rdor ie  c t .e  E io t  son t  l -e 's  s r i i van tes  3

( i  )  le  sque le t te  se  d .d fo : i : rne  6 '1as t i  quement

( i i ;  les  d .d f  o rna . t  j , cns  sont  pe  t i tes

(  i l - i -  )  le  f  l -u id .c  es t  cor rs l , - i tu6  par  L rn  1 i  qu id .e  par fa i i

( i v )  l e  m a s s i f  e s t  s a t u r d  p e r  l e  f l u j d , e

(v )  la  pern6a.b i l - j - t r i  e t  la  poros i t€  du  ie r ra in  sont

cons id .6 r6es  ind6pendantes  o 'e  1  t  6 . ta .b  de  c t .6 fo rmat i  cn

e t  d .u  g rad len t  l i . y6rau- l - iQUer

Pend.a .n t  une long pdr iode du  temps l -es  dquat ions  ob te-

n u e s . e n  p a r t a n t  d . e  c e s  h y p o t h d s e s  o n t  d t i  u t i l j . s d e s  d . a . n s  d , e s  n o m *

breuses  app1 l . lua t ions .  i r la is  i1  ee t  iLssez  c la i re  que leo  ) - rypo thdses

( i i i )  e t  ( v )  s o n t  a s s e z  c r j  t i c a b l e s "

E n  u t i l i s a n t  d e s  n 6 i h o d . e s  c l . i f f c r e n t e g ,  l e  d . e r n i e r  t e m p s

o n t  d t d  o b t e n u e s  d e s  d q u a t i o n s  p l u s  g d n d r a l e s  q u e  c e l l e e  d . e  B i o t

f  z 1  |  t ,  1

L 2 l  L 5 ' J  .

le  bu t  d .e  ce t  a r t i c le  es t  d ,e  fa i re  une conpara ison

ent re  l -es  d ,eu : r  mdthod.cs ,  qu i  d . ta j " l leur  condu i t  aux  m6mes dquat icns

et  c l ,e  i l , i :nner  ]a .  s i  p 'n i  f i  cn t ion  ; . ,6e l le  d .es  d .  j . verses  i ;e rmes qu i  in te : : -



a \ t

v iennent .  i ln  mdne tenps  on  vo i t  q i . le  les  6qu ia t i cns  op tenuer , i  con* '

t iennen i  comm"e cas  par t i cu l id rs  1a  thdor j .e  c lass ique d .e  la  f i l -

t r a t i o n  (  s q u e l e t t e  r i g i d e  )  e t  L e  c o n p o r t e n e n t  6 l a s t i q u e  d . r u n

m i l i e u  a v e c  l e s  n o r e s  t ' i d , e s .

2, I,a 1oi 49 Dar.cir gg|rr3q*S,oy,q! 4u mgiLyentef,t

d.e _l+rre P-o+' .eujlle

11 * r t  connut  d .epu is  longtemps l tana log ie  en t re  le

mouvement  d .ans  un  mi l ieu  poreux ,  d .ecr i t  par  la  lo i  de  Darcy ,  e t

1e  mouvement  d .e  Po iseu i l le ,  En fa i t ,  s i  on  cons j .d .d re  un  cap i la i re

r
d,e ravome d r  oh sai t  que ]a v i tesse au long d.u tu] :e a. l rexpres*

s i o n  z

r2' 2
( a . r )  r . r = - $ { r - * r l  9 e . .

t t , +  3 L '  o x

s i t6  d .u  f lu ide ,  Tra  va leur :  mc.yenne d ,e  la  v i tesse  es t  ega le  A  i

(2 .2 )  u -  =  gm  -  
" t :

or )  A  es t  le  deb i t  ca1cu16 d , raprds  la  fo rnu le  :

d n
;s--
o.x

or )  -  
$$  es t  l e  g rao ien t  de  la  p : :ess ion  (cons tan t )  

" t  f  l a  v ' l  squo-

.  . D o n c r  o i l  a  i

rq '

( a . 4 )  u * = - *  3 * = I r y - .

5
i  u  t "

( 2 . 2 ' )  Q = t O \ n u o l L  = - l ;

o /

Si  on  cons id ,d re  mar - l tenant  n  cap i la res  de  nn6me rayo*
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f f ie r  para ld l les  e t  s t  on  fa i t  u r :c  l . ;ec t ion  normale  A l - taxe  o les  tubes"

on es t  cond,u i t  S  in t rod .u j - re  une poros i td  d .e  sur face ,  d .6 f in ie  par

l a  r d l a t i o n  :

{ a . i )  f f i "  *  n T r J t

Alors ,  la  v i tesse  d .e  f i l t ra t ion  v  ;  f f i "u*  €s t  !

.  ( 2 . 6 )  v  :

rd la t ion  ana logue au  v l tesse  d .e  f i l t ra t ion  ob tenue i ;  par  la  1o i  d .e

Darctrr :

11  fa .u t  remarquer  en  mdme temps-que la  lo i  d .e  Da. rcy

a  6 t d , l o n n d e  p a r  l e  d e b i t  d c  f l u i d , , :  q i l i  t r a v e r s e -  u n e  s e c t i o n  c l u

m i l i * u ,  C r ,  d . l a p r d s  ( 2 . 3 )  e t  ( 2 , r i )  o n  v o i t  q u e  :

r A  ^ r  A  V
t c c o /  ( r t =  - f

I , ! in t roduc t ion  de  la  pcros i tde  de  sur face  pan la  fo r rnu le

( 2 . 5 )  e s t  o b l i g a t o i r e  p o u r v u  q u e  n o u s  a v o n s  c a l c u l d : .  l e  d e b i t  d e

f l u i d e .  - 5 r r  g d n d r a l e  o n  d . 6 f i n i e  l a  p o r o s i t d  d e  s u r f a c e  p F :  u n e  r 6 1 a *

t ion  :

_ _.gp( 2 , 9 )  m s  s

of i  Sp  es t  la  sur face  d .es  por ' , l : s  e t  S  es t  1a  sur face  to ta l .e .  I Je  tn6me,

on peut  in t rod .u i re  la  poros i td  voLun iQuor  par  la  : :d la , t ion  :

7 h
n l l  d  d p- a; -ri

( 2 . 7 )  v = - r r ; +  .
,/|.t u,^
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( 2 , 1 o )

o r )  l / n  e s t  I  e  r r n ' l  r r m a .  r l e s :  n n r e g  e t  V  l e  V o l u m e  t o t a l ,  L , a ,  i h 6 o r i e
v u  ! y  v p u  v v l u l r r u

c l a s s i q u e  d e  l a  f i l t r a t i o n  a  i d e n t i f i 6  l e s  d . e u x  p o l o s i t d e s ,  E n

rea l i td ,  pout r  ae  s  nod,d l -e  s  d ,es  mi l leux  poreux  assez  s inp ie  r  FsT

exanp le  ie  rnod.d le  cons t i tud  par  c les  tubes  cap i la l re ,s  o r len tds

p a r a l e l l e n r e n t  a v e c  t r c i s  d . i r e c t i o n s  d ,  t  u n  r d p d r e  o r t h o g o r r ' . 1 0  o n

v o i t  q u t i l  y  a  u n e  d . i f d r e n c e  e n i r e  l e s  d e u x  p o r o e i t d e s '

I tu t i l i sa t i .on  d .e  n ls  ou  de  m dans  les  p rob ldnes  c1u

mouvernent  d .e .ns  ]es  mi l ieux  poreux  serE i  jus t i f ide  oans  chaque

cas  par  la  nCthod.e  d .e  d .6ncns t ra t ion .

7  T , a c  6
J E ua, t i cns c lu  nouvenent  ob tenues nour

rnilieu csn!13u lipb.re-i,rgg-l]L

$ o i t  D  u n  d o r i i a j - n e  o t ;  l t e s p a c e  A  t r o i s  d . i m e n s l o n s  o c c u -

pde p i i1 ,  un  r r i i l i eu  b iphas ioue s  le  f lu ide  qr , r i  re rnp l i .e  1es  pores  e t

l e  s q u e l e i t e  d l a s t i q u e .  O n  d . e n n o t e  p a r  S  u n e  s u r f a c e  d , e  s e c i i o n

d . e  D ,  p a r  d  l e  v e c t e u y  u n i t a i r e  d e  i a  n o r m a l e  a  S  d i r i g d e  v e r s

l t e x t e r i e L l r ,  n a r  f , ,  e t  ? u  ] e s  c h a m p s  c i . o s  v i t e s s e s  a b s o l u e e  r e s p e c *

t i vemont  du  f lu . i r i .e  e t  t1u  squ.e l -e t te ,  9 f  e t  t {  1es  d .ens i tds  d . : ;

f lu lCg e t  d ' ;  dque l -e t i ;e  pa : r  rep f ,n : ' c  au  VOlUEle  un i te ' i re  t r ' , ;a l  e t  T ,J f

la d.ensj . t6 pi :CIpre du f1uj ,d. i .n Alorsr €r int : rod.uisant 1a pl : :osj ' i ;de

d e  s u r r a c e  ( 2 " 3 ) ,  o n  v o i t  q u c  l a  d e n s i t d  d u  f l u i d e  l i b r e  p e u t

6 'b re  c ld f in ie  par  1a  r61at i -on  9  
=  TU.  I " i lu r

I ,e  f lu ide  l ib re  peut  se  d .epJ-aser  avec

o u  a ' ' e c  l a  v j . t e s s e  r e l a t i v u  7 r  *  i u .  -

Lreneamble forn6 par te squeJ-et te er "Le f , l -u id.e r i t : : .b116,

Ae ddr , . l -ace  a ,vec  la  v r tesse  ;s ,  l ; ia is  i l  fau t  remarquer  qu .e  la

Vn
m

1r

, - +" r  ̂  - - - :  - t - ^ ^ ^ ^
I L t  V  J -  U U  - i i 5  u  

f
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d . e n s i t d  d . e  l r e n s e r a b l e  e s t  I - f  o r )  I  e s t  l a  d e n s i t d ' f t ; l a l e  d , r i

n i l ieu  b i fas ique par  rappor t  eu  vo lume un i ta i re  to ta l ;

3 . ! .  T , e s  6 q u a t i o n s  d e  } a  c o n t i n u i t d e  c l e  l a .  n t a s s e

Le f lux d,e Ja masse totale e travers la surface S est

f  C : o
\  " )  , ! ' r ' = Q
)  t t
3

i-  
\  !  

(o+ ,
5

ont inu i td  I

(3.t)  I  tn, n, J^

l

I

! ,  a  aegare  a  :
I

5

d r o f i  o n  a  l t d q u a t i o n  d e  c

(  =  r  r l t  ,
( 1 . i )  \  t ' r o ,  n ;  d 4  +  

\  
t  ( * + r  - ' r o , )  n '  & t  .  

I ' ]  A ' = o
( s 3

d , t o r )  o n  a  l . t 6 o u a t i o n  d e  c o n t i n u i t 6 :

- % , ) n .  l n  +

( 3 . 4  * f -  +  ! t r a i , i  I i ( u + r - o ^ , ) ] , ,

.  d ,  )  - lou ar = 1r + {r. itr;
'  Pour  un  rn i l leu  incompress ib le  I

t { t , t  - % i ' i  = c '

e t  l t 6 q u a t i o n  ( 3 . 2 )  s  t d c r l t  l

d e( i . z a )  f f i +  ! r o , , r  = -  i , ,  ( * t r - r a ; )

6ga1 & :

Le f lux d.u f luide . t ibre i  travers la surfaee 5 bst



* 6 -

{ 3 . 4 )  B * " '  ? ( t r + , - % , ) , , : - ( f  t r o , i , r

o i l 5 * = & n ( f + ; - r o ; ) *

Pour  un  mi l ieu  incompress tb le  on  vo i t  que :

r ' ,5(5.4a)  #F = - (9 
"0,  ) , ;

Si  on t ient  corapte d.e (3 .2a)  avec (3 .4a)  on obt lent :

a iL ! )  .  L (  r  - r , r  rn i  l , ;  =  o( 1 . 5 )  -  
n  a

3.2. I,pr *qgqs-erva:bi.pn ge Lqr.o.qanti.!6 d,u. SqilJ$.SSS!

1.,a quant i td d.u rnoLivemrrr t  du squelet te et  d,u f lu iC,e

a t tachd es t  donnde par  la  fo rnu" r .e  :

( 5 . 6 )  p i =  
I , t  

- E ) ( a ; A ,
T

l ,a d,er ivde mardr ieL. le d,e la quant i td d.u nouverneni ;  est :

e.7) :!-3- = ( (q -f i !!: tv\ r - , .  
l r ,  

) /  " e t  4 v

I ,e  p r inc ipe  d .e  Ia  conserva t ion  d .e  la  quan i i td  du  i louv€*

ment a la forne :

(  ,  (  (  . , ,  d ? ;
( i , E )  ) \ i " j  

' 1 4  . ) t s ( t + , - % i ) a u .  ) 9 x ; d v =  A t
s ) ]

or l  Q j  , . i  es t  la .  fo rce  de  sur i 'ace ,  
?n .=  

b( . ! ; -  t rn , )  es t  La .  fo rce  de
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f r o i t e m e n t  q u i  r d s u l t e  d . e  1 ? a c t i o n  d u  f l u i d , r .  s u r  l e  e q u e l ' : t t e  e t

X .  l e s  f o r c e s  e x t 6 r i e u r e s  q u l  d . a n s  l a  p l u . s  p a r ' r ; ,  d e s  c a s  S e  1 6 -
' \ l

d . u i s e n t  6 l a  p e s a n t e u r "  I r e s  f o r c e s  X i  s o n t  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  e

L a  m a s s e  t o t a l e "

Avec  (1 .7 ) ,  (3 .8 ;  nous  d .onne l t6qr - ra t ion  d .u  n touvement

d u  s o u e l e t t e  e t  d u  f l u i d e  a t t a c h d  ;

( 3 . i l  ( , i , ,  r g x ; = ( g - { ) Y  - r ( u ; ; - d a , )

1, = I i**, /v
3

D o n c  l a  d e r i v d e  m a t d r i e l l e  e  l r e x p r e s

o D  (.  0 L  r j  {  _  ) r r

*  
:  

\ t  # A v

inc ipe c ie la consel l . ra. t ion d,e,  }a quan'Li td

(  (  -  ( -
(3 . t4  \  

F  n . . , ta  .  
!  

t  ( 'o ,  - . . r+ , ld i  -  
I  i x . ' Ju  =  

f i '
s 3 )

I c i  n o u s  a v o n s  u t i l i s d  l a  f o r c e  F ^ f -  b ( v o r - { 5 t )  '  0 n

v o i . t  o u e  n o u s  a v o n s :

( 5 "  1 0 )

( 5 , 1 1 )

est  le  pr

s  t d c r i t  l

(v.r3)

Pour  le  f lu ide  l ib re  Ia  qua.n t i t6  du  nouvemcnt  es t  i

c .u noi . i ' remen-i

s]-c)n t

Fr^, *  Fn+,,  = o

De (3.L2) et  d,e (3. t t )  on d.ed,ui t  :

. t  , ,
t 3 . I 4 )  f r , .  +  S  X i  =  |  J '  - b ( t o , - . 1 , /

, t t



press ion ,

t -
(. 2!; ^,6

Lt

/ 2 ,  r  q , \
\ J a & - / )

1 . 6  1 : 6 ? r n a  ( r
e L r l r r r v  . l s

p a r c e  q u e  C

Dans le cas

- t
r a  T e J a - u 1 0 n

- B

T e n r e s e n t e  e n

=  - ? m a

q u a s i - s t a t i  q u e

(3. t+7 prend.  la

fai t  ' l -e Era.d.ient,

.  n -

( g - (  ) i ' i ' j  = 0
L(

forne :

a

^ +
C U

v
' L

+ 1  x '  =

' u . '  '  +  $' l  '  l  '

b  (  t + ;  -  % ; , )

qu i  es t  la  1o l  d ,e  DarcV"

S i  l e s  f o r c e s  e x t d r i e u r e s  s o n t  n d g l i g e a b l e s

l e s  d q u a t i o n s  ( 5 , 9 )  e t  ( 3 , t 5 )  n o u s  d o n n e n t  :

: C I  )

(3 ,16 ) (  = o

4.  les  6quat ions  du  raouvemeni  ob tenues contme

n  o r r p n n o  d r . s  i l ' . , r t r : . t i  n n n  r i g  l  l 6 l a s t i c i  t d  e tr a . v . J  u r { r { v  \ _  \ . t q i -

d.e luav iev

0n considdre un ml ' !  ieu pbreux d,6formab1e, saturd par

un f lu id ,e  v isqueux,  Au n iveau mic rogcop j .que on  a  les  6quat iuns  de

l t6 las t i c i td  e . t  les  6qua- t ions  d .e  Nav ie r  S tokes  e t  on  prenc i  J .es

va leurs  rnoyennes de f in ies  po t t r  un  vo lune D d .u  mi l ieu ,

4.1. lgs vakq{r:.qo.yer:Ilqp Je s. .fi{glgsgJ{i ryipr.gg-

cor r i  ques

S o i t  " ( ( X r t )  u n e  f o n c t i o n  l n t d g r a b l e ,  a v e c  :
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j  l t i n t e g r a l e  e s t  6 t e n d . u e  e  t o u t  l t e s p a c e ,  m a i s  s i  J . e

l
i n l l i eu  es t  bo rn6 ,  a lo rs  " t  ( x r i ; )  es t  i den t iquement  nu l  en  Cehors
I
d.e  ee  d ,omaine ,  e t  les  in tegra les  sont  en  fa i t  d tend,ues  au"vo lume

ef fec t i l ' t lment  occupd par  le  mi l ieu"

Par  dd f in i t ion  L f i  la  g rand.eur  macroscop ique ar , (x , t ) ,

rd t ra t i ve  e  la  g rand.eur  n ic roscop i -que a(x r t )  sera  le  r  p rodu i t  d ,e  co i l '

v o l u t i o n  i

( + . t )  * * ( x , t )  =  ( a x J  )  ( x , t )

o r ]  { ( x r t )  -  d ( - x ,  - t ) ,  0 n  a  a u s s i  l e s  f o r m u l e s  d , e  d , d r i r r a t i o n  d . e s

grand.eurs  macroscop iques  par  r , lppor t  aux  var lab les  d . f  espaca e t  au

t e m p s :

t J ( x , t )  
r x J t = \

( \ r t  I  1 4  -  I .  t 'a

{ 4 , 3 , r  
' # r  =  ( 1 " +  \  -  t - " 1  f l v ) ' ^ \ n ^
4 t  

- \ L t t  
\  1 4 t

or)  i "J  est  1a d iscont inu i t6  d .e a su: '  i t in ter face Lfo ,  
' ' ; raversde

d,ans le sens d,u vecteur normai+ unitaire d, f ,ro est la Cistr ibut ion

( + , a )  u * , i =  ( 1 o , ,  1 *  l o l f r [ a ^ ) r J

d.e Di rac d.ans l  tespace*ternps ( l * r t )  su. r  i ihypersur face Zfn

( l t i n te r face  f l u lde*so l l de  )  e t  i  es t  l e  vec teu r  v i t esse  d .e  J ' t i n ' be r *

face.

4.?. le p 4 gge,!i.qrls. p,L -:Li.JlqqlqJti,c,rqsggui q*g

Dans le f luide orr rr  les dquatlons i



( t r . t+)  f ,  *  
-  (  t ,  o ,  u i  .  p{ , j  -  z , i ) , i  =  3,  * .

( 4 . r )  f ; , r  = o

( 4 " 6 )  7 , j  - - / ' ( n , , i  n t r ; , i )

bU { ;  sont  les  composantes d,u vecteur  de la  v i tesse : :e la , i i r re
i

. ' l  j  +  - t  |  = ?  a  ,  ^ r - - - - - -  r r * 1
V  =  U . r .  -  u ^ ,  u 4 ,  e t  u -  l e s  v e C t e u r s  d . $ p l a c e m e n t  d u  f l U i C e  e t ,  C . u

I -  E -  I  i r

sque le 'b '1 .e ,  P  . la  p ress ion  o f  = . t  les  cont ra in tes  v isquet lsess

'  
l tdquat ion  d .u  mouvernent  d .ans  le  eque le t te  es t  :

n
( t t  

" \  
6 - , . .  +  0  V .  n  d k l '

1+" ' /  I  u  d i , i  *  f n  n ,  - -  Yo  #

S  l a q u e l l e  i 1  f a u t  a j o u t e r  l a  l o i  c o n s t i t u t i v e  e t  L t e x p r e s s i o n  d L i

tenseur '  d.e ddforrnat ion I

(4 ,8 )  t i  ?  t  r i , , L  € r . , .

( 4 ,  g ) t  ' ' i  = 
i  (  ur,  , ' ,  + q^i , ,  I

Sur  l r i n . te r face  Z , .  i l  f au t  i r nposer  l es  cond i t i ons
f.

aux L in i tes :

* l - 0 -

4 . 5, Le g .99\l'? t,l gI s "4,9, I igeiltl,.nla q r-o.S.c o pJ'qq"g

Les  6 .qua t io r : s  (4 .4 . )  e t  (4 ,5 ) ,  s i  on  u t i l i r r *  l a  d .6 f i -

(+ " :  l 1 C - i ; ^ i  = - , . r i r ;  - Z , f J , r i  A t n t L , o
' J  

J  - r  I  J  r

4 u n  L e ,
t .1( 4 . 1 1 )



1 1
i

n i t i on  (4 - ,1 )  e t  l e  s  fo rmu les  (+ .2 )  e t  (+ ,1 ) ,  dev i -ennen t  i

( 4 . 1 2 )  g * * t * t  *  ? + ^ ( o , f r V [ o ^ ) r a  * ( 3 * * u * , . t r * j  +

+ O*  I , j  
-  

" ' j  
-  Z - ' i  ) ,  ,  

=  94*X.  *  Fo i

( t r . I l )  F , , i =  [ ( n f , j  - ( ; j ) " j  f n n J x J

(4"14) 1r, , .  i , i  = o

- 
Ep supposant que le raouveraent ntacroscopique ent lent

e t  que les  d ,d foqrnat icns  sont  pe t i tes ,  on  observe  que les  te rmes
- - ) -

(v ;  i r \ /  [A^)*a ,  lu1,1,y  ,  ' l *  i  f * j  e t  t * t j , j  ,sont  ndg)- i jab lec L5J.

Daps  ces  concJ . i t i ons  1 t6qua t ion  (4 .12 )  p renc l '  l - a  fo r :me  :

n -

( t + , 7 5 )  ! u , -  r i  I  p * , i  =  9 1 ^ ( , . t ;

o u :

Ju :
(4 ,15a)  l r , *  i '  

+  l ' ^ , i  :  F - ' ; ,

of i  nous  avone in t rod .u i t  la  p ress lon  e f fec t i ve  :

On peut d.emonstrei  n cor i i i le dans Ie cas d. ' . " r  mi l ieu r ig id.e t

que :

. , -  

' t ' t  -  -  ' . . ,  
"

F.rr : ,- ?', '''t' 
. ,, , 

', 
''

N

o i l  P .  es t  la  va leur  nacroscop lque c lu  p ; re"d . i ,en t  d .e  la  p ress ion  e f fec-

F  =  P  -  ( .  X r  " ,)+



"l -r
L E :

t i ve  e t  n  es t  la .  poros i t6  voJ-u .mique i

o r ]  A  es t  l tensembl .e  d ,es  pores ,

En in t rodu isant  le  tenseur  synet r ique d ,e  permeab i l i td  i

k - .  e t  l a  v i t e s s e  d e  f l l t r a t i o n  :
r l
U

e &

4.n
tI

n  =  , - x L  Q ( t )  =  {) l
t

| .^.,

: -  o t J  
? i

, r v

(4,16) tt ; 
-- h r,. .

notls avons la loi d,e Dargy t

( 4 . 1 7 ) U .

ou plus gdndre. lernent l

( 4 . 1 a )  ; t # . = - i  ( P * , i  - i * , J , J  
{ 1  , t , r l)  { , -  } }*  ' l

Dans  l r6quat ion  (4 .1 .8 )  n r : i rs  avons  ln tvoC,u i t  l "a  dens i td

rnacr0scopique d,u f l t t id.e :

( 4 , 1 9 ) e' . | *  ' * ^

Si  on  app l ique Le  n i6me proc6d,d  au  dquat ion  (4 '? )  no i l s '

aVOrlg

( r i ,2o)  f .^ , j , j  *  (  o- , i  ̂ j f4n )  *" t  + (gnX,)  *J = 1ru^ '+;u

n  r ,  - t , ' r r  \  - :

Yr ,^ -  tu , r i  h  V  o+o 
) rJ '

Dans J -es  hypothdses  dd jd  fa i tes r  o f  en  tenant  cor i ip ie



l , !  -

d.es conc l i t ions aux l imj . ies  ( - {+,10)  ,  (4- ,11)  I  1- tdquat lon (a .aO)

prend. la forme :

A./  - .  4  , '

( 4 " 2 t )  t r - r , , ;  - * T ,  + ( ! - * ' t i o * X ;  - *  ( t - ^ ) f ^ * ' # '

ave c la d,errs i t€ rnacrooc opi  que d,u s quele t te i

?
) 4 r ^ ^  '  1 4 *

D e a u t r e s  p a r t s  o n  a  I  . ,

' 
/a./ (v
/i\

h ^  Y t  =  [ F  * J )  t  =  o  - - v ' ^ ' ?  X , '
r  ,  r  J L  

f * r . '  , J . ^ ,

) *

_ ,

(4 .22)

0n neut a.ussi introci.uire l .a d.ensitd totale ;

r t , . " : z \  g :  r ^ ^ T  +  ( 1 , - * ) F\ + c . 2 /  I  ) + *  ) a * .

Donc '  f ina len ten t i  l  tdqu .a t ion  ( t t ' ' 22)  d .ev ien t  I

n , .

( 4 - , 2 4 )  b - * ^ ; i , i  +  t X ;  = ( r - - ) i * ' #  +  p * , .

Sn ce  qu i  concernne la  1o l  cons t i tu t i v 'e  e t  l texprese io r t

d ,u  tenseur  d ,e  d .d fo rmat ion ,  i1  fau t  rena l rquer  que d .ans  l . r l t y .oo thdse

dd jd  fa j . te  d .es  pe t i tes  d .d fo r rna l ; ions  r  uE peut  cons id .d r6r  i : rQC€s- i rve-

ment :

(+.251 € i ;  x J  z  t n . '
g  " J

e =

*  f  r .  ) 1 o I  +  c t , r j t  r  f * L r  =

C* , j  :  ( r r i l r .  f r . r .

*  t . , ; r ^u  ( ( , ^

(4 "  26 )



L4" *

*  d . . :  ?' l  l u
J

(4 .27)

or] nous avons
j

t .
D r0Dor I ] . one  I re
I

/  r ,  a - r \(+,  c)  . ,

e r ^ ^ i | [ k  . f * L r .

-  ( . . t  * J*  - t l L k = ( {  - r " )  ( ; J ' r . r .

int rod,ui t  la va1ettr  movenne d,run

e 1a .  p ress ion  nacroscop ique i

F *  =  [  a r y r ^ ' .  ( { t ' .  - f  ' -

c 
".t i jlu

* . ,

t enseuv  qu i  es t

" ' luu)  J  *  a

Finalement  l -es d.eux mdthod,es i - r t r l isdes ont  conc1ul tes

aux  dqua t ions  d ,u  ncuvenen t  (3 ,Y ) ,  (3 .L4 )  e t  (4 .18 )  r  Uv ' z+ ) ' '  Fn t re

l tdqua . t i on  (3 .9 )  e t  (4 .24 )  j : t  n tV  a  aucune  d . i f f e rence .  - l - r t r  t e rme

p.  d .ans ( i r .z+)  n test  v ien o. raut re  qu€ . i
l l ^ ^ r \

b
i  t  r i

cosrme on peut  le  vo i r  de  (4 ,18 , r  ,  d ;a t :e  le  ca .s  s ' i ; l ' t j ' onna i ' : c 'e t  qu i

coinc id .c  avec la  r6 la t ion (3 . i r ) .

Le pr inc ipe d.e '  rSc iproc i i ;6  (1 .a5)

d.u tenseur d.e pdrmeabil i td ki '  .

Avec ces  observa t ione on  cons ta te  assez  fac i le  quc  les

6 q u e t i o n s  ( 3 " 1 4 )  e t  ( 4 . 1 8 )  s r . ' n t  i d ' e n t i q u e s  '

les  d .eux  nrd thoc les  u t i l i s6e  s  nermet  L tune d .e  p rec iser

t , u , a'\
J (

"T

?r1..

e s i ;Y fa l t  1a  synet r ie

Cornparai s ori u e s ndtho!-e5- -:iru*S$SS



- ' l q  -

l e s  d q u a t i o n s  d e  l a  c o n t i n u i t d  d , e  l a  n a s s e ,  e t  l r a u t r e  l " c ,  l o i  c o l l s -

t1 tu t i ve ,  0n  vo i t  d .oncggue Leg rdsu . l ta ts  qurbn  ob t i .en t  se  con:p lA te i r - '

l t u n  p a r  l r a u t r e ,

En rn$ fne  temps i l  es t  u t i le  d . robse: rver  que les  dqr - ra t ions

du houvener r t  ob 'benues cont iennent  deux  cas  par t i cu l i c rs  t rds  impor -

tan t  :

-  s i  1e squelet te  es i  r ig ide,  a lors  l "e .

re la t i ve  v t . .  -  va ;  ou  ur i  r  s€  redu lsse  a  la  v i tesse  d .u
t r

e t  l e s  j q u a t i o n s  ( 3 " 1 4 )  o u  ( 4 - , 1 - B )  s o n t  e n  f a l t  l a  l o i  d e

c lass i  q t te  ;

-  s i  l e  m i l i e u  e s t  v i d e ,  l e s  d q r " r a t i o n s  ( 3 , 9 )  o u

(4 .A4)  d ,ecr iven i  le  conpor i ;ement  6 las t ique ou  m1l ieu  en  abset rce

c l ,  tune press ion  in te rs i j -e l Ie .

0n  observe  que lee  6quat ions  ob ten i lesn  sont  les  dqu 'a -

t ions gdndra]es du nouveff i€I1t  d.ans un ni l ieu poreux.

LJ*Q,.': i,P,ji*{, a*P,*il i ,e:

v l t e s s e

+ -  I  l l a  r . {  6
&  l u r u v  t

Darcy

' r  Genera l  theory  o f  th ree  c l . inens ione l -

conso i ida t ion  . "  J , l rpp l ,Fhys  (1941)  i , ' 151-LFz

r t  Theory  o f  e las t i c i t v  a .nC,  consc l id ,a t ion

for  a  porous  an isd t rop ic  so l id r  *  (1955)

J.Ag;; ' ' .J- . fhYE -  26, P"1E2-L85.

' t  Dquat ions  o f  no t ions  in  purou ls  med, ia  r ' -

B u l l o  d e  l r A c a c t "  P o } ,  d e  S c i n  c l a s s e

t r e  ( 1 9 2 8 )  (  s o u s  p r e s s e  ) ,

Sur les ' :6quat i -ons d.u mouvement .c1ens les ' : r

m i l . ieux  po- reux  dd for rnab les  n to l iev , l toumo

1\ ' ie. t l r .Pures et  Appt.  ( tg]A) tonne XXTITI

DT o3,  F ,4 '05-410"

t , a t r  i  i i  ^ f
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