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C o n s  t a n  t  i n  B d n i c h  a n t J

u y

i u l a n u e l a  S t o i a

s h e a f

h a v e

l c u l a

,

a n

r ,

o n e  c a n  d e f i n e  s l n g u l a r . s e t g

i m p : r t a n t , p l a c e  i n  t h e  s t u d y

t h e y  p r o v i d e  e n u n c i a t i o n s  t o

sk (  g )  (  tBJ ,  f t r J  ) .  r hese  ones

o f  I o c e l  c o h o m o l o E y .  f n  p a r t -

. : a r r i s h j " n g  a n d  c o h e r e n c e

[ i J  c h , r r ,  $ s ) .
e o m e r r y  t h e  s i n g u l a r  s e r s  S f (  S )

v / h e n  x  i s  a n  a n a l y t i c  c c . r m p l e x  $ p a c e  a n d  T  u n  a n a l y t i c  c o h e r e n t

t h e o r e m s  f o r  s h e a v e s  V { 4 9  o f  r o c a l  c o h o m o l o g y  w i t h  s u p p o r . t s  o f

d i m e n s i o n { d  (  [ 1 {  t 3 ;  s e *  a t s o

I n  t h e  c a s e  o f  a l g e b i - a i c  g

a r e  i n t r o d u c e d  i n  (  [ 2 l C h . l V r 9 f o ) .  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  a n a l y r i c

c a s e ,  t h e  s h e a v e s  o f  l o c a I  c o h o m o t o g y  w i t h  s u p p o r t ! r  o f  d i m e n s i o n 4 d

c a n  b e  c o n s i d e r e d  a n c j  v a n i s i r i . n g  a n d  c o h e r e n c e  t h e o r e m s  c a n  b e  a l . s o

p  r o v e d .  T h e  p r o o f  s  ,  w h i c h  l r y o r - r l c J  b e e n  o b t a i n e c J  b y  t h i s  ! t ' o i 7 ,  w e r e

o f  g e ^ n e + : ; - c  n a t u r e  n r a l < i n g  s y s t e m a t i c a l i . y  u s e  o f  s h e a v e s  a n c J  f o r

t h e  t ' i n t t u d e  t h e o r e m  o n e  n e e d  t o o  t h :  d i f f i c r - . i l t . t h e o r e m  o f  f l n i t u d e

o f  t h e  c o h o i ; r c l o g y  r l l i  l h  s u " r p g r t s  i n  $  c L o s e r . r  s u b s e t  (  t 3 l E x p c s d  V t t t ;

[ t . ]  
j .  H o w e v e n ,  a s  i s  p o r ' " n t e d  o u t  - i . n  F ]  . , n d  f l . r r ; .  : . t  i s  i n t e r e s t i n q

t o  d e l ;  r r :  l o c a l  c o h o r n o l o g i c a l  i n v a r i a n t s  i n  a l g e b r a i c  i a n g u a g e  a n d

t o  h a v e  f  o -  t h r l m  e n u n c i a t - r - o n s  a n c J  p ; ' r o f  s  e n v o l v i n g  o n l v  c o m i ; t u t a t i v e

a l g e b r a .

T h e  a i n  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  i n t r o d u c e  t h e  m o d u l e s  o f  c o h o m o l o g y

w i t h  s r , p l i r ' t s  n f  d i m e n s i o n  4 = d  a n d  t o  p r o v e  p u " r 6  a l g e b r a i c a i * y

v l n i . s h j . n g  a , ' r d  f i n i t u d e  t i ' r c o r e m $  i o r  t h d s e  m o d u l e s .

A s  o n e  k n o , ! > .  t h e  d e p t h  , ) f  r  m o d u i e  b - : h a v e s  b a d l y  t o  . ' . o c a I i z a -

t i o n  i  t h e  v a n i s h i n g  a n r J  f  i n i t u c l e  t h e o r e m s  l v e  n i l i  g i v e ,  s h o v ,  t h a t

t h i s  b e h a v ' j - o r - r r  ( u n c l e r  F O S C r l . : b I e  a s s u n t p t i o n s )  i s  n o t  s o  b a d .



( u ' r i t h  u l n i t

i n t e g e r  k

t . 7' '  
J '

i n t  r o d u c e d

v

T h e  f  i n s  t  a s s e r r l o n  i s  p r o v e c r  i n  1  [ L J  c n . r u ,  
E  )  "  L e t  L r s  s k e t c h

a n o t h e r  a r g u m e n t  ( c f  . [ r e J ) .  r , r ' r ' e  c a n  s u p p o s e  A  r e g u r a r o  b i . e q u i -
d l m e n s i o n a l  a n d  d e n o t e  n =  d i m  A .  T h e n

"  
" 2 -

( I )  L e t ; \  b e  a  c . o m m u t a X j i v e  n o e t h e r l a n  r i n g

m e n t  " l "  ) ,  M  a n  A - m o d u l e  o f  f  i n i t e  t y p e " F o r  a n r ,

It
s [ ( M ) = { p ( s p e c  n  I c J e p t h  I n o  +  d i m  ^ / F  &

T h e s e  a r e  c a l l e d  t h e  s i n g u l a r  
" " t f o f  

N  a n d  
" . -

I t  i s  t r u e  . t h e  f  o l l o w r n g :

e I  e -

, p L t t  i

a n  A * m o d u L e  o f  f i n i t e

A - m o d u l e  a n d  d  a n

in ttJ "

" r f  A  i s  q u o t i e n t  o f  a  r e g u l a r  r i n q  b i e q u i d i m e n s i o n a r "  a n d
M  i ' s  a n  A - m o d u l e  o f  f l n i t e  t y p e ,  t h e n  t h e  s i n g u l a r  s e t s  ' r e
c r o s e d  i n  Z a r l s k t  t o p o r o g y  o f  $ p e c  A  a n d  m o r e o v e r ,  d i ' n  s ; " r l , i )  a  r . .

s [ ( r . 1 ) =  L . . - i  s u p p  ( E x t n - k + i ( M , A )  ) .
L > O  A '

I n d e e d ,  f  o r  a n y  + ,  n =  d L n  a / p  . r  d i m  A ^ ,  d e p t h  M o =  c l i r n  { . ,  _ d h  1 4 ^

.anc i  one can appry  to  Ap the lor ro* ing8**r r :  , ; " - f  
" ; ; r " j " . ; ; " ;1" . ,f

o f  ? l , e  h b m o l c g i c a l  d l m e n s i o n :

" : " f  A  j . s  a  1 o c a 1  r e g u J - a r  r i n q  l , !  a n  A . -  m o c l u l e  o f  f  i n i t e  t y p e
o t 7 r . t ,  s i  a n  l n t e g e r ,  t h e n  c J h  M  4  s  j . f  f  e x ; | ( M , A ) , C  f o r  a l l  i ; >  s " , r

' i ' i : *  
e v a l u a t i o n  o f  t r i e  d i m e n s r o n  i " s  d o n e  r n  f r d a n c r  i s  i n s p i r e d

b y  t h e  a n a i y t i c  c a s e .  r t  i s  o b t a i n e r J  b y  L o c a l i z a t l o n  f r o i n . t h e
f  o l l o w i r r g  r e s u l  t  C l ; ] ;

"  f  f  A  i s  a  r e g u l a  r  1 o c a l  r i n g  a n d  t 4  L s

t y p e ,  t . l i e ; t  d i m  i e x t f ; ( t 4 , A ) ) 6 ' d i r n  A - s . , ,

L e t  A  D a  a  c o m r n u t a t t v e  i - i : r g ,  M  a n

C.  i i / e  vu i l 1  w r i  t e  :

L o H  =  t * e M  l d i ' r  f  A m ) , 4 !  d  3  .
LO i {=  {mer , r  I  I  e . , c l . , , r  A /A .  &d ,  gm

? > *  j ; ;  a n  A - l l n i ; r r . . m a p ,  t h e r e

e  L d N .  O n e  g e t s  a  l e f t _ e x a c t

( r j : )

i n t e g e r - )

hvi .  derr  t  ly  ,

I f  M

L a r (  :  L n M

= o  
] .

i e  a n  i n d u c e d  m e p

f  u n c t o r ' ,  c a n o n i c a t r l y
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l s o n r o r p i c  t o  t h e  f  u n c t o r  
* 5 f * H c m ( A / g ,  * ) ,  r r u h e r e  j * e .  i s

dim A/axd
t a k e n  o v e r  i d e a l s  a  c A  s i . l c h  t h a t  d j . m  A / g  d .  d ,

l / t / e  d e n o t e  f  H 1  )  t h e  r . i  n h + - d a r { r r a - r  € r , x ^ + ^ *e  (  n d  ,  r r - O  t h e  r i g h t - d e r i v e d  f  u n c t o r  a s s o c l a t e d

t O  L  , .  i H l . l f l  -  -  A r e  n a ' l  l p r l  r l r a  m n r { , , 1 o ^  ^ c  ^ ^ L - - ^ 1  ^ - .- d -  \ . . d . ' ' L > a  a r e  c a r l e d  t h e  n i o d u l e s  o f  c o h o m o l o g y  w l t h

s u p p o r t s  o f  d i m e n s i o n s i d  ,  d $ g o c i a t e d  t o  M .

n 3 "  e q u a l s  L d i " l .  t - h e r e  a  r e  i s o r n o r p h i s m s ;

Hlr'r = l inr*Exri(A/g., r, i) .Lr #-F

dimA/g4d

r n [ f o ] ,  o n e  d e f i n e s  f o r  a .  l d e a l  g  t h e  f u n c t o r  L u (  * )
' a n d  i t s  d e r i v e d  f  u n c t o r s  * t a u (  *  ) -  t h e  m o d u l e e  o f  c ' h o r n o L c g y

w l t h  s u p p o r t s  l n  V ( A ) .  O n e  g e t s  e a s i l y l

H I N  = ,  t i m  -  R i L  M :o  . . - - * i ,  - .  -A ' ' '
d ior  r&/gs6d =

t h e s e  l s o m o r p h i s m s r  d s  w e l l -  a s  t h o s e  w r l t t e n  a b o v e ,  a ; ^ e  f u n c t o r -

i a l  a n d  a g r e e  w i t h  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e s r

L e m r r r 3 .  L e . t  A  b e  a  c o n i m u t a t i v e  r i . n g  a n d  I " 1  a n  A - m o d u l e .  T h e n

a i  1 f  A  1 s  t h e  q u o t i - e n t  o f  a  n o ; t h e r i - a n  r . i n g  1 3 ,  u n d e r  t h e

m o i [ , h f g r 1 ;  , (  ,  t h e n
,

1 u 1 i v r - - g  H 1 F l . , ^ r t*O* )Lfl = H jM rql i
' c ' )  

i f  A  i s  t h e  q u o t i . e n t  o f  a  n o e t h c r i a n ,  c e t e n a r y ,  b i e q u r i -

d l m e n s i o n a l .  r i n g , t h e n  f o r  a n y  
f  A S p e r ,  A ,

( H1r'l t sr Hl.rdi"r;p tr nJ_ oi, n/4 t 
.

P r o , o j  a )  r f  r  i s  a n  i n j e c t i v e  A - n i o d u l e ,  t h e n  R I L ^ r f q - r = o
v q

f  o r  a n y  j - d e a l  
! c B  a n d  i  >  o  (  L t o ] . c c r o l l a r y  4 , 2 ) . c o n s e q ! ? n r l y ,

' , i  *n ;  t f t ] = O  f c , r  i > O ,  t h e r e t c r e  T ' + l l  i s  a c . y c l i c  r e l a r ; v e l . l i  i : *  l - d .

As  t l : | : i r . 1 ,1o  * l t c1 :  f o r  any  A - r i ' i odu rc  r ,  t he  conc lus i c rn  fo r i cv ,s .

b )  U s i n g  ' a " 1  o n e  m a y  s u p p o s R  ^ r  i t s e l f  n o e t h e r i a n ,  c a t e n a r y  a r , / ,
. ]

5 l e q u i t l . ' - t n e n s i o n a l .  I  e t  c o n s l , J e r  a n  i n j  e c t l v e  r e s o l u t i o r i  c f  p 1 ;

i ,  
. s i n c e  c h e  i n i  e c t i v i t v  i s  p r e s e ; - . r e d  b y  l o c a l i z a t i o n ,  i t  s u f  f  i c e s
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t o  p . r o v e  b )  w h e n  i = 0 ,  t h a t  i s  (  L d r ' l ) p  = L d - c f  
l m n / p t !  '  B o t h  m o d u l e s

a r e  s u b - m o d u l e s  o f  M ^  a n d  f  o r  a n y  m  e f ' 4 ,  t h e  t r a : e  o f  S u p p ( A m )  o n
t

S p e c  A . ,  e q u a l s  t h e  s u p p o r t  o f  t h e  A , " r - m o d u l e  A o m .  A c c o r d i n E l y ,
# f , f

t h e  i n c t r u i o n  ( L ^ t u l ) ^  e  L . r  . ,  - ^  r ^ M ^  e a s l 1 y  f  o l l o w s  n  L e t  m / s  b e
'  o '8 u-o] .mA/{? #

a  c l a s s  o f  t { .  ( i . e . , n € M ,  * d S )  s u c h  t h e t  d i m ( A r r . m / s ) g a - d i m A r ' p .
# -  

' '  f

L e t  S  b c  a  p r i m e  m i n i m a l  i n  S u p p ( A m ) .  I f  $  6 , 8 ,  t h e n .

d lmA/1=d imA/g+ d im(A/q) -p  4  d imn/p  ' . ' d -  d imA/g  =d '  $uppose now'

+ 4 g  
a n d  c h o o s e  f  6  $ r f  

.  T h e  A 4 - n r o d u l e  o f  f  i n i t e  t y p e  ( n n ) *

l s  c o n c e n t r a t e i l  i n  9 A o ,  h e n c e  k l l l e d  b y  a  s u i t a b l e  p o w e t  q : A + '
' *

I n  p a r t i c u l a r ,  l r l m  i s  e q u a l  t o  z e r a  i n  M o .  S u p p ( n l r l m )  C  $ u p p ( A m )
.f

b u t  S 4 S r p p ( A l n m ) .  
G o i n g  o n  y \ , e  c a n  b u i l d  a n  e l e m e n t  t # o A  s u r c h

t h a t  d i m ( A t m )  6  d  a n d  t h e  p r o o f  i s  o v e r '

( r . I I )  I n

r e l a t i v e  t o

d .3; Ct and a

( t J J r E x p o s d  r r l ;  o n e  c o r r s i d e r s  t l " e  d e p t h  o f  a  n r o d u l e

a n  i d e a l .  I  t  : " s  c o n v e n L * r 1 t  t o  i : o l ' l 5 i d € r  f  o r  a n  i n t e g e r

m o d u l e  M  o f  f  i n i t e  t / r : e  o V € r '  a  n o e : i i c r r i a n  r i n g  A :

d e p t h r M  =  i n f  d e P t h ^ 1 4
u dimr'/g4d z

w h i c h  w i l l  t r e  c a l l e d  d - d e P t h  o f  M '

B y  (  t 3 l  E x p o s d  r r r  P r o p  " 2 , 9 )  o n e  g e t s  d e p t h d M *
dimArrg6d

i n f  c J e p t h M+

y,ai]igtlga-i-lrio rem Let A

A : . m o d u f c  o f  f i n i t e  t Y P e ,  d > t -

f  o l l o v r i n g  a r e  e q u i v a l e n t :

.  , i .a )  H i i ' r .C  f  o r  j -4  n  '

b )  d e p t h O l " 1 2 n .

; )  ( I f  A  i s  t h e

dim StnM . : ,

b e  e  n o e t h e r i a n  r i n g  a n d  M  z r l

. : r n ' J  n  4 :  C  t t ' +o  i n tegeaS.a  l : ' ; ' i . '  t he

q u o t i e r r t  r - ' f  a  r e g u l a r  b i e q u i d j ' m e n s i o n a l  r i n g )

k  f  o r  a l l  k  d . d ,
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i s  n o t h i n g  b u t  a  s t r a l g h t f o r w a r d  c o n s e q u e n c e

o f  (  t - 31  Exposd  r r r , z )  i .

a )  ; + b )  F o r  a n y  g  s u c h  t h a t  d i m  A / g  G  d  ,  w g  n e e d

e x t i ( A / g . ,  M ) = o  F o r  a l l  i < , n .  s i n c e  d e p t n d a d e p t h o f " r  p  n r  t l r i s

f o l l o w s  b y  ( t S 1  E x p o s d  I l I ,  p r o p . z , 4 ) .

b )  = = +  a )  F o r ,  l e t  p r o c o e d  i h c i q l c t i v e l y  b y  n .  T h e  c a s e  n = O  i s

o b v i o u s .  L e t . s u p p o s e  t h e  i m p l i c a t i - o n  a l r e a d y  p r o v e d  f o r  n - 1  a n d

l e t  s h o w  i t  f o r  n .  o n e  h a s  d e p t h o i ' l o \ n - l  o r  e q u i v a r e n t l y

d e p t h u t 4 ) n - 1  f o r  a l t  1 d e a l s  g  s u c r ' r  t h a t  d i m  A / g 6 d .  C o n s e q r r " n t l y ,

b y  t h e  s a m e  p r o p o s i r i o n  o f  [ g J ,  r x t [ ( N , M ) = [  f  o r  i g  n - 2  a n r j  e a c h

A - m o d u l e  N  o f  f i n i t e  t y p e  a n n i h i L a t e d  b y  a n  l d e a l  a  s u c h  t h a t

d i m  A / g €  d ,  o r  e q u i v a l e n t l y  f  o r  w h i c h  d i n r  N < d .  L e t  . g  d ! ,  g  , g

l d e a r s  s u c h  t h a t  d i - n  A , / a  { d  a n c  , c i . m  A / ! < ,  d .  F r o m  t h e  e x a c i n e s s  o f

Extn-'- rcrc,M) -e Extl-toZg,*) -------* rxtf,-t(o/-c., *)
A

t h e  n r a p p i n g  e x t f , - t ( o / p , r . 1 )  - - - l  r x t f , - 1 1 n 7 g , m ;  a r j . s e s  i n j e c t i v e .

T h e  h y , r . r t h e s j - s

n . . .  I
E x t n  ' ( , t , / 8 , N 1 ) = g

u!- lN=#;* t ' -  
i . r l - t  

(o/ i t , i '4)  =e j .nc i ies that
c)]-m/\/ e-<

,  h e n c e  d e p t h ^ M V n  f  o r ; r  s u c h  t h a t  c l i m  A y ' a  g !  d

a '

a n d  t h . e r e f  o r c  d e p t h O i 4  7 :  n .

b )  : p c )  L " t  p  e .  s , f . , - , i M 1  ( k  . 4  d ) ,  , , - . e .  d e p t n  r h  *  d i m  A / g 4 i < + n .

I n  a c c o r d a n c n  w i t h  t h e  h y p o t h e s i s  d e p t i t n M  = . i n f  c l c p t h  M . , .  ? /  n .v dimA/p/4 i. " 
-'

L e t  s u p p o s e  d i m  A / p  <  d . $ i n c e  d e p t n  * p  Z  d e p t h o M p  n ,  n  { .  c l i m  A / p  &

4 d e p t h  t L *  d : n  A / p g  k + n ,  h e n c e  d i m  A / €  6  1 . .  r r  r e m a i n s  o n l y  ' , c
1'

s h c w .  t h a t  t h &  c a s e  d i r n  A / p  =  d + 1 . . ,  r >  0  d o e s  n o t  o c c , - J r ,

t - e t ; , ' p f  s u c h  t h a t  d i m  . A r ? ,  d .  , A s  S f ; n , , ( * )  i s  a  c l o s e n  s e u

S '  
m u s t  b e l o n g  t o o  t o  t i l * n ( f , t ) ,  h e n c e  b y  t h e  s a m e  a r g u m e n t  y , r e  g e t

d  =  d i rn  A /p r  <  k  ,  con t  rad i  c t . a , c , r  !

c  )  := , ; r  b  )  resu l  i s  f  r om c l c f  i f i i  t  l ons  .

'  T h l s  t h e : r e m  p r o v i . d e s  c h a r a c t e r i z a t i o n $  f o r  t o r s i o n - f r e e  a n d

r e f  1 e : r , i v e  n o d u l e s  "
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9 o r o 1 1 ? . r y  L e t  A  b e  a n  S . n t e g r a , L  d o m a i n ,  q u o t i e n t  o f  a  r e g u l a r

b i e q u i d i m e n s i o n a l  r i n g  a n d  M  a n  A - r n o d u L e  o f  f i n i l : e  t y p e .  T h e n

1 )  M  l s  t o r s i o n - f  r e e  i f  f  d i m  S [ ( M )  &  k - t  f  o r  a n y  k  4  d i m A .

i i )  M  l s  r e f  l e x i v e  l f  f  c J i m  S f t N ) a l < ^ z  f o r  a n y  l <  d d i m  A .
K '

T h e  p  r o o f  c a n  b e  d o n e  e x a c  t l y  a s  i n  a n a l . y t i c  c a s e  (  [ l  { ]  ,  * f  )

\ n / e  v i r i t l  g i v e  o n l y  t h e  p r o o f  o f  a ) .  I f  l " l  i s  t o r s i o n - f  i ^ e e ,  t h e n

t h e i l ' e  l s  a  n o n o m o r p h i s m  O  * t  M  - - - p  A r  l ; t t  a  s u i t a b l e  r  a n d  l e t

c i e n q t q  l <  =  c o k e r (  M  - +  A t ) .  9 o  w e  g ' : t  t h e  s h o r t  e x a c t  s e q t r e n c e

0 -> M _--.+ Ar _-g, l( -*+ o "
13 .lG

\ J e  { l a i m  S l ( N ) C  S k ' 1 ( l ( )  f o r  k 4 t  =  d i m A  a n d  t h e  c o n c l u s i o n

. f o l [ o w s  u s i n g  t h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e  d i n r e n s i o n  o f  s i n g u t r a r  s e t s ,

.3

L e t  g  e q , ( t 4 ) .  S i n c e  k  <  t  i t  r e s u l t s  t h a t  M  j - s  n o t  f  r e e .  A s  a
f -  l ( '  

f  . t

c o n $ e q u e n c e ,  l < ^  c n f i n @ t  b e - f r e e u l e e n c e  d e p t h  l ( . , =  d e p t h  M  - t  a n d
f # ' P

^ l *  t v \h e n $ e f  o r t h  f  €  s r l _ f  ( l < ) .

F o r  t f i e  c o n v e r s e ,  1 e t  c o n s i . d e r  t h e  c a n o n i c a l r , ro  rph ism

s h o w  t h a t

w i l l  b e  a

c,  $ f  . ,  ( t "1) ,

. . o
C- tlt- 

lP' , ]. r

f o l l o w s  b y

t - 1 .

M * +  g r t ' ' ' k  ( h e r e ,  + t  m e e n s  t h e  d u a l ) .  I t  s u f  f i - c e ;  t o

t h e

K  =  l : e r ( i ' i  - - ?  i l * ' n )  i s  r . u l I n ,  F o r  a n y '  . p  4  s [ '  i ' , , ] ,  , n o .
f .

f  r e { '  m o d u l e  a n d .  t h e r e f o r e  l ( o = O o  A c c r - ' r d i n g i v .  $ u p p  i '

henoe  t l : i . r n  t<  g  t -1 .  There fo , ^L  K  =  r r ! - r x .  As  *? - r ' a

w e  w i l l  p r J i . i ]  t h a t  H :  . , F l  = l , r  w e  g e t  l <'  f - I

m e a f i s  o f  t h e  v a n i - s h l n g  t h e o r g m  f  o r  F 1 ,

=  O n

l l

B u t  t h i s

t a n d d =

u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g  p e c u l i a r ' c a s e  o f

h e n r l i e c k  ! c t r  l o c a l  c o h o m o l o g y  s h e ' r r , e s :

l o c a J .  ' i r , 3 .  m  t h e  n l , i x i m a l  i d e a l ,  M  a u ' t

(  I V )  ' ; V + ,  w i l l  m a l < e

t u d e  t h e , o r e m  o f  G r o t

" L e i A b e a r e g u l a r

d u l e  o f  f i n i t e  t y p e

d u l e s  c f  f r n i t e  t y p e

r  s u p p o r t s  a r e  Q  [ g t

e V , J l '  O  #  , ? . "
f

f  i n {

I
A-* f

A-*\b

t i , t {

rvh eft

a n d  n Z  O  a n  5 - n t e g e n .  T h e n  H f i m  a r e

(  t l r : t  i s  o f

)  f o r  a n y  i 4

f i n i t e  l e n g t h ,  b e c a u s e

n  i f  f  dep th  M, " . ,>  n -d i rn  A /E
t s r .r
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T h i s  a s s e r t i o n  c a n  b e  p i ^ o v e d  L . u r e  a 1 - g e b r a i c a l l y  (  t 3 i ,  c o t ' o -

I l a i r e  3 . 6 ,  p . 7 1 . )  :  i n  v i r ' t u e  c f  t h e  t h e o r e r n  o f  l o c a l  d u a l i t y

(  L 3 l ,  T h  . 2 . I  7  P . 6 4 ,  o r  f e l  v o r t r a g  u :  $ a t z  5 ' 2  a n d  S a t z  5 ' 9 )  '

H l t N )  i s  o f  f l n i t e  t y p e  j . f f  r = x t i - i 1 t n , n ;  (  t  =  d i m  A )  i . s  o f  f i n i t e
m '

r l " n g . n ,  t h u s  i f  f  l r x t i - i ( n , a ) ) p t *  E x ' ; - i ( i " l n ,  A r )  a r e  z e r o
# ^ F # f

p r o v i d e c l  t h a t  8  /  g ,  ; : n d  o n e  a p p l f e s  t h e  c h a r a c t e r i z , a t i o n  o f

t h e  d e p t h  i n  r e g u l a r  r i n g s  r e m i n c l e d  j i t  ( I ) '

T h e o r e m  o f  f  i n i t e n g - q e  l - e t  A  b e  a  r l n g  I  Q U O I i e n t  o i '  a

r e g u l a r  b i e q u i d i m e n s i o n a l  r i n g ,  1 4  a n  A - m o d u l e  o f  f i ' n i t e  t y p e

a n c J  C r  A A ,  r t p A  t g o ' i n t e g e r s .  T l r e p  t h e  f o l ' l o r r v i n g  a r e  e q u i ' v a l e n t

H l , N  i s  o f  f  i n i t e  t Y P e  f  o r  a n Y  i 6  n '
d

d im s f .c (  F1)  g  c t "

P r o o . |  B y  t h e  p r e v i o u s  l e m m a ,  o n e  m a y  s u p p o s e  A '  i t s e l f

r e g u l a r a n d t : l e q u i c l i r n e n s i - o n a l a n d c ! e n o f e f = d i m n '

- i  ; 4 | b )  L e t  g  a  S f - d ( M )  q n d  s u p p o s e  c o n t r a r v  t o  b )  t l r a t

d i r i  A / g 1 7  d "  C h o o s e  a  p r i r r e  i d e a l  q , "

i j y  c i re  lenrma ,  .  
(  H lm)  

*x  
H l -O i *a  in l t+

H a ^  t ' i  : s  o f  f i n i t e  t Y P e  o v e r  A , ^ . ,
s'q t

depth t ' lU> n di-m( A.qi lqAq) 5 n di 'm A/g + cJim a/1 n- dir ' rA' /g+d'

c o n t  r a d i c t i o n  !

b )  * 7  a )  l - e t  s t u c l y  f  l r s t  t h e  c a s e  n  V  t - d '  I n  t h i s  c d s e

h y f  c t h e s l s  i r n p l i e s  c i : ' m  1 " 1 4  i ,  b u t  t h e r e f  o r e  H f i i l  =  1 4  ' ' n d

a )

b )

:>  r .1  s t - [ . ' i t  that  d im A/q d.
' - f

i '
H  H - 1 4  , \ ,  H l ^  l " i  .  ' f h e r e f o n e

'  ' u '  
a l  t ;L \  CL

ror ; ;" .  .""" .1,1"rru ,

t lr.e

,  , 4 . . "
n . i  I

al

a n d

. =  O  f o r  a l l  i > 0  (  o n e  u i ; e s  } e

t h t  f i n i - i : e n e s s  o f  t h e  m o d u l e ;  H

N o w ,  t a l < e  n  -  f - d - 1 .  I n  t h i s  c

u T - , $ 4 )  I  d  ,  i " e .  t h e  s e l  l 8  t

e r , s i o n  s i i t a l l e r  t h a n  d  "

m m a  a )  f o r  R  - - * A / A n i r t l  ! )

; i ' 1  
i s  p r o v e d .

a s e ,  t h e  h y p o t h e s i s  m e a n s  t h a t

l ' 1  i s  n o t  f  r e e  ?  t *  u f" D J
T.

,,,1i rn

d int
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j  .

\ J e  m u s t  a c t u a l J : y  p r o v e  t h a t  l l i t , i  a r e  r : f  f i n i t e . t y p e  j . f

i  d L  t - d - I .  ! ' / e  w i l l  p r o c e e d  b y  i n d u c t i a n  o n  i ,  O d i 4 : . t - c l - l  ,  t r r

p ! ' o v e  t h a t  t h e  h y p o t h e s i s  d o n e  o n  S f - r m  i m p l i . e s  t h e  f i n i t e n e s s

i . )

o f  r r l i ' r .  I f  i  =  O ,  * ; "  i . s  a l w a y s  o f  f  i f i i t e  t y p e .  L e t  i  c - t - d - 1

a n d  p r o v e  t h e  i n d u c t i o n  s t e p  i - 9 ' i + 1 .  l V e  u s e  a n  i d e a  o f

T r a u t . r T l a n n  I t l ]  t o  c o n s l d e r  a  r e s o ] u t i o n  o f  t h e  d u a l  a n d  d u a l i z i n g

i t .  L e t  O  - +  N  - - - +  L  * a p  M { - ^ + O  b e  a n  e x a c t  s e q u e n c e  w i t h

L  a  f  r e e  m o d u l e  o f  f  i n i t e  r a n l < .  8 y  d u A l l z i n g  w e  g e t  a n  i n j  t - ' c t i v e

map  M ln  * - . ,  L t  and  l e t  P  =  co l ce r (  Mxe  * . , p  t jR  ) .  The re f  l ) re  we

g e t  t h e  e x a c t  s e q u e n c e :

O *+ M**--+ f -*-* p .- -$ O "

W e  c L a i m  d i m  U t _ f t  A  d .  F o r ,  w e  n e e d  t h a t  i f  c l i m  A / p  >  d  t h e n

p  i s  f  r . r : e ;  b u t  M ^  i s  f  r e e ,  h e n c e  l f f  i s  a l s o  f  r e e  a n d  t h e
€ P P

s e q u e n c e  O  - - +  l { p  t p  *  l S  - - - - a  t l  s p L i t s ;  t h e r e f  o r e

N U  n i L J .  b e  f  r e e  t o o  a n d  t p  € Q r . r r L u  t h e  v e r y  d u a l -  o f  t , € , ,  e o  i t  ' ' ; j - l I

b e  f r e e .  C o n o e q u e n t f y ,  f f l e  ? r i , r e s  o f  f i n i t e  t y p e  i n  v i r t i t e  o f

r l i e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s .

N o w ,  c o n s i d e r  t f r e  e x a c t  s , . q u e n c e

, i + 1 , ' , * ' :  , , i + I ,  **lo -----t '  nd t r ---t ,1d t- 1

B y  t h e  v a n i s h i n g  t h e o r e m  * l n t r *  = . O  ( i + 1  / - t - d ) .  T h e r e f o r e  n | * l i ' t o *

i s  o f  f i n i t e  t y p e .  T h e  n a t r - r r a l  r n o r ^ p h i s r n  M  - - * 1 4 * *  i s  a n  - i . s o -

i T t o r p l r i s n ,  r v h e n e v e r  u / e  r n r i l l  l o c a l i . . z e  a t  p  r i m e  i d e a l  o f  d : b n q r , s  j - o n  P  d ,

h e i r c u  i . c  l < e r n e i  a n d  c o l c e r n e l  a r e  o f  d : i ; r e n s l o n  €  d "  , \ ' . r  f  r - r  s u c h

n r o d u l - e s  H |  . , ' a n i s h  f  o r  i  > 0  (  a n c i  ' r l  i s  o b v i o u s l y  o f  { ' i n  j - t e  E } ' : ' e )

h e i n c e  e a s i l r T  f o l l o w s  t h a t  ' . r l n l t l  i . 3  o f
cl

c l f  i n t J , t c t i o n  i s  p r o v e d "

f i n i t e  t y p e  s r l t J  t i r e  s t e P

T h e  l m p l i c a t i o n  b )  * . )  a )  ! : e i n g  p r o v e d  w h e n  n  >  t * c - l  i t

r e m i n d s  o n l y  t o  c o n s i c J e r  t h e  c c l l t  n  &  t - c - : 1  .  i v e  l n r i l 1  p . c , c e e d  b y
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d e c r e a s i n g  i n d u c  t l o n  o n  n  ,  o  4  n  4  t - d - Z .  L e t  c o n s i d e r  a r 1  e x a c t

sequence of  the type , . j  - *p t l  - -p  L t1  - - - - - *c  wi th  L

f r e e  m o d u l e  o f  f i n i t e  r a n k .  f l e  c l a i m  t h a t  N  f u l f i l s  b )  f o r  n + 1 ,

i . e .  c l i m  $ f , n f n O *  1 d ;  f  r o m  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

rlr -" rl* -€ rlnt*

w e  d e d u c e  t h a t  t h e  i n d u c t u o n  l v o r k s  a n d  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m

w i l l  b e  o v e r ' .

C h o o s s  o  € ,  S f ; n t * O N .  M o  j . s  n r t  f  r e e ,  o t h e r w i s e  N , . ,  w i L l  b ef  -  n l " I + d  
#  

r  
#

f  t ^ e e ,  h e n c e  d e p t n  * F +  d i m  A , / B  = f  V  n - r I + d  - . c o n t r a d r c t l o n l  B y

means of the exacr secJuence o * *p -*:-* tp --:*--* *g *1 o

w e  g e t  d e p t n  
h = '  

d e p t h  * f - t  a n d  t h e r e f  o r e  g  6

l y  S , l * f  * O *  g  S f ; - a M  a n d  t h e  c l a i m  i s  p r o v e d .

R ? r a  r l !  r  f  t h e  r i n g  , {  i s  J a c o b s o , r  ,  t h e n  o n e  c a n  a v c i o  i n

t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e n t  t h e  u s e  o f  f i n i t e n e s s  t h e o r j , t r  c o n c e r n i n g

t h "  i n v a r i . , t t s  i { * ( i \ i )  .  T h i s  r e m a r k  i s  u s e l ' u 1  f  o r  t h e  E e ( )  i { c t r j  c

c a s e  o f  , r , r i . " * " "  l - n  a c c o r ^ c i a n c e  w i t h  t h e  n e x t  s e c t i o . )  .

L e t  r e t a k e  t h c  p r o o f  o f  a )  = = f 6 1 "  F i r s t  n o t e  t n a r  i f  H 1 M
o

i s  a n  A - m o d L r L e  o f  f  i n i t e  t ' / p e  t h e n  d i m ( H l H 1  +  ( 1 ,  r n d e e d ,  j r .

S,In C* .  0on$ equ en t-

" 1 ,  
.  .  .  , l k  i s  a  s y s t e r n  o f  g c n e r a t o r s  f  o r  H l l f  ,  t h e n  $ u p p  * l *  g

G( sunn ns, )  tJ ( S u p p  n s p )  a n d  m o r e o v e r  d i m l A s ,  )  & c J

f  o r  a l l  j  "  t ,  e t  
+ 6 s f * O t r ;  w e  y r i l i  : i r o w  t h a t  d i , m  A / p p d  c u r i r n o t

n a p p i ; n .  o n  t h e  c o n t r a r y ,  s s J U r r r < -  L i . , - r n  A / E  2  d .  B y  t h e  p r e v i . o u s

r e m a r k  p  
*  # d  S u p p  H l i ' r .  S i n c e  A  : s  J a c o b s o n ,  i i r , e  c a n  f  i n d  a

p r j . i , r e  i c j e a l  q  w h i c h  d o e s  n o t  l i e  i n  t h e  c l o s e d  s e t  
\ , ! . s r r , "  

r r l i " r
I = T J

a n c j  r r i c i ^ o o V € .  
?  ) g  a n d  d i n r  A / q .  = d .  T h e  m o d u l e s  t H l N ) q  =  * l * o

'r 'r
a r e  z a i " c i  f  o r  a l l  i  5 i  n .  B y  t h e  v a n i s h i n g  t h e o r e m  d e p i : i - :  t 4 "  i ; , -  l ,

hence c iep th  M. , .+  d im A/q
*  

- t '  f  - f  n + o
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s e t ,  t h a t  i s  a  c o n t r a d i c t i c l n !

S g ! 1 g  a )  J u s t  a s  i n  t l r e  a n a l Y t l s  c a s e  (

t h e  c o n n e c t i o n  b e t l l e e n  H I N  a n d  t h e  p r i m a r y

a s  f o l l o w :

A  b e  a  n o e t h e r i a n  r i n g ,  f v l  a n  A - m o d u l e  o f  f i n i t e  t y p e "

O  =  f \ M *  i s  a  p r i m a r y  d e c o m p o s i t l o n  o f  O  g l " 1  a n d  
$ r  

b r e

e  c o r ' r e ' j p o n d i n g  p r i m e  l d e a l s ,  t h e n

*3* =n{-n,.  I  oi*(oz€r) 2 a }  " 'i  
\  !  t -

T f r e  p r o o f  c a n  b e  e a s i l y  d e r i v e d  f , r ' 3 6  d e f  l n i t i o n s  '  L e t

f o l l o w i n g  c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  :

. , L e t  A  b e  a  n o e t l r e r i . a n  I o c a l  r i n g ,  g U o t i e n t  o f  a  C o h e n -

M a c a u l a y  r i . n g ,  M  a n  A - m o d u l e  o f  f i n i t e  t y p e . a n d  d V O  a n  i n t e g e r '

T h e n  H : ( M ) ^ : H : ( { l )  ( h e r e  ^  E e a n s  t h e  c o m p l e t i o n  i n  t h e  r a d i c a l

t o p o l o g y )  .  "

p r o o f  D u e  t o  t h e  i n v a r i a n c e  l v i t h  r e s p e c t  t o  ' ; d ' f i  e c t i o n s

one  can  € . )G ,u r , ro  A  i d  be  Cohen- i "4acau ldy  r i ng .  Le t  O  '=  
f t  

t ' t ,  be  a

p r i m a r y  d e c o n r p o s i i : r - o n  o f  O  C ; n t ,  F ,  
t h e  c o r r e s p o n c l i n g  p r i m e

j d e a l s .  F o r  e a c l - r  i ,  l e t  c o n s i d e r  t h e  p r l m a r y  d e c o m p o s j i : r n

.^
t { . ,  =  f  )  p i  o f  q  i n  f '  r f  € i .  a  s p e c  f r  a r e  t h e  c o r r e s p o n d r n g

] .  -  
J i  -  . . t i

( v )

. r r  q  2 )

s t a t e d

" L e t

I  lqJanc f  ' t l3

d e c o m p o s  i  t  i o nch

i s

I f

t h

p  r i m e  i d e a l s  ,  t h e n  d i n r  f i /  p ,  .

n o t e  t h e

-  dim o/p, f o r  a l l  J i  (  [ 9 I  c h . r v

c o r c l l l a  r y  o f  t h .  7 )  a n d  t h e  c o n c l u s i o n  f  o l l o w s

W i t l - , F U t  t h e  a d d i t i o n a l  h y l i e t h e s i s  d o n e  u ' r i ! . ! - t  r e s p e c t  t o  A ' ,

t h e  : . . a i e r n e n t  n e e d  n o t  b e  i ( i . . ' : , . i l . l  a c c c r d a n c e W i t L t h e  f a c t  t h s t

i n .  t h e  p r i r i r r y  d c c g m p o e i t o n  o f  a  c r . , n P l e t i o n  o i  a  p ; - i m e  i r i e a l

i  i .A

c a n  a r i s r ,  e m b e d d e d  c o m P o n e n t s  '

T h e  c o m p a r i e c i n  o f  t h , e  1 n ; v a r l a n t s  n ; *  a n d  l j ; T ' 1  s e t r i i r s  t o  b e

a  d i f  . l c u l t  q u e s l ' i o n .  A  p a r t i A i  r c " - u l t  i s  t h e  f o l l o w i r r \ . ; :

, , ; - o t  A  b e  a  n o e t h e r l a n  l o c a l  r i n g ,  q u o t i e n t  o f  3  r e g u l a r

r i n g ,  M  a n  A - r n o d u l e  o f  f i n i t e  t y p e  ; r n c i  d  ; , . O ,  n  e t O  t t ' r o  i n t e g e r s '
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A s s u m e  H l v  o f  f  i n i t e  t Y P e  f  o r  a l l
, "

t y p e  f  o r  i  4  n  a n d  m o r s c ' v e r  ( H l i ' l ) ^

, , a *
i  4 n .  I  n e n  n d r ' l

, , i * ,  :  4
*  n d l ' l  r l

a r e  o f  f i n i t e

P r o g l  V , / e  m a y  s u p p o s e  A  r e g u L a r '  T h e  c o n d t t i o n

{* l'l . 
t'

.  , i , .
t n a t  n - r f ' l

tl

a r e  o f  f  i n i t e  t y p e . i s  e c l u i v a l e n t  w j . t h  d i m  t f , * . a *  s b d '  T a k e  a g a i n

t h e  a r g u m e n t  ( a s  w e l l  a s  t h e  n o t a t i o n s )  u s e d  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e

l m p l i c a t i o n b ) $ a ) o f t h e f i n i t u c l e t h e o r e m . F s n s t , n e r n a r k

t h a t  t h e r e  ' r . e  n a t u r a l ,  m o r p h i s w r s  0 t ( * )  '  H l r l g ; f i  ; l ; l f r  '

r r u h i e h  a r e  f u n c t o r i a l  w i t h  r e s p e l \  t o  M  a n d  w h i c h  a g r e e  w i t h

s h o r t e X a c t s e q u e n c e g , b e c a u s e W e h a v e n a t u r a l m o r p l i i s m s

LdM GIAA Ld (M eo$)  and  f f  i s  A - f  l a t  '

L e t  |  =  d i m  A .  I f  n ? t - d  t h e n  d i m  t " 1  4  d , t h e r e f o r e  d i m  f i ' 4 d '

a n d  a n y w a y  O i (  N )  a r e  e v i c l e n t l y  i s o m o r p h i s m s  '

A c t u a l l y , I e t n = t - d - l ' r r V e p r o c e e d b y i n d u c t i o r t o n i '

o  a L 4  t - d - I ,  t O  p r o v e t - t - . a t  0 i  i s  a n  i s o m o r p h i s n "  I f  i  * o  t h e

s t a t e m e n t F , 3 s a l r e a d ; , p r o v e d a b o v e . ' L e i i < , t - d - l a n d e } " l o W t h e

indui t j -on .3 t t rp  i  - -y t+I .  One l ras f f l r ' .  c -  Uln l t " io '# ,  HIF '  ^ '  t j l " l i f  o*

I n  v i r t r J 3  o f  t l ' ' e  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m  !

( n:P ) eof **4 ( *1. t.** n, e/,i\

r l
l , +

'l iA H: (fi* *)

n i + l
w e  g e t  t ,  

L t , r * * 1  i s  i s o m o r p h i s m .  T h e  k e r n e l  a n d  t h e  c o k e r n e l

o f  t h e  n a t u r a l  n r o r p h i s m  1 " 1 - - p g * e  a i - :  b o t h  o f  d i m e n s i o n  4 ' r ) ;

r h e l  s a r , ,  i s  s t i l r  t r u e  f  o r  f  ' - + ( f f 1 " X ( i 4 * i + ) ^  '  N o v r  o n e  ' J e r i ' ' r e s

s a s r l y  t t i a t  6 i * . 1 ( m )  i s  i s o n t o r p n i s m

. I t r e m a i n s o n l y t h e c a s e n 4 , t . ' d - l . V J o w i l l d o i n d u c t i o n

( d c c r e a s l n g )  o n  n ,  0 < n  <  t - d - i '  T f  i f  t - d - l  t h e r e  a r e  i s o m o r p h i s n

rno* , rh is rns  * :M =  * : * t *  '  * | i l  ' r " -  l l : " I f f  anc i  N  f  u l f  i l s  the

h y p o f l ^ f s j . s f o r t h e i n t e q e r n + l . S o , o n e s e e S h o w t h e : n c u c t r . . f n

w o r k s ,  {
' '  

)  l b  . , ' t . , :  .
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b ) A g a i n l e t A b e a c o m m u t a t i v e r i n g a n d t ' 1 a n A - m o d u l e .

F o r  a n  i n t e g e r  d V O ,  d e n o t e  L O T O - t t a  =  L d r " l / L d - t M '  T h e  r i g h t -

d e r i v e d  f u n c t o r s  o f  t h e  f u n c t o r  L a T a - t  w i l l  b e  d e n o t e d ' n y

H 1  "  ,  1  .  T h e n  o n e  g C I t s  t h e  l o n g  s e q u e n c e  o f  c o h o m o l o g y
o / a - L

u i  h ,  
I  " i , .  , M  - - - - - i r  

i r ' l

"rJ-I" --* t lH H'o7c-rM =-+ Hl:;M *) '  '  '  '

M o r e o v e r ,  t h e ' e  a r e  n a t u r a l  i s o m o r p h i s m s

, u i ^  t4  '
.i,=o €^ro s

F o r  t h i s  s e e  (  r 5 l  , p " 2 2 5 ,  M o t i f  F ) n b u t  a  d i r e c t  a l g e b r a i c

a r g u m e n t  i s  n o t  h a r d  t o  b e  c l o n e .  A s  a  c o n s e q u e n c e  o n e ' c a n

p r o v e  t h a t  i f  A  i s  c o h e n - M a c a u l a y  ( i . e .  a l l  l o c a L L z a t i o n s  a r e

c o h e n - M a c a u l a y )  b i e q u i d i m e n s l o n a l ,  n - d i m e n s i o n a l  r i n g ,  t h e n

, t l O  =  0  w l r e n e v e r  L  f  f l - d .  C o n s e q u e n t l y ,  w h e '  L .  i s  a  f  r e e

r e s o l u t i o n  o f  a n  A - m o d u l e  M ,  o n e  c a n  c o m p u t e  t h e  i n v a r j " a n t s

' l7o-r*  a di
@
nA/

o f  t h e , l i n t e n s i o n

( t q l  ,  P . e 8 , P r o P  " u

" L e t  A  b e  a

f o r  m o d u l e s  o f  f i - n i t e

, 4  o r  1 ,6J ,  sa  t z  4  ,Lz )  t

n o e t h e r i a n  r i n g  a n d  M

t h e  c h a r a c r e r j . l a t l o n

t y p e  o v e r  J  t ' c a i  r i n g s

t h e  f o l t r o w i ; r g

a n  A - m o d u l e  c t - f i n i t e

H 1 N  t a k i n g  t h e  h o m o l o g y  o f  t h e  c o m p l e x  * ! - O t '  U s i n q  t h r y
d

i n v a r i a n t i  H  j Z a - r .  o f l €  c i e r i v e s  e a s i l y ,  b y

t y p e ,  d > t l  a n d  n ? O  t w o  i n t e g e r s '  T h e n  n : *  =  O  f o r  i l r r

l f  f  d imoM ):  n ( r , 'here dimoM =ir f iXlp*0"*  Mu )  
" '

F o r  " i f "  i m p l i c a t i o n  o n e  p r o c c e d  b y  i n c r e a s i n g  l n d r " r : ' i ' i o n

o n  d  a n t j  f o r  t h e  c o n v e r s e ,  o n e  l o c a l i z e s  a t  p r i m e  i d e a i t  t  o f

d in r  . ' ns ron  =  i i  anC uses  the  equa l -  i : y  d imOi '1  = r , i ; 1 , [ZB=Ont=  t ' b  '

c )  o n e  c a n  c o n s i d e r  i n v a r i a n t s  w h l c h  a r e  m o r e  g e , i c r a l  4 s

l l r , .  L e t  i , t  a n d  N  l j e  m o c l u l e s  o v e r  a  c o m m u t a t i v e  r ' o e t h e r i ' a ' r  r i n g  A '
c1

D e n c r t e  i - l o n ^ , 6 ( N r M )  t h e  s u b m o j u l *  o f  f { o m A ( N , t ' 1 )  g L v e n  
' t \ i  t h e

m o r p l r ,  = i 1 S  m i t h  s u p p o r t g  o f  c l i m e n s i o n  4  c l  ;  t h a t  i s  H ? n r o  
,  C (  

N , i . l )  =
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= L d ( l { o r n 6 ( i \ , 1 1 ) ) ' T ' l h e n N i s f i x e d o n e g e t s a f u n c t o r a n c l r n r e w i l l

d e n o t e  i t s  r i - g l r t - c J e r i v e d  f u t n c t o r s  b y '  E x t n , A  a n t j  c a l l ' e d  t h e m

" e x t s "  w i t h  s u P P o r t s  S d "

F o r  N  =  A  o r - r e  f  a l l s  u n d e t  H :  '  R e m a r k  t h e  f  o l l o w i n g  I

. . $ u p p o s e N o f f i n l t e t y p e , T h e n t h e r e l s a s p e c t r a l s e q u e n c e

o f  r e r m  u E ' o  =  H ! t r x t N ( N , M )  )  w h i c h  c o n \ r e r g e s  t o  u ^ ' l : : ( N ' r ' 1 )  
" '

T o p r o v e t h a t } u , e n e e d o r . l l y t o i t c t i c e t l r a t l f l i s a n i . n j e c t i v e

m o d u l e ,  t h e n  f o r  a n y  m o d u l e  N ,  i . | c i n ^ ( N , I )  i s  L d - " c y c l , i c .  i o t .  t h e

r e a d e r  o f  [ 6 ] ,  t h e  s h e a f  t h b o r e  t  j - c a i ' l y  a r g u m e n t  i s  t h e  f  o l l o w i n g  3

t h e  s h e a r  ?  o n  s p e c  A  i s  f - i n 3  e c r i v e  (  [ 5 ] ] c h . r r ,  c o r o l l " a r y  7  " " i 4 ) ]

f t \ o * i t f i ' ,  Y  )  f o l l o w s  f l a b y ,  f u r t h e r  t h e  f t a b y  s h e a v e s  a r ^ e

a c y c l i c  t o  t h e  l - o c a l  c o h o r n o i o g y '  '  ' '

A g W e p o i n t e d o u t i n t h e i n t r o c l u c t i o n l W € W a n t . t c ' r e m a i n

w i t h  t h e  a r g u i l t e r ' | t s  i n  t h e  f  r a m e  o f  c o r ; l m u t a t l v e  a l g e b r a  '  h e n c : '

w e y ; r i t g a n a l g e b r a i c a r g u m e n t a s a s t r a i g h t f o r w a r d c o t . l s e q u e n c e

o f  r e ( ' i . t l t s  d u e  t o  M a t l i s  f  7 f  '

F i i . s t | : " w i } I d o t h e f o l l l > , v i n $ r ^ u m a r | < : i f g * p L . * P + P I } o

i s : t i l  e x a c t  s e q u e n c e  o f  A - m o d u l - e s  r f  f i n t l  t y p e ' t h e n  t h e  s e q u e n c e

o  - - - t  H c . , ; r . , d ( P o  , r - )  +  l l c ' m o , . J ( '  ' T )  - - - - +  H o * , \ , d ( t " r )  * - - P  o

i s  s t i i l  e x a c t .  F o r ,  l e t  p r o v e  t h a t  a n y  n o r p h i s i n  0 t  z p ' * * T

e x t e n d s  t o  a  m o r p h i e m  9 :  P  - + I  s u c h  t h a ' t  S u p p  0 t  =  S u p p  0  '

v v e  m a ) .  a i j 3 u r i l e  I  t o  b e  a  n o n * z . e f ' Q  i n d e c o m p o s a b l e  i n j e c t i v e '  t h a f

i s  t h r - '  i n i c c t i v e  e n v e l o p "  r ( F )  o f  A € / F O F '  w h e r e  f  € ' € i r r t : c  A '

$ u p p  i ( p )  - v ( f  , r  a n d  m o r e u v e r  a l i  f  i b u i : s  j i n  v ( P )  e q u a t  1 (  P )  '

A s  a  r : o n s o r , r * n " "  0 ' =  0  o t  I 6 : u p p  
0 r  a n d  t h c r t  $ u p p  0 ' =  \ ' i € ) '

r f  0 ' ,  o  w e  p r J t  0  =  o .  ' f  Q ' f  o ,  e v e r y  e x t e n s i o n  # z P  -  * i t  r '

1 s  q r r o d .  L e t  s f t o w  t h a t  F l r ' H ' r ' ' ' ^ ( N ' I )  =  o  f o r  L A L '  L G ' i

O  . - t  P  -+  L  - - - -+  N  -p  O  be  a r t  ?xac t  sequence  l ' r i t h  L  f  r ee  o f
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f l n i t e  r a r r i < "  ' r i / e  g e t . t h e  e x a c t  s e q r J e n c e

O - - tF lo ;nO,  
d (  N, I  )  l - - - * : ioor \ ,  d (  L , I  )  * - ->  i - tomO,  

d i  r ' ,1 .  )  * -  -p  Or r v l

$ i n c e  H o n r o ( L , t )  i s  
" i  

i n j e c t i v e  m o d u l e ,  h c n c e  H l n o m o ( t , l ;  =  o
I

f  o r  a l l  1 > o ,  a n d  , n f  c o n c l u s i o n  f  o i l o w s  s t a n c l a r d l y .

d )  A s  i t  i s  p o i , { , t e o  o u r  i n  t h e  i n t r o d u c r i o n ,  t h e  a  j . m  o f

t h i s  p a p e r .  i s  t o  g i " +  i n  t h e  f  r g n t e  o f  c D m m u  t a  t  j - v e  a l g e b r a  s o m e

r e s u l t s  1 n  a n a l o g y  t $  t h o s e  o f  T h . i " n m ,  g c h e J a ,  s l u  a n d  T r - a u t i n a n n
. l

1 n  a n a l y t i c  g e o m e t r y  a n d  t o  o b t : * i n  o n  t h i s  w a y  i r r f o r r n a t i o r r s

c o n c e r n i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  d e p t h  r e l a t i v e  f o  l o c a l 3 , z a t l o n s .

T h e r e f  o r e  w e  w i l l  d o  o n l y  s o r n e  r e r n a  r l < s  a b o u t  t h e  o e o m e t r i c a l

c a s e  o f  s c h e m e s  ( o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  o n e  c a n  g i v e  p r o o f s  c l o s e l y

f o l l o w i n g  t h e  a n a l y t i c  c a s e ) .

'  L " e t  X  b e  a  1 o c a 1 1 y  n o e t h e r i a n  s c h e m " ,  $  
" n  

a l g e b r : r i c  c o h e r e n t

s h e a f  o n  X . F o r  a  p o i n t  x G X  c J e f i n e  t h e  ' , r e c t i f j , e c l  c J e p t h , '  ( i e j , ; n . l V )

r _  . , ? i f ;  f r  ; : To e p r n * $  =  6 J e p t h  
O ,  . f " .  d i ,  t *  J  .

T h : , . s  r ; o t i o n  i s  i n t e r e s t i r r g  i n  t l - , c  J e o m e t r - r c  c a s e  i f  i t  h a s  l c c a L

c ! , a r a c t e r .  F o t ^ ,  X  m u s t  f  u l f  i l  1 r r  a c J d i t i l ; r  t o p o : . , . , i " " 1  c o n f J i t i o n s ,

r r ; h i c l r  i , r e  s a t i s f  i e d  i v l r e n  x  i s  J a c o b s o r r  i  f  o r  e x a r n p l e , o f  f  i n t e

t y p e  o v e i -  $ p e c  l (  ( l (  f  i e l c )  o r  S p e c  ' i ) ,

o n e  v ' i r i t e s  s f t  $ )  =  
{ .  ̂ * *  l c e p t h f ; F 4 , . J "  r r r r " s e  s e r s  a r ' - e

c l o s e c l  i n  ) (  [ a ] ,  o f  d j - n r e n s i o n  4 l , t <  L t z l .  F o r  a n  i n t e g e r  d V a

a n c i  a n  a , ' . g e b r i j c  s h e a t  g  i n o t  n e c e $ s a r i l y  c o h e r e n t )  o n : .  C e n o t e s

? y  W ' n {  t h e  s u b s h e a f  c f  g  g i v e  n  b y  t h e  s e c r  ! . c r r , ,  ; , ; =  i h

s u p p a ' - t s  o f  d i m e n c i o n  & e .  O n c  g e L r  a  f u r ; c . f o r  a n c i  i t s  r i g i i i . . -

d e r i v e d  f  , r r c i o r s  w i l - 1  b e  d e n c t c . ;  u 8 ;  a n d  r v i l l  b e  c a 1 l e d  t h e

s h e a v e ; '  o f  l o c a l  c o h o m o l o g y  , n r i t h  s u p p o r t s  o f  c J i m e n s i o " r  G  c l .

, ' 1 '  X  =  S p e o  A  a n c l  $ = " F  ,  t h e n  c a n n n i c a l i - y
ta i .\,

d I ' ! r  ( ; : j F )

i t t  i - - : . n 3  e  c t i v e  s h e a f  w h e r r  I  i sT l r l ; - :  c o r n e s  o u t  b e c t l u s e  I  1 s
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a n  i n j e c t i v e  m o d u l e  o v e i ^  A  [ 5 ]  o r  u s i n g  r e s u l t s  f  r o r r  ( [ g - ]  r x p o s "  I l i l

A c t u a l l y  o r l e  c a n  $ t a t e :

V a n i s t i i n q  T h e o r e m  L e t  X  b e  a  i o c a 3 . 1 y  n o e t h e r i a n  s c h e m e ,

v a l e n t :

a \  t ' i $ =  o  i f  L 4 '  o nL ) Obc)

2)  dep t  h .o *2  n  (  dep th6 f=

'€
$ e C o t - r  X ,  n  a n d  d  t w o  f i x e d  i n t e g e r s .  T l i e n  t h e  f o l i o w i n g  a r e  e q u i -

i n f  d e P t h o  S  ) .
cii" mi\ 6id . 

' '

,d  cX r le f ra3d

3 ) .  (  I f  X  i s  l o c a l l y  o f  f  l n i t e  t y p e  o v e r  a n  i a c o b s o n ' r ' l g u l a r

b l e q u i d i m e n s l o n a l  s c h e m e )  d : . m  s f ; . n F d l r <  r o r h e n e v e r  k  4  c l "

r )  W f g € c o h  x  i f  i €  n .

2 )  d i m  r f * . f  4  d .

( : c t ) $ t e t r i c  p n o o f s  f o l . 1 0 w i n g  t h e  a n a l y t l c  o r r e s  [ f d ]  a n o  m a k i n g

u s e  o { . t h , :  v a n i - s l r i n g  a n d  f ! r r i t u c J e  t h e i . r ; ' ' 3 r j t s  f c r  t l r e  c o h o m o l o g y  r ' ; i t h

s r - r p p 6 i ' r i ,  i n  a  c l o s e r l  s e t  c l u e  t o  G r o r , r e n c l i e * l :  ( L 3 i  , I x p o s e  I I I  , P r o p "

! !g ! .ggS.g-Jh.g lgq Let  X be local ly  o f  f in l te  type over  an

J a c o b s o n ,  r e g u l a r ,  b i e q u i d l m e n s i o n a l  s c h e m e ,  $ g , t o i . r  X  ,  n  a n d  d

t y , ' o  f i x e d  i n t e g € r s .  T h e , r r t h e r e  a r e  t h e  e q u i v a l e n t  s t a t e m e n t s

'  
3 . 3  a n c j  t l r .  2 . I  o f  E x p o s e  V I I I )  c a n  b e  f i n c J  i n [ l E J "

The  e  i rea  f  #L? ty  i , ;  a l so  de r ro t : c j  Uy  S1"a1  ;  i t  i s  a  cohE: renb

s u b s h e a f  o f  9 F  a n c l  i t  r / / a s  i n t r o d u c e d  b y  T h i r n r n  i n  t h e  i r n a J . y t i - c  c a s e t

A  d e t a i l e d  
' s t u d y  

c a n  b e  f  o u n c l  t n  f u {  a n d  ( f t f 1  
9 e )  

.  A n o t h e r  i m p o r t a n t

s h e a f  i s  t h e  s o  c a l l e d  c l - g a p - s h e a ' l ' ,  c i e n o t e d  b y  S L O J  
' n l . r , 1  

g i v : , r

b y  t h e  p r e t : h e a i  1

u ^---p__g$t* '* . . r . ) .
J imA 4 c l

T h e r g  i s  i r  ; 1 s r r t ; " a l  m o r p h i e  m  $  - + 9 ' f ' O I  f  o r  r r h i . c h  t h e  k e r r r e L  i s

#:  g t  ' ,  S [o ]  anc  .n :  co l<" : rne l

1 l - , e o r e r r s o n e  g e t s ,  3 f [ u ]  * c o l ' r  ) < "  i f f

S g : E  "  r n  v j - r t u e  o f  t l r e

c l im  u , I r ,  V  * -  a  ,  t h : .  ca , ; t n i ca r

m o r p , i ' r t s m  V * r g t d l  i s  i n J e c t r v e  ( r e s p ' b i i e c t i v e  )  i f f
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d im s f ; * rT  *  k  ( resp ,  c t im  * i l rS  g  r l  f  o r  a t t  k  <  d "

w h e n  t  a  S  a r F  a l g e b r a i c  c o h e r e n t  s h e a v e s ,  e . x a c t l y  a s  i n  t h e

a n a r y t i c  c a s e  r [ r t J , L l q h  c n e  c a n  i n r r o d u c e  a n d  s t u d y  t h e  g a p *
('r* n

s h e a v e s  o f  T  r e l a t i v e  t o  *  .  .

I n  t h e  a n a l y t i c  c a s e  t h e  l o c a l  c o h o m o l o g y  i s  v e r y  u s e f u l  t o

o b t a j - n  t h e o r e m s  o f  e x t e n s i o n  o f  c o h e r e n t  s h e a v e s .  f n  t h e  a l g e b r a i c

c a s e ,  t h e  c o h e r e n t  s h e a v e s  d e f i n e d  o n  3 n  o p e n  s e t  e x t e n d  a u t o m a t -

i c a l l y  t o  w h o l e  s p . a c e  (  [ a ]  c h . r  ,  ? , 4 ) .  r { o w e v e r ,  a l s o  i n  r h e

a l g e b r a l c  c a s e  t h e  i n v a r i a n t s  W " ;  n a y  b e  o f  s o m e  . u s e  L r  w e  h a v e

t o  e x t e n d  u n d e r  s p e c i a l  c o n c . l i t i o n s ,  f  o r  e x a m p 1 " ,  n i f  
t h e  g i v e n

s h e a f  h a s  n o ' s e c t i c n s  o f  c r i m e n s i o n g r d r ( o r  h a s  n o  s e c t l o n s  a n d

1 - d i m e n s i o n a l  c o h o m o i . . : g y  c l a s s e s  o f  d i m e n s i o n  <  d ) ,  t h e n  o n e

r e q u i r . e s  a n  e x t e n s  j - o n  p r e s e r v i n g  t h e  p r o p e r t y .  , .  .

l-.,
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