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RITT  SCHEMES

b)
A .  B u i u m

I  O .  P r e l i m i n a r i e s

I n  t h i s  p a p e r  a l l  r i n g s  
" f "  

s u p p o s e d  t o  b e  c o m m u t a t j - v e

w i t h  l - e l e m e n t  a n d  c o n t a i n i n g  t h e  f i e l d  A  o f  t h e  r a t i o -

n a l  n u m b e r S .  A  d i f f e r e n t i a l  r i n g  w i l l  m e a n  a  r i n g  A  t o -

g e t h e r  w i t h  m  d e r i v a t i o n s  D l  ,  . .  r D *  e  D e r ( A , A ) .  I f

a  =  ( a 1 , . . , 8 m )  €  I l ' J  
*  a n d  x  €  e  w e  s h a l l  w r i t e  * ( a )

a .  a
i n s t e a d  o f  D l  l . . D m  * x  

.  I f  m  =  I  A  w i l l  b e  c a 1 l e d  a n

o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l -  r i n g . .  A n  i d e a l  L  €  n  i s  s a i d  t o

b e  a  d i f f e r e n t i a l  i d d a l  i f f  0 .  L  g  L  f o r  a l l  i = I ,  .  , m .

I f  L  i s  a n  i d e a l  i n  A  w e  c l e n o t e  b y  [ a ]  t h e  s m a l l e s t

d i f f e r e n t i a l  l d e a l  w h i c h  c o n t a i n s  L  a n d  w e  p u t  
I  

t J  =

1 - t

V  L L J  w h i c h  i s  a l s o  d i f f e r e n t i a l .  r f ' L I , L 2  a r e  l d e a l s

i n  A  t h e n  I t r t r l  
=  I t - r l r - ' , [  , r \ .  L e t  u s  c o n s i d e r

S p A  = l t € s p e c A f  r  i s d j - f f e r e n t i a l I

t o g e t h e r  w i t h  t h e  t o p o l o g y  i n d u c e d  b y

t h a t  :

S p e c  A .  O n e  k n o w s

( O . 1 )  S p  A  i s  a  d e n s e  s u b s p a c e  i n  S p e c  A

W e  s a y  t h a t  A  i s  d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r i a n  l f f  S p  A  i s

a  n o e t h e r i a n  t o p o l o g i c a l  s p a c e "  I f  A  i s  a  d i f f e r e n t i a l

r i n g  w e  m a y  c o n s i d e r  t h e  r i n g  o f  d i f f e r e n t i a l  p o l y n o m i a l s

o [ " 1  =  o [ , " " , 6 € $ f  * J

w i t h  t h e  c i e r i v a t i o n  r u l e  
" i O ) =  

Y u * b  f  o r  a l l  b  €  I I f  
*  

,

w e  d e f i n e  o  1 " r , . . , " n J  =  o  l " r , . . , Y n - t J l " " ]  . ' r h e n  :

( O . 2 )  T h e o r e m  t  [ + ]  )  I f  A  1 s  d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r i a n

c ' )
t h e n  O  

l " l ,  
.  .  , Y n  t  i s  a l s o  d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r i a n .

A  m o r p h i s m  o f  d i f f e r e n t i a l  r i n g s  w i l l  m e a n  a  m o r p h i s m  o f

r l n g s  u :  A  - - ) B  r v h i c h  c o m m u t e  w i t h  e a c h  o f  t h e  m  d e r i *
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v a t i o n s .  W e  s a y  t h a t  u

t y p e  l f f  u  i s  o f  t h e

w i t h  w  s u r i e c t i v e .  V i e

=  w ( Y .  )  .'  l - '

1 s  d i f  f e r e n t i a l l Y  o f

r r  C . .
f o r m  u :  { _ - J _ ; A  L y l  , .

(
w r i t e  t h e n  B ' =  A  J  Y . t ,

C I

K C-(L

i f f  t h e r e

f  l n i t  e

' t n l  %u

'  ,Yn  ! ,  Y i=

i s  s a i d

e x i s t

y l  ,  .  , y n 6  - f L  s u c h  t h a t  S L  i s  t h e  s m a l l e s t  s u b f  i e l d  o f  S L

w h l c h  c o n t a i - n s  K  a n d  y 1  ,  . , y n .  T h e  e x t e n s i o n  K  C  - f 2 -

i s  c a l . l e d  u n i v e r s a l  l f f  f o r  a l l  f i e l d t  K I  ,  K z

|r
K

w [l . ' . . i- '
K r "  T

s u c h  t h a t  u  a n d  w  a r e  d i f f e r e n t i a t l y  o f  f i n i t e  t y p e

e x t e n s i o n s  o f  f  i e l d s ,  t h e r e  e x i s t s  a  m o r p h i s m  f  z  
' K r - > S t -

s u c h  t h a t  f w  =  v  ,

( O : 3 )  , T h e o r e m  (  F ]  )  E v e r y  d i f  f  e r e n t i a l  f  i e l d  h a s  a  u n i -

v e r s a l  e x t e n s i o n .

A  f i e l d  K  i s  c a l l e d  u n i - v e r s a l  i f  i t  i s  a  u n i v e r s a l  e x -

t e n s i o n  o f  0  o  L € t  K  b e  a  u n i v e r s a l  f  i e l d .  F o r  a l l  i d e ' a l

L  i n  *  l " r , . , Y n  1  p u t  v ( L )  =  h €  K n  I  r 1 " 2  1 = o  f  o r  a l l  r e L I

a n d  f o r  a l l  x g  K n  p u t  r ( x )  = l o g , . t " r , . , Y n l l n t x ) = o 3

T h e  s e t  s  o f  t  h e  f  o  r m  V (  I  )  w i l l  b e  c o n s i d e  r e d  c l o s e d  i n  
' K n

a n d  s 0  w e  h a v e  a  t o P o l o g Y  o n  K n .

( o . 4 )  T , h e o r g g . t  [ + ] )  I ( v ( L )  )  =  { t l  f  o r  a I l  i d e a l  L  1 n

o l " r r . , Y n J a n d  V ( I ( X ) ) =  T  f o r a l l s u b s e t  X  o f  K n .

L e t  A  b e  a  d i f f e r e n t i a l ' r i n g a n d  B = A I Y ] - , . , " n ] . W e

p u t  , L " )  e  
" j o ,  

i r f  ( r , l  a l , a )  4  ( i , l b / , b )  i n  t h e  s e n s e

o f  t h e  l e x j . c o g r a p h i c  o r d e r  o n  A f  
* * 2  (  h e r e  l a l  =  u l *  .  . * t ,

i f  a  =  ( a I , . , a m )  ) .  r f  F  €  B  l e t  , F  b e  t h e  l a r g e s t

y lu  )  wh ich  occurs  in  F  and pu t  s r  =  "J .  l r  (ca l leJ  sepdr ro f  
" l r ) .' i  '  r  J u F .  I  I

A n  e x t e n s l o n  o f  d i f f e r e n t i a l  f i e l d s

t o  b e  d i f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e



-3 -

( o . s )  r h e o r e m  t  f + J  I

a n d  F , G

K  1 s  a  d i f f e r e n t i a l  f i e l d

l r r e d u c i b l e ,  s u c h  t  h a t  F  €

e v e r y  p r o p e r  d e r i v a t i v e  o f  u G

I f

C

e  r < l Y r , . . , Y n t ,  G
a n d  F  i s  f r e e  o f6fe |;  s,

t h e n  G  d i v l d e s  F .

I t  l s  i m p o r t a n t  t o  c o n s i d e r  t h e  c l o s e d  s u b s e t s  o f  K n

a s  " g e o m e t  r i c  o b S  e c t s "  i . € .  t o  c o n s i c l e r  m o r p h i s m s  b e t u l e e n

t h e m  l n  o . r d e r  t o  d e c i d e  w h e n  t w o  s y s t h e m s  o f  d j - f f e r e n t l a l

p o l y n o m i - a 1 s  h a v e  " i s o m o r p h i c "  s e t s  o f  s o l u t i o n s o  T h i s  p o i n t

o f  v u e  l e a d s  t o  o u r  d e f  i n i t i o n  o f  a  R i t t  s c h e m e  (  s e e  f  f  l

T h e  m a i n  p r o b l e m  w h i c h  w e  s o l v e  i n  $  t  i s  :  w h e n  a r e  t w o

' p h i c ? .  I n  $ Z  w e  d i s c u s s  a  c o h o -
r h  ?

m o l o g i c a l  p r o p e r t y  o f  t h e  a f f i n e  s p a c e  1 f r  o  I n  $  s  w e  d i s -

c u s s  m o r p h l s m s  d i f f e r e n t l a l l y  o f  f i n i t e  t y p e  b e t w e e n  R i t t

s c l r e m e s  a n d  v v e  p r o v e  C h e v a L l e y t s  c o n s t r u c t i b i l i t y  t h e o r e m

f o r  s u c h  m o r p h i s m s  (  i n  t h e  c a s e  o f  a  s i n g l e  d e r i v a t i o n  )  '

G

t  f  R i t t  s c h e m e s ,  C l a s s i f i c a t i o n  o f  a f f i n e  R i t t

s c h e m  e s

( 1 . O )  D e f i n i t i o n s .  L e t  X  b e  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e .  A

s h e a f  o f  d i f f e r e n t i a l -  r i n g s  o n  X  w i l l  m e a n  a  s h e a f  o f

r i n g s  0  s u c t r  t h a t  f  o r  a n y  o p e n  e e t  U  €  X  t h e  r i n g  9 t v l

i s  a  d i f f e r e n t i a l  r i n g  a n d  f o r  a n y  o p e n  s e t s  U  g  V  g  X

t h e  r e s t r i c t  j - o n  m a p s  d  t v )  - > d ( U )  i s  a  m o r p h i s m  o f

d i f f e r e n t i a l  r i n g s .

A  l o c a l l y  n i n g e c l  s p a c e  ( X ,  O  )  w i l l  b e  c a l l e d  a  d i f  f  e r e . n -

t i a l  I o c a l l y - r i n g e d  s p a c e  i f f  O  i s  a  s h e a f  o f  d i f f € F a n -

t i a l  r i n g s .  A  m o r p h i s m  o f  d i f f e r e n t i a l  1 o c a 1 1 y  r i n g e c l  s p a c e s

(  x  ,  O  )  - - )  (  Y ,  4 - )  w i l l  m e a n  a  m o r p h i s m  o f  l o c a l l y'  ,  - X '  
Y '

r i n g e d  s p a c e s  s u c h  t h a t  f o r  a l l  o p e n  s e t  U  €  Y ,
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[ t  t u ,  O r )  - ,  f  (  f  
- 1 1 u ;  

,  d * )  i s  a  m o r p h i s m  o f  d i f  f  e r e n -

t  i a I  r i n g s  .

l r j o w  L e t  A  b e  a  d i f  f e r e n t i a l  r i n g , .  X  =  S p  A  '  Y  =  S p e c  A

J : X . : . ' v t h e i n c l u s j . o n m a p a n d M a n A - m o d u l e . T h e n

w e  m a y  c o n s i d e r  o n  Y  t h e  s h e a f s  X  a n d  f r  i n  t h e  s e n s e

of  [E ]  .  Le t  , "ooef  iXe  
_ . r  N

O x  =  A  =  : - t ( A )  =  s t r u c t u r e  s h e a f  9 n  S p  A

n - ' r  .^/ .   
a n d  a l s o  p u t  

' M '  
=  :  

- t ( i i )  
O b v i o u s l y  A  i s  a  s h e a f  o f  d i f  -

r . A
f  e r e n t i a l  r . i n g s  a n d  

' M  
i s  a  s h e a f  o f  A - m o d u l e s .

A  d i f  f  e r e n t i a l  l o c a l l y  r i n g e d  s p a c e  ( x , o )  w i l l  b e  c a l l e d

a  R i t t  s c h e m e  i f f  f o r  a n y  x €  x  t h e r e  e x i s t s  a n  o p e n  s e t

U p x  s u c h t h a t  1 u , d 1 r )  i s i s o m o r p h i c t o  ( S p A ' A )

f o r  s o m e  c j i f f e r e n t i a l  r i n g  A .  A  R i t t  s c h e m e  o f  t h e  f o r m

n - t
( S p  n ,  i )  w i l l  b e  c a l l e d  a f f i n e  a n d  w i l l  b e  d e n o t e d  s l n r p l y

b y  s p  A .  T h e  s c h e m e  s p ( n  I Y f  , . , " n 3  )  w i l l  b e  c a l l e d  t h e

n - a f f i n e  s p a c e  o v e r  A  a n d  w i l l  b e  d e n o t e c l  b y  J A A '

( I . 1 )  C o n f r e c t i . o n  l v i ! t - r .  K n  I f  K  i s  a  u n i v e r s a l  f  i e l d

a n d  X  l s  ?  c l o s e d  s u b s e t  i n  K n  t  a  f u n c t i o n  f  :  X - - + K

w i l l  b e  c a l l e d  r e g u l a r  a t  P € ,  X  i f  t h e r e  e x i s t s  a n  o p e n

n e i g h b o u r h o o d  u  o f  P  i n  x  a n d  t h e r e  e x i s t  F , G  e

€  r <  l Y r , . , " n 3  s u c h  t h a t  c ( q l  *  o  f  o r  a r r  Q  €  u  a n d

. f  ( Q )  =  r ( 0 ) / G ( a )  f o r  a 1 l  Q 6 U .  T h e  f u n c t i o n  f  w i l l  b e

c a l l e d  r e g u l a r  o n  a n  o p e n  s e t  U  g  X  i f  f  i s  r e g u l a r  a t

a n y  p o i n t  o f  u .  v / e  g e t  a  " s h e a f  o f  r e q u l a r  f u n c t i o n s h

w h i c h  w e  d e n o t e  b y  O l .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  l e t  A  b e  t h e

t r . n
r i n g  r <  l v r , . . , Y ^ \  t r ( x ) .  T h e n  t h e  s h e a f  A  d e f  i n e d  o n  s p  A

n a t u r a l l y  i n d u c e s  a  s h e a  t  0  ,  o n  x .  r t  i s  a p p a r e n t  t h a t

0 ,  a n d  0 z a r e  n a t u r a l l Y  i s o m o r P h i c .
n

A

( 1 . 2 )  l r V e  m a y  d e s c r i b e  M  a s  f o L l o w s  :

c o n s i c l e r  t h e  m u t i p l i c a t i v e  s y s t h e m  l t  |  =

F o

l "
r  a l l  f € A

e  n f  t  e  { " 1 }



a n d  t h e n  M

(  1  . 4 )  D e f  i n i t  t o _ [
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i s  t h e  s h e a f  a s s o c l a t e d '  t o  t h e  p r e s h e a f

f tD ( f ) Y  n '  l t l  ,  D ( f ) = f r e s p A l p { ' f l

O b v i o u s l y  f o r  a l l  p  {  S p  A  t h e  s t a l k  o f  i l  a t  p  i s  M r .

T h e  p r e s h e a f  D (  f  )  F * >  M  
l t  I  

i s  n o t  g e n e r a l J . y  a  s h e a f

a s  o n e  m a y  d e c l u c e  f r o m  $ z  o  H o w e v e r  t h e  f o l l o w i n g  i s  t r u e :

( 1 . 3 )  P r o p o s l t i _ o l . S u B p o s e  A  i s  a  d j - f f e r e n t i a l  t i n g  w h i c h

i s  f a c t o r i a l  a n d  L  i - s  a  l i t t e r e n t i a L  r a d i c a l  i d e a l  i n  A .

T h e n  t h e _ p r e s h e a f  D (  f  )  F +  L  l t /  i s  a  s h e a f  .

P r s r g f  .  I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  f o r  a n y  f  , f I , . , f n €
n

€  A  s u c h  t h a t  t t t =  l t r , . , f n l w e  h a v e  L l t l  = . , r J  L , r . ;  t h e
r , r  

i = l  l ' i ,

l n t e r s e c t i o n  b e i n g  t a k e n  i n  l ( =  f i e l d  o f  q u o t i e n s  o f  A o

" C n  i s o b v i o u s . T o p r o v e  " A "  t a k e  x G  A L l t . |
! = 1  r ' i l

x  =  g / h  s u c h  t h a t  g  a n d h  h a v e  n o  c o m m o n  p r i m e  f a c t o r s

l n  A o  O n  t h e  o t h e r  h a n d  x  =  g f / t i  w i t h  g i  €  L  a n d  a i 6

€  l f i l  .  I t  f o l l o w s  t h a t  t i g  €  h L  .  F r o m  t i g  €  h A  r , v e

g e t  . r €  h A  :  g A  =  h A  a n d  s o  I t  j  =  l t r , . , f  n 1  g { r 1 , . , . n }  g

E l h t n e n c "  n e l t l .  F r o m  t r S € L  w e g e t  t r 6 L : g A

w h l c h  i s  a l s o  a  d i f f e r e n t i a L  r a d i c a l  i d e a l  (  s e e [ + ]  I  a n d

s o  t t J r l r r , . , r n J €  L  :  g A  .  v / e  g e r  g f  6  L  a n c l  w r i t i n g

x = g t / h f , g f g L ,
l r  I

A  d i f f e r e n t i a l  r i n q  A  s u c h  t h a t  t h e
A

c a n o n i c a l  m o r p h i s m  A  * _ - - )  A 1  : =  [ - ( S p  n , a ' )  i s  a n  i s o -

m o r p h i s m  w i l l  b e  c a l l e d  a n  i r r e l u n _ d ? n t  r i n g .

I r r e d u n d a n t  r i n g s  c a n n o t  b e  f o u n d  i n  g e n e r a l  a m o n g  r i n g s

o f  t h e  c l a s s i c a l  a l g e b r a i c  g e o m e t r y .  I n d e e d  w e  h a v e  :

( 1 . 5 )  P r o p o s i t i o n .  L € t  A  b e  a n  l r r e d u n d a n t  d o m a i n  w h i c h

i s  n o t  a  f i e 1 d .  T h e n  A  c a n n o t  b e  a n  a l g e b r a  o f . f i n i t e  t y p e

o v e r  a  d i f f e r e n t i a l  n o n - c o n s t a n t  f i e l d .

P r g o . f  .  $ u p p o e e  A  i s  a n  a l g e b r a  o f  f  i h i t e  t y p e  o v e r  K  =

=  a  n o n c o n s t a n t  d i f f e r e n t i a l  f i e 1 d .  T h e n  A  i s  i n t e o r a l



- 6 -

o v e r  a  p o l y n i m i a l  r i n g  *  f * I . , : ' , t " ]  
a n d  a l l  w e  h a v e  t o

s h o w  i s  t h a t  s  =  O  .  S u p p o s e  s 2 7  I  a n d  p u t  t = t ' '  S i n c e

K  i s  n o n c o n s r a n t ,  t h e r e  e x i s t  x € K  a n d  i  s u c h  t h a t  o . x f ' O

s i n c e  c i e g t r , a L 4 , o o  ( L = f i e l d  o f  q u o t i e n s  o f  A )  i t  f o l ] - o w s

t h a t  t h e r e  e x j . s t s  a  p o J - y n o m i a l  F  e  o  
[ " , D i Y  , o ? '  , . . J  s u c h

t h a t  F (  t  ) * 9 .  n y  p l r C l , i l , $ O t h e r e  e x i s t s  c  €  K  s u c h  t h a t

F ( c ) {  O .  T h e n  t h e  e q u a l i t y  F ( t - c + c ) = O  s h o w s  t h a t  f t - c J = n .

$ i n c e  A  i s  i r r e d u n c a n t  ,  w e  h a v e  A  =  A  
l 1 l  

=  A 1  a n d  s i h c e

t - c € { l l i t  f o l l o w s  t h a t  t - c  m u s t  b e  i n v e r t i b l e  i n  A .

B u t .  t - c  i s  a  p r i m e  e l e m e n t  i n  K  f t f , " , t " 1 ' n t i  
b y  l y i n g

o v e r  t h e o r e m  i t  m u s t  l i e  i n  a  p r i m e  i d e a l  o f  A  :  c o n t r a d i c -

t i o n . s o s = o a n d . t h e p r o p o s i t i o n i s p r o v e d .

I n o r d e r t o g i v e a n i m p o r t a n t e x a m p l e o f a n i r r e d u n d a n t

r i n g  ,  w B  f i r s t  P r o v e  t h e  f o l l o w i n g ;

(  1 . 6 )  ! r o " L e t  A  b e  a  d i f  f  e r e n t i a l  d o m a  j ' n  '  e = A  I  Y l '  '  ' " n  I

F  €  B  a n d  D ( F ) =  
{ n  €  s p  o  l  t  4 ' 1 1  . . r h e n  e v e r v  e l e m e n t

=  +  ,  H , G  6 :  B  w i t h
-  

P  C  D ( F )
' G 1 ' F

P r o o f .  L e t  K  b e  t h e  f i e l d  o f  q u o t i e n s  o f  4 1  .  T h e r e  e x i s t

F i , G l  €  B ,  i - 1 , . . , r  ,  s u c h  t h a t  1 a r , . . , G . 1  p  t  a n d  x =

=  F L / G L  f o r  a l l  i .  L e t  H , G €  B  s u c h  t h a t  x  =  H / G  a n d

F l ,  G  h a v e  n o  c o m m o n  o  r i m e  d i v i  s o  r s  j - n  t  h e  r i n g  r <  /  Y f  '  '  ' Y ;  3 ,

w h i c h  i s  f a c t o r i a l '  s i n c e  H G i  =  F i G  i t  f o l l o w s  t h a t  G : ;

d i y i d e u  G i  i n  r <  l Y f  , . , Y n  1  " o  
t h e r e  e x i s t  

" 1 , '  
, a ,  €  A

s u c h  t h a t  
" t G i  

€ . ( G ) B  .  P u t t i n g  
" = " I . . a r  

i t  f o l l ' o w s  t h a t

l .  ]  ? l u c r , ; , " n r 5  = i "  3  ̂ l G r , . , G r |
r 1  t k  

r -  r L ^
G  =  

" t .  

.  .  . * n o  ,  w h e r e  E i  a  r e  p r i m e  e l e m e n t s  i n  t h e  r i n g

K  I  Y r ,  .  , Y n  3  .  $ i n c e  a r  e  { r r }  w e  g e t  b y  ( o . s )  t h a t  ' F =

\  ^ r . - -  t ^ f a  n a t  t h a t=  , " r )  r u r ' s i n c e  u G  =  * " * i = 1 , . , a ' * ,  w e  g e t  t h a t  u F 7  u G '

( L , 7 )  e j g . p g . t l i - 9 g .  L e t  A  b e  a  d i f  f e r e n t i a l  d o m a i n '  T h e n
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t  h e  r e  i s  a  n  j - s o m o  r p h i s m

( A l Y - . . . Y 1 r -  X  n - I v -\ . -  c . l , . r . n J  / 1  , , 1  L , 1 '

C o n s e q u e n t l y ,  i f  A  j - s  i r r e d u n d a n t  ,  s o

P r o o f "  B o t h  r i n g s  a r e  s u b r i n g s  i n  t h e

""n 3
i s A

f  i e l d

1 " r , . , r n 3 .
o f  q u o t  j - e n s

o f  B  =  A  l y l  , . . , " n 1  .  o b v i o u s r y ,  o r  f " r , . , y n l  S  * r .  c o n -

v e r s e l y ,  i r  
- '  

e  B ; '  =  , -  B p  i ^ l n - o y  t i . u )  ;  =  F / s
P G S p B  (

w i t h  F  €  B .  a n d  g  €  A .  L e t  u s  p r o v e  t h a t  p / g €  A f  L Y f  , . , Y

b y  i n d u c t i o n  o n  t h e  n u r n b e r  o f  m o n o m i a l s  i n  F .  L e t  p  €  S p

a n c l  P  =  p B  *  f Y f  , . , Y n ] e  s n  B .  S i n c e  r / g e  B p  w e  g e t  t h a t

F I V  =  g H  w i t h  t r / , H  €  B  a n d  t l / ( O , . , , O )  =  *  4  p .  L e t  f M  =

=  f  T T ( " 1 " ) ; k i u  ,  f  e  A ,  b e  a  m o n o m i a l  o f  m i n i m u m  d e g r e e
j . t a

j - n  F .  I d e n t i f y i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  M  w e  g e t  f w  =  g h

w i t h  h  e  A  a n d  s o  t / g  €  A r "  S i n c e  p  r u n s  t h r o u g h  S p

i t  f o l l o w s  t h a t  t / g  €  a ,  a n d  s o  t \ / g  €  o ,  L Y I  , . , " n  3  .

A p p l y i n g  t l ' r e  j - n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  t o  F .  -  f M  w e  g e t  t h a t

( F  -  f M ) / g  e  o ,  I  " r , . , Y n . 3  
a n d  s o  r l s  €  o r {  

" r . , . , r n 3 .
I n  o r d e r  t o  p r o v e  o u r  m a l n  r c a u l t  (  l . t o l  w e  h a v e  t o

p r o v e  a  t e c h n i c a l  l e m m a  ( 1 . 9 )  L e t  u s  r e D u m e  s o m e  f a c t s

n1
A

p u t

aJdi

O n e

o n e

- 5
(

=

i n  A  l  o t t  r T ] ,  (  F  i s  c a t l e d  " t h e

t e d  t o  T " ) .  C o n s i d e r  M  €  M o d ( A ) .

F - t o r s  j - o n e d  i f  f  A n n (  x  )  e  F .  T h e n

F  =  F  = l r  i c l e a l
r L

t l v e  t o p o l o g y  a s s o c i a

"  r a d i c a l "  d e f i n e d  t  ( M  )

s i o n e d  1 .  o n e  c l e f i n e s
J '

a b o u t  m o d u l e s  o f  q u o t l e n s  .  L e t  A  b e  a  r i n g  ,  ? '  a  S e r r e

c l a s s  o f  A - m o d u l e s  c l o s e d  u n d e r  d i r e c t  i n f i n i - t e  s u m s  a n d

s a y s  t h a t  x G  M  i s

a s s o c i a t e s  t o  J  a
I

x G M  I  x  i s  F - t o r
I

l i m  H o m ( I , M / t  ( M )  )' + r  e  F -

= tr ( |1)_:___

t h e n  M p  =

1 4 -  i s  l e f tr.  T h e  f u n c t o r  M  t - >
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e x a c t  . O n e  h a s

F o r  a n y  i d e a l

a n d  p u t  C -  ( A )  ='  r -

r e = l l  i d e a r  i n
L

t h e r e  i s  a  o n e

given bY I  u t

d u c e s  a  o n e  t o

k e r ( M  - >  M F  ) = t F ( M )  a n d  c o k e r ( N  - 2  M F )  €

r  1 n  A ,  o n e  d e f i n e s  S a t ( r ) =  
l x e  

o  I  t
r l . ' ,
l r  i d e a l  i n  A  f  l = S a t ( I ) 1 .  N o w  t h e  s e t  . ' '
L -  r  '  ' J

o,  I  t  n  A  €  F3 is  an  a lJ ' i t i ve  topo logv  and

r
: x € F t

m a p .  F o r  a l l  P

a n d  f o r  a l l  f  €

t o  o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  c F ( A )  a n d  c r * ( A r ) f

I F  a n d  J  l - "  J  a l  A .  T h i s  c o r r e s p o n d e n c e  i n -

o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  S p e c  n  n  C . r ( A )  a n d

s p e c  A r A  c _ e ( A F ) .  N o t e  t h a t  $ p e c  A r 1  c F ( A )  a n d  s p e c  A n  F
I  F v

f  o r m  a  p a r t l , . t o n  o f  s p e c  A .  ( s e e  f 2 7 ,  L 4 1 ,  L l l  )

T c i  f o r m u l a t e  o u r  l e m m a ,  1 e t  u s  c o n s i d e r  a  r i n g  A  a n d  x  a

s u b s e t  o f  y = $ p e c  A .  L e t  j  :  X C - )  Y  d e n o t e  t h e  i n c l u s i o n

€  x  c o n s l c l e ,  T ,  = { * 6 ]  N o a ( n 1  I  " ,  
=  o }

A  p u t  D ( f )  = l n e x  l  t 4 t l  a n d r../ f

P  c  D ( f  )r  e  u l  |  /  l Y
a n d  i h e ' r 6 d i c a l  a s s o c i a t e d  t o  J = r ,  F o r  D ( f )  C  D ( g )  w e  h a v e

f '

f ( g ) € F ( f ) a n d s o w e g e t a p r e s h e a f ' o n X d e f i n e d b y :

D ( f )  |  -  >  * r ( r )
V

w h i c h  w e  d e n o t e  b y  i l i .  O n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  m a y  c o n s i d e r  1 :  i

4 - 1  N
t h e  s h e a f  M  =  j - ' ( M ) .  T h e 6 ,

(  1 . g )  L e m m a .  s u p p o s e  t h a t  e v e r y  D (  f  )  i s  q u a s  j - - c o m p a c t

a n d  t h a t  A s s ( M )  c  x .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  n a t u r a l  i s o m o r p h i s m

 V v
l " i  - - * >  M  o f  p r e s h e e f  s  .  C o n s e q u e n t l y ,  l ' 1  i s  a  s h e a f  .

g t "q j .  Fo r  any  subse t  S  <  A  nu t  f sJ  =

4  .  L e t  F ( f )  a n d  t f

- -  o b v i e u s t y - ;  x - (  N  i s  F ( f ) - t o r s i o n e d  i f f  t h e r e

\ _ _  s e t  5  Q  A n n ( x )  s u c h  t h a t  l t 1  =  l u  1  C  N  b e i n g

N - 6 w , x Q M  i s  F ( f ) - t o r s i o n e d  i f f  t h e r e  e x i s t s

f f r x  =  o .  I n r l e e d ,  s i n c e  A s s ( M )  e  X ,  i t  f  o l l o w s

i s  a n  l n t e r s e c t i o n  o f  p r i m e  i d e a l s  b e l o n g i n g
t  )  ' r d  s o  f r * = o  f o r  s o m e  h '

{  A n n ( x )  =  
[ a n n ( x ) t a r

b e  t h e  a l l i t i v e  t o p o l o g y

e x i s t s  a  f i n i t e

a n y  A - m o d u l e  ) .

n  s u c h  t h a t

t h a t

t o  X ,  h e n c e

/-\
P  €  X ,  P : S

P o

A n n ( x )

L e t  u s  i n d i c a t e  t w o  n a t u r a l  m o r p h i s m s  o f  A - m o d u l e s  u  r  v  ,
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A u
7  t D ( f  ) , M )  a = = '  * o ( t ,  w h i c h  e v i d e n t l y  s a t i s f y  u v = i d  a n d

v u = i d .  L e t  u s  c l e f i n e  u .  T a k e  s €  f  ( D ( f  l , 0 l ;  b y  q u a s i - c o m p a -

c i t y  o f  D ( f ) ,  t h e r e  e x i s a  f l , . , f k  €  A  a n d  t l , . , x O  €  M  s u c h

.  l -t h a t  i t r . ,  . .  , f  u l =  l r l  a n o  s f  o l  t r )  i s  g i v e n  b y  x r / r  L  €  t 4  
l t  r l

f o r . a l L  i = l , . , 1 < .  s i n c e  x r / f  , =  x r / f j  i n  a n y  M p  w i t h  P G D ( f i f j )

W e g e t t h a t f , * j - f j * i e ' G ) T , = 1 , , j a n d s o t h e r e

e x i s t  N  s u c h  t h a t

( f i f j ) * ( r r * j - f r x r ) ; o  f o r  a l l  i  
. a n d  r .  

_  - - - , - ^

R e p l a c i n g  * t / t  t  b y  
" i l f  

t t l . t  w e  m a y  s u p l ) o s e  t h a t  N = O

C o n s i d e r  t h e  m o r p h i s m s  o f  A - m o d u l e s  e  :  a k - >  I = f l A + t " + f k A

a n d  r  :  A k  M  s e n c i i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  * 3 ' b a s i s  o f  A k

i n t o  f  
,  

a n d  X r .  : e s p e c t i v e l y .  N o t i c e  t h a t  r ( k e r ( e )  )  €  t r ( M )  "

I n d e e d  i f  
" I , . . , a k  

e  A  s u c h  t h a t  Z ,  a i f  i = O  
w e  g e t  t h a t

t r ( Z o ; X . i  ) =  Z  " i f  i * i  =  o  f  o r  a I t  j '  a n d  s o  Z  a i x i  €  t r ( M ) .
J l r r i ' r ^ i

s o  ;  i n d u c e s  a  m o r p h i s m  f r  6  H o r  ( T , t 4 /  t f ( M )  ) .  N o w  w e  d e f i n e

u ( s )  t o  b e  t h e  i m a g e  o f  f  i n  
" r ( f  ) .  

L e t  u s  c l e f i n e  v  . T a k e

x € M r ( f ) ;  s i n c e  i t s  i m a g e  i n  c o k e r l m - l l 7 * r 1 t 1 )  i s  F ( f ) -

- t o r s i o n e d ,  t h e r e  e x i " . l r 1 , . . , t , . t = f g J  a n o  t 1  , . . , x 0  6  M  s u c h

t h a t  e r ( x r ) = f  . x  f o r  a l l  i .  I t  f o 1 . 1 - o w s  t h a t  e r ( x i f  . - " . f  . t O  a n d
J J ] . ' A

s o  x r / 1 ,  " g t i , c k "  t o g e t h e r  a n d  g i v e  a  s e c t i o n  s e  [ a ( D ( f  ) , 1 " i ) .

( 1 . 1 0 )  T h . e g r e m .  L e t  A  b e  a  d i f f e r e n t i a l  r i n g ,  d i f  f e r e n t i a l l y

n o e t h e r i a n  a n d  w i t h o u t  e m b e d d e d  p r j " m e s .  T h e n  :

l )  A t  i s  d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r i a n  a n d  w i t h o u t  e m b e d d e d  p r i m e s .

2 )  T h e  c a n o n i c a l  m o r p h i s m  A  - - 9 - t a ,  i s  i n j e c t j - v e .

3 ) T h e c a n o n i c a l , m o r p h i s m e p A r ! t g p 4 i s a n i s o m o r p h i s m

o f  R i t t  s c h e m e s  ;  c o n s e q u e n t l y ,  A t  i s  i r r e d u n d a n t .

p r o g f . ,  g ! s - 0 .  1 .  A s s ( A )  G  S p  n  a n d  e v e r y  D ( f )  g  s p  A  i s  q u a s i -

compact .  Gnre lucnt l l  ,  At  "  Anf t  )  an l  e  :  A-7 Ai  is  n iecf ive '

' T h e  q u a s i - c o m p a c i f y  , ' ,  f o l l - o w s  i m m e c j i a t e l y  f r o m  t h e  e q u a l i t y

l t 3  
=  { E i  .  N o w  1 f  p  G  A s s ( A ) ,  b y  o u r  h y p o t h e s i s  P  i s  m i -

n i m a l - ,  $ i n c e  e v e r y  r a d i c a l  d i f  f  e r e n t i a l  i c l e a l  i n  a  d i f  f  e r e n -
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t i a t l y  n o e t h e r i a n  r i n g  i s  a  f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  d l f f e r e n -

t i a l  p r i m e  i d e a l s ,  w e  h a v e  P  ?  n j - 1 ( A ) = P l ^ " ' ^  P k  ,  P i  €  S p  A '

a n d  s o  P  =  P i  f o r  s o m e  i .

9 3 g g ,  2 ,  T h e  m o r p h i s m  o f  t o p o l o g i c a l  s p a c e s  r  :  S p  A t  - > S p  A

i s  a  h o m e o m o r P h i s m .

B y  l e m m a  ( 1 . 9 )  a n d  S t e p  1 .  w e  g e t  t h a t  A t  =  A f ( t )  . P u t  F = F ( 1 ) '

N o t e  t h a t  S p  A  g  C F ( A )  b e c a u s e  i f  w e  f o u n d  a n  x €  S a t ( P ) \  P ,

-F -g -s ! - {_ , .  
* "  shou ld  ge t  P . : x= I  6 l  F  and  so  I x  €  P  hence  I  g  P

? t

h e n c e  n = l f ]  €  P  ,  c o n t r a d l c t i o n .  O n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v e

F € = F ( e ( I ) )  I n d e e d  i f  J  €  F e  w e  g e t  J  A  A = I  €  F ( 1 )  a n d  s o

t h e r e  e x i s t  f  L , . , f  t  €  r  a n d  g i "  €  A  s u c h  t h a t  
+ 9 1 u f  

f " ' = t

T h i s  e q u ? l i t y  h o l d s  a l s o  i n  A 1  a n d  s o  3  e  F ( e ( 1 ) ) .  C o n v e r s e l y ,

i f  J  €  F ( e ( l ) )  t h e r e  e x i s t  Y l , . . , Y O  €  J  a n d  = i "  €  A 1  s u c h

t h a t  r  = 1 = r " r l u )  T h e r e  e x i s t  l t r , . . , f r 1  = n  a n d
i r 8

. i u k , y ; k , € A  s u c h t h a t  f k t i u = = i u k  a n d  f k Y i = Y i k  e  J n n C

. S l i l  ,  h e n c e  V ,  e  { l  }  ,  f k  w i c h  i s  a  d i f  f  e r e n t i a l  i c t e a l  a n d  s o
f  a \  \  1  - 2  <

f  t t l u r = r r u n  €  I t J ,  f  o r  a l l  i , a , k .  v i e  g e t  t h a n  f  k '  =  
1  = i " k Y i " k  €

€  l t 1  .  c o n s e q u e n t t y ,  o =  
I t  L 2  , . , t f  I e  l  t l  ,  h e n c e  * 3 ' i " .  t h a t

r  €  F  a n d  s o  J  € F e .  s o  w e  d e d u c e  t h a t  s p  A r  e  t r u ( o r ) .

O b v i o u s l Y ,  i f  a  € S P  A r  t h e n  Q  n A  6 S p  A  .  N o w  i f .  P  (  S p  A

t h e n  P F  € S p  A f  (  b e c a u s e  s i n c e  A s s ( P )  g  A s s ( A )  g .  S p  A  ,  a P -
A

p l y i n g  l e m m a  ( 1 . 9 )  t o  P  w e  g e t  P f =  F ( S p  n , e )  w h i c h  h a s  a  n a f u r O l

s . t r u s t u r e  c , f  a n  I a ( S p  n , t ) = A F - c J i f f e r e n t i a l  m o d u l e ,  s o  P r  i s

a  d i f f e r e n t i a l  i d e a l  i n  A ,  ) .  F r o m  a l l  t h e  a b o v e  c o n s i d e r a t i o n s

w e  d e d u c e  t h a t  t h e  o n e - t o - o n e  c o r r e s p o n c j e n c e  b e t w e e n  S p e c A n C r ( A )

a n d  S p e c  A f  A  C - e ( A F )  g l v e s  u s  a  o n e  t o  o n e  c o r r e s p o n d e n c e
F -

b e t w e e n  $ p  A  a n d  S p  A f  ,  O b v i o u s l y  Q  t - )  Q  n  A  l s  c o n t i *

n o u $ .  T o  p r o v e  t h a t  t  3 " ,  i s  c o n t i n o u s ,  t a k e  y  €  A f  ;  t h e r e

\ .  '
e x i s t  

l f f ,  , , , f k l  =  A  a n d  y i  €  A  s u c h  t h a t  f r Y = Y i .  T h e n

H - l ( D ( y ) )  =  1 - /  H - l ( o ( f r v ) )  =  
1 /  D ( y i )  .

t r



g J S g  3 .  T h e  m o r p h i s m

i s  a n  i s o m o r p h i s m .

W e  o n l y  h a v e  t o  s h o w

s t a l k s .  S i n c e  r  i s  a

a t  ' P  e  S p  A  i s  e q u a l

i t  i s  e q u a l  t o  ( A r ) p _  .
o ( f t

A . } > A r . 5 A p .

s l n c e  Q  n  A = P  w e  m u s t

f o l l o w i n g  d i a g r a m  :

A  
* ,  - ,

t
,!,
A ^  

d '  - '
Y

I
We ge t  f b ' o ( '  

t  =  ID

I t  i s  s u f . f i c i e n t  t o

s u c h  t h a t  p  ( x 1 = o ,

o f  A \  P  g  A r \  P r

- 1  1 -

o f  s h e a f s  r f r
A

*  
(A l .  )

*
t h a t  r  "  i s  a n  i s o m o r P h i s m  o n  t h e

h o m e o m o r p h i s m ,  t h e  s t a l k  o f  r ^ *  t f . ,  I

t o  t h e  s t a l k  o f  f ,  a t  r ^ - l ( P )  i . € .

C o n s i d e r  t h e  c a n o n i c a l  m o r P h i s m s

T h e  i d e a l  P A p ,  b e i n g  d i f f e r e n t i a l  h a s

h a v e  a  =  P F ,  b Y  S t e P  2 ,  W e  h a v e  t h e

A
: A

t h e  p r o p e r t y  t h a t  A  =  P A ,  n  A ,  i s  a l s o  d i f f e r e n t i a l  a n d

A r - f  , A p

I  A ,  l l
( A r ) p F - j - '  ( A p ) r o ,

,  s i n c e  ( r ' o '  i s  a  m o r p h i s m

p r o v e  t i ' , u t  p t  i s  i n j e c t i v e .

t h e n  x  m u s t  b e  a n n i h i l a t e d  b Y

o f  A - a l g e b r a s .

B u t  i f  x €  A f

a n  e l e m e n t

S t e p  4 .  A . ,  h a s  n o  e m b e C d e d  P r i m e s .

I n d e e d ,  i f  Q  €  A s s ( A 1 ) ,  t h e n  a  c o n s i s t s  o n l y  o f  z e r o - d i v i s o r s

V i l e  c l a i m  t h a t  t h e  s a m e  i s  t r u e  f o r  Q n n . ( I f  x €  Q n A  t h e n

O g \
x ; l :  o  f  o r  

" o t " - s y  
e  A t .  T h e r e  e x i s t  i f  f  , . . , f  t l =  

A  s u c h  t h a t

f r y = y r € A a n d w e g e t * y i = o f o r a l l i . B u t t h e r e e x i s r u o " a

l e a s t  o n e  i  s u c h  t h a t  v r *  o  ) . ! v e  d e d u c e  t h a t  Q  r l  n  a  u - /  p .
i = L  

L

p i  b e i n g  d i f f e r e n t i a l  i d e a l s  w h i c h  a r e  m i n i m a l .  S o  w e  g e t

e  n  A  =  p i  f o r  s o m e  i .  C o n s e q u e n t l y  o -  $ .  t u  a n d  s o  a  *  a r " ( A r )

h e n c e  a  =  ( Q  n  A ) r  =  ( P i ) r .  T h i s  s h o w s  t h a t  w e  c a n n o t  h a v e

Q l , Q z  Q  A s s ( A f  )  w i t h  Q l  *  Q 2  "  T h e  t h e o r e m  i s  p r o v e d  '

W e  s h a l l  s a y  t h a t  a  R i t t  s c h e m e  i s  ! s 9 : h 9 l : 9 3  i f f  j - t s  t o p o -

l o g i c a l  s p a c e  i s  n o e t h e r i a n .  W e  s h a l l  s a y  t h a t  a n  a f f i n e  R i t t

s c h e m e  h a s  n o  e m b e c i d d  c o m p o n e n t s  i f f  i t  i s  o f  t h e  f o r m  S p  A



w h e r e  A

t h e
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d d e d
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i s  a  d i f f e r e n t i a l  r i n g  w i t h o u t  e m b e d d e J p r i m e s .

(  l "  . 1 1 " )  C g r o l l a r v . .  ( C l a s s i f  i c a t i o n  ) T h e r e  i s  a n  e q u v a l e n c e

r i n g  s

t>
H

c a  t  e g o  r i

t  h e  r i a n

s  w i t h o u t

5

s c h e m e s

s a I  f i e l d

( x )  i t s

d e n o t  e d

f o l l o w l n g

i a l 1 y  n o e

t t  s c h e m e

c o m p o n  e n  t

+

o f  R i t  t

t w e  e n

D i f f

a f f i

e m b e

b e e s !

L e t  K  b e a  u n l v e r

\ ' t
L e t  A = K l Y t , . . , Y n \ / T

s c h e m e  5 p  A  w i l l  b e

D i f  f  .  n o e t h e , r i a n

i r r e d u n d a n t  r i n g s

w  j - t  h o u t  e m b e d d e d  p  r i m e s

+

m o r p h i s m s  o f  d i f f .

a n c l  X  g  K n  a  c l o s e d  s u b s e t .

" c o o r d j - n a t e  r i n g " .  T h e n  t h e  R i t t

a l s o  b y  X .

Y q

a r e

( 1 . 1 2 )  q o - r o l f q t v .  ( c l a s s i f i c a t i o n  i n  r < N )  L e t  x  €  r n

K m  c L o s e d  s u b s e t s  i n  a f  f  i n e  s p a c e s .  r n $ ? " h e m e s

i s o m o r p h i c  i f f  t h e  d i f f e r e n t i a l  r i n g "  I a  ( X ,  d x )

I  tY ,  dy)  a re  i somorph ic  .  Th t t  come5 / ron  the  fo f lov in7  
"

( 1 . 1 3 )  R e m a r l s .  B o t h  ( 1 . l q )  a n d  ( I . 1 1 )  h o l d  i f . w e  r e p l a c e

"  d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r i a n  w i t h o u t  e m b e d d e d  c o m p o n e n t s "  b y

" r e d u c e d " ,  ( w e  s a y  t h a t  a n  a f f i n e  R i t t  s c h e m e  i s  r e d u c e d  i f f

i t  i s  o f  t h e  f  o r m  S p  A  w i t h  A  r e d u c e d  )  .  T h j - s  i s  t  r u e  b e -

c a u e e  i n  a  r e d u c e d  d i f f e r e n t i a l -  r i n g  a n y  a n n i h j - l . a t o r  i d e a l

i s  a  d i f f e r e n t i a l  i d e a l  a n d  i n  f a c t  t h i s  i s  * . 3 . .  p r o p e r t y

w h ; c h  f e . '  s u f f i c l e n t  i n  a l l  t h e  p r o o f s r s e  g a v e .

( 1 . 1 4 )  C o r o X - a r y - .  L e t  A  b e  a  r e d u c e d  d i f  f e r e n t i a l  r i n g  a n d

u : A  B  a m o n h t s m o f d i f f e r e n t i a l r i n g s , B b e i n g

'  r e d u c e d  a n d  i r r e d u n d a n t .  T h e n  A ,  i s  i r r e d u n d a n t  a n d  t h e r e  e -

x j - s t s  a  r i r n i q u e  m o r p h i s m  m a l < i n g  c o m m u t a t i v e  t h e  d i a g r a m  z

A :::- ----_1) AI

\ . '
\ J  

, , '
B -

(  T h e  p r o o f  i s  s t a n d a r d  a f t e r  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  A I = A F ( l A )

a n d  B . r  =  3 r r r  )  ) .r -  f t l B  /

a n d

X  a n d Y

a n d
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A s  a  c o n s e q u e n c e  o f  ( 1 . 1 3 )  a n d  ( 1 . 1 4 )  o n e  m a y  p r o v e  t h e  e x i s -

t e n c e  o f  t h e  p r o d u c t  o f  a n y  t w o  o b S e c t s  i n . c e r t a i n  s u b c a t e g o -

r i e s  o f  t h e  c a t e g o r y  o f  R i t t  s c h e m e s .  A n  a p p r i c a t i o n  w i l l  b e

a l s o  g i v e n  i n  ! U .  L e t  u s  m a k e  a l s o  t h e  f o l l o w i n g  i

( 1 . 1 5 )  R e m a r l l .  F o r  a n y  d i f f e r e n t i a l  r i n g  A  t h e

- - - + e / t r ( A )  l n d u c e s . a n  i s o m o r p h i s m  o f  R i t t

p  A / t l ( A )  s p  A .

( T h e  p r o o i  i s  s t a n d a r d r u s l n g  o n l y  t h e  d e f i n i t i o n s ) .

A  R i t t  s c h e m e  x  w i l l  b e  c a L l e d  t e d u c J @ )  j . f  f

for any open set U g x rbe r ing I-(U , A*) rs reduced a;-*.- . .---- .-_

i n t e g r a l  ) .  B y  ( I . 1 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  a n  a f f i n e  R i t t  s c h e m e  i s

r e d u c e d  (  o r  J - n t e g r a l  )  i f  f  i t  i s  o f  t h e  f  o r m  S p  A ,  A  b e i n g

a  r e d u c e d  (  o r  i n t e g r a l  )  d i f f e r e n t i a l  r i n g

- t L

z ,  t t o n - v a n i s h i n q -  g h o m g l o q v  o f  . A

F o r  a n y  t o p o l o g i c a l  s p a c e  X  a n d  f o r  a l l ' o p e n  s u b s e t  U  g  X
{

n t ( u ,  . )  w i l l  d e n o t e  t h e  d e r i v e d  f  u n c t o r s  o f  f  ( u ,  )  :  A b ( x ) - + A b .

T h e  f o L l o w i n g  r e s u l t  s h o w s  t h a t  t h e r e  i s  a  g r e a t  d i f f e r e n c e ,

f r o m  t h e  c o h o m o l o g i c a l  p o i n t  o f  v u e / b e t w e e n  s c h e m e s  a n d  R i t t

s c h e m e s

m o  r p h i s m

s c h e m e s

L e t  A  b e a  d i f f e r e n t i a L d o m a i n , n V l  a n d

s p a c e  o v e r  A ,  0  b e i n g  f h e  s t r u c t u r e  s h e a f

h a v e  :

H I ( u , 0  l * o

(  2 r l )  T h e o r e m .
6 n

/ A a  t h e  n - a f f i n e

or /A o
n

.  T h e n  w e

f o r  a l l

P r o o f

n o n e m p t y  o p e n  s u b s e t $  U

.  s u p p o s e  n l ( u , C i )  =  o

i d e a l  i n  B  = A  1 " r , . .
w e  m a y  s u p p o s e  t  h a t  t 1 = 1

/ ! . \

, F  =  Y ( e J  ,  b  e , p r ? * .  T a l c e

o r d e r  a n d  t a k e  c  €  n l  
m

-. l'l

o f  / A *  o

w h e r e  U  =  D ( f  ) ,  I  t r e i n g  a

, r n 1 .  R e p l a c i n g  o ' l  
" r - , . , Y n - ' 3

a n d  p u t  Y = Y l . C o n s i d e r  F  €  I

a  € 0 { m ,  a  )  b  i n  t h e  l e x i c o -

,  . { ( o , . , o ) .  P u t  y  =  Y ( " ) - v ( a + c )

n o n z e  r o

b v A
I

F €  A ,

g  r a p h i c
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a n d  c o n s i d e r  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

O --) B -r.--1 g

w h e r e  w  i s  t h e  m u t i p l i c a t i o n  b y  y €  B .  T h i s  l s  a  s e q u e n c e

o f  B - m o d u l e s  ( b u t  n o t  o f  d i f f e r e n t i a l . B - m o d u l e d )  a n d  i n d u c e s

A  . r h

a n  e x a c t  s e q u e n c e  o f  B  =  O  - m o c l u l e s ' o n  A ' ; t  o  - '  O  - >
t+ 

*1  g )  - . ,  M  €>  O  ,  \ t / e  ge t  an  exac t  Sequence

P l t - r  , O )  P - >  f  t r , i l l  H I ( u , O ) = o

a n d  w e  o n l y  h a v e  t o  p r o v e  t h a t  p  i s  n o t  s u r j e c t i v e ' .  P u t  F l =

= v ( u ) - 1  f f i l ;  ,  F I  , F z €  B ,  v , I e  h a v e  o ( F r ) v  D ( r z ) =

6 6 - r r c a u s e  t l " ) - t ,  =  L .  P u t  
" 1  

= T / r r  e M l r r l  a n d  s 2 =

s T / r r e V  F  
( f o r a ] l  x ( B  w e w r i t e  I = x m o d y B ) . S i n c . e

2
l / f  r ; 1 / r z  

i n  * / f  . ,  F r ! ,  " 1  
a n d  s 2  " s t i c k  t o g e t h e r "  a n d  g i v e

a  s e c t i o n  s €  J r  ( U , f t  ) l  f  f  p  i s  s u r i e c t i v e  ,  t h e r e  e x i s t s  t  e

€ r ( u , d )  s u c h  t h a t  p ( t ) = s .  B u t  f  1 u , 0 )  =  - a "  
c -

P € U - P
q B - a n d s o , b y l e m m a ( 1 . 6 ) t m a y b e w r l t t e n t = V ' l / H

P € D ( F )  
.  

r  ( r
w , H G B  a n d  u n 6 u p ,  i . € .  H , € A L " ' " ) l e c u  i n  t h e  l e x i c o g r a -

p h i c  o r o e r ]  .  s i n c e  w e  h a v e  f f f i l t t  = ' T 1 r I  i n  a n y  M p ,  P  €

e .  O . ( F f  )  n U  =  D ( F I I ) ,  w e  g e t  t h a t  f  o r  a n y  s u c h  P  t h e r e  e x i s t s

. ? "  
"  

\  P  a n d  G p €  t r . i ' " n  t h a t  
.  ( a )  .  ( a + c

T P ( ( Y \ * ' - 1 ) V d  H )  =  c P ( Y ( a ) -  
" ( a + c ) ,

B u t  y ( . 4 ) -  y ( a + c )  c a n n o t  d i v i d e  t h e  p o r y n o m i a r  ( Y ( u ) - r ) * - *

b e c a u s e  i f  i t  d i d ,  m a k i n g  i n  E  
'  

t h e  s u b s t j - t u t l o n  
" ( a ) =  

V ! " + c ) = 1

w b  w o u l d  g e t  H  =  O  (  s i n c e  H  d o e s  n o t  c h a n g e  u n d e r  t h i s  s u b -

s t i r u t i o n  ) .  C o n s e q u e n t l y ,  y ( a ) -  Y ( a + c )  d i v i d e "  T p  , a n d  s o

r p € [ " ( " ) ]  f o r a l l  P € D ( F t r ) . L e t  r  b e t h e i d e a r  [ r r ] g : a

e  D ( F r r ) 1  ;  o b v i o u s l y  w e  h a v e  F t r  C  J .  H e n c e ,  F l F  g  
[ t ( u f  w r , i " r ,

: t  i  i s  ;  p r i m e  i d e a r .  o n  t h e  o t h e r  h a n d  F r = Y ( a ) -  t  4  [ " t " ' ]  
a n d

t & l t ( " ) l u " " " r " u  r F = Y ( b ) ,  b  ( a ,  c o n t r a d i c t i o n .  o u r  t h e o r e m
Y L  )  l -

l s  p r o v e d .
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5 .  l h e _ s q n : ! - r g q r i b i l i t  v  t l e o  r e m

( 3 . f )  D - e f i n i t i o n .  A  m o r p h i s m  o f  R i t t  s c h e m e s x  f  
> v

w i l l  b e  c a l l e d  d j - f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e  i f f  i t  i s  q u a s i -

c o m p a c t  a n d  I o c a I l y  ,  o n  b o t h  X  a n d  Y  i t  i s  o f  t h e  f o r m

S p  B  - - - €  S p  A ,  w h e r e  A  - )  B  i s  a  m o r p h i s m  d i f  f e f € f l -

t i a l l y  o f  f i h i t e  t y p e

( M o r e  p r e c i s e l y ,  i f f  f  
.  

i s  q u a s i - c o m p a c t  a n d  f o r  e v e r y  x €  X

a n d  y  € .  Y  w i t h  f ( x ) = y ,  t h e r e  e x i s t  o p e n  n e i g h b o u r h o o d s  V
f  (v) c,  rr

a n d  U  o f  x  a n d  y  r e s p e c t i G f V Y Z n - E  t h e r e  e x i s t s  a  m o r p h i s m

A  - 1  B  d i f f e r - e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e  s u c h  t h a t  w e  h a v e  a

c o m m u t a t i v e  s i a o r a m

V
ll

s p B
' t t

-  - > s p A  )

( 3 . 2 )  P r o p o s i t i o n "  I f  X

d i f f e r e n t i a l l y  o f  f , h i t e  i y p e  b e t w e e n  i n t e g r a l  R i t t  s c h e m e s ,

t h e n  g f  i s  a l s o  d i f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e .

P r g _ o l .  l V e  p r o v e  t h e  p r o p o s i t i o n  i n  s e v e r a l  s t e p s .  T o  m a k e  o u r

f o r m u l a t i o n q  s h o r t e r  l e t  u s  g i v e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  :  a

m o r p h i s m  A  - - - )  B  b e t w e e n  t w o  i r r e c l u n d a n t  d o m a i n s  w j - 1 1  b e

c a l l e d  a n  F  - ^ o r p h i s m  i f f  i t  i s  o f  t h e  f o r m  A  - 3 - )  C  * > C r = B

w h e r e  u  l s  d i f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e  a n d  C  i s  a  d o m a i n "

9 ! - " g 1 .  I f  A  I  r g  i s  a  m o r p h i s m  d i f f e r e n t i a l l y o f  f i n i t e
f r

t y p e  b e t w e e n  d o m a l n s ,  t h e n  A ,  - - 1 - t  B I  i s  a n  ? -  * n o r p h i s m .

I n d e e d  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n y  d i a g r a m

t
I  .  

- . t  
J

i r  - '  (n  I  y r , - .  , vn }  ) t  - t  (n  I  y r ,  .  , yn  3  / r ) f  B I

U s i n g  ( 1 . 1 4 )  o n e  m a y  c h e c k  t h a t  ( n  t  Y f  , .  , Y n  \  t p ) t  =  ( c / P l ) 1 ,

w h e r e  P 1 =  t r ( f  
,  

a n d  c  =  t n  1 Y f  , . , " , ) t  =  o ,  
l Y 1  , . , " n ]  , ' , ' b y  ( 1 . 4 ) .



- 1 6 -

drup  z "  I f  A  '  .>  B  i - )  C  a re  .F - *o rph isms

j - s  a l s o  a n  7  - ^ o r r r h i s m .

U s i n g  a g a  j - n  ( L  , 7  )  w e  g e t  t  h e  f  o l l o w i n g  d i a g r a m

v u  r  A - )  A l " r , . , " n 1 - r E - r E r = B  * E l  l r t , . , a r l * u r ]  z L , . , 2 ^ \ / Q = F - o r r = a
\ r t i l r - \-  

n l y r ,  .  , y n  , z t ,  .  , a ] & r l r r ,  . , 2 * 1 9 r ( E  \ z t ,  , , r * \ ) t

t  h e n V U

N o w  u s i n g  ( 1 . 1 4 )  o n e  m a y  c h e c k  t h a t

w h e r e  J  =  p - I ( * - 1 ( Q ) ) .

c  Y  (a  lY r  ,  .  ,Yn  ,Z r ,  .  , zn \ / J )  r

S t - e p  3 "  L e t  A  - e  B  b e  a n  / - * o r p h i s m  a n d  h  €  A .  T h e n

( A r . ) r  ( B r , ) t  i s  a l s o  a n v - m o  r p h i s m  .

I n d e e d t h e r e e x i s t s a d o m a i n c a n d a f a c t o r L z a t i o n A >

- t  C  - ) C r = B ,  t h e  f  i r s t  m o r p h i s m  b e i n g  d i f  f  e r e n t i a t l y  o f  f  i -

n i t e  t y p e  "  I t  f  o l l o w s  t h a t  A n - { r .  i s  d i f  f  e r e n t i a l L y  o f  f  i -

h ' i t e  t y p e  a n d  b y  S t e p  1  ( A ^ ) f  - t ( C f . , ) 1  i "  a n  F - r o r p h i - s m .

O n  t h e  o t h e r  h a n d  o n e  m a y  e a s i l y  c h e c k  t h a t  ( C f " . , ) 1  - > ( B f , ) f  i s

a n  i s o m o r p h i s m
r  q u a s i - c o m P a c t

$ t e p  4 "  i l r m o r p h i s m  X  t r - r "  
o f  i n t e g r a l  R i t t  s c h e m e s  i s

d i f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e  i f f  f o r  a n y  a f f i n e  s u b s e t  u  Q .  Y

w e  h a v e  t - ] ( U )  =  
Y  

V i ,  V i  b e i n g  o p e n  a f f i n e  s u b s e t s  i n  X

s u c h  t h a t  |  ( u , d " i  - r r - 1 v * c 9 * )  a r e  F - r o . p h i s m s

I n d e e d ,  " i f "  i s  o b v i o u s  v i a  ( 1 . 1 5 )  a n d  ( f . 1 0 ) .  T o  p r o v e  " o n l y

i f  "  r e m a  r l <  t  h a t  w e  m a y  s u p p o s e  A  a n d  B  f  r o m  t  h e  d e f  i n l t i o n

( 3 . 1 )  t o  b e  d o m a i n s  (  r e p l a c i n g  t h e m  b y  n / t r ( n )  a n d  A r z t r ( A )

w h i c h  a r e  d o m a i n s  ) .  N 9 *  l e t  U = S p  E ,  E = E l  b e  a n  o p e n  a f f i n e
, f 9. -."J1 .ygu r

s u b s e t  i n  Y o  B y  S t e p  1 . , , -  t h e r e  e x i s t s  V / = S p  F  3  y ,  F = F t  s u c h
' l - n "

t h a t  f  
- ' ( l V ) =  r - l s i r , '  i r t r = S p  G i ,  G i = ( G i ) f  a n d  F  - t G i  a r e  . 7 - - - m o r -

"  p h i s m s .  V ' J e  m a y  $ u p p o s e  V  G  U  (  b e c a u s e  o t h e r w i s e  t h e r e  e x l s t s

s  €  F  s u c h  t h a t  y  e  S p ( F s )  I  S p  r  a n c i  b y  S t e p  3 ,  w e  g e t  t h a t

( F " ) ! - > (  ( c i ) " ) f  a r e  , f  - r o r p h i s m s ) .  N o w  t h e i ^ e  e x i s t s  t € E

s u c h  t h a t  y  €  S p ( E t  )  €  S p  F .  \ , V e  g e t  t h e  d i a g r a m :
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E
t J

( E t r f f

/ 1  )

> F  - 6

f l ,
( F t ) r  - i - ' ( d t ) r

G  b e i n g  a n y  G n  .  S L n c e  p  i s  a n  , 7  - ^ o r p h i s m ,  b y  S t e p  3

w e  g e t  t h a t  t  i s  a n  f  - ^ o r p h i s m .  o b v i o u s l y  d  i s  a n  i s o -

m o r p h i s m  a n d  s i n c e  f ,  , "  
" n  

* f  - * o r p h i s m ,  i t  f o l l o w s  f r o m

s t e p  2  t h a t  E  
"  

( G t ) r  i s  a n  F - ^ o r p h i s m .  s i n e e  t h e

f a m i l y  s p ( G t  )  c o v e r  f - t ( r ) ,  o u r  s r a t e m e n t  f o l l o w s

( 3 . 3 )  T h e o r e m .  L e t  x  f  
r y  a  m o r p h i s m  o f  o r d i n a r y .

R i t t  s c h e m e s ,  d j " f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e .  s u p p o s e  y  i s

d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r j - a n .  T h e n  f  i s  c o n s t r u c t i b l e .

F  r o o f  .  t ' f e  m a y  o b v i o u s l y  r e d u c e  o u r s e l v e E  t o  t h e  c a s e  o f  a

m o 6 p h i s m  o f  t h e  f  o r m  S p  B  t  >  S p  A ,  w h e r e  A  - g - >  B

i s  d i f f e r e n t i a l l y  o f  f i n i t e  t y p e .

9 t e p  I .  T h e  c a s e  w h e n  u  i s  o f  f i n i t e  t y p e  (  i n  t h e  u s u a l

s e n s e  ) .

r t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t  f ( s p  B )  i s  c o n s t r u c t i b t e .

s i n c e  s p  A  i s  a  n o e t h e r i a p  s p a c e ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  b y  a  c l a s -

s i c a l  c r i t e r i o n  t  [ t J ,  6 . c  )  t o  p r o v e  t h a t  w h e n e v e r  a  m o r p h i s m

s p ( B r z P B )  - - I  - r S p ( A / P )  i s  d o m i n a n t  f o r  s o m e  P  ( S p  A ,  i t  f o l -

l o w s  t h a t  t h e  i m a g e  o f  g  c o n t a i n s  a  n o n e m p t y  o p e n  s u b s e t .  B u t

i f  g  i s  d o m i n a n t  o n e  m a y  c h e c k  t h a t  A / p - - - - - * - + B / p B  i s  i n j e c -

t i v e ,  o s  i n  t h e  n o n - d i f f e r e n t l a L  c a s e .  S o  w e  m a y  s u p p o s e  t h a t

A  i s  a  d o m a l n  a n d  A  g  B  a n d  w e  h a v e  t o  s h o w  t h a t  f ( S p  B )

c o n t a i n s  a  n o n e m p t y  o p e n  s u b s e t  i n  S p  A .  B u t  f ( S p e c  B )  c o n -

t a j . n s  a  n o n e m p t y  o p e n  s e t  U  E  S p e c  A  (  s e "  
f U J ,  

p r o o f  o f  6 . 8

w h i c h  h o l d s  w i t h o u t . n o e - t h e r i a n  h y p o t h e s l s  )  a n d  o r .  s t a t e m e n t

f o l l o w s  f  r o m  ( O . I )  a n d  f  r o m  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a  f  ( S p  e )  =

=  f  ( S p e c  B )  A  S p  A .

S l e p  2 .  G e n e r a l  c a s e .

&p,r t  l f f i ) (
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r t  i s  s u f f i c i e n t :  t o  p r o v e  t h a t  f ( s p  B )  i s  c o n s t r u c t i b l e

a n d  a p p l y i n g  [ U ] ,  6 . C  a g a i n ,  w e  r e d u c e  o u r s e l - v e s  t ?  t h e  f  o I -

l o w i n g  p r o b l e m  :  i f  u  :  A  - - - - - 7  g  i s  i n j e c t i v e  a n d  c l i f  f  e -

r e n t i a l l y o f f i n i t e t y p e , A b e i n g a d i f f e r e n t i a J l y n o e -

t h e r i a n  d o m a i n ,  t h e n  t h e  i m a g e  o f  f : S p  B  ' S p  A  c o n -

t a i n s  a  n o n e m p t y  o p e n  s e t .  S u p p o s e  B  =  A l y f  
" " Y n J ' L e t

Y 1  , . . , Y N  b e  a  m a x i m a l  f a m i l y  o f  d i f f e r e n t i a l l y  a l g e b r a i c

i n d e p e n c l e n t  e l e m e n t s c r . z e r  A .  P u t  C  =  o i Y f  
" ' Y * l  

'  S i n ' c e  B

1 s  d i f f e r e n t i a l l y  n o e t h e r i a n  b y  ( a . 2 )  ,  w e  m a y  w r i t e  n i l ( B ) =

' -  
P I  A  . .  A  P r  ,  e ,  €  s P  B  a n d  s o  w e  g e t  ( o ) = n i l ( B ) n  c  =

=  ( P 1 r l  C )  n . .  n  ( P r n  C ;  h e n c e  t h e r e  e x i s t s  i  s u c h  t h a t

t h e  m o r p h i s m  C  > B / P . = E  i s  i n j e c t i v e .  P u t  = i = Y i  m o d  P i

f o r  a l l  5  /  N + 1 .  F o r  a n y  s u c h  j  t a k e  t j  €  t  l " 1  '  t i  * "

$  o ,  F r ( 2 . ) = o .  S u p p o s e  t h a t  n ' e  h a v e  c h o s e n  t i  o f  m l n i m u m
. J J

o r d e a  n j  a n d  o f  m i n i m u m  c l e g r e e  a m o n g  t h o s e  o f  o r d e t  n i '

c o n s i d e r  u J  =  O r r / a v ( n i )  t h e  s e p a r a n t  o f  ' j ' w e  h a v e

u :  *  o  ( b e c a u s e  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c )  a n d  t i ( = i  )  +  o  b y

t h e  m i n i m a l i t v  o f  F  j  .  P u t  s  = T - \ ! * *  r  t i  ( = i  )  w h i c h  i s

a  n o n z e r o  e l e m e n t  i n  E . .  \ t / e  c l a i m  t h a t  E s  i s  a n  c - a l g e b r a

o f  f  i n i t e  o u o " : r n d e e d " : ; t , , e a c h  ,  * :  n ? "  
. . ( n i _ i )  I

F . = T . G , . " ( Y  J ' ) ' t  ,  c k 3 € t L " , Y ' , . , Y  J  J' j  l <  l < J '

I t e  g e t

O  =  ( F . . ( z
J

W e  g e t  t h e n  b Y

= \ q )  e
J

B y  S t e p  I  t h e

e h d  s i n c e  i t  i s

p r i n c i P a l  o P e n

n o n z e r o  c o e f f i c

i ) ) ' =  Z ( c r < i ( = i ) ) '  ( r i ( n 3 ) , r t  * ' i ( = i ) = l n ' . t '
J k
i n c l u c t i o n  t h a t  f  o r  a n y  g  7 z  A

^ f  ( M )  . . . =  . . , 2 ! " ) , l / s l  , f 4 = m d X  n .t L = * * 1 " ' = r r r * i  " ' z n t ' t Z f i  r J  j "  
" i

m o r p h i s m  S p ( E S )  - - 2  S p  C  i s  c o n s t  r u c t i - b I e

d o m i n a n t  w e  g e t  t h a t  i t s  i m a g e  c o n t a i n s  a

s e t  D ( H ) g ]  S p  C ,  H  +  O .  N o w  i f  h  i s  a

i e n t  o f  H  i t  f o l l o w s  t h a t  D ( h )  f S p  A  i s

c o n t a l n e c l  i n  f ( S p ( ( B / P i ) S ) )  G f ( s p  B ) '  T h e  t h e o r e m  i s  p r o v e d '
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