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CONDITIONS DE FINTTUDE PCUR LES

},iODUIES II

Constantin N6stisescu

INTRCDUCTI0i\

Dans Le travai l  [Ol C.Faith fai t  ] '6tude des nnodules

EfAl - in ject i fs  u t i . l i ssnt  le  t re i lL is  d 'annuLateurs assoc id

b r:n module inject i f  .  Dans ce travai l ,  ut i l isant la not ion

de topologie addit ive (te f i l t re topologisant et idempotent

d'aprbs Gabri .el)  sur un anneau unitaire et 1es rdsultats de
1 r - 1

LfOJ et  L lU,  on fa i t  1 '6 tude de modules qu i  sont  noethdr iens

(ar t in iens)re la t i fs  b  une topolog ie addi t ive et  pu is  on a-

ppl ique cet te  thdor ie  b  1 'd tude des nodules E f4 l - in ject i fs

et  des moduLes t i$  )  -pro ject i f  s .

En part icul ier nous obtenons d.es rdeul-tats gui eom-

p}btent  ceux de Fai t f ,  [Ol  (vo i r  $Z ) .  Je c i tera i  parn is

ceux-e i  Les thdorbmes 2.4s2.5t  l -a  proposi t ion 2.9t  l -es coro-

l lai i res 2.11 et 2.L2. L€ coroLLaire 2.1-I est plus fort  que

Le rdsul ta t  obtenu par  Fai th  dans la  proposi t ion 6.1 f6 l . le

thdorbrne 2.L7 constitue une 16ponse affirmative au problbme

4 posd pur  Fai th  en [Ul .
pour l- ' d tude de sEnsuite on appl-ique l-e thdorbne 2 "17

modules in ject i fs  qu i  sont  T l -pro iect i fe .
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Dane Ie dernier paragraphe on fait 1'dtude des modul-es

!  fA l - in iect i fs ,  en ut i l isant  les  iddaux preniers  assoc ids.

Les principaux 16sultats de ce paragraphe sont 1es thdorbnes

4 . ,  e t  4 . 8  .

I\{CDULES F-ARTI}{IENg

Dane ce travaiL R ddsignera toujours un

et Mod R Ia catdgorie des R-modules h droite

Soit F une topol-ogie additive sur R (ou

gisant et iddnpotent dans l-a terminologie de

un ensemble non.vide d' iddaux b droite d'e R

condi t ions su ivantes:

( T I )  S i  g € F  e t  x €  R  n a l o r s  ( , a : x ) e  n

(tA) Si g et b eont deux iddaux b dqoite de

e t  (g : r )  e  f  pou r  tou t  x€bn  a l -o rs  -9€F  '

anneau unitaire

uni ta i res.

fiLtre topolo-

[ Z ] l , c ' € s t - a - d i r e

vdri f iant Les

R, tel-a que b€ F

Soit (t 'r  r$l la thdorie de torsion hdrdditaire pour

Mod R essoc ide  b  F ,  e 'bs t -a -d i re :

f, = tM€ lr{od R ,/ Anno(x)€ F pour tout x€ M }

7, = 
["n Mod R / x€M et Ann*(x)e F :) t = oJ

yF est une sous-catdgorie l-ocal isante de biod n IZ].

Si lvie -/F nous dirons que

noua dirons que Ivi e'st tr''-sans

soos-catdgorie local isante de

catdgorie quotient ftlod R/%

Nous ddsignerons par Tr: tlod R ---r Wtoa Rff, 1e foncteur

canonique et par Str, mod R/$ ->llviod R le foneteur adjoint'

b  d ro i te  de  TF  f  [ f ]  , ch . ] rPaa  . t6g ) .

si M est un R-rroduler PeI' [tr on ddnote ].e mocu]e de

quotiente de lui  per rapport h F [ t l ] ,  c 'gst-a-dire

I\ i i  est F-de torsion; si I 'r i€

torsion. Conme fF est une

Il iod R on peut considdrer la

t I zJ  rch .5 ) .

%

I

M r = ( s r o T $ ) ( m )
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Si ld = RR aon obt ient  un &nneau Ru rappeld l 'anneau de

quotients de R par rapport b F. Cn peut munir canoniquement

!Il, d'une strueture de Rr-module.

Soit  LgrM un eousrl l toduLe de M et x Mralors nous sotons:

( L : x l  = t l e n  /  x l e l  ]  e t

L - = f  x 6 m  /  ( L : x ) e n ]
t

Ddsignons par CF (h1) 1'ensenble i

c r ( b t )  = { l g u ;  / f  - t }

Il- est clair que fl = f, si et seulement si lS,/L est un

moduLe F-sans torsion. CF(M) est un trei l l is $odu:Laire conpl-et

pour  la  re la t ion dtordre d ' inc lus ion Lt ] r t to ]

Pour lr{ = RR nous avons le treill is

CF(R)  =  
tg  /  g  i dda l  b  d ro i te  de  R  te l  que  s -=  u ] .

Noug dirons que hi6l, lod R est F-noethdrien (F-art inien) si

TF(!I ' )  est un objet noethdrien (art inien) d,ans La catdgorie

Mod R/f i .  En tenant compte de prop,l .L LfO] M est F-noethdrien

(F-er t in ien)  s i  e t  seulement  s i  Ct (M) est  un t re i l l . is  noe-

thd r ien  (a r t i n ien ) .

Le module M srappel le  F-de type f in i  s ' i l .  ex is te  un

sous-nodule Mr de [r, de type fini tel que ]14''t ' est F-de torsion

( voir [tJ, Lto], [uJ I .
.  Un module M I O s'appel- le F-cr i t ique si  h1 est F-s&Yls

toreion et pour tout sous-$od"ule N€Mr N I Or M,/N est F-de

tors ion.  IL  est  fac i le  de vo i r  que M est  F-cr i t ique( :>TF(L l )

est un objet sinpLe de It ' '  od n/f i4-2C"(U1) contient deux 6Id-

ments (c ,est -a-d i re  CF( l ! l )  =  tor* ]  ) .  On vo i t  auss i  que s i  } i i

est F-cr" i t ieu€r aLors tout soUS-module non-n[|  de hl est

F - e r i t i q u e .  '

Nous rappel lons que une catdgor ie de Grothendieck
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s I appel-l-e serci-artinienne si tout objet non-nul de f,eontient

un eous-ob jet sinrple. euand ? = N'rod, R est une catdgorie

semi-ar t in ienne a lors  l ranneau R on d i t  seni -ar t in ien (h  dro i te) .

L'dtude dee anneaux semi-art iniens est fai t  dans Ltr]  -

,0n sait que tout anne&u parfait b gauche est un anneau

semi-ar t in ien b dro i te .

Auesi nous rappel lons que une catdgorie de Grothendieck

f f  t ,appe11e spectrat-e Ft] 
si tout ob jet de ffest in jeetif

(  p ro jec t i f  )  .

Eroposj t j :on L* .1 .  Soient  FLrF21 . . .1Fo des topolog ies

addi t ives sur  R.  S i  h I€h lod R est  Fr -noethdr ien (Fr-ar t in ien)

p o u r . t o u t  1 < - i 6 n  , a 1 o r s  1 1  e s t  F t A F a A . . . O F o - n o e t h d r i e n

(  ar t in ien)  .

ldngls-grat io+. Notons F - FfA FeA .. .  AFn '  Soit

Ne Cf ( l l  )  ;  nous noterons Psr

i i  = 
lxe ! f  /  (N:x) -" i  J 

pour tsut 13 i  {n .

11 es t  c la i r  que

t\) ; e a.r{

N-€ ct.  (m) et N = 6r**

.  Si naintenant

N t €  N 2  9  " '  e ' I { O € '  " '

est une chalne agcendante:. ,&'dTddenhg de:X;(U), alors

t i - f r i  ( - - . - - f t i  ( r = i s . n ) .i 1 1 -  L r Z < -  o r r  ( - -  l l n  . . .

Comme CF,  ( l j t )  cs t  un t re iL l is  noethdr ien (1 .s  is  n)  i I
1 ryi ry.i

ex is te  un  k  te1  aue N i  =  N i * I  =  . .o  pour  tou t  p ;k  e t  1s i4 r .

D o n c  N *  =  * n * t  =  o . .  .
y  P ' - r -

Quand nous avons une fanill-e arbitraire de topol-ogies

addi t ives on a Le rdsul ta t :

.  Prgpggi-t iqn 1.2, Soient (Fi) ieI une farni l l -e de topo-

log ies addi t ives sur  R et ,  'HeMod R te l .  que M est
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F*-noethdr ien  pour  tou t  ig  I .  Supposons que pour  tou t  x€ f * { t
L

x * O, M/xR est F1-de torsion pour tout i€ I seuf un nonbre :

i
f in i  d ' indexes.  A lors  H est  Ja ' f  F1-noeth6r ien !

N I O  -Ddgrgnstrgt ign. Soient F = 
{.}  Fi et N€ CF($) '

Pour  tout  ie  I ,  nous notons

a r i  1

.N ' = { x e  M  /  ( N : x ) e f r ;
A  n r i

Il- est clair que N = iai N' . Si nous notons par

x . . = { i e  r  /  f i i *  M J' N  L - -  -

alors  draprbs 1 'hypothbses X,  est  un ensemble f in i .

Donc N = .a j { i .  soi t
r e r L N

N I  - N 2 a . . . C N n c  . "

une chalne ascendante d'616ments de CF(M). Ca peut supposer

oue N, # O. ALors nous obt,enons la ehatne descendante d'en-

senbles f inis:

t t r -  * t r =  " ' ' " * i  " '

fI existe Ie nonbre naturel- k tel que Xr, = Xnr = ...^*k t tk+l

dtoU on dddui t  que Nk = Nk*1 = . . .

Remarque. soit R un a.nneau rdgulier au sens de von

Neumann non-noethdrien. Donc Ie spectre prennier Spec R est

un ensemble inf, ini .  Pour tout P€Spee R nous eonsid.drons l-a

topologie additive

8 p = l e - n  / 3 + e ?  = { e - n  /  ( R / 3 ) o = o J

corune Ro est un corps alors R est Fn-noethdriers.

Dt autre Part

F  =  p [ [ l n  F p  = l e * P  / v P 6 s P e c  R ]  = t " J

et  donc Cf  (R)  = le  t re i l l i s  d ' id6aux de R .  Par  su i te  R

n'  est  pas F-noethdr ien.

rL est bien connu l-e rdsultat euivant lolrtt{,ttcl :
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i  R est  ! ' -ar t in ien alors R qst  F-noe-thdr ien

Rdciproquement nous avons I.e

Proposi t ion I .7 .  SuPPosons

rdsultat suivant:

que R est F-4oethdri-e1.

ALors R est F-art inien si  L'une des condit ions suivantes

es t  sa t i s fa i te :

a) R est un anneau semi-artinien (en particulier pour

un anneau Par fa i t ) .

b) R est un annesu rdgulier au sens de von Neumann

e) Tout module inject i f  F-sans torsion a 1e redical

einguJ-ier zdro.

D.dnonst.ration,

tinienne alors ll iod

D'dut re Par t

a) Cos'me Mod R est une cat€gorie se$i-ar-

PJ% est une catdgorie semi-art iniel lne.

TF(RR) 6tant un objet noeth6rj 'en dans

Mod R/$ alors Tf (RR) est un objet de longueur finie [f4 et

donc R est  F-ar t in ien-

b) Soit  rnaintenant laR un iddal b droite. Conme R est

F-noethdrien alors d. 'apr6s la proposit ion f  . f  [ fO] i l -  existe

un id6a1 b dro i te  JcI ,  J  de type f in i r te l  que I /J  est  ! - -de

tors ion.  Donc Tf ( I )  =  TF(J) .  Conne J  est  de type f in i  a lors

J est  un facteur  d i rect  de RR.  Donc TF( I )  est  un facteur

direct d.e TF(RR). Conme tout sous-objet de thr(RR) est de

forme fF(I) of I  est un iddal b droite, alors tout sous-objet

de TF(RR) est un facteur direct

D'aut re  par t  TF(RR) dtant  un ob jet 'noethdr ien dans

Mod R/Sra lors  Tf  (RR) est  une extens ion essent ie l le  d 'une

somne directe f inie 
9, 

*t  de sous-objets co-imdductibles'

Mais  X i  est  de forne Tp(g i )  oU g i  est  un iddal  b  dro i te  de R.

D,ici  on ddduit  que Xi est un objet simple d'ans IAod' R/ft  .

Donc Tf (RR) est un objet serni-simple de l-ongueur f inie. Donc

R est  F-ar t in ien.
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rrt
c)  Soi t  YU thdor ie  de tors ion de Gold ie  [ t t ] .D,aprbs

lAs hypothbses 9. % et donc lood V% est une 
""tego"ie 

de

quotients de tdod R/p . Cornme Mod Vp est une catdgorie

spectrale alors l ' lod R/$ est une catdgorie spectrale. Conne

Tf (R) eet un objet noethdrien dans lriod R/.$' alors iI est

semi-simple de longueur f inie, Donc R est F-art inien.

Proposi"li.og 1.4, Soient F une topologie additive sur R

et Q un R-module quasi- injeet i f  ,  ! ' -sans torsion.

Si Q est F-noeth€rien (resp. F-ari iniea) slors I 'anneau

A = EndR(Q) est seni-prirnh; ire ( resp. noethdrien b gauche ).

Ddmonstrat lo4.  Si  q est  un iddal  h gauche de Ard.e type

f iniralors d. 'aprbs l-e thdorbme de Harada - Ishi i  LAI

g ={ fet /  Ker f= aS} or} Qg = 
; f l  rer r  .  Cornrne

e est F-sans torsion alors Q"€CF(i) .  Connre Cn, (Q) est un

t re i l l i s  noethdr ien (ar t in ie i )  ra lors  A set is fa i t  La eondi t ion

descendante (ascendante) de chatnes d' iddaux b gauche de type

f in i ,  donc A est  par fa i t  b  dro i te  ( resp.  noethdr ien h gauche) .

Supposons naintenant que a eet F-noeth6rien. Si J est le

rad ice l -  de Jecobson de Ara lors  Q *€Co.(Q)  et  donc i l  ex is te
J A l .

un nonbre naturel  n te l -  que Qr = Q_n+L = . . .
,f' J*

Ensr-rite Ia dduronstration on fait eori-me dans la propo-

s i t i o n  6 . ,  [ u ] .

Plgpgsi, t ign 1.J, Supposons que R est F-art inien. Si Q

est un R-uodul-e quasi-injectif , F-s&rl$ torsion et c8-de type

fini ,  aLors J.tanneau A = SndR(A) est art inien b gauche.

Ddmonstrat i .on. Corute R est f ' -art inien alors R est

F-noethdrien et donc R est F-de longueur f inie. Par suite A

est F-de longueur f inie .  Alors pour Q i l  existe une suite

f inie: O = Qrrc Qn-Lc Qrr-AC .. "C Q" = Q tel que QilQi-I



est  f ' -c r i t i

ai

alors ai

(*)

- B -

q u e  p o u r  t o u t  O S i < B - 1 .

I=  { f 6 e  /  K e r  f t a ;  }( .  -  r J

sont des iddaux b gauche

O  =  3 o c . 9 1 -  3 2 c - . .

Si nous notons

(  o e i c n - L  ) ,

dans A e t

= A< 3 *

. - e s tt - r
( 1 e  i €  n ) .

De plrrs on voit que gi g Hornu(Q/Q1,'Q) et 9/S

isomorphe avec un &.r$01-ts-module de l ionu(ai/ai-1rld)

Ker

e s t

e t

Uti l isant le Ler.me suivant ( lemlae 1.6) on ddduit  que La

euite t*) est une suite de Jordan-H61der pour A et donc A est

ar t in ien b gauche"

L-erngs. 1-.5. Si lvi est F-critique alors Horr*(lvlrQ) est un

A-module b gauche sinPle.

Q6nol is-1{S! ' ion. En effet si  f  €Hono(LirQ), f  f  A ,alors

f  = Q (dans le ces contraire Ker f  I  O -> Im f  ry Q/Ker f

F-de torsion et comx1e Q est ! '-sans tofsion alore lnr f = 0

d o n c  f  =  O  ) .

Si g e Hon(B',rQ) alors du di-agrailune :

o M f-  ,Q
I

+sa
i . l  ex is te  ne Ind(Q) te l  que 6 = h e f  (Q eet  quas i - in jeet i f ) .

D ' ie i  on c lddui t  que Hon(MrQ) est  A-nodule s i rnp le-
'  

Sroposit ion 1.. ' / - ,  Supposons que R est F-art inien- Si a

est R-module inject i f  ,F-sans torsion et de cl inension de GoLdie

f inie al-ors L,enneau A = EndR(Q) est semi-pi" irrrhire.

. !6moqst.r.q[Lon. L'objet TF(Q) est iniect i f  et de dimCInsion

de Goldie f inie. Comine R est F-art inien alore To.(R) est un ob-

jet de longueur f inie dans La catdgorie Mod R/% . dxacternent

cornme dans 1a proposit ion 5.4 [ f t ]  nl 'anrreau iJnd',o d, R/f^(T]-(Q) )
!'

eet  semi-pr i .n ia i re .  Q €tant  l ' -sane tors ion et  in  jeet i f  (donc

F - f e r u r d  ( l t 1  ,  c h . } ) )  a l o r s
L  ) '

A = EndR(Q ) g sodioiod R/fp( TF (A ) ) .

Dons  A  es t  oemi -P r ima i re " .
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$2. Malulro_g_ ,z (A)- rli;scrrFs

Soit Q un R-nodule b droite inject i f  . .  L 'e11emble

,
F^ ={ f  g :n  /  I  iddal -  b  dro i te  te l  que Hon(R/ I re)  -  OJW L

est une topologie addit ive sur R.La thdorie de torsion asso-

c i 6 e  e s t

VA = 
fine l,tod R / Hom(M,Q) = o] et i

d | "--t-
V A  = {  D ; € f : o d  R  /  i 1  e x i s t e  I ' e n s e n b l e  f  t e l  q u e  M E  a t j  i

Le t re i i l i "_aOO,l ,  
1*st  

yotd plus s inple Ce(R).

D'aprbs froJ et \-r5J ,
c A ( R )  = { r c , n  / J x s Q r x l  o , t e l q u e  I  - a " , r r o i * ) } ,

Nous d. i rons que Q est  I  (a l - in ject i f  &=2Ce(R) est  un

trei l- l is noethdrien (art, inien) .

Par su i te  a  est  : (A)- in jeet i f  e> RR 
"s t  

Fn-noethdr ien

(Fg -ar t in ien) .

11 est bien connu que Q est f  - inject i f  L:> pour tout

ense: r lb le  r  ,  Q(r )  est  in jeet i f .  (vo i r  t l ] , [O] , [ t t ] l
Tb6.gtbrne-3.1.- L6l, [rr l r [ t6].  si  e est A - j .r jecri f  alors

a  e s t  |  - i n i e c t i f .  .

Le ddrnonetrat ion plus sinple de ce thdorbne est donnde

d .ans  I f f  l  ( eo ro l l a i re  L . r ) .
L )

Si  End*(Q) est  1 'anneau d 'enc iomorphismes de Q-a lore Q

est EndR(a)-nodrr le b gauehe.

Le rnodul-e Encl(e)Q s'appel le Ie eoqtre-nocLul-e- de Q.

L 'anneau Biend(Q) = E^%r,d(a)(a)  s 'appbLle l - ranneau de

-9fgngo*glp$eagg ae A .

Propo.si l i ,on ?J, f6 I  Q est 4 - inject i f  &yau contre-mo-

duLe de Q est  noethdr ien.
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TIrAorQ:ne Zr:. f6] Si Q est injectif et Ie contre-nodule

de Q est noetirdi . ien alors Ie eontre-module de a est art inien'

$l8qgstlaSjon' $i  le contre-rnodule de Q est nsethdrien

a10rs c1 'aprbs la  prcpos i t ion 2.2 et  le  t l rdorbme 2 '1 t  Q'  est

si  - iniect i f  .  Dr aprbs Ie thdorbrne de Johnson-Won8 f9]ton 
:d6duit

/

que le contre-module de Q est artinien'

Bernarques. 1) Une d.dnonstration coinpliqude clu thdorbne

-2:7-e€rd-onnde 
d ans [U] .

L J

i l  l ,e thdordme 2.5 est vrai quand noue $upposone que Q

eet  quas i - in jee t i f .  En  e f fe t  s i  le  cont re -modu le  de  A es t

noeth€r ien alors Q est  R/Ann Q -rnodule in jeet i f  '

Thd orbne 2 .4 ,  Q* ( I L i4  n )  son t  Z  A \ - i n jec t i f s  €  >

n
'@Q.;  est  Z (A ) - in ject i f  '
L = 1

ldnonstrat ionr Si nous notone
tl

a = @ Qr alor.g i.l est
i= l-  

L

n
clair eue Fn = 

erF*, 
.  Snsuite on appl ique 1a proposit ion 1'1'

.  Re* j *cue.  A est  Z (A l - in  je  c t i f  a=7 Q(I  )  est  f  (A)- in ject i f

T

a->  e I  es t  Z  ( / ) - in jec t i f  ( f  es t  un  ensenb le  a rb i t ra i re ) .

En ef fet  Fe = Fn{t)  = uet  .

Th_6gglme_ 2.5, Soit Gi1 ( i a r ) une famille de 'uoclules

z - i* jeet i fs" s\rpposons que l-a fani l le Q1(ie r) a Ia propri4td

suivante:

(X) pour tout aGRn a t O et pour tout ief ( sauf' u'I,l

nombre  f i n i  d . ' i ndexes )  ncus  avons  ax  I  O  rVxaQt  ,  x  l 0  '

Dans ces eondi t ions @ Q;  est  Z - in iect i f '
i €  I  

I

ngug$gtJ,.qtiolr.,. La fauille de topologies additive" FQn (ier)
-1_

a La propr id td  que pour  tout  a€R ra f  O,  HonO(n ' laRnQr)  = 0

pour tout i€I sauf un nontbre f ini  d' indexes. Oonc d'apr?!s la

p ropos i t i on  L .z ,  R  es t  f f  Fn -noe thd r ien .  Conme po l l r  t ou t  i € r t
I



Q i .

P'
e s t

Qi

- 1 1  -

. t- i  F^ -s&rts torsionrer  v i .

es t  5  - i n . i ec t i f .
u

alors d'aprbs le thdorbne f.O ffO]

Pour la topoLogie FO L,anneau de quotierrt"  Sn est notd

plus sinple Re . Ccnne Q est F'-ssns torsion et inject i fralors

Q est Fn-fermd (L7Jreh.5) et donc Q est Rn -module.

Prgnosi t io !_2.6. .  Qn *s t  Z (A)* in  ject i f  a : t  O\

Z ( tA ) - i n jec t i f  (dens  }a  ea tggor ie  Mod  FO ) .

es t

Ddmolstlgt,ion.- Si n -frRO est le norphisrne eanonique

aJ.ors d.raprbs corol laire 0.4 tLl  1,ens*ob1e

Y(FS, =t l  I  !  iddai b droire de Rn tel que Y-1(b)€_%J:
= 

[U 
/ u iddal h droire tel  que 

fuZl esr FO-de torsion]

est une topologie adCitive sur lrarr,neau RO et de p1-us

C?fr . )  =  Fo .  Comme Q* eQ ,aIors  d 'aprbs la  proposi t ion
|  .e  

*Fr^,  tQ

F \ W

O.' l  l lJrnous avons que. Ce(R) g CQ(RA) ,  d"rr)  nous obtenons

l" I af,firnation .

Len$e .2 .? .  'S i  Q est  A - in ;ect i f  a lors  for :  B iend(e) .
n

Ddnon_strgli.oL ltous avoas Ann Q = 
Je I nnn x . Comme

Ce(R)  es t  un  t re i l l i s  a r t i n ien ,  i l  ex i s te  x , r *2  ) . . . r \ €e

te1 que Ann Q = enn xr0 Ann xrf l  . . .  Aann 1r, .  D' ic i  on ddduit

que Qn est "countercycl i .c" et par suite Re g Biend(en) t [ f f ] ,

th€orbne t .7rp&g.2C6) .  Dtaut re par t  B ienC(Qn) a lB iend(Q) et

donc Re g Bienr l (Q) .

9c,rol laire 2"8. $i  Q est 4 - inject i f  alors I 'snnea* Re

est seni-primaire, avec le socle (b droite) r le type f ini .

n6nl.o$gj,r'alion. En ei-fet le .contre-notlule de Q est de

longueur  f in ie  ( thdorOme 2.3)  c t  pa l  su i te  1 'a t rneau Biend(Q)

est  seni -pr imai re .  Donc R. ,  esb semi-pr imai re .\{

Propos i t i -o4  2 .9 .  So i t  Qn *  n roCuLez - inject. i f  .  Alors A

i lr i
; f.  l l

Ir l
I

. t

i i
, l

i t
!
i

est .  A- i r jec t i f  s i  l - rune, i .deg cond i t ions  su ivantes  es t  ea t is fa i . te l
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a) R est un anneau eemi-artinien

b) R est un anneau rdgulier au sens de von Neumann

e) Le radical singul ier de Q est ndra ( Z(Q) = O )

Ddrnonstrat-!q4. On appl-ique la proposition L.5.

Coro l la i ; 'e  2 .10"  Soi t  Q un R- ,nodule in ject i f -  Les

aff i rnat ions suivantes sont dquivalentes:

l - )  A est  A - in  ject i f

2)  R*  est  semi-pr ina i re  e t  Q est  Rr-nodule Z- i t t jec t i f

7)  S iend(Q)  es t  semi -pr is ,a i re  e t  Q es t  B iend(Q)- rnodu le

a - -  t . 4

- -2  -anJecg l r - .

Ddmoqslqg_t lgq-1 Cn appl^ ique 1a proposi t ion 2.6rIenne 2.7 t

co ro l l e i re  2 "8  e t  p ropos i t i on  ? .9 .

Coro l fa : l re  2 .11.  S i  Q est  f  - i -p ject i f  e t  de type f in l

a lore L 'anneau A = .3ndR(Q) est  semi-pr imei re ,

Pour  la  ddnonst rat ion s 'appl ique la  proposi t ion 1.4.

Cqrp]Uri:jr--L.11, Si a est, A -in jecti.f et de type fini

(resp. de dinensj.on f inj .e au sen$ Ce Goldie) alor"s )-ranneau

A = EndR(Q)  es t  s t in ien  h  gauche ( rcsp .  g€o i -p r ina i re ) .

D,{Uqfq!fg_t}_q4.- 0n appJ-i.que Ia proposi.tion 1.5 et }"7.

gb€gl*g-.e.L}"_ Scit Q., utr module { -injectif . Si QR

est  noethdr ien,  a lors  :

L)  L fanneau R/AnnOQ'  est  ar t in ien b dro i te

2) Q est un R-rnodule artinien

7)  L ianneeu ts iendo(Q) est  ar t in ien b dro i . te

4) L'anneau A = TlnrlR(Q) est art inien h gauehe .

D6r 'onst ra t i .on.  L)  Comne Q est  A - in ject i f  a lors  Q est

A-i* ject i f  sur les anne&ux R = R/AnntrQ et S = BiendR(A) [ r ] .
Alors i l  existe un sononorirhisme 0->S -)Qn et donc S est un

anneau noethdr ien U drc ' i te .  D 'aut re  par t  S dtar . i t  sern i -pr ina i re ,

a lors  5  est  ar t in ien b dro i te  (donc I 'a : f f i rnat ion 3)  ) .
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I  . a l

I  /  I t

L5

cornme fr.scen narors s est un F-nodule b droite noethdri ien

est un anneau noethdrien b droite. D'aprbs Le thdorbne 5.LL

on ddduit que E est art inien h d.roite.

Ltaff i rmation 2) en rdsul-te de 1)"

Pour .  I 'a f f i rmat ion 4)  .vo i r  le  coro l la i re  2 . !2 .

Corol laire 2.14. Soit  Q.,,  u &odule A-inject i f  noethdrien.

Si I 'anneau R a La propridtd qu' i l  exist.e un seul type de nod,ule

simpLe (par exemple quand l tenneau R est loeel) alors R est

ant in ien b dro i te .

D_{.qq4E Fe_! ie4- D ' apr} s le thd orbme 2 .15 et les hypothbseo

on ddduit  que Q. est un eog6ndrateur, Conroe Q est A-inject i fr .

l - 'anneau R est  ar t in ien h dro i te .

CoroLlaire 2.15. Soit  R un &nneau avec la propridtd que

1
i i
t ;
t i
I t

.  t ,
r l' ,1
I
1

. i

, l
t

i

tout idCal b droite est bi latbre. Si Q* est un modul-e inject i f

et  noeth6r ienra lo rs  :

L) VAnnoQ eet un anneau artinien h droite

2) Q est un moduLe artinien.

Dd4enstrqt iq4, Parce que tout iddaL h droite est bi lat lre

et  Q est  noethdr ienra lore Q est  A - in5ect i f .  $nsui te  oa

appLique J-e thdorbne 2tL5.

Sggglgggg' 1) Tout anneatl coromutatif et tsut anneau

for tement  rdgul - ier  (c 'est -a-d i re  VaGRrf  x€R te l  que a = *2*)

v€r i f ient  Les eondi t ions Cu coro l la i re  2 . ! r .  Le thdonbne 2.1,

et 1e coroiLaire 2.L4 gdndraLisent Le thdordme 4.2 et le

corol laire 4.5 du I t tJ.
2) Pour tput alrneau fortenent rdgulier .Rrnous avons un rd-

sultat plus gdneral: tout R-;rqdule noetlldrien es.t semi:siuple.En

effetrsi  tr"R est un R-nodule noethdrienraLors N; est engendrd pm

les 6 l6rnentu *L tx . r . . .n ln .  Parce q le  tout  iddal  h  dro i te  est

b i la tbrera lors  Ann M = Ann * iO. . ,0Atu \ ,  e t  donc i l  ex ie te  us
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uonomorphisme O -> R,/Ann M-2 pB . Donc R/Ann M est un anneau

noethdrien b droite et conr,1le R/Ann &l est un anneau r6gulier,

al-ors R,/Ann M est semi-simple..Donc lvl  est un R-n,odule semi-simple.

7) Si R est un arneau arbitraire et Qg est un n_o{ule

[- injeet i f  et art inien, alors i ]-  est trbs faci le de voir que

1es aff i rmations suivantes sont vraies :

ei) R/Ann-Q est un anneau artinien b droite
I1

b) a est un R-module noethdrien

c)  L 'annearr  S iend(a)  est  ar t in ien b dro i i ,e

d)  L 'anneau / \=  End*(Q)  es t  a r t in ien  U gauche .

U n m o d u ] . e p r o j e c t i f P R s , a p p e } 1 * @ " i p o u r t o u t
n

ensembl-s A , le module P/r est eussi projeet i f  .

fl- est bien connu (voir par exenple[5]) que sur un anneau

art inj .en F, tout nodule project i f  est -project i f  .

CggoLlalre_2J9. Soit  QR * uodule inject i f  et projeet i f  .

S i  Qp est  TI -p"o ject i f  ,a1ors Q,  est  A- in ject i f  .

Ddmonetrat iqn. Si I  est un i :r ject i f  FO-sans torsionralors

i l  existe un ensenbl" A tut gue i  est isomorphe b rrn soua-$oduIe
- / \ _ ^ A
de Q . Conme Q- 

- 
est project i f  alors I  est project i f .  Done I est

isoqorphe avec un sous-module d'un module Libre et psr suite tout

nngdule l 'n-saos torsion est contenu d,ans une gosme directe de
H

nodules de type f ini .  Dtaprbs l-e thdor$ne Z.+ f f i lnous obtenons
L J

que Qp est r :n nooule A - irr ject i f

Pour ddrnontrer le rdsultat suivantrnol ls ut i l iserons le leurure:

Le. rJ ine ?,1?.  Soi t  eR *  rnooule A: in juet i f  .  A lors  i l  ex is te

un nod,u le  Qo nA - in ject i f  r  eu ' i l  es t  une somrne d i reete f in ie

d ' in  jec t i fs  inddcornposabl -es te l -s  que

Fi' = Ft'
d w o

thdorbme l- .6 [ tO-l  ,  QR= @ Qi o[ Q{ sont dee inject i fs
r b r r L i C I I r

AqggegSr.g!-ioU. Cornne Q* est f -itt;ectif , al-ors d.'aprbs le



gdndrateur de longueur fi

i I  existe un nombre f in i

1a farn i r re  { r * (0 i )J i€r  co

n on-j. sornorphe s I soit Te (

clair que pour tclut iCT

) . ,  7
t n t * l  o= t ; . . . ; n .  s i  nous

- i n j e c t i f  e t  F / ,  =  F . ,
w q o

Coro l la i . re  2  " l8 .  Su

_ 1 5 _

ind€conposabl-es. soit rO : Mod R --2 Ntoa n/ 7q le foncteur

canonique.  Alors Ta(Q) cv gr tn(ai )  et  les objets Te(ei)  sont

des in ject i fs  inddconposabl-es.  comme 1'objet  Te(RR) est  un

nie, alors dans la catdgorie t loa n/.ft

d'  ob jets s i rnpl ,es non- isonorphes.Donc

nt ien t  un  norubre  f in i  d , 'ob je ts

Q . ;  )  ,  .  .  .  , T 1 .  ( Q ;  )  c e s  o b  j e t s .  1 1  e s t*l v' *rt

Qi est isoraorphe b un objet de la fanil-le

notons Qo = 
.A Qi.  n alors Q,o est
k=]. *k

pposons que 1 'anneau R es t  noethdr ien

b dro i te .  So i t  Qn un  moduLe in ;ec t i f  e t  p ro jec t i f .  S i  Q,*  es t

|  |  
- n r o j e e t i f ,  a l o r s

L) R./furn Q et l l iend Q sont Q,F.5 -o,"I/t€aux artiniens b

d r o i t e  ( u n  e n n e a u  R  e s t  Q . T . 7  s i  l r e n v e l o p p e  i . n j e c t i v e  i t ( R p )

es t  u r :  inodu le  p ro jec t i f  ) .

2)  { iR est  une soi lFr.e directe Ce nodules de longueur f in ie.

Ddnqngt :? t ig j - r .  D f  aprbs  Le  coro l la i re  2 . I5 ,  QF,  es t

A - in jec t i f  .  Draprbs  1e  l -e i rne  z "LT i1  ex is te  un  ncduLe Q*r

A- i " jec t i f ,  qu ' i .1  es t  une 6omne f j -n ie  d ' in jec t i f s  inddeomposab l -es ,

te ls  Que FU =  F6.  ,  Donc  Qo .s t  un  nodu le  noeth€r ien  pro jee t i f "
.  * o ,  -

Nous avona

Ann Q = Ann Qu et  Biend(Q) 49 Rn-, .  = R.! . . ,  = Bierrd(Qo)
t{', OO

Eneu i te  cn  app l iq . re  le  thdor ine  2 , I5  o

tG -r.

$]. Mf):.pilg;ricTps

Soit Pn un R-mod.ul,e h droite project i f  ,  L 'ensesble

( ' )
t r 'D =JI  /  t  ic l6a l  b  dro i . te  te l  q ' . re  F io ln( l t rR, r l ;  =  C,r t J

e st une topologie a.t loi t ive sur R"
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x%(

$ s i

teL

irP

o f  =
J

P )  =

rriple

f-:r-que b

es t  Ia

{ r'a e Liod R

0  - - )X  =

C p ( R ) , e s t

(P)€ tJ  ,vo i rp r ]  ) .

suivante:

3 =
a e i  J
s i  le

et % 
= 

{tn6 
ll iod R ,/ x6 tul et

Le t re i l l i "  t ro( ts)  r : ro td  Plu

c P ( R )

P

e t

n
@
L = l _

est  Z" f  7 f1  -p i .o , jec i i f  C:> ? est  B (P)  -noeth6r ien

$i

de

6 (p) = Z- J* f  n of  p = Hoin*(P nR) ,  est  la " t race iddale

f e P ^
Ptt al"ors

I
Fp  = t t eR  /  I  i dda l  b  d ro i t e

L.b: i th6 'or ie  de tors ion assoeide b

, t
7n'={  iv r€ l ' iod R /  Ho 'no(P ' i i )  =

Cp( i i )  =  
t  I  qR /  R/ I  eet  F"-sens tors ion

= l t c ^ R  / V * e R  t . e l  q u e  a G ( r ) g I  a l o r s'L 
--x *

Nous dirons que p gst - Z (A'')-pr'-,-ie-gijj

es t  noet i rdr ien (  ar t in i  en)  "

t l r{g$pe 5.}.  Si P est 7$'ptoject i f  alors P

lenq+*rai ig '  Voir l -e corol laire 1'3 f  1l : l  '
L )

Le;ure 3-.2:- Si P est Ztd)-proiect i f  alors f  ic6al '

b i l a td re  6 tp )  es t  de  t ype ' f i n i  (  b  d ro i te  ) '

D d g g l r s t l s t i o i - r . i c c f f e t ' 6 t e ) e s t R - a o q u l e h d r o i t e F n - d e

type  f i n i ,  donc  i l  ex i s te  un  io€a l  b  d ro i te  I c '  G{e ) ,  Ce  t ype

f ini  tel  que E tp ) / I  e 7n. Far suite % (P )29' i  et cor: ' l re

6  G)  =  % G)Z  a lo rs  %(p )  =  I .  Dcnc  5 .  (p )  es t  c le  t vpb  f  : -n i  '

Un norJul-e sin s' eppelle G tp ) -ggggrrEJien ( re sp '

-6( l)-gg1fgig]) si  et seulement si  M eatisfai t  l -a eondit ion

pour  l -es chaineg ascendantes ( resp,  descenclantes)  des soUs-mg-

d u l e s  ?  ( P ) - a c c e s i b l e s  t t t l .

Cc ro l l . a i : : e  5 .5 .
-i@

[-)uppo:ons qr-ie I,* est de t] 'Pe f  in i .  A lors

( art inien)

%tp )  es t  un  i dda l "  b  a ro i te  de  t ype  f i n i "

l )drnonst , r 'a t iqL Vc i r  ls  proposi t ion 2 ' lO Lt t l

Th6orbne 
'5 .4  . P i  ( 1 <  i 6  n )  s o n t

/ lvL U;(P I = oJ

o3
1e gui- ' t tant:

( voir Lt{ ) .

t rei l l - is

est  ; tproject i f .

P i  e s t Z*f f l  -pro ject i f ' "

Z*t C -o"o jectif s4=:z
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Ddmonstrat ion.  S i  P
n

= 
19, 

tt alors Fn =
n

fl F.,, . lnsuite
i = l  

t  
i

on appl ique 1a proposi t ion 1.1 '

Remqlgue-. si P est ZoCfI-projectif  alors P(r) est

Z*US ) -proiectif  pour tout ensenble r. 
' '  ' - ' .- 

'

En ef fe t  F-  = F or  
P( ' r  )

Thd-olb^I le 5.5. supposons que P* est de type f ini .  Alors

P est Z\f)-project i f  (-vls contre-nod'ule associd b p* (te

dual  de P)  est  noethdr ien (ar t in ien) .

Ddmonstlat: lc l-1 D' aprbs les proposit ions 2.5 et z .5 '  [ t t ]

p est fxff , l -project i f  e '>d€ = Honr,(PrR) est un l lnd*(P)-4odule

noethdrien (art inien). Coruue End(P) rr t indtf  lo al ,ore on ddduit

l- t aff irrnati on .

D,  aprbs  f f f l  (p ropos i t ion  8 .5 rP88.241)  s i  P*  es t  de  ty 'pe

f  ini  alors l tanneau de quotients Ro, t  Biend(Pn.
x p

-  ^ 2 1  , .  ^  r ^
Corot la i re  5 .6 Si  p  est  4 i -pro ject i f  e t  de type f in i

alors R"n = Biend(PX) est un anneau semi-prinraire.

!dmqns-!re! ion-: ,  I ln ef fetrd 'aprbs 1.es th6orbnes 3.L et 7 E

p *ust un module cle longueur f inie sur Ltanneau ona(pX) I  d.onc
>A

Biend(P^)  est  seni -Pr in :a i re-

, a \

g4 IDEAUX PREtiiT[RF ASSOIIES A ]II 'ODUISS 4 01) :II ' iJECTIFS

Soit F une topologie addit ive sur 1'snneau R. Nous no-

terons par  :

Spec p = 
[n /  n id,6al premier bi ]-atbre ae nJ

S p e c U R  =  C F R n S p e c R =

=t  p€Spec n /  R/p est  un F-nodule sans tors ionJ

$pec(h iod R/7F)  = 1 'ensemble des types d ' in ject i fs

inddconposabl-es de la cat6gorie l , ;od R// 'p .

I t  es t  b ien  connu 'que  spee(uoa  R /  r f t )  s ' i de t i f i e  avec

,{ l ,r . . . i , , f , i , ,  r- . ,V.0
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l rensemble c les types d '  in ject i fs  ind6eomposables

t6gorie l iod R qui sont -b'-sans torsion'

S i  Mel iod R,  I t l  I  Or  a lors  un iddal  n€ Snel '

-ggSSgiS h It{ s'i l existe un sous-module }i€Hr N

p = ann N = Antr  Nt ,  pCIu l3 tOUt SOUS-StOdule Nre N,

Nous noterons par  Ass M 1 'ensemble d ' iddaux premiers

assoc ids  b  i l { .

Lenne 4.1. ,  Si  R est  un anneau F-noethdr ien (h droi te)

.  a10rs les af f i rmat iOns suivantes sont vraies :

1 )  S i  ! , , t  l 0  e s t  F - s a n s  t o r s i o n ,  a L o r s  A s s  t {  I  f i

- - - - . ' ' : ' - S i ' d e p i u s M e s t d e t y p e f i n i a l o r s A e s ' M e s t f i n i

2 )  S i  .a  6cFR es t  un  idda l  b i la tb re  semi -pren ie r ra lo rs

de Ia c&-

R est

I O, tel- que

N '  I  O .

R/g est

En

mie r  de

4)  S i  a€  C 'n (R)  es t  un

anne aui;semi-0"o"*r"" ,  alors

iddal  b i la t&re

. c r  =  : ,:  F € A s s  H / g

anneau pre"

I; o& tn

p

or) Ass r  =l  oJ

R/g est un

part ieul ier

un anneau d,e Gold ie  (b  dro i te) .

part icul ier si  pG Spec*R alors R/p est un

Gol-d ie  e t  1 'enveloppe in  ject ive E (R/p)  cJ

e t

tel que

p . l l n

l-rensenble des iddenrx preniers ninimaux de SpecrR est f i r i i '

Ddinons t ra t i -on"  Pour  1es  a f f i rmat ions  1)  r2 )

}l 'ous ddmontrons maintenant 1' affirrnation 4) .

T, n -+ R/g le urorphi-sme canonique. l"ensenbl-e

T(ry  
= 

|  r /a  /  i€  FJ est  une topolog ie addi t ive

R/s,  De p l -us R, /a  est  ? t f f  ) -noethdr ien et  R, /9  est  g(F)-sans

tors ion (vo i r  l - f l l  .  Donc on peut  supposer  I  =  0 ,  e test -a-c l i re
L J

e t  7 )

Soi t

voirFoJ.

sur 1r atme&u

est  un in ject i f  inddcomPosable.

i l  Cn peut  const ru j - re  1es appl icat ions :

d . :  S p e c * R  S p e c ( l , l o d R / f p )  ' a r . . - ( p )  = f

Cn a , p o ol= lspecrR
p t  Spec( l ' {oc R/ Vp) -> SPecrR '  ($)  

= p
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snneau semi-premier

dimension de Goldie

et RO est F-sans toreion. Comme

finie alors i l -  existe les

R est  un

R R a  L a

iddaux b

est  une
n

e 3 i
! - l

(  vo i r1)t tR

n
A s s ( . 4  3 i )

1 = I

M a i s  A s s (  6  a i  )
1 = I

Ass

R
U
i=1

' t
. t

i i
t
I

I
i
1

si Aes gi = 
lnt i  alors

f )
Ass ai  = 

tp i i  i1  existe un

tel  que P1 = Anntai)  .  Si
l!

ctroite J a. ?
L - r J  i = l r 2 1 . . o s a

extens ion essent ie l le  de

co-iru6ductibles teL que RR
' 

. Do;;

|  1 5 1  )  ̂

A s s ( a .  )

r )
Ass Ro = 

lpr  tp2t . . .  rPo f  .  Conme

iddal  b droi te g i , .  g in e i  f  c
n

o n n o t e r =  ̂ _ p i o n a  g i r = Q
t=t 

,r*
et par sui te (  Z aj  ) I  = 0 .  Comme a! = =.  a!  est  un iddal

i=I  l - '  i=L 
- i

h droi te essent ie l  t ians R al-ors a '  cont ient  un 6ldnnent rd-

g u l i e r  s € g ,  ( l - r a n n e a u  R  e s t  d e  G o l d i e  b  d r o i 0 e ) .  D o n c  s I  =  Q

e t  p a r  s u i t e  I  =  O .

Si  uaintenant t$ inr(R) est  1 'ensemble de tous 1es iddaux

ninimaux de SpecU(R) alors I = a-*l-. p € Cr(R) et R/.e
pe ld in '  (R) I

est  seni-premier.  Donc € = f"---  . l  q .
Q€ Ass R,/a

Ir lous notons Ass R/e = 
|  pr  tP2t . .  .  ,Po];  s i  p€ f t i in, .  (R)

alors ptpZ.. .pr .  C 3 c p et  par sui te i I  existe un nombre t latu-

r e l -  1 * i sn  t e l -  que  p1  E  p  e t  donc  M inu (RE lo r rPZ r - - . r o * ]

le_mrne 4.?. Soit F une 6opologie addit ive h droite sur R.

Si p€ Spec R est  un iddal  te l  que R/p est  un snneau de Go' ld ie

(U dro i te )  a lc rs  p€  F  ou  p6  sPecrR .

Qd,mo.ggiTat ion" Supposons que pfSpecUR. Al-ors tF(R/p)= P/p

or:  !  est  un iddal  b i latbre.  Cornne R/p est  un &nneau premier

a tore  ! /n  es t .  un  iddaL essent ie l  e t  donc  b , /p  cont ien t  un  d ld -

ment  r6gUl ie r  x  dans  l - 'anneau R/p .  Donc Ann x€F"  Draut re  paz ' t

Ann x  =  p  (x  6 ten t  rdgu l ie r )  e t  par  su i te  p€F.
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lbl loqture 4.5. Soit, p€ spec R un iddai prenier minimal.

S i .  E(R/p)  es t  Z  - in iec t i f  a lo rs  n (R/p)  6s t  {  - in jec t i f  .

Sl$onil9rglion " soit ( %, F) la thdorie de torsion
l , T J

co-engendrde de E(R/p) et  F, . ,  est  l -a topologie addi t ive associd
P

So i t

f trnt = lt/v

h  f r .  S i  r  es t  un  i d .da l  b i t a tb re  te t -  que  rdc rD(R) ,  a lo re

I€p.  En ef fe t  i l  ex is te  un morphr isme non-nuL f  z 'R/ I -2  E(R/p) ;

donc  r !0  f  OR l -p  q  R /p  e t  rn  tnR /p  10 .  s i  r *p ,aLors  L ' i dda l

* O de R/p annule In f  nR/p, contradict ion.

que Specr_(R) = 
tn]- p

*>R/p = f l  le norphisme eanonique. L'ensemble

/  I2  pr f€  Fp]  est  une topolog ie addi t ive sur

I+p/ p

d6duit

q ,  R

l ranneau F.  $o i t  ER(R-)  l renveloppe in ject ive de R (dans Ia

eatdsor ie  l iod f l  ) ;a lors  EF(R)  =J 
" .ER(R/p)  

/  .px  = o  J .
Si r 'p est Ia topologie additeve associd b La thdorie de

torsion co-engendrde ae eU(F) (dans l ioO F), alors on voit  que

: co '^ t - 
Jtant un anne GoldieFp = y( fp)"  L 'anneau R dtant  un anneau prenier  de

(vo i r  lenrne 4.1)  a lors  s i  Qp est  I 'anneau c lass ique de f ract ions

(b droite) de R/p r nous avons Qp = ER(R) .  Dsne F' est Fo-*-
v

t inien. Si lA I  O est F'-s&ns torsion, alors Ass M I f i  (Lernrne

4 .1 )  e t  donc  Ass  b l  =  
l pJ .  A lo rs  i l  ex i s te  un  sous  mod ,u le  M 'cL { ,

H '  I  O te l  que p = AnnR(FI ' ) ,  Done M'  est  un R, /p-nodule et  de

pl -us M'  est  f f rn l -sans tors ion.  i  6 tant  Fn-ar t in ien a lors  M'

contient un F-roo* module f t i"  I  A, F-*-cr i t ique, biais i1 est
t)

t rbs fac i le  de vo i r  que M'  est  F ' -cr i t ique.  .Snsui terappl iquant

Le lemme t.Z ft7-1 o" ddduit que R est F--artinien et donc
L J P

n(R /p )  es t  {  - i n jec t i f  .

Co-rol lairs , ,+.4.." Soit  R un anneau noethdrien b droite.

Si p est un iddal preruier minimal de R alors E(R/p) est module

d - i -nSect i f  .
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Proposi l l r4  4 .5r  so ient  F une topolog ie addi t ive sur  R,

te l  que  R  es t  F -a r t i n ien  (b  d ro i te ) .  A lo rs  :

1) SpecUR est un ensembl-e f ini

2)  Tout  iddal  p€SpecUR est  un d ldment  n in ina l -  dqns

ltensefiible specrR. De plus si R a l_a propriet.d que poLlr tout

p€ spec R,  R, /p  est  un anneau d,e Gold ie ,  a lors  tout  iddaL

p€ Specf  (n)  est  un iddal  premier  min imaL dans R.

7)  L 'appl icat ion d_ z  Spec ' (R)  _> Spec(E{od.  R/  7F)
(vo i r  l "erune 4.1)  est  b i  jec t ive.

Ddnonst rat ion.  Soi t  pre€ SpeeUR teL que p€q.  l l lo rs

E(R/q) est A -tnject i f  .  comne n/p est un &nneau cle Goldie

a l -o rs  p€Cr  (R)  ( l enme 4 .2 ) ,  pa r  su i te  i l  ex i s te  un  ndnbre  na -- q
turel n te1 que O ---> R/p -,  S(n,/q)n d'oi l

t tJ  
= Ass n/p € Ass(E(R/q)n)  = f  c l " t  done p = q .

.  Draprbs  Les  le rnmes 4 .1  e t  4 .2  nous  avons  Les  a f f i rna t ions

1 )  e t  2 ) .

so i t  Q un  in jec t i f  inddeenposab le  F-sans  to rs ion .  l , ious

avons que Ass  Q =  
LoJ  .  comme Q es t  A  - l . , jec t i f  a lo rs  i l  ex is te

un norqbre naturel k te1 que O -> R,/p -r ek et d.one
1-

E(R/p)  =  Q^  .  Draut re  par t  E(R/p)  g  I ;  o r )  IO es t  un  in jec t i f

inddconposab le  e t  donc  rp lJ  Q.  par  su i te  l ,app l i ca t ion  q .  es t

auss i  sur jec t i ve
'  

9oro11ai . { .e-4. .6.  s i  R est  un &nneau noethdr ien h droi te ,

a lo rs  i l ,  ex is te  une cor respondance b i jec t i ve  en t re  l ,ensemble

des iddaux premiers mini .naux d^e R et  J, ,ensenble de types dq

modu les '  ; \  - i .n jec t i f s  ind .dcomposab les .

9orql l -q l tg. .4r?,-  soi t  Q un rnoclule [  - in jeet i f  .  Alors i ] -

e x i s t e  u n  n o n b r e  f i n i  d ' i d . d a u x  p r e n i e r s  p 1 r p 2 r . . .  r p n  a v e e  l e s

propr ie tdes  su i r ian tes  :
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a )  A s s  Q  = { .  p r  s 1 2 t . . .  t

un  in jec t i f  inddcomposab le

b )  A  3  @  l o . e t  t o u t
oceA

b un in jec t i f  de  1a  fan i . l le

BeTqrggg.: Le cor"oll-ai
. - ' l

8 . 6  d e  1 6 l .
L J

Thdorbme 4 .8"  So i t  Q un  R-mod.u le  in jec t i f  .  S i  A  -  @ Q i
T i€r 

L

oi l  Qi  est  A-rn ject i f  pour  tout  i€  I ,  a lors  Q est  A- in jeet i f  .

Dgn$ns- t rg ! !g4.  D 'aprbs Ia  proposi t ion 5 [+ l  
q  est

Z- i " jec t i f  e t  d .onc R est  l 'n -noethdr ien.  f l  es t  c la i r  que

nous pouvons supposer que Q1 sont inject i fs inddconpasables .

$ o i t  A s s  Q i  =  
{ o t }  

( i  € I ) "  Q 1  6 t e n t  A - i n j e e t i f  ,  
f i 1 o " "  

P 1

est  un iddal  n in ina l  dans specu^(R)  d l t  E(R/p i l  e  e l l  (propo-
v

ei t ion 4.5) .  Cn vo i t  t rbs fac i leurent  que p1 est  un id6a1 rn in i -

mal  dans Specr(R) ,  D 'aprbs le  les l -ne 4 '1  1 'ensen 'D1e I  Ot?' !  - J i -  e r
es t  f in i  e t  donc  1a  fami l ie  [Q* ]  a  un  nornbre  f in i  d . ' in jec t i f s

c ' J i € I

non- isomorphes.  Snsu i te  on  epp l ique 1e  thdorbme 2 .4 .

,
SUELOUES 03sitIIVATIONS $UR LSS II)EAIIX PR.EI'IT-]RS

r  - - + - _ - . - * * .  . t ' r * - -

, t r ^ i f t

ASSS9J$ $,. A-lit'l l:lc,)Uts ./+-:"Pilq,r:ilpT Ir

Soierr t  P" un module project i f  arbi t ra i re et  Ft  l "a topo-

or,] e t

( 1 <  i <

in ject i

t tor,
r e  4 . 7

ni
E(R,/pr  )  P r^^ o i r  r^  est- I  

P i  P i

n ) .

t IA ( ote A) est isoinorphe
)

l _ ^  ; . . . 1 1 -  t  .
!J2 Yn J

est plus fort que le thdorbnre

log ie  addi t ive assoc id b la  ' [h€or ie  ae tors ion (Tnr? l l

(vo i r  $  3  ) .  A l -ors  :

1) $i g€ spsc 4, p"€ Fu . ou p SEg"noJBL En partieulier

S p e e ' ,  ( n )  = t r p € S p e c  R /  3 ( P ) * no P  ( '

En ef fet  s i  p *  Cn (R) ,  soi t  b/p Le plus grand sous-moclule-  x P

de R, /p  qu i  appar t ien t  b  %.  L ' idda l  !  es t  b i la tb re  e t

e S ! . C o m m e  f t / p ) T ( p ) = 0 r a l o r e  ! 6 ( i ' ) e  p  e t p e r
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' 6 ( P ) g  p  .  D o n c  p € F ' ,  .' r

2) Si Pa e-st- B (P)-art inien-,glorg poql ]out rr-odule [5R I O.
r

F.-,gqqq torsio4, le so-ele so(lu1) ,est esse+l iel  dans M.
y _ _

E; effet, tout. nodule Fr-sans tor'sion contient -u;r sous-niodule

En-er i t ique.  D 'aprbs Ie  Lemne 5.2 L l {  , tout  module Fn-cr i t ique

contient un sous-moduLe sinpLe. .

,)  g.!  Pn .est d-project i f  alors oour-tout pGspeero(.EL
I

est minimal dans Spec I t  et  R est un &nneau art in ien

E n  e f f e t  d ' a p r b e  1 ' a s s e r t i o n  1 ) et  l -a  proposi t ion 4.5 on dddui t

que p est  min i rnaL d.ans Spec R.  Dtaut re par t ,  p€Spe" f r (n)

impl ique que R/p est Fr-sans torsion et donc so(R/p')  l  0 .ALors

i1 exist.e un module simple S, Fr-sans torsion, teI que p = Ann S.

Comme Ctr (R) est un trei l l is art inien i l -  exist,e un nonbre f ini
. P

d '6Ldure . r i s  * r sx . r . . . na€S te l s  qu 'on  a i t  p  =  A r : rn  x r0  . . .OAnn  x ,

et donc nous pouvons trouver un monomorphisme C ----zR/p -2 5n.

Donc R/p est un R-nodule semi-sj . inp1e. Par suj. te R/p est un

anneau s inp le .

4)  SoiS Po qn qod$le "d-pro jegt i f  '  Noug notgqs par

r  =  -  p  e t  rQ=  n  rn  .  A lo rs  tuec ' - (R)  e t
p e s p e c *  ( R )  n ? 0  ^ P

: Vl@eqt un ansequ artin

i ln effet RiI  est un R-r,odu1e h droite semi--gimp1e et Fr-sans

torsion. l {ous considerotrs la chatne dderoissante

r > : l 2 ? . . . > r n > r n * I ,  . . .

Cn voit que I*/I**1 est R/I-rnod.gler. donc I*,/I**1 est R-r:odule

eeni-simple et Fn-sar*s torsion pour to'- i t  n >0. Com:ne Cu.p(R)

est t fn trei l l is art inien alors i1 existe un nornbre aatureL k

teL que l i ,Z l i * le  7  E pour  tout  t>k (vo i t  le  lemme 1.? f  f l ) .

I rr iais , l . rrL+t dtant Fr-sans torsion alors t i r t i+t = o pour tout

i  ?  k .  Donc rk  = rk+L = . . .  e t  par  su i te  1 tu= rk .  conme t i r t i+ t

eet  Fr -s&ns tors ion et .  semi-s i rnp le  pour  tout  i>0,  a lor 's  noua i
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avons auss i  que R/ I t^ 'est  Fp-sans tore ion.  Puisque R est  Fn-ar-

t inien alors pour tout :-7A, I i ,zI iol  est un R-module -Fn-e:rt inien,

d 'o [  on dddui t  que t i r t i+ t  ( i7 :o)  est  un mod.u le  semi-s imple de

Longueur f inie" Dcnc R/Ic^test un anneau art inien h droite.

prSq,LqL ry,lqiryg] -qq-_8_-s Lg *pIcptui.tf _Er'!1 exi.sxg r+g seul t,'rrre

grtigi,eii. b -Qr gj,te .-

si  p est le seul iddal prernier mininal al-ors srreero(R) ={o}

et clonc p g J(R) or) J(R) est le rad. ical de Jacobsoni Conrne R/p

es t  un  anneau  s imp le  a lo rs  p  =  J (R) .  D tau t re  pa r t 'G  (p )  4  p  e t

do i lc  p+ Etp)  = , , r (R)  + G(p)  = R d 'or )  nous obtenons que n = 6(p) ,

c 'es t -b -d i re  PR 
"s t  

un  gdnera teu r  pour  l a  ca tdgor ie  Mod  R .  D ' i c i

on ddduit  eue tr ' ,  = Q et donc tout iddal h droite est un dldnent

du t re i l1 i "  c ro(R) .  Donc R est  ar t in ien b dro i te .  Dans Le eaF

que R a un 
"noi 

t ;rpe de moclule simpLe s alors specro(R) = io]
oD p  =  J (R)  =  Ann  S . .0nsu i te  nous  t rouvons  que  VGr )  =  R  e t

donc R est  un anneau ar t in ien b dro i te .

U$. ivers i td  de tsucerest

Facultd de L{athdmatique

5) Soit  P,,  un rnodule d i ec t i f  .  S i  R  a  un  seu l  idda l -

€e modul.e simp].gl,Ugi_g5gpmle_gqaLq_R eqt loeal) alors R eqt
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