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CONDITIONS DE FINITUDE PCUR LES

MODULES TIT

Constantin Nastasescu

INTRCDUCTICON

Dans le travail [6] C.Faith fait 1'étude des modules
> (A)-injectifs utilisant le treillis 4'annulateurs associé
b un module injectif. Dans ce travail, utilisant la notion
de topologie additive (le filtre topologisant et idempotent
d'aprds Gabriel) sur un anneau unitaire et les résultats de
[10] et [11], on fait 1'étude de modules qui sont noethériens
(artiniens)relatifs b une topologie additive et puis on a=
pplique cette théorie & 1'étude des modules 'Zj(A)—injectifs
et des modules E:ﬂﬁﬁ)—projectifs.

En particulier nous obtenons des résultats qui com-
pldtent ceux de Faith [6] (voir §2 ). Je citerai parmis
ceux-ci les théorémes 2.4,2.5, la proposition 2.9, les coro-
llaires 2.11 et 2.12. Le corollaire 2.11 est plus fort qﬁe
le résultet obtenu par Faith dans la proposition 6.3 [6].Le
théordme 2.1% constitue une réponse affirmative au probléme
4 posé par Faith en [6].

Ensuite on applique le thédréme 2.13% pour 1l'étude des

modules injectifs qui sont TT;projectifa.
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Dans le dernier parsgraphe on fait 1'étude des modules
“EE(A)—injectifs, en utilisent les idéaux premiers associés.
Les principaux résultats de ce paragraphe sont les théorémes

4.5 et 4.8 .

§ 1. MODULES F—NCETHéRIENS . MCDULES F=ARTINIENS

Dans ce travail R désignera toujours un anneau unitaire
vet ¥od R la catégorie des R-modules & droite unitaires.

Soit F une topologie additive sur R (ou filtre topolo-
gisent et idémpotent dans la terminologie de [7]),c'est-a—dire
un ensemble non vide d'idéaux b droite de R vérifiant les
conditions suivantes:
(Tl) Si saeF et x€R ,alors (a:x)€F
- (T,) si a et b sont deux idésux & droite de R, tela que pe F
et (a:x)€F pour tout x€b, alors a€’l .

Soit (CT/,Qg) la théorie de torsion héréditaire pour

Vod R essocide & F, c'est-a-dire:
7;, = {_Mé Mod R / AnnR(x)§ F pour tout x€ M}
9";. = {Mé Mod R/ XEM et AnnR(x)'eF =>X = Q}

57; est une sous-catégorie localisante de Mod RI:T].

Si Mey}; nous dirons que M est F-de torsion; si M€ %:.
nous dirons que M est F-sans torsion. Comme 57% est une
sous-catégorie locelisante de kiod R on peut'considérer'la
catégorie quotient lod R/7p ({ 7] ,chi3).

Nous désignerons par Tp: Mod R —> Mod RA?; le foncteur
canonique et par Sp: Mod 3/9; —>Nod R le foncteur adjoint
b droite de Tp ([7],ch.3,pag.369)a '

Si ¥ est un R-module, par 'MF on dénote le module de
quotients de M par rapport & F [15}, c'est-a;dire

MF = (SF o TF)(M)
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Si M= RR ,on obtient un anneau RF ,appelé 1l'annesu de
quotients de R par rapport & F. Cn peut munir canoniquement
MF d'une structure de RF-module. _

SoitfLe=M un sous-module de ¥ et x Ii,alors nous notons:

qu)=&)eR,/x)éL}‘ et
ﬂ°=&xem /.(LuUeF}

Désignons par CF(M) 1'ensemble

cpm) ={Ler /L =LY

I1 est clair que I = L si et seulement si M/L est un
module F-sens torsion. C,(M) est un treillis modulaire complet
pour la relation d'ordre 4'inclusion {}],[}O].

Pour M = RR nous avons le treillis

Cp(R) =~i§ / & idéal & droite de R tel que a a}-.
 Nous dirons que Meliod R est F-noethérien (F-srtinien) si
TF(M) est un objet noethérien (artinien) dans la catégorie
Mod R/QE. En tenant compte de prop.l.l.[}dl.m est F-noethérien
(F-artinien) si et seulement si.CF(M) est un tréillis noe-
thérien (artinien).

Le module M s'appelle F-de type fini s'il existe un
~ sous-module M' de M de type fini tel éue M/M' est F-de torsion
(voir [17,[10],[25]).

Un modulé M # 0 s'appelle F-critique si M est F-sans
torsion et pour tout sous-module N&M, N # O, M/N est F-de
toréion. I1 est facile de voir que M est F-critique<;=>TF(M)
est un objet simple de.Mod RA7§<F;)CF(M) contient deux élé-
ments (c'est-a-dire CF(M) = iO,M} )e On voit aussi que si W
est}F~critique, alors tout sous-module non-nul de M est
F-critique. »

Nous rappellons que une catégorie de Grothendieck SED
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g'appelle semi-artinienne si tout objet non-nul de Z?eontient
un sous-objet simple. Guand €?= Mod R est une catégorie
gemi-artinienne alors 1'annesu R on dit semi-artinien (& droite).

L'étude des annesux semi-artiniens est fait dans 112].

‘On sait que tout anneau parfait & gauche est un enneau
gemi-artinien & droite. ‘

Aussi nous reappellons que une catégorie de Grothendieck
_%fs'appelle spectrale K}él si tout objet de g?est injectif
(projectif).

Proposition 1.1. Soient F15F2""’Fn des topologies

@dditives sur R. Si Me&Mod R est Fi-noethérien (Fi-artinien)
pour tout le dan jalors M est Flf\Fzﬂ...ﬂFn-noethérien

(ertinien)..

Démonstration. Notons F = Flf\FQF\.;.f\Fn . Soit
Ne Cp(M); nous noterons par

o~

N "'JLXeM 4 (N:x)e—Fii pour tout: I&iian i,

I1 est clair que
g
N e cp (M) et N= &N
i .
Si maintenant
ng N2g_— e e e C_:,qug owe
est une chaine ascendante .@'éTémenits, dexCi (M), alors
i

TN e cT\Ii c O
alc 2} eeo p oo e < 4 S e

Comme CF_(M) gst un treillis noethérien (lsign) il
: K tl B '
existe un el que p = Np+l

=N =
Donc Np kp+1 Sy ¢

Quand nous avons une famille arbitraire de topologies

2. e SPOUT toukt p>k et l=i<gn,

additives on a le résultat:

_ Proposition.l.2. Soient (Fi)iE&I une famille de topo-

logies additives sur R et 'li€Mod R tel que M est



Fi-noethérien pour tbut ie I. Supposcns que pour tout xelki,
x # 0, M/xR est F;-de torsion pour tout i€ I seuf un nombre

fini d'indexes. Alors M est JZ?I F -noethérien

. s 3 @y
Démonstration. Soient F ieI F; et NGECF(H), N.Z20 .

Pour tout ie I, nous notons

={xeM / (N:x)gFi}
I1 est clair que N = ;;} N* . Si nous notons per
cagli: i ‘
‘XN—QIGI / cRregew]
alors d'aprés l'hypothéses Xy est un ensemble fini,

o

gl ~g .
Donc N = ieXN N&,. Seat

A NICN2C...CNPC eee
une chaine ascendente d'éléments de CF(M). Cn peut supposer
queANl_# 0. Alors nous obtenons la chaine descendante d'en-
sembles finis:

X

DX 5 e DX Doo.
N, 2 N, Ny
J1 existe le nombre naturel k tel que Xy = X = ..o
k k+1

d'ol on déduit que Nk = Nk+1 7 |

Remarque. Soit R un anneau régulier au sens de von

~ Neumenn non-noethérien. Donc le spectre premier Spec R est
un ensemble infini. Pour tout pe Spec R nous considérons la

topologie additivé
Fp=]8c<R /a¢s} =4 scR / (R/e), = 0%

Comme Rp est un corps alors R est Fp—noethériem.

-D'autre part

= ~ peSpec R p _{af{ip / Vp eSpec R} {R}
et donc C (R) = e treillis d'idéaux de R . Par YA H

n'est pas F-noethérien.

I1 est bien connu le résultat suivant \GX [}i} (}6}
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Si R est F-artinien alors R est F-noethérien,

Réciproquement nous avons le résultat suivant:

Proposition 1.3. Supposons que R est F-noethérien.

Alors R estvF-art{nien si 1'une des conditions suivantes
est satisfaite:

a) R est un annesu semi-artinien (en perticulier pour
un aennesu parfait).

b) R est un anneau régulier au sens de von Neumann

¢) Tout module injectif F-sens torsion a le redical

singulier zéro.

Démonstration. a) Comme Mod R est une catégorie semi-ar-

tinienne alors Kod RA?% eé& une catégorie semi-artinienne.
D'sutre part Tp(Ry) étant un objet noethérien dans
Mod'R/9§ slors Tp(Rg) est un objet de longueur finie [12] et
donc R est F-artinien. |
b) Soit maintenant I& R un idésal & droite. Corme R est
F-noethérien alors d'apr&s la proposition 1.1 [lé]il existe
un idéal b droite J<l, J de type fini,tel que I/J est F-de
torsion. Donc TF(I) = TF(J). Comme J est de type fini alors
J est un facteur direct de Rp. Donc TF(I) est un facteur

direct de TF(RR). Comme tout sous-objet de gﬂ(RR) est de

forme TF(I) ot I est un idéal i droite, alors tout sous-objet

de TF(RR) est un facteur direct.
D'autre part TF(RR) ¢tant un objet noethérien dans

Mod R/?},alors TF(RR) est une extension essentielle d'une
n

gomme directe finie @@ X; de sous=-objets co-irréductibles.
i=1 ' ;

Mais X; est de forme TF(gi) cd a; est un idéal & droite de R.

i
D'ici on déduit que X; est un objet simple dens Mod R/Tg

Donc TF(RR) est un objet semi-simple de longueur finie. Donc’

R est F-artinien.
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c) Soit Sgla théorie de torsion de Goldie (15].D'aprés
leés hypoth&ses %%: cg:et donc mOde/9§ est une catégorie de
quotients de lod R/ . Comme Mod R/€ est une catégorie
spectréle alors Mod R/QE est une catégorié‘spéé;rale. Comme
TF(R) est un objet noethdérien dans Mod R/Q; alors il est

semi~simple de longueur finie, Donc R est F-artinien.

Proposition 1.4. Soient F une topologie additive sur R

et ¢ un R-module quasi=-injectif, F-sans torsion.
Si Q est F-noethérien (resp. F-artiinien) alors l'anneau
A= EndR(Q) est semi-primaire ( resp. noethérien & gauche ).

Démonstration. Si a est un idéal & gauche de A,de type

fini,alors d'apres le théortme de Harada - Ishii CBj]

» 8 ={feA / Ker f:;QE} ol QE = f{e?g Ker £ . Comme

Q est F-sans torsion alors QaéECF(Q) . Conme CF(Q) est un

- treillis noethérienl(artinié;),alofs A setisfait la condition
descendante (ascendante) de chafnes d'idéaux & gauche de type
vfini, donc A est parfeit b droite (resp. noethérien b gauche).

Supposons maintenant que Q est F-noethérien. Si J est le

redicel de Jecobson de A,alors Q  &C,(Q) et donc il existe

JB
o St T

Ensuite la démonstrstion on feit comme dans la propo-
sition 6.3 [6].

Proposition 1.5, Supposcns que R est F-artinien. 5i @

e e

un nombre naturel n tel que Q

est un R-module quasi-injectif, F-sans torsion et cF-de type
fini, elors 1l'anneau A = Endp(Q) est artinien & gauche.

Démonstiration. Comme R est F-artinien alors R est

F-noethérien et donc R est F-de longueur finie. Par suite Q
est F-de longueur finie . Alors pour Q il existe une suite

finle: 0 =20<=Q = Qn~2;:"’C:Qé =@Q tel que G;/Q;
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est F-critique pour tout Ocig¢n-1. Si nous notons

_aiz{feA fayKer ngi} (o<si<n-19,

alors a; sont des idéeux 3 gauche dans A et

"

G- o= éocgic BoC.ee g, = A

De plus on voit gque gi:;AHomR(Q/Qi,Q) et a./a; ; est
i somorphe avec un A-sous-module de HomR(Qi/Qi-l’M) (l=3cn).
Utilisant le lemme suivant (lemme 1.6) on déduit que la

suitew(*v est une suite de Jordan-H8lder pour A et donc A est
artinien & gsuche.
Lemre 1.6, Si M est F-critique alors HomR(M,Q) est un

A-module & gauche simple.
Démonstration. En effet si fGEHomR(M,Q), f #0 ,alors

‘Ker £ = O (dsns le cas contraire Ker £ # 0 => Im £~ Q/Ker £

est F-de torsion et comme Q est F-sans torsion alors Im £ =0
et donc £ =0 ). ;
Si geHom(M,Q) alors du disgramme :

>Q

0 —> M

\l/g
Q

il existe he nd(Q) tel que g = h e [ (Q'est.quasi-injectif).
D'ici on déduit que Hom(M,Q) est A-module simple.
Proposition 1.7. Supposons que R est F-artinien. Si Q

est R-module injectif ,F-sans torsion et de dimension de Goldie
finie alors l'ennesu A = EndR(Q) est semi-primdire.

Démongtration, L'objet T,(Q) est injectif et de dimension

de Goldie finie. Comme R est F-artinien alors TF(R) est un ob-
jet de longueur finie dans la catégorie Mod»RA7; . Exactement
comme dans la proposition 5.4 [12],1'anneau EndMod R/g_l%(TF(Q))
eat semi-primaire. Q étant F-sans torsion et injectif (done
F-fermé ( [77], ch.3)) alors |

A= EndR(Q) ~ Endy s R/91;('}3F(Q)) b

Donc A est semi-primaire.,




§2. MODULES = (A)- INJECTIFS

Soit Q un R-module & droite injectif. L'ensemble

={IER / T idéal & droite tel que Hom(R/I,Q) = 0§
est une topologie additive sur R.La théorie de torsion asso-
ciée est.

= éMe Mod R / Hom(V, Q) = } ot

J‘CQ {1‘4 €Kod R / il existe 1'ensemble I tel que MC QI}
~Le treinlio CFQ(P) est noté plus simple e (R).
D'aprés le] et k}S]
CEli=lTeR /350, X £ O,tel quo T = Annp(X) <.
Nous dirons que Q est j{_(AJ-injectif<§==>CQ(R) est un
treillis noethérien (ariinien).
Pbar suite Q est S (A)l=injeetif /=»> Ry est FQ-noethérien
(FQ -grtinien).
Tl est bien connu que Q est 5> =-injectif ¢=> pour tout
engemble I , Q(I) est injectif. (voir [ﬁ],[§],[}5})'
Théordme 2.1.[:6],[11],[16].‘Si Q est /) -injectif alors

Q est 2> -injectif.

La démonstration plus simple de ce théoréme est donnde
dans [ll] (corollaire 1.3).

Si Endp(Q) est 1l'anneau d'endomorphismes de Q alors Q
est EndR(Q)Qmodule 2 gauche.

Le module End(Q)Q s'appelle le contre-module de Q.

L'anneau Biend(Q) = En +(Q) s'app2lle 1'anneau de
End(Q)

biendomorphismes de @ .

Pr09031t10n 2 il Eﬁ‘] Q est 15~1ngect1f<?—>le contreumo—

dule de Q est noethérien.
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Théortme 2.3. [b:] Si @ est injectif et le contre-module
de Q est ncethérien alors le contre-module de Q est artinien.,

Démonstration. Si le contre-module de Q est noethérien

alors d'apreés.la proposition 2.2 et le théoréme 2.1,'Q est
Zi—injeciif. D'aprds le théorzme de Johnson-Wong [9]3on déduit
que le contire-module de Q est artinien.

Remarques. 1) Une démonstration compliquée du théordme

T o.%-est donnée dans [6] ;
2) Le théoréme 2.3 est vrai quand nous supposong que Q
est quasi-injectif. En effet si le contre-module de Q est

noethérien alors Q est R/Ann Q -meodule injectif.

Théordme 2.4. Q3 (L£isn) sont Z‘_(A)-injec"cif'sé-—>
n
JEDQi est > (A )=injectif.

i=1
Démonstration. Si nous notone Q = ‘DQ alors il est
i=1
A :
clair que FQ = (\.FQ . Ensuite on applicue la proposition 1l.l.

i=1
Remercque. Q est T (&)-injectif¢=> Q(I) est S (A)-injectif

s

=> Q est 2 (AQ»lngectlf (I est un engemble arbitraire). .

En effet F (I) Q X

Théordme 2.5. Soit Q3 (ie 1) une famille de modules

zi—lﬂJeCtlfS. Sunposovs que la famille Q (i€ I) 8 la propriété
suivante:

(x)pmm'mutaeR,a#()etpmm'WWtieI( gauf un
nombre fini d'indexes) nous avons ax # O N x€Q; , X S O

Dans ces conditions @ Qi est 2 -injectif.
: el
Démonstration., La famille de topologies additives Fj (iel)

Q4
a 1la propriété que pour tout a€R,a # O, HomR(R/aR,Qi) =0

pour tout i€l saurl un nombre fini d'indexes. Donc d'aprEs la

proposition 1.2 , R est ‘Z} Q~noethérlon. Coame pour tout iel,
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Q; est ;;} FQ -sens torsion alors d'aprés le théor2me 1.6 [}O]

ég% Q; est 2{ -injectif, ‘ |
Pour la topologie FQ l'anneau de quotieats R, est noté |

Q
plus simple R, . Comre Q est FQ~sans torsion et injectif,alors

Q est FQ—fermé ([jlch.E) et donc Q est RQ -module. :

est
Ry _

Proposition 2.6, Qg est Z_(A)~injectif ¢=> Q

S (A)-injectif (dens la catggorie iod Ry )
p

Démonstration., Si R ———>R@ est le morphisme canonique

alors d'aprés corollaire 0.4 [}] l'easemble ‘ ; '

Pz, _)Lb / b idéal b droite de Ry tel que H‘Vl(b)e— EQﬂ}i,,, fidw

=={b / b idéal a droite tel que RQ/Q est FQ-de torsion:}»
est une topologie additive sur 1l'anneau RQ et de plus

CF(FQ) = FQ « Comme Qp ~ & ,alors d'aprés la proposition

: Q
0.7 [i],nous avons que CQ(R) QLCQ(RQ) s 4'20 nous obtenons

l1taeffirmation.

Lemuwe 2.7, - Si Q est A -injectif alors Ry o Biend(Q).

Démonstratlon. Nous avons Ann @ = é;?é Ann x ., Comme

CQ(R)'est un treiliis artinien, il existe X;,X,,...,X €Q

tel que Ann Q@ = inn xlf\Ann X5 eee NAnn x . D'ici on déduit
que " est "countercyclic" et par suite R, ~ Biend(Q®) ((15],
théordme 3.3,p8g.206). D'autre part Biend(G?) ~ Biend(Q) et

donec RQ ~ Biend(4).

Corollaire 2.3. Si Q est A =-injectif alors 1l'snnesu RQ

est semi-primaire, avec le socle (b droite) de type fini.

Démonstration. En eifet le .contre-module de { est de
longueur finie (théoréme 2.3%) et par suite 1'anneau Biend(Q)

eat semi-primaire. Donc RQ est semi-primaire.

Prdposition 2696 15011 Qp un module 7. -injectif. Alors Q

est. A-injectif si l'uns.ides conditions suiventes est satisfaite:
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a) R ést un anneau semi-artinien
b) R est un anneau régulier sau sens de von Neumann
¢) Le radical singulier de Q est zéro ( Z(RQ) = O )

Démonstration. On applique la proposition 1.3.

Cdrollaire 2alte ool )'Q " un R-module injectif. Les

affirmations suivantes sont équivalentes:
1) Q@ est A-injectif
2) RQ est semi-primaire et Q est RQ—module 2. ~injectif
%) Biend(Q) est semi-prinaire et @ est Biend(Q)-module

! ,E -il’lje ctifs

Démonstration. Cn appligue le proposition 2.6,lemme 2.7,
corollsire 2.8 et proposition 2.9.

Coroldeires@slls = Si:Quest Zi-dnjectif et de type fini

alors l'arnneau A = SndR(Q) est semi-primeire,

Pour la démonstrstion s'sepplique la prcposition l.4.

Corolleire 2.12, Si Q est A\ -injectif et de type fini

= 1

(resp. de dimension finie au sens de Goldie) alors 1l1'anneau
A = End, (Q) est atinien h gauche (resp. semi-primaire).
R &

Démonstration. On applique la proposition 1.5 et 1.7.

Théordme 2,13%3. Soit Qp un module zx—injectif. Si Qp
est noethérien, alors :

1) L'anneau R/AnhRQ' est ertinien & droite
2) Q est un R-module artinien |
%) L'enneeau BiendR(Q) est artinien 3 droite

4) L'anneau A = EndR(Q) est artinien 3% gauche .

Déronstration. 1) Comme Q est A\ =injectif alors Q est

/\ ~injectif sur les annesux R = R/Ann-Q et S = Biendp(Q) [6].
Alors il existe un monomoryhisme 0—>S —G2 et done S est un
enneau noethérien & drcite. D'autre part S étant semi-primaire,‘

plors S est artinien & droite (done 1l*affirnetion 3) ).
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Comme ﬁc:Sc:Qn ,8lors S est un R-module & droite noethérien
et R est un annesu noethérien & droite. D'aprés le théoréme 3.11
K?}, on déduit que R est artinien & droite.

L*affirmation 2) en résulte deyl)‘

Pour 1'affirmation 4) voir le corollaire 2.12.

Corollaire 2. 14,0 Solt QR un module A\-injectif noethérien.

Si l'enneau R & la propriété qu'il existe un seul type dz module
simple (par exemple quend l'ennesu R est local) alors R est

artinien & droite. :
Démenstration., D'epr2s le théordme 2.13 et les hypothdses

on déduit que Q est un cogénérateur. Comme Q est A-injectif,
1'anneau R est artinien & droite.

Corollezire 2,15, Soit R un anneau avec la propriété que

tout idéal & drcite est bilatére. Si QR est un module injéctif
et hoeihérien,alors :

1) R/AnnRQ est un anneaﬁ artinien & droite

2) @ est un module artinien.

Démonstration. Parce que tout idéal & droite est bilatdre

et Q est noethérien,slors Q est A -injectif. Ensuite on
applique le théordme 2:13.

Remerques. 1) Tout anneau commutatif et tout anneau

fortement ' rdeulier® (c'est—a=dire YaeR,J x€R tel que a = a°x)

vérifient les conditions du corollaire 2.15. Le thécréme 2.13
et le corollaire 2.14 généralisent le théoréme 4.2 et le

corollaire 4.3 du [:11].
2) Pour tput annesu fortement régulier R,nous avons un ré-

sultat plus géneral: tout R-module noesthérien esi semi-simple.En

effet,si Np est un R-module noethérien,alors N est engendré par
lea éléments X19X2’°"’Xn' Parce que tout idésl & droite est

bilateére,alors fna M = Ann,xlf)...f\Ann x, et donc il existe un
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‘monomorphisme O-—>R/Ann M—> u" . Donc R/Ann M est un annesu
noethérien b droite et comme R/Ann M est un anneau régulier,
alors R/Ann M ést semi-simple. Donc M est un R-rodule semi-simple.
%) Si R est un annesu arbitreire et QR est un mp@ule
A=-injectif et artinien, alors il est trés facile de voir que
les affirmations suivantes sont vraies :
a) R/AnnRQ est un anneau artinien i droite
b) Q@ est un R-module noethérien
c) L'anneau Biend(Q) est artinien & droite

d) L'enneau A\ = Endp(@) est artinien & geuche .

Un module projectif P, s'appelle Tl -projectif si pour tout

ensemble JA\ ,le module P° " est aussi projectif.
T1 est bien connu (voir par exemple‘iS}) gue sur un anneau

artinien R tout module projectif est -~projectif.

Corollaire 2.16. Sbit QR un moduls injectif et projectif.
Si QR-est -.TT;projectif,alors Qp est A -injectif.

Démonstration. Si I est un injectif F.-sans torsion,alors

: <
il existe un ensemble /\ tel que I est isomorphe & un sous-module

de Q/X. Comme Q[\est projectif alors I est projectif. Donc I est
igomorphe avec un sous-module d'un module libre et par suite tout
module FQ-saas torsion est contenu dans une somme difecte de
modules de type fini. D'aprés le thdoréme 2.4 [}Slnous obtenons
que Qp est un module A -injectif,

Pour dérontrer le résultat suivent,nous utiliserons le lemme: ?

Lemme 2,17, Soit Gy un moaule A -injectif. Alors il existe
un nmedule Qo ,zﬁ -injectif, qu'il est une somme directe finie
d'injectifs indécomposables tels que ,

F.=F
SHeE

Dé&monstration. Comme QR est 2_-injectif, alors d'aprés le

théordme 1.6 [?d], Q= & Q; ol @; sont des injectifs
1€l -
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indécomposables. Soit TQ : Mod R —> Mod R/SZS le foncteur

canonique. Alors TQ(Q)CE (:)TQ(Qi) et les objets TQ(Q.) sont
iel -
des injectifs indécomposables. Comme 1'objet TQ(RR) est un

générateur de longueur finie, elors dans la catégorie Mod R/Sﬁi
il existe un nombre fini d'objets simples non-isomorphes.Donc
1la famille {TQ(Qi)}ieI contient un nombre fini d’objets
non-isomorphes; soit T (Q. ),...,T.(Q: ) ces objets. Il est

0 :
clair que pour tout iel Qi est isomorphe & un objet de la famille

: n
: 1 . Si nous notons §_ = o3 alors Q est

ink}'x—l,...,n “o é;i Qlk ? o
-1ngec§1f et FQ = EQO .

Corollsire 2,18, Supposons que l'anneau R est noethérien

% droite. Soit Qg un module injeetif et pro jectifi=3i Qg est
11_-projectif, alors

1) R/Ann Q et Biend Q sont Q.F.3 -anneaux artiniens &
droite (un snneau R est Q.F.3 si l'enveloppe injective E(RR)
est un module préjectif).

V2)}QR est une sommé_directe de modules dé longueur finie.

Démonstration,: D'apr®s le corollzire 2,16, Qp est

A -injectif. D'aprds le lemme 2.17 il existe un medule Qos

A-injectif, qu'il est une somme finie d'injectifs indécomposables,

tels que.FQ = FQO. Donc Q, est un module noethérien projectifjx
Nous avons

Ann @ = Ann @, et Biend(Q) MR, =R,

%

= Biend(Qo)

&

-\l
°

Ensuite on applique la théorime 2.1

3¢
§3. MOLULES ZE:(£§3~PRCJBCTIFS

Seit Pp un R-module & droite projectif. L'eansemble

P

F =={; / I idéal & droite tel que Hom(P,R/I) = g}
est une topologie additive sur R.
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SiGE) = ;%SP%Im £ , od P = Homp(P,R), est la "trace idéale
de P" eglors
%‘IC:R /. T idds)l b droite tel que'??(P)c:I’}(v01r[}iI)

Lbathéorlb de torsion associde & EP est la suivante:

v

/P {w €od R / Homp(2,Y) = o} ={memoa R/ NG(P)= o}

et Fop ={Kv’f‘-é i et R G e s 2 O

Le treillis CFP(R),noté plus simple CP(R),est le suivant:

C (K) —%_IC:R . R/I est F -gans tOthﬂl}

it

{1CR /Nach el que a'C(P)Cl slors aéLE (veir Lll})

Nous dirons que P _est = (l& y-projectif si le treillis

C (R) est noethérien (artlalen)

Théoreme 3.l. Si P est Z& ~projectif elors P est Zﬂ—progectlf

Démonstration, Voir le corollsaire 1.3\-1i1.

Leare 5.2; Si P est Z:y7£§)-projectif zglors 1'idéal

bilatére G (P) est de type fini ( b droite )
Sémonstration. Eo effet G (P) est R-module & droite Fp-de
type fini, donc il existe un idéal b droite I& G(P), 4= type

fini tel que Y;(P)/I€ES7;. Par suite Y;(P)%;.I'et cotme
G (P) = QZ(P)Z alors G(P) = I. Denc. G (P) est de type fini.

Un module M s'appelle C (¢)-noethérien ( resp.

G (P)-srtinien) si et geulement si M eatisfait la condition
pour les chaines sscendentes (resp. descendentes) des sous-mo-
dules ?;(P)—accesiblesl:11].

Corollaire 3.%. Supposons que P est de type fini. Alors

P est Ei (AN -projectif =>7D est G (P)-noethérien (artinien)

et 'G(P) est un idéal h droite de type fini.

Démonstration. Voir la proposition 2.10 [}ii

. 2 XK
Théoréme 3.4. Pi (g <) sont 2 (A)-projectifsi=~

Y a9
est D (/N )-projectif.

‘az @:5

2
L



e

n
Démonstratlon.. Sip= 5;& P, alors Fp = {:Ebpi . Ensuite
on applique la proposition 1.1l. .

: X 2ol -
Remarque. Si P est 2. (A )-projectif alors pdeient

X . : g ier
2:(2?)—pragect1f pour tout ensemble I, é

En effet FP = F o

Théordme 3.5. Supposons que Pp est de type fini. Alors

' 3 ¥, e :
P est o (A )-projectif &=sle contre-module associé & Bl e

dual de P) est noethérien (artinien).

Démonstration, D'apres les propositions 2.5 et 2.5"[111
e : o >
P est 2 (Af)_progectlf'é5>ﬁ”'= HomR(P,R) est un Endp(P)-module
noethérien (artinien). Comre End(P) ;;End(?*)o alors on déduit

1vaffiirnation,
D'apres [15] (proposition 8.5,pag.241) si Pp est de type
fini alors 1l'ennesu de quotients RF n Biend(P*ﬁ.

P
Gorolilaire 3.6 Si P est [fiprojectif et de type fini

alors RF = Biend(P%) est un anneau semi-primaire.
P
Démonstration. En effet,d'aprds les théorémes 3.1 et 3.5,

P:¥est un module de longueur finie sur 1l'anneau End(P*); donc

Biend(?jﬁ est semi-primaire.

£4 IDéAUX PRENIERS ASSOCIES A NODULES 2 (A) -INJECTIFS

~

Soit F une topologie additive sur 1'anneau R. Nous no-

terons par :

Spec R ip / p idéal premief bilatére de Rj

SpecpR CpR M Spec R =

t

{peSpec R / R/p est un F-module sans tcrsion}
Spec(Mod R/SﬁF) = 1l'ensemble des types d'injectifs
indécomposebles de la catégorie Liod R/S7% 1

I1 est bien connu que Spec(Mod R/S?F) s'idetifie avec.

Wbt A0
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{tensemble des types d'injectifs indécomposables de la ca-
tégorie Vod R.qui sont F-sens torsion.

Si MelMod R, M # 0, alors un idéal p& Spec R est
essoci¢ & M s'il existe un sous-module N M, N # O,téi‘que
p = Ann N = Ann N', pour tout sous-module NV< N N'a# 0.

Nous noterons par Ass M l'ensemble d'idéaux premiers
associés B M

Lemme 4.1. Si R est un anneau F-noethérien (& droite)

alors les affirmations suivantes sont vraies :

1) Si W # O est F-sens torsion, alors Ass M 0
_si de pius M est de type fini alors Ass.M est fini 3
2) o geECFR est un idéai bilatére semi-premier,aiors

R/a est un annesu de Goldie (& droite).
En particulier si pe SpecypR alors R/p est un anneau pre-

mier de Goldie et 1'enveloppe injective E(R/p) Ig ol Ip

est un injectif indécomposable.
3) On peut construire les applications :
ol + SpecyR —> Spec (Mod R/Sfb) o) = Ip _
et. IQ: Spec(itod R/ ) —2 SpecpR [3‘(1) =p ol Ass I ={ ps
On & F;o o= 0 ;

SpecFR
4) si g€ Ch(R) est un jdéeal bilatdre tel que R/a est un

anneaufseml—pr@mler elors &8 = pe Ass R/a p . En particulier

1'ensewb1° des idéamx premiers minimaux de SpecFR est fini,

Démonstration. Pour les aeffirmations 1) 20 et ) volr\}41

Nous démontrons maintenant 1'affirmation 4). Soit
C?: R —> R/a le morphisme cenonique. L'ensemble
CF(F) =%_I/a /i IGJF} est une topologie additive sur 1'anneau
R/a. De plus R/a est P(F)-noethérien et R/a est CP(F)-saﬂs

torsion (voir [1]). Donc on peut supposer I = O, c'est-a-dire
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R est un anneau semi-premier et RR est F-sans torsion. Comme
RR 8 1la dimension de Goldie finie &lors il existe les

idéaux & droite {ﬁi} ~co-irréductibles tel que Rp
i=1,2

'..O,n n -

est une extension essentielle de @ 8; . Donc
=1

n

~ Ass( l(? 2;) = Ass Ry (voir [_161).
° n |
Mais Ass( @ a;) = U Ass(g;) .
i=1
Bi: iAse B, {pl} alors Ass R ='épl,p2,...,p } . Comme

Ass g8y { } i1 existe un idéal b droite 8 c 8, _:_3_3:_ £0
tel que p; = Ann(a-) 5 Sl on note I = (‘\ p; on a adl =0
foq. % =1
n
et par suite ( Za )I = 0 . Comme 8''= =&’
3=l S J=0e

b droite essentiel dans R alors a' contient un élément ré-

est un idéal

gulier sea' (l'anneau R est de Goldie & droite). Donec sI = O
et per suite I = O. |
Si maintenant LﬁinF(R) est l'ensemble de tous les idéaux

minimeux de SpecF(R) alors a = | \ P € CF(R) et R/a
PE MinF(R) :

q .

]

est semi-premier. Donc a :
Q& Ass R/a

Nous notons Ass R/a ={p1,p2,...,pn}g, Si pe MinF(R) i
alors P1PpecePy c'a'c p et 'par suite il existe un nombre natu-
rel l<ien telique p1 = p et donc Mln (R {pl,pg,...,p}

Lemme 4.2. Soit F une &opologie additive & droite sur R.

Si p& Spec R est un idéal tel que R/p est un snneau de Goldie

(h droite) alors peF ou pE SpecpR .

Démonstration. Supposons que péSpecFR. Alors tF(R/p)= b/p
od b est un idéel bilatére. Comme R/p est un anneau premier
alors b/p est un idéal essentiel et donc b/p contient un é1é-
meh't rég\ilier x dans l'enneau R/p. Donc Ann x€F. D'autre part

Ann x = p (x étent féguliert) et par suite p&F.
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Théordme 4.3, Soit pé& Spec R un idéal premier minimel.

'si B(R/p) est Z -injectif alors E(R/p) est A -injectif.

Démonstration. Soit (57;,522) la théorie de torsion

co-engendrée de E(R/p) et Fp est la topologie additive associé
2 57; . Si I est un idéal bilatere tel que I&Cy (R), alors
Icp. En effet'il existe un morphisme non-nul f: R/I —> E(R/p);
donc Im £OAR/p<= R/p et Im £NAR/p # 0. Si Igp,alors 1'idéal
ﬁwﬁiié%éfe I+p/p # 0 de R/p annule Im £IR/p, contradiction.

D'ici on déduit que apecF (R) = }

N

Soit CF' R «~>R/p = R le morphisme canonique. L'ensemble
QF(F Y%= {I/p ST p HET :}est une topologie additive sur
1'anneau R. Soit mﬁ(R) 1'enveloppe injective de R (dens la
catégorie Mod R );elors Eﬁ(ﬁ) ={ erR(R/p) / px =0 }.
S1 ﬁp est la topologie additeve asgocié & la théorie de
torsion co-engendrée de Eﬁ(ﬁ) (dans Mod ﬁ), alors on voit que
?p = ?Q(Fp)° L'ennesu R étant un anneau premier de Goldie
(voir lemme 4.1) alors si Qp est 1l'ennesu classique de fractions
(& droite) de 3/p s nous avons Qp = Eﬁ(ﬁ), Donc ﬁ'est'§p~ar—
tinien. Si M # O est Fpusans torsion, alors Ass M # £ (lemme
4.1) et donc Ass li = {puf. Alors il existe un sous module M'< M,
M' # 0 tel que p = AnnR(M'). Donc M' est un R/p-module et de
plus M' est (?(Fp)—séns torsion. ﬁ étant fb»grtinien alors M'
contient un R-sous module " # o, §£-critique. Mais il est
trds facile de. voir que M" ést Fp—critique. Znsuite,appliquant
le lemme 1.2 [i3] on déduit que R est Fb—artiniem et donc
E(R/p) est A -injectif,

Corollaire 4.4. Soit R un anneau noethérien & droite.

Si p est un idéal premier minimal de R alors E(R/p) est module

A minjectif.
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Proposition 4.5. Soient F une topologie additive sur I

tel que R est F~artinien (& droite). Alors :

1) SpecpR est un ensemble fini :

2) Tout idéal PE SpecgR est un élément minimal dens
1tensemble SpecFR. De plus s8i R a la proprigté que pour tout
péispec R, R/p est un anneau de Goldie, alors tout idéal
pESSpecF(R) est un idéal premier minimal dans R.

© 3) L'application oL : SpecF(R)-—_> Spec(kod R/57§)
(voir lemme 4.1) est bijective. v

 Démonstration. Soit p,qe SpecyR tel que peq. Alors

E(R/q) est Lj-injectif. Comae R/p est un annesau de Coldie
alors pEECFq(R) (lemme 4.2). Par suite il existe un méﬁbre na-
turel n tel que 0 — R/p —> E(R/q)n d'od
{p}_r- Ass Rip < Ass(E(R/q)n) ={q§et doncarpi=z gl

- D'aprés les lemmes 4.1 et 4.2 nous avons les affirmations
1)ieti2):

Soit Q un injectif indécomposable F-sans torsion. lNous

avons que Ass @ = {p} . Comme Q est A -injectif alors il existe

un nombre naturel k tel que O —> R/p —> Qk et done

n
p : .
indécomposable et donc Ipfg Q. Par suite 1l'application o est

E(R/p)*EEQk . D'autre part E(R/p) &« I ol Ip est un injectif
eaussi surjective.

Corollaire 4,6, Si R est un snneau noethérien & droite p

alors il existe une correspondance bijective entre 1'ensemble
des idéaux premiers minimeux de R et l'ensemble de types de
modules A -injectifs indécomposables.

Corollaire 4.7. Soit Q un module 4£§-injectif. Alors il

existe un nombre fini d'idésux premiers PysPpye«s,P, avec les

proprietées suiventes :
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ra , ] n,
a) Ass @ =4 py,Pp,eeesBy ] et E(R/py) Ip, o I, est
un injectif indécomposable (1£ig<n).

b) Q = ()[&Icket tout injectif I, (®€A) est isomorphe
e '
& un 1nJect1f de la famille %Ip e I % o

,..., pn
‘Remarque., Le corollaire 4.7 est plus fort que le théoréme
8.6 de [6] .

Théordme 4.8. Soit Q un R-module injectif. Si Q@ = (& Qs
iel
ol Q; est A -injectif pour tout i€1I, slors Q est A ~injectif.

Démonstration. D'aprdés la proposition 5 [4] Q est

Ez—injectif et donc R est FQ-noethérien. I1 est clair que
nous pouvons supposer que Qi sont injectifs indécomposeables .
Soit Ass @Q; =-{pi} (i el)e Qi étant A -injectif, alors P;

n,
est un idéal minimel dans Specp (R) et E(R/pi)'ZEQil (propo-
Q

sition 4.5). Cn voit trés facilement qué p; €st un iddel mini-

mal dens SpecF(R), D'aprés le lemme 4.1 l'ensemble {pi}
: : iel
est fini et donc la famille {Qi} - a un nombre fini d'injectifs
e .
non-isomorphes. fGnsuite on applique le théoreme 2.4.

QUELQUES SEFVATICVS SUR LES IJLAJX PRENMISRS

ASSCCIES A UN "N ODULE A ~PROJECTIF

Soient Py un module projectif arbitraire et FP la topo-
logie additive associé & la théorie de torsion (ST%,EZ;)

(voir § 3 ). Alors :

1) Si peSpec R, pEF, ou p Spee, (R). En particulier
4 P E ;

Spch (R) ={p68pec R/ ;'6(?)$P

En effet si pé$ FP(R) , 'g0it b/p le plus grand sous-module
de R/p qui appartient & SZ; o L'1dé8l b est ollatére.et
PE b . Comme Co/p)y G (P) = 0 , alore bT(Pl<s p ebipar
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gsuite ‘G(P)< p . Donc pEF, .

2) 8i Pp est G (P)-ertinien,alors pour tout module Mp # O,

FP-sans torsion, le socle so(M) est essentiel dans R,

En effet,tout module FP—sans torsion contient un sous-module

FP—critique. D'aprés le lemme 5.2 [}il,tout module F?~critiQue

contient un sous-module simple.

5) S PR est Aﬁlprojectif alors pour tout pEESpecF (R,
B
p est minimal dans Spec R et R/p est un anneaun artinien simple,

En effet d'aprés 1'assertion 1) et la proposition 4.5 on déduit
que p est minimal dans Spec R. D'autre part, p&Specy (R)

; P
implique que R/p est F,-sans torsion et donc so(R/p) # C .Alors

il existe un module simple S5, Fp-sans torsion, tel que p = Ann S.
C omme CF (R) est un treillis artinien il existe un nombre fini
12

d'éléments Xy,X5,.+04% €S tels qu'on ait p = Ann x N .e.CYimAa x

1 n
'7R/p el Sn¢

et donc nous pouvons trouver un monomorphisme C
Donc R/p est un R-module semi-simple. Par suite R/p est un
anneau simple.

: X $ :
4) Soit PR un module & -proJjectif, Nous notong par

Toimio bl poiet =0V B aeors T ale. (B) 8t
p €Specy (R) nz0 P
P

(€6 . - 3
. » R/I est un anneau artinien & droite.

En effet R/I est un R-module & droite semi-simple et FP-sans

torsion. Nous considerons la chaine décroissante

2 Nl =

Sh  oala

Cn voit que In/In+l

=1

n+l

est R/I-module, donc 1% est R-module

seni-simple et FP«sans torsion pour tout n 0. Comme CF (R)
P
est un treillis artinien alors il existe un nombre aaturel k

tel que Il/Il+1e 7F pour tout izk (voit le lemme 1.2 tl-&).
Mais Il/Il+l.étant Fp-sans torsion alors Il/Il+1

o~ j 2 (%) : 2
12 kicDonc Ik = lk+l = eeebtopar suite I = lk. Comme I*/I

= 0 pour tout
141

est Fpnsans torsion et.semi-simple pour tout i®0, alors nous : -
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: w j ;
avons aussi que R/I est F?—sans torsion. Puisque R est FP-ar-

tinien alors pour tout iz 0, 1'/1**1 et un R-module Fo-artinien,
d'od on déduit que Il/Il+l (i=0) est un module semi-simple de

el ¢ w e :
longueur finie. Donc R/I ~“est un enneeu artinien & droite.

Y-S0t PR un module égf—projectif. Si R a un seul idéal

premier minimal ou R a la propriétd qu'il existe un seul type

de module simple (par exepmle quand R est local) alors R est

artinien & droite.

Si p est le seul idéal premier minimal alors Spec? (R) ={p}'
P

et donc P & J(R) ob J(R) est le radicel de Jacobson. Comme R/p

est un ennesu simple alors p = J(R). D'autre part G (P) g p et

donc p+ G(P) = J(R) + G(P) = R d'od nous obtenons que R = ar),
c'est-b-dire PR est un génerateur pcur la catégorie Mod R. D'ici
on déduit que FP = 0 et donc tout iddal 3 droite est un élément
du treillié CFP(R). Donc R est artinien & droite. Dans le cas
que R a un seul type de module simple S alors SpecFP(R) = {p}

ol p = J(R) = Ann S. Ensuite nous trouvons que G(P) = R et

donc R est un enneau artinien 3 droite.
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