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Variation der globalen Ext in Deformationen kompakter

komplexer REume

[¥) i (V] 'X‘ 4 =
C. Bapicai, M Putinar; G Schumacher

Increst, Abteilung Mathematik, Bd. Pacii, 220 Bukarest
Mathematisches Institut, Roxeler ‘Str. 64, D-4400 Miinster

Die globalen Ext-Gruppen kohdrenter Garben oder gewisser Komplexe
von Garben auf komplexen Réumen sind in verschiedenen Situationen
von Interésse, etwa bei Deformationen kompakter komplexer Riume

(E2. 9 7 n 6] v kehfrenton NMeauln Ll b cowie B

Vekto%bﬁndel vom Rang zweil auf komplexen Mannigfaltigkeiten

(2 B[4l

Tsit (XO,OX ) ein kompakter komplexer Raum und,Fo,Go kohidrente
5 ,

OX -Moduln, so siné die Extg (FO,GO) endlich dimensionale Vektor-

o) X
O

rdume. In dieser Arbeit betrachten wirAdie Variation dieser In-
varianten in Deformationen komplexer Riume in Analogie zur Varia-
tion der Kohemologie ([ é, &8, vagl. auch 1]). Sei f: X —> ¥
einé eigentliche 2pbbildung korplexer Riume uhd £ 6 kohérente
-Moduln; dann sind bekanntlich die relativen E#t—Garben

I%

Extg (F:5,6) kehirente OY—Moduln. Unter Flachheitsvoraussetzungen
X L

konstruieren wir in § 1 zur Berechnung der relativen Ext-Garben

lokal auf den Basisrdumen Komplexe endlicher freier Moduln, die

mit beliebigen Basiswechseln vertriglich sind (Satz 1).

Der erstgenannte Verfasser dankt der Alexander von

Humboldt-Stiftung fir das gewidhrte Stipendium.



In § 2 ibertragen wir zundchst (Satz 2) den Vergleichssat; und

den Satz Uber Basisweéhsel von Bildgarbeh auf relative Ext-Garben
(punktuelle Aussagen lassen sich im allgemeinen &hnlich wie fir
Bildgarben zeigen, flir die lokale Aussage aus Satz 2 benttigen wir
Jedoch Satz 1). Denn zeigen wir (Satez Symit Hilfe von Satz 1,

daB die Funktionen y > dim Extg (Fy’Gy) Zariski-halbstetig

. . } e q
sind, daB die Euler-Poincaré-Charakteristik (=1) *dim Exto (Fy,G
: Y
dokal konstant auf Y ist (falls Extg (F:,6 ) =>0:Fliy groBe &) und i
£y L
eine zum Grauertschen Stetigkeitssatz analoge Aussage. : '

y.J

Die obigen Ergebnisse werden auch fiir gewisse Komplexe von Moduln

bewiesen. H

In §‘3 verallgemeinern wir zuerst Aussagen, die flir lokal freie
Garben bekannt sind, auf Y-flache OX—Moduln.\Ferner erhalten wir
Folgérunéen {iber die Variation der globalen Tangentialkohomologie-
gruppen Ti in einer Deformation. Diese Invariénten wurden in

(13 ] eingefiihrt wir benutzen:aber die Charakterdsiexrung der.'l‘i
als Ext-Invarianten nach [2,3]. Einige dieser Fdlgerungen finden
sich. in [43, Satz 4.4 und Korollare]. (Der Beweis in [43] benutzt

die Spaltung des Tangentenkomplexes, Satz 3.1).

Das Interesse fiir die Variation von Ext-Gruppen entstammt einer

Diskussion des erstgenannten Verfassers mit G. Trautmann.



§ O Vorbereitungen

(0.1) Es sei (X,OX) ein komplexer Raum oder auch allgemein ein
geringter Raum und U = {Ui}iEI eine offene berdeckung. Es be-

zelchne A den Nerv der Uberdeckung U . Falls o = {1 ,...,iq} €A,

o

schreiben wir U = U, n...n U, und 0 = 0,]U . Unter einem
a i il o Xt

o q
simplizialen System vor Garben bzgl. U versteht man nach (18] eine

Eamilie L= {La}aEA , Wobei die La Oa—Moduln sind, zusammen mit

einer Familic p = {pea}oc_;8 von Verbindungs—Morphismen
Pag? LaIUB —> L8 reodas s fliregs e dbicye gl b pYﬁo(pBQIUY) = DYG
und greals id fiir alle v . Ein Morphismus ¢: L' ——> L" solcher

Systeme besteht aus einer Familie {@a} von Morphismen

@G L& > L& » die mit den Verbindungs-Morphismen vertriglich
sind. Man bekommt so eine abelsche Kategorie. Es heiBt L quasi
frei (d.h. frei im Sinne von [ Y%]); wenn die L, epdliche freie

Oa~Moduln sind. Ist‘ao ein Simplex und Ta ein beliebiger
o

Oa -Modul, dann definiert Ta nach [ 4] ein simpliziales Sysfem
o o -

Tao durch (Tao)a = Taoan falls o < o und (Tao)a =0 sonst. Ist

L ein beliebiges simpliziales System von Garben, so ist die Ab-
bildung

Hom(Ta Rl Homo (Ta L) 0 b—— o

O (¢4 o O o
O

bijaktiv. Nach [2, 3, %, 73 ) heiBt eine direkte Summe | | B
o
wo. alle Tu endliche freie OO—Modu;n sind, freif Sei F ein OX—Modul,

dann wird durch Fa = F[Ua und pGB = id ein simpliziales System von

Garben definiert, das wir mit F |l bezeichnen.



iO.Z) Sei nun (X,OX) ein komplexer'Raum endlicher Dimension. Ist

E éin kohdrenter OX—Modul und ! hinreichend fein, dann gibt es
nach [ %] eine Aufldsung ' —— F|t —> O durch freie simpliziale
Systeme 11 sei nun U auBerdem steinsch und lokal endlich,., Dann

hat man nach [ 2] und [ 3] bemerkenswerte Isomorphien
Ext% (F,6 = B (Hom(L ,GM)) ,
X

wo G einen kohdrenten vaModul bezeichnet. Die Isomorphismen sind
funktoriell in G . Eine analoge Aussage gilt flir nach rechts be-
schrédnkte Komplexé r’ mit kohirenter Kohomologie, die eine solche
2uflosung L besitzen.

Wir geben kurz das Argument von [la?] ans Bs sei T ein simpliziales

System bzgl.W und x € X . Die Ta - fiir Simplices o mit x € U,

14

: o . B
bilden zusammen mit den Morphismen pBa,x‘ Ta,x —_— TB,X 2 ogeesh
ein gerichtetes System. Weil U lokal endlich ist, erhdlt man eine
A : A
Garbe T auf X mit den Halmen TX = i
A
Topologie von T (als espace &6tald) wird folgendermaBen gegeben:

. Eine Basis der

-
>0 R

fiilr jede offene Menge U < U, und ¢ € F(U,Ta) betrachtet man die

A A 3 : 3
Menge (OX)XEU . OO das Bild von ix in lim>Ta,x fiet s Sindidie

Ta kohdrent, so ist i.a. die Carbe T nicht koharent, sondern sie
: A
hat nur noethersche Halme: Die gzuordnung T ——> T ist funktoriell

und exakt. Man bemerkﬁ, aaﬁ 0,-Moduln S stets auf natlirliche Weise
mit Cgﬁﬁ) identifiziert werden k&nnen. Fir jeden OX~Modul 1 und
jedes simpliéiale System T folgt unmittelbar aus .der Definition
von ? eine kanonische Bijektion

A

(1) Hom(T,I|W) ——> Hom, (T,I} .
, X




Wir betrachten eine injektive Aufldsung O ——> G —> 1° und den
Doppelkomplex Hom(L.,I'IMI . Die beiden zugehdrigen Spektralse-

d
quenzen degenerieren (flir die eine benutzt-man (1), fiir die andere

die Tatsache, daBf die P frei sind). Daraus folgt die Behauptung.‘

(0.3) Sei f2 X —==> ¥ eine Abbildung komplexer R&ume (oder allge-
meiner geringter Riume) und F,G zwei'OX—Moduln. Bekanntlich kann

man relative Ext-Garben Extb (f; F,G) auf Y definieren. Es wird
X :
Extd (£; F,G) durch die Pré&dgarbe Extd (’f'—1
OX OX

mengen V < Y (mit den kanonischen Restriktionen) definiert. Filr

(V); F,G) fiir offene Teil-

g = 0 ist diese Prdgarbe schon eine Garbe, die mit Homo (£: F,G)
: : X
bezeichnet wird. Es ist leicht zu zeigen, daB die Exto (f: B, =)
X

die Ableitung des Funktors Homo (£; F, -) darstellen. Offensichtlich
X .
sind diese Invarianten auch im Argument F §-Funktoren. Ist F lokal

~

frei, dann ist Exts, (£:;F,G) = R%f_(Hom, (F,G)). Wegen
O% : Ox :

£, (Homy (F, =) = Hom, (£;F,~) gibt es eine Spektralsequenz mit
X X A

b,q _ pP q
By’ = RE (Ext; (F,G6))
X
die gegen Exté (f;F,G) konvergiert. Die Gleichheit wvon Homo G =
X : X

~

und F(Y;Homo (f;F, -)) liefert eine Spektralsequenz m;t

X _
Eg’q = Hp(y,Exig [E=:5,6) ), die gegen Exté (F,G) konvergiert.
X X ;
Es sei h: 2 —> X ein Morphismus geringter R&ume. Die Halme der

Strukturgarben von Z und X seien-noethersch. Ferner seien F und
G Ox—Moduln, F lokal endlich darsteilbar. Wir setzen voraus, daB

5t
(2) Toro

=0 fir i > 0 Undiz e 2 .
o) ‘

(Fh(z)’oz,z)

Dann konstruieren wir natilirliche Basiswechsel-Morphismen



(3 Ext} (F, 0 —> Ext GLE e
Z

X
Weil die durch h dinduzierte Abbildung (Z,hw1(OX)) > (X,OX) ge-
ringter Rdume flach ist, bekommt man leicht kanonische Morphismen
Pt (F 6) —> ExtY . NP h e el L8] e
0 -1 ; JEanE
X h (OX)
§12.8.4):

Die kanonische h~1(0x)—lineare Abbildung h_1G — h'GC lietert
g

1
h (OX)

th YEhie), die
(0)

Morphismen Ext (h_1F,h"1G) . Extq*
7 'h

1

wir mit den obigen Morphismen komponieren zu

Extg (F,G) ——> Extq_, (h’1F,h*G). Seien nun I~ und J injektive
X b0

Aufldsungen von e aufgefaBt als OZ— bzw. h—1(0x)vModul. Dann gibt

es eine bis auf Homotopie eindeutig bestimmte, h-1(OX)—lineare
- 8

Abbildung I° > J° von Aufldsungen von h*G . Diese induziert

F(h—10X)-lineare Abbildungen

(4) Hom, (h"F,I°) = Hom _, (n"1F,1%) —> Hom _, el
z b ) T 0

und damit

L s nTra0 e G EnTe)
e ne0.)

X
Wir zeigen, daB die letzteren Abbildungen Isomorphismen sind, womit
die gewﬁnschten Morphismen (3) konstruiert wdren. Analog zu (4)
hat man

(e Homg (5'E 1) —> Hom th ' a0
Z

-1
B (0)

und die dadurch induzierten h—1(0X)—linearen Abbildungen



() B (W Fn*e) —> Exd e

1
Z h (OX)

Wir werden zeigen, daB die Abbildungen (7) Isomorphismen sind.
Da die obigen Hom-CGarben welk sind, folgt daraus, daB auch die
Abbildungen (5) Isomorphismen sind. Um die Isomorphie von (7) zu
zeigen, genligt es, (welil hier die Halme der Ext-Garben die Ext-

Moduln der Halme sind), flir alle z € Z

0 0 ) —»

2o

o
EXtOZ Z,Z,Gh(Z)®O

Z(Fh(z)®0

X hilz) X.hi(z)

7

q
OX,h(X) h(z) h(z)_OX,h(z) 7.2

/

zu betrachten. Diese sind jedoch Isomorphismen, wie man leicht
.mit Hilfe einer freien Ox’h(z)—Auflosung von Fh(z) zeigt unte?
Benutzung von (2).

Es sei jetzt

L
iyl o O sy

Y!" —> Y

ein kommutatives Diagramm geringter R&ume mit noetherschen Halmen

und k.G 0X~M6duln, F lokal endlich darstellbar. Es sei wiederum
Tt = :s ' '
ol Bap n e e o) 2 0 HlE R0 Gk e X

Seien F' = g'*F und G' = g'*G . Flir jede offene Teilmenge V c Y

liefert die obige Konstruktion Morphismen



B0 ot re e el R et
OX OX'

Diese sind vertrédglich mit Inklusionen offener Teilmengen von Y

und liefern also Oy,~lineare Basiswechsel-Morphismen

ClEel e > Bkl UEiFY,BY) .
OX OX'

Diese haben alle Eigenschaften, die man erwartet.

Wir diskutieren nun, wann (#x) erfiillt ist. Ist (x) ein kartesi-
sches Diagramm‘noetherscher Schemata und f flach sowie F ein

kohdrenter Ox—Modul, der Y-flach ist, so ist stets (x#%) ertullt;
0 Sowenmeaeloe XU x =gty

da 0 = Q 0
3 X',x' X, % OY'Y

v = i) undie = B(x)usi Die Basiswechsel-Morphismen wurden in

Y'ly‘

diesem Fall auch in [12] definiert, falls zusdtzlich X regular

ist (und also F eine Aufldsuna durch lokal freie endliche

Ox—Moduln besitzt) . Sei nun () ein kartesisches‘Diagramm komplexer
Roume, sei f flach und F ein Kkohdrenter OX—Modul, flach liber ¥
Dann ist (%%) ebenfalls erfiillt. Falls g ndmlich eine Einbettung

ist oder ein flacher Morphismus, folgt (%%) unmittelbar. Ein be-

liebiger Morphismus 1&B8t sich Uber den Graphen faktorisieren.

Fiir noethersche Schemata und komplexe Réume lassen sich Basis-
wechsel~Morphismen (wenn zusitzlich G kohdrent ist) auch mit Hilfe
von Aufl8sungen durch freie simpliziale Systeme konstruieren

(yghs 8 1)

(0.4) Lemma: Sei X ein komplexer Raum und F' ein nach rechts be-
schrénkter Komplex von OX—Moduln mit kohdrenter Kohomologie. Fir

alle steinschen Kompakta K < X gelte HP(K,Fq) =40r fur Tallelgrund



alle p > O . Dann gibt es einen nach rechts beschrénkten Komplex

°

L freier simplizialer Systeme bzgl.l{ zusammen mit einem Quasi-

> FRil .

isomorphismus L

In [ § ] wird eine solche Aussage bewiesen ohne die Voraussetzuﬁg,"
das die einzelnen F3 azyklisch sind (bzgl. steinscher Kompakta),
jedoch nur die Existenz einer quasi freien Aufldsung gezeigt. Im
Induktionsbeweis wird die Uberdeckung von X verfeinert, d.h. der
zugehﬁrige simpliziale Komplex vergroBert; hierbei gehen freie
simpliziale Systeme in quasi freie iber. Wir‘skizzieren deshalb

A
den Beweis:

Sei eine tiberdeckung von X durchtsteinsche Kompakta; die eine
offene.steinsche tberdeckung ¢/ von *X alé Schrumpfung zulasse. Es
geniigt, die Existenz eines solchen Komplexes L° von simplizialen
Systemen bzgl.® zu zeigen.

Bezeichnen wir mit Z  und B die Zykel bzw. Rinder von F~ . Da die
Fd bzgl. steinscher Kompakta azyklisch sind und die Kohomologie
vén F' kohirent ist, folgt filir beliebige steinéche Kompakta K < X ,

daB Hp(K,Bq) = 0 und Hp(K,Zq) =0 fiir.alle g-undallie b >0

Flir groBe q setzen wir 19 = O . Wir nehmen an, daB wir einen

e el l_q+1 ——3> ... kenstruiert haben

Komplex ...
mit einem g-Quasiisomorphismus nach F'[&:. Wir konstruieren ein
freies simpliziales System Lq"1 zusammen mit Morphismen nach L9

und‘Fq_1, so daf sitckhr ein (q—1)~Qdasiisomorphismus ergibt.

Sei o ein fester Simplex. Es gibt einen endlichen freien Oa"Modul

Pq‘1 zusammen mit Morphismen nach Lg und F2*1, so daB das Diagramm .



e s el g gk
» o o o

P = i

6 6 8 mm— Fq-‘z B Fq-.‘] s 2> Fq e > Fq+1 —— s 0 e
o o a 0

einen (q~1)~QuaSiisomorphismus beschreibt. Es wird P§"1 genau wie
in [ 8 ,chep.Q 71.7] konstruiert, nur muB man beachten, daB die auf-
tretenden Obstruktionen in H1(Ka,8q—1) und H1(Ka,2q—1) liegen. Das

=i o=
simpliziale System L9 e (Pg ) mit den induzierten Abbildun-
i a
gen nach L9 und Fq“1[§,genﬂgt der Behauptung.

(0.5) Lemma: Sei A ——> B ein lokaler Morphismus noetherscher

Tokdlier Ringesund Bt -2 pial sopniodn Komplex endlich erzeugter

B-Moduln, die A-flach sind. Sei F'ﬁ%AF' —_— FAMAF — F"AaAF"

exakt. Dann ist auch flir jeden A-Modul E die Sequenz

E —> F" @ E

‘ e o ee
EooQ B > E @A A

A

.exakt.

Fir den Fall, daB A —> B die Lokalisierung eines Morphismus

A' ——> B' von Algebren ist, wo B eine endlich erzeugte ‘A'-Algebra
iét, findet =ieh «das Resultet 4H°[ 8 , chap. IV, € 12.3] . Wir
bendtigen dieses Lemma jedoch flir analytische Algebren. Ein Beweis

ergibt sich sofort aus der folgenden Tatsache:

Sei M ——> N ein Morphismus endlich erzeugter B-Moduln und N
Reflach. Dann dst der induzierte Morphismus-MﬂuAM _— NA@AN genau

dann injektiv, wenn M > N injektiv ist und der zugehdrige Kokern

A-flach ist. (Diese Tatsache wurde in [ & o chap IV, S 3. HuRnote




auf Seite 118] angegeben und folgt aus dem flachheitskriterium von

Bourbaki-Grothendietf und dem Lemma wvon Nakayama).,

Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt, daB

(Im v) futy (Im v) —> F“ﬁ%AF" injektiv ist,'so daB nach der obigen
Tatsache coker v ein A-flacher Modul ist. Also sind Im v und Ker v
A-flach. Aus der Voraussetzung folgert man, daB die Inklusion

Im u © Ker -v modulo 44, surjektiv isf, also Im u = Ker v; insbe~

A

sondere ist Im u A—flach. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Folgerung: Sei A ——> B ein flachef, lokaler Morphismus noetherscher

lokaler Ringe und F,G endlich erzeugte B-Moduln A-flach. Sei

il e a e : q -
EXtBﬁuAB(Fﬁ%AF’G/%iG) @ flir ein q . Dang ist ExtB(F,G®AE) 0
fir jeden A-Modul E . Zum Beweis betrachtet man eine Aufl&sung
e >E > O mit endlichen freien B-Moduln und wendet das

Lemma auf den Komplex Hom (L‘,G) an der Stelle g an.

B



§ 1 Konstruktion eines universellen Komplexes auf der Basis

(1.1) Im folgenden sei stets

el =X
f'l lf
Y' ————s Y
J
ein kartesisches Diagramm komplexer R&ume und F,G seien OX—Mcduln.
Es seien F' = g'*F und G' = g'*G . Fiir e eRll isci Xy die Faser von

£ und die OX —Hoduln_Fy und Gy seien die analytischen Fasern von
Fund G . Mit X;n) bezeichnen wir die n-te analytische Faser, d.h.

-1 n+1 (n) (n) :
den Raum (f (y),OX//W.,.y OX), und es seien Fy - Gy die

0 = n+1 2 n+1 :
x(n) Moduln Fﬁuy F,G[ﬂy G
¥y
(1.2) Satz 1: Sei f: X —> Y eine flache eigentliche Abbildung

komplexer R&ume und F,G kohdrente OX—Moduln, flachibexr Y .

; : q e & :
(i) ssed Exio (Fy,Gy) = 0 flir alle q 2 g und Ve Y T, TDann

X
oL

existiert lokal auf Y ein nach rechts beschrédnkter Komplex P° von

endlichen freien QY~Moduln.mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jeden

Basiswechsel g: Y > Y gibt es Isomorphismen

'Eng (1,6 sigPly g em.
X v

Diese sind funktoriell in g und bilden einen Isomorphismus von

8§=Funktoren in G .

(1i) Sei Y eine Mannigfaltigkeit und n
G )

Tokal auf Y Komplexe © P mit den Eigenschaftén wie  in (i) fir

> vorgegeben. Dann gibt es

<o
q ®)



=

Beweis: Da die Aussage bzgl. Y lokal ist konnen wir X als steinsch
annehmen. Seill eine lokal endliche, offene, steinsche Uberdeckung
von: X zusammen mit einexr freien Auflésung L° von Fl wie in (@2

Flir jede offene Teilmenge V < Y betrachten wir den Komplex

=1

¢ (v) = Hom(L £ vy nU,6|e7 (v Al .

: Durch V +——> C (V) erh#lt man einen Komplex C° von OY—Moduln mit
c9 = o0 fir g < O . Im Unterschied zur Konstruktion bei Bildgarken
ist der Kompléx €’ nicht mehr nach rechts beschrinkt. In natiir-
licher Weise ist C  ein Komplex ﬁon OY—FréchethModuln. Der Komplex

¢ =€ (L., 6) ist funktoriell und exakt in G . Ist M ein kohdrenter

1K

0y-Modul, so folgt aus der Definition, daB C.(L.,G®0Xf*M)
Citlk6) ®0Y M ist. (Flr jedes o € A und V ¢ Y steinsch und klein
ist TS e i, 6 @o £ ) = 6E ') 0wy @0 M V), wie man
mit einer Darstellung von M e1n51eht ). Aus diesen beiden Tatsachen

folgt, daB die Komponenten von C° OY—flach sind. (Ist I eine ko-

hdrente Idealgarbe auf Y , dann ist G ®0 £51 —> G injektiv ), Ist

Ve Y stednsch..iso dst:lln f'1(V) eine steinsche Uberdeckung und

e

nach (0.2) ist BI(c’ (v)) = Extd (£71(v);F,6), so gas #I(C’) =

X
Exig (£;F,G) . Aus der Spektralseqguenz qu*Extg (F;G) =
X ‘ : - X
Extg+q(f;F,G) folgt dié Kohdrenz der relativen Extensionsgarben.
X : :
Sei g: Y' —> Y ein Basiswechsel. Bezeichnen wir mit Y' die offene

Uberdeckung g'—1(w) von X' . Dann ist L' = g'"L’ eine freie Auf-
losungavonit ¥ bzglic W - denn es war £ flach und.E ¥=flach. Mit

Hilfe von L' " konstruiert man entsprechend den Komplex



c'* = ¢ (L' ,G') . Weil fiir jede steinsche, offene Menge Viteae

1

die Uberdeckung f{' n £' (V') steinsch ist, folgt

ey ExtOX'(fK;F‘,G') . Um €' und C'° zu vergleichen, braucht
man ein topologisches Urbild von ¢’ . Man kann zu OY—Fréchet—
‘Moduln D das topologische Urbilé D éi Y' definieren als die durch
V' —> D(Y) éO(Y)O(V') induzierte Garbe, wo dashTensorprodukt im
Sinne von [ 10 ] gebildet wird. (Es war Y als steinsch vorausge-
setzt worden). Wir werden flr unsere Zwecke direkt jedoch nur mit
dem gewdhnlichen Tensorprodukt @c-arbeiten. (Dies scheint auch
erforderlich zu sein, da auftretende abbildungszylinder nicht nach
rechts beschrédnkt sind ).

Sei Y'v—£—> v xomhe D X die Faktorisierung iliber den Graphen.
Zundchst wird D é yiZaut ¥ ox Yliodureh die Prégarbeh

\VAss V'>k-> D (V) éQO(V') définiert. Wir bezeichnen mif D éy. Vi
dag gewthnliche Urbild i*(DéY'). Wir zeigen, dapR@intidileser

~

Notation C' ™ und C @ Y kanonisch isomorph sind. Flir jeden

Yl

Simplex o hat man den Kiinneth-Isomorphismus

=1 1 ~ = ° '
e e Vool TWs B0 e ag B

- Aus den Definitionen folgt somit leicht, daB £ é Y' kdnenisch.
iéomorph ist zu C'(p'*L',p'*G) ; Qo p': X x ¥Y' —> X die kano-
nisché Projektion bezeichnet. Es folgt nun einfach, daR fiir den
Basiswechsel i, der. eine Einbettung ist, i*(C'(p'*L',pf*G)) = o
Clabdiacs |

7zum Beweis von (i): Wir konstruieren zundchst P': Nach der asympto-

tischen Voraussetzung folgt mit (0.5), danExtg (F,G) =GR
: ‘ _ X
q24g, + SO dap mit der Spektralsequenz aus (@3 Foliet JudalBflln



ein q4 (sl tie Ext% CRaG) =0, q-2 dqq - Insbesondere ist
. X :

Ha(c") = 0 Eéf q 249y . Sei y € Y vorgegeben. Wie in [ 8 AhapgnjiJ]
konstruiert man einfach inauktiv von rechts nach links einen nach
rechts beschrénkten Komplex P’ auf einer steinschen Umgebung V

von y aus endlichen‘freien OV—Moduln zusammen mit einem Quasiiso- .
morphismus P° ——> C' |V . Sei ohne Einschrénkung P’ ——> C' auf Y
definiert. Zu zeigen ist, daB die durch éinen Baéiswechsel

ojta i

> Y-induzierte Abbildung P’ éY Y' oe—> C'éY Y' ein Quasi-~
isomorphismus ist, denn P’ éY Y= Gt e O 8, Y' = Gl ber
Beweis geht folgendermaBen: Zundchst sind die Komponenten des Ab-
bildungszylinders K von P° ——> C' kohomologisch trivial auf
steinschen Mengen V <« Y' , denn es handelt sich um direkte Summen

L, telunet(v)) L weil

nullter Bildgarben von der Form (f[Uunf—
¥ endlich dimensional dst, -sind alsedie Zykeln Z° von K° kohomolo-
gisch triviale Garben, so daB8 man exakte Sequenzen

O T s s it

(V) ——> 0O von Fréchet-Riumen hat.
Durch Anwendung von éCO(V') erhdlt man, daB P’ é Yilabe o0 é !
ein ngsiisomorphismus ist. Nach Definition von éY Y' bleibt es
zu zeigen, daB man hieraus durch Anwenden des gewdhnlichen Urbildes
1* einen Quasiisomorphismus erhdlt. Weil die asymptotische Voraus-
setzung in (i) nach dem Basiswechsel p erhalten bleibt, ist der

Beweis gefﬁhit, wenn man folgendes zeigen kann: Tsit. ¥' ein Unters

raum von Y , so ist die Abbildung P’ ® Oy —> c' ® 0,
0Y Y 0Y Y

ein Quasiisomorphismus. Wir zeigen allgemeiner, daB fir auf offenen
Teilmengen von Y definierte kohdrente Moduln M stets der induzierte

Morphismus m: P’ &, M s e 8,

M ein Quasiisomorphismus ist.
Y Y %



Weil € 8, M 2 C (L", o, £*1) ist, folgt zunichst
Y i :

HVH'4€1®O M),E,Extéw(f;F,G®0 f*M) .. Wir—zeigeh durch absteigende
Y : X

X
Induktieon nach q ; daB Hinm) ein Isomorphismus ist. Aus der asympto-

rischen Voraussetzung, mit (0.5) und einem Spektralsequenzargument
folgt die Existenz einer Zahl dy + SO das flir jeden kohdrenten

0. =Modul W oiie Bt (£:F, 0o £M S0 fir gtz &5 solidaaligie
Y 0 e 2 _

X !
obige Behauptung flir groBe g gilt. Der Induktionsschritt

g + 1 —> g geht so: Wir m&chten zeigen, daB die Abbildung

Hq(P'®O M) —> Hq(C'®O M) ein Isomorphismus ist. Da dieses eine
: Vi Y

lokale Aussage ist, konnen wir annehmen, daB es eine exakte Sequenz

) > N > 0§ —> M —> 0 gibt. Man bekommt ‘damit ein exaktes,

kommutatives Diagramm

O mwn Pl L P b ople il s
OY OY Y 0Y /

RO

e LS r [ 3
& — ®0YN sheas 0 @OYOY == C ®0YM

(Hier geht die Y-Flachheit von G ein). Aus dem Diagramm der langen
exakten Kohomologiesequenz folgt mit dem Fliinfer-Lemma aus der

Tnduktiongvorauscetzung die Rehauptung.

Zum Beweis von (ii): Wir definieren P2 =0 fir g >t dim Y = ng .

Da die H (C*) = Exté (£;F,G) kohirent sind, hat man in einer Um-
X v n
gebung V eines Punktes y € Y eine Surjektion 05 —> H 1(C.)IV ;



: n
Nach Verkleinerung von V kann man diese Surjektion tber 1 !
n
faktorisieren. Wir setzen P L 05 und nehmen die Komposition dieser
n

: : n -
Faktorisierung-:mit der Inklusion Z 1(C ) |[Ve—> C 1|V < Diel rect=

(e

lichen P2 werden wie in [ 8 , chap.Op113) konstruiert. (Die Umgebun—-

gen V werden nur filir ¢ 2 O verkleinert, danach betrachtet man eine
. (n.)
kompakte steinsche Umgebung ). Man bekommt so einen Komplex o

e

] e PTG
zusammen mit eirem Morphismus nach € , der flir alle g = n, einen

Isomorphismus in der Kohomologie induziert. Ohne Einschridnkung sei
fn s -
© P° auf Y definiert. Durch Induktion nach der kohomologischen

Dimension zeigt man mit dem Finfer-Lemma, &hnlich wie am Schlu8

des Beweises von (i), daB die Abbildungen
ka0, : .
HY ( Qsple M) —> H9(c e M) fiir alle kohirenten 0.,-Moduln M
OY OY e

und alle g < Ngi = dhM , insbesondere fir g s I Isomorphismen sind.
Wir zeigen die Behauptung des Satzes. Sei g: ¥' —> Y ein Basis-
wechsel. Da in der Faktorisierung ¥' ——> ¥' x ¥ ——> Y iiber den .

. Graphen i.a. Y' x ¥ keine Mannigfaltigkeit mehr ist, kann’man

nicht wie in (i) vorgehen. Wir benutzen stattdessen den Vergléichs—

satz flir relative Extensionsgarben aus § 2. Man betrachtet
m o ) = -
g R Rago ! ——> Ce, v Z C' ; diese Abbildung

induziert in der Kohomologie Abbildungen

(n,)
it 0 e

> Extg (F:F',CY) ., und es lstizh zelgen, das
L : :

dieses: flimwe = e Isomorphismen sind: Sei 'y' € ¥' ein Punkt. Nach

[ 8, chap IT, PeopR4flist

(n_) 5 (n) .
Hligt( 2Py Sty Pt s
Wi Lo Ll s
1 (o) el
= E ) et P P a

e



Iadrerseits ist nach Satz 2(1)

ey (£ FL, G S 1im ke G e -
o R e g ! =
¥ -

wo A die Komplettierung in der,wg,-adischen Topologie bezeichne. Aus

diesen Tatsachen folgt leicht, daB man die Isomorphie nur fir

artinsche Riume Y' zu beweisen braucht. Da jetzt g*(oy,) ein ko~

hdrenter OY-Modul ist, wissen wir schon, dag die Abbildung

(n ) L] L ]
e 5 % a W —— ®0Y g*(Oy,) in der Kohomologie fiir

Y
o Bk : e
g $ n Isomorphismen induziert. Also liefert g ( P ) —> g (C)

fir g = n_ einen Isomorphismus der Kohomologie. Es bleibt zu zeigen,

(0]

e

aas g (c") C'" ist. Die Abbildung g wird faktorisiert iiber den

einpunktigen Unterraum Y" von Y , mit O,, = g*Oy. . Die Einschrén-~

Y"
kung von ¢’ auf Unterrdume von Y wurde schon behandelt; ohne Ein-
schrénkung sei also Y artinsch. Betrachtet 'man dle Definition von

C , so sieht man, daB die Isomorphie von g*(C') unasC': aus:dex

nachstehendén Tatsache folgt: Sei

e

| L ‘

Y' ———>

ein kartesisches Diagramm, U' und U steinsch und Y',Y artinsch, G

ein kohdrenter OU~Modul und G' das analytische Urbild davon. Dann

~

et liCU G = DU, 6) @O Oy. (Das folgt z.B. einfach rein alge-
Y .

braisch, wenn man die Faktorisierung von Y' ——> Y {iber den Graphen

betrachtet.f



(1.3) Wir md&chten auch Komplexe von Garben betrachten; wir be-
schrdnken uns auf Komplexe im ersten Argument. Die auftretenden
Ext-Objekte sind als Objekte in der derivierten Kategorie zu ver-..

stehen.

Zusatz: Die Aussagen (i) und (ii) bleiben riéhtig fiir nach rechts
beschrdnkte Komplexe F ﬁit kohdrenter Kohomologie, deren Kompo-
nenten auf steinschen Kompakta kohomologisch tri&ial und Uber Y
flach sind, wenn man F' durch die Ableitung gg'*F' in der deri-

vierten Kategorie ersetzt.

Beweis: Zun&chst gibt es nach (0.4) eine offene steinsche Yber-
deckunglﬂ und eine nach rechts beschrinkte Aufldsung L von
F'lw,freier simplizialer Systeme bzgl. U . Wir zeigen, da8 g'*(L')
eine Aufldsung von (gg'*F°)hl durch freie simpliziale Systeme ist.
(Um die Schreibweise zu vereinfachen, identifizieren wir Objekte
aus der derivierten Kategorie mit geeigneteh Repridsentanten ), Dann

.geht der Beweis des Zusatzes genauso wie der Bewels des Satzes.

Nach: (@:2) ist " > F' eine Aufldsung mit Ox-flachen Moduln.

Insbesondere ist gg"*F° = g'*z . Hat man allgemein ein simpliziales
System T bzgl, Ul und dessen Urbild g'*T » dann ist nach Definition
&;:;F) = g'*(?); dhy gg'*F' = (ET;I>) . Man hat eine natiirliche
Abbildung o: g'*(L') —3 (g‘*L')H% + Wir zeigen, daB dieses ein
Quasiisomorphismus ist. Weil die Funktoren/\“und RR exakt sina,
genﬁgt es zu zeigen, daB die Kohomologie—Objekte-des Komplexes
g'*(L') Garben auf X' sind, d.h. daB die Verbindungsmorphismen

Isomorphismen sind. Seien o < B Simplices, dann liefern die Ver-

bindungsmorphismen das kommutative Diagramm



W

U -

Die Behauptung folgt leicht aus der Betrachtung der Halme (denn

¥
g' ist halmweise definiert).

Bemerkung:'Sind die Halme von F liber 0X endlich erzeugt, so gilt

B P =g F

Zum Beweis betrachtet man eine flache OX—Auflésung Q' S AR

A
e & e °
noetherschen Halmen (z.B, L ). Dann ist Lg' F = g'*Q . Zu zeigen

ist, daB g'*Q. > g'*F' ein Quasiisomorphismus ist. Dies ist
offensichtlich, falls g flach ist, darilber hinaus bleiben die Halme
der Komponenten g‘*F' und g‘*Q' Flach ther YY" [0, €xp teda .

Fliir eine Einbettung g' ist offensichtlich g‘*Qr———>bg'*F' ein

Quasiisomorphismus und der allgemeine Fall wird durch Faktorisierung

liber den Graphen geldst.

Folgerung: Fiir einen nach rechts beschrénkten Komplex F' mit ko-

hdrenter Kohomologie, dessen Komponenten Y~flach, bzgl. steinscher
Kompakta azyklisch und dessen Halme noethersch sind, gelten die
Lussagen (1) und (ii) des Satzes.

Der Kotangentenkomplex erfilillt die Voraussetzungen der Folgerung.

(1.4) Bemerkung: Aus dem Beweis des Satzes 1 folgt:

G e e Exz‘g (£:F,08, £%M) fir kohHrente oi,—Moduln e
X %

OY X
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(n)p°

und die entsprechende Aussage giltvfﬁr die Komplexe

(ii) Flir beliebige Riume Y gibt es lokal Komplexe (n)P’ , die auf

Yreg die Eigenschaften wie oben und wie in Satz 1 (ii) haben.

(iii) Sei Y ein komplexer Raum und ¢’ ein nicht notwendig nach rechts
beschrédnkter Komplex von flachen OY-Moduln. Fiir jede offene Teil-
menge V von Y und jede kohdrente Garbe M auf V sei

T (M) = Hq(C'®OVM) ein kohdrenter 0, ~Modul. Dieses ist eine Familie

von &-Funktoren, und man findet dhnlich wie im Beweis von Satz L)

(m,n)p'

zu vorgegebenen Zahlen m < n lokal auf Y Komplexe mCle)

dap T (M) = Hq((m,n)p’®0 M) fiir m € g s n und jede kohdrente Garbe
Y

M auf einer offenen Teilmenge von Yr i Tmdient €’ eine gute Topo-

eg
logie und erfillt C Azyklizit&dtseigenschaften (z.B. ist ¢t ein
Komplex von Fréchet-Garben und sind die Komponenten azyklisch auf

offenen steinschen Mengen von Y), dann gilt auch

e

Tq(Oy,) Hq((g.*(m,n)P'» fir m s g s n und jeden Basiswechsel

Y' —> Yreg /WO T auf Y' mit Hilfe des topologischen Urbilds
von C° definiert sei. Mit Hilfe dieser Methoden lassen sich die
Beweise aus [ 6, 8 ] iibertragen, und man erhdlt Ergebnisse lber

die Funktoren T , insbesondere iiber die Funktion y +——> dim Tq(OYAMy

(vgl. § 2 fiir Ext-Invarianten).,

Die Bemerkungen (i) und (ii) gelten entsprechend filir Komplexe oo



§ 2 Eigenschaften relativer Extensionsgarben

(2“1) Dieser Paragraph behandelt die Variation globaler Ext-Moduln

in einer Deformation komplexer R&ume in Analogie zur Variation der

Kohomologie. Wir benutzen die Bezeichnungen aus § 1, alle Abbildun~
gen zwischen Ext-Invarianten sind auf natiirliche Weise definiert

(vgl. § @)

(2.2) Satz 2: Sei f: X —> Y eine flache, eigentliché Abbildung
komplexer Rdume und F,G kohdrente OX-Moduln, F sei Y-flach. Sei

y.E i ein Punlct und g eime Zahl (-

(1) (Vergleichssatz): Flir die Komplettierung bzgl.A%y gilt

Bl PG E din el (p(n) gtn)y
OX Y <“H‘ q%(n) Y - y
y

(ii) (Basiswechsel): Flr einen Morphismus g: Y' —> Y seien

) g*(Eité oy s Exté (EViF G
X ' X"

'die_Basiswechselmorphismen. Es sind die ei(g) Isomorphismen fiir
jede Abbildung g in einer Umgebung von g-1(y) flir 4 —~q (bzw. fir

i.= g,9-1) genau dann, wenn die Abbildung

d = | i
M y ‘
flir 1 = g surjektiv ist (bzw. Exig (f,F,G)y zusdtzlich fredi ist).
. : Oy :

Ist dariber hinaus die asymptotische Voraussetzdng ven=satz 1 er-
tulik oder Y regqulér, dann ist dle Menge aller y ; in denen die

ebige Behauptung gilt, in Y Zariski-offen.
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Zusatz: Die Aussagen gelten auch fiir Komplexe Eowie dn (1.2),

wenn man wie oben F(n) und F' durch F~ @ (0 Aﬂn+1
Y : —-OY N oy

) B !____.'g'*F
ersetzt. Ist F  ein Komplex wie in der Bemerkung von (1.2), kann --

n+1

- F' bzw. g‘*F' schreiben.

man wieder F;/m

Beweis von (i): Flir jedes koh#rente Ideal I < 0Y sind die relativen -

Ext-Garben von F/I+F und G/I+G isomorph zu den Exték(f;F,G/PG).

Das wurde schon in § 1 mit einer Aufldsung L'.von F gezelgt und dem
zugehOrigen Komplex g .(Es folgt auch direkt mit injektiven Auf-
16sungen wie in (0.3)). Die Isomorphismen sind funktoriell in I ,

deshalb ist die Isomorphie

Extg (f;F,G); = lim Extd(£: F, Gl

G)
X =y ¥ ¥

zu zeigen. Die letztere Behauptung gilt im ﬁbrigen ohne Flachheidts-
voraussetzungen. Sie folgt wdrtlich genauso wie der Beweis fir
den Vergleichssatz fiir Bildgarben ([ 61, [414], vgl. auch 4

Seite 1281]).

Die Behauptung (ii) folgt mit Hilfe von (1) und Satz 1 (flir die
letzte Behauptung) genauso wie flir Bildgarben ([ 8efiep 11, vol. aueh
[ 4 ,chﬁ%iki&%QH]). Falls schon ein universeller Komplex P" wie in
§ 1 existiert, kann man zum Beweis von Satz 2 ein Argument aus

(e =aieh s GRG0 ])_bénutzen. Fiir den fdlgenden Satz benétigen

wir wesentlich Satz 1.

catz 3: Sei f: X —> Y .eine flache, eigentliche Abbildung kom-

plexef Rdume und F,G kohdrente OX-Moduln, flach iber oo s



(i) (Halbstetigkeit): Die Mengen

{y € Y; dim Ext%x (F,n6) % n)
Y
sind flir alle q und n in ¥ Zzariski-offen.
(Catals) (Stetigkeit):llst entweder Y reduziert und die asymptotische

Voraussetzung aus Satz 1 erfiillt oder Y reguldr, -dann gilt:

Ist die Funktion y ——> dim Ext% (Fy,Gy) fiir ein g konstant, so
X
¥

ist Exf% (F; F, G Tokal frei und flir jedes y €-¥rist
X

Ext) (£:F,0), (Oymy) > Extjé (F,06,) fr i =q~- 1.9 .
X vy X
y

(iii) (Invarianz der Euler~Poincaré~Charakteristik): Sei
Exté §F 6 =g afiie alle yvund 1 2 i_ . Dann ist die Funktion
ny A EOE
Yy
Y —> 2 (-—1)l dim Exté kG
I : %
Y

lokal konstant.

Zusatz: Analoge Aussagen gelten flir Komplexe F-icg

Beweis von (i): Ist Y eine Mannigfaltigkeit, so gibt es nach Satz

s liokalcauf Y Komplexe (n)P' , SO daB

17AN
3

g, (n)pe i) oy = q : :

H P P = <

( Auy ) Ex’coX (Fy,Gy) flir g
Y

Die Behauptung folgt daraus unmittelbar (z . Ba -1 s chapl Tk,

Erop. l:71): ‘ st o
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Der allgemeine Fall folot mit Hilfe einer Aufldsung der Singu—‘
laritéten'in einer Umgebung von y und dem Projektionssatz von
Remmert. (Fiir Komplexe F  erinnern wir daran, dasB g‘*L' eine Auf-
18sung von gg‘*F' B2gl. U ist, wo g die.Auflésung der Singulari-
tdten ist ), Um eine Aufldsung der Singularitdten zu umgehen, kann
man das urspringliche Argument von Grauert filir die Halbstetigkeit
der Kohomologie [ 6 , § 7 Beweis von Satz 3] benutzen und den
Beweis durch Induktion {iber dim Y filhren: Flir dim ¥ = 1 bendtigt
man nur die Norﬁalisierung, und ansonsten zeigt man die Existenz
einer Zariski-offenen, dichten Teilmenge vonh Y , auf der

dim Ext% (Fy,Gy) konstant ist., Dies folgt aus Bemerkung (1.4) (i):
X
e

Eine solche Menge ist etwa die Menge der regul8ren Punkte, in

denen Coker((n)Pq“1 — (n)Pq)‘und Coker((‘n)Pq — (n)Pq+1) frei
sind el .- 4, chap. TI1L, Thm, 4.71):

Die Aussage (11} folgt aus Satz 1 wie fﬁr_Biidgarben.

G.

Bewels ven (iii): Weil 6 Y-flach ist, gittmicmEtle 2 wEm" e
y ey yitty 185

Durch Induktion folgt, das Exti(F;k),G;k))= O fir alle k und 1 » i

e) r

also nach dem Vergleichssatz Exté CEpF,G) =0 fle I 2 io . Wie im
- ‘ .

Beweis von Satz 1 (i) konstruiert man (lokal auf Y) ‘einen nach
rechté beschrdnkten Komplex P’ endlicher, freier OY~Moduln Z0=
sammen mit einem Quasiisomorphismus PR , derart, dag filr

jeden kohdrenten OY~Modul M der Morphismus P’ 80 M —> o @0 Mo
N e

C'(L°,G®O f*M) ein Quasiisomorphismus bleibt. Insbesondere hat man
X g
Hq(P°/m&P') = Ext]d (Fy,Gy) flrsy € Y und allesq -, BEs folgt leicht

O%

¥

mit dem Lemma von Nakayama, daB coker (P~ ¢

nf1)___> pilis rlietn o0

lokal frei ist und man P als auch nach links beschrénkt konstruieren

kann. Die Behauptung folgt jetzt aus [ 1 , chap, IIE, Brop. 1. 701117 ]



::§ 3 Anwendungen

(8. 1) Wirsbeginmen mit einer Bemerkung iiber die asymptotische Voraus-
setzung aus Satz 1. Mit den dort benutzten Notationen gilt flr die

kohomologische Dimension dho F = sup dho Fy Damit ist die
X Yy X
Y.

asymptotische Voraussetzung exfilllt, wenn dho F oder alle dho FY
X X
s o

endlich sind. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn X oder die

Fasern Xy reguldr sind. Die asymptotische Voraussetzung gilt auch,

wenn die Fasern Xy gorensteinsch sind und G lokal frei ist.

Falls F eine endliche Aufldsung durch endliche lokal freie Garben
besitzt, erhidlt man die Ergebnisse ilber Ext~Invarianten direkt mit

Bildgarben von Komplexen.

(3.2) Wir geben einige Folgerungen an, die sich bekanntlich fir
lokal frecie OX—Moduln F zeigen lassen. (In diesem Fall sind die

Ext-Invarianten Kohomologie-Invarianten ).

Es sei im folgenden stets f: X —> Y eine flache, eigentliche

Ebbildung und F ein Y-flachery kohdrenter Owaodul.

Keroller 1: Ist 6 -Y=Fflach und Extg (Fy,Gy) =@, dann ‘glbt es
X ;
. Y
eine Zariski-offene Umgebung V von y , so daB Extg (f;F,G)[V =10
o 3

und fiir jeden Punkt z € V list Extg (FZ,GZ)‘= O und

X
z

|

CI"'I = q—1 £ = . q'—1
EXIO (f,F,G)zﬁ#Z Exto (EsF,G) = Exto (FZ,GZ) .

X e A X,

Beweis: Nach dem Halbstetigkeitssatz gibt es éine Zariski-offene
UngebungV .50 dag fir jedes 2z € ¥V gilt.Extq (FZ,GZ) = 0 i ES

OX
z



=

genligt nach Satz 2 (ii) zu zeigen, daBEktg (f;F,G)Z = O ist. Es
X
sind die Ext9 (F(n),G(n)) und Ext% (f;F,Gﬂun+1G)
c%(n)_ z z X 'z
z

o isomorph, weil

f flach und F Y-flach ist., Wegen der Y-Flachheit von G ist

w66 = wPaY) ®, ¢ 5 durch Induktion Extd (p(n) gln),
Z Z Z OY (n) 2 z
%
VA

und die Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz.

Korollar 2uidisk Extgx (Fy,Gy) = 0 und Fy = Gy , dann sind F und‘G

y

in einer Umgebung von f—1(y) isomorph.

Beweis: Nach Korollar 1 kommt ein Isomorphismus Fy = G, her von
einem Morphismus F —> G definiert auf einer Umgebung von f-1(y) .
Die Behauptung folgt mit dem Lemma von Nakayama und Flachheits-

voraussetzungen.

Korollar 3: Sei eine exakte Sequenz 0 ———> G ——> H —> F —> O

kohdrenter OX—Moduln gegeben (und F wie stets in diesem Paragraphen
flach). Die Sequenz spaltet in einer Umgebung von f~1(y), wenn
flir alle n die Sequenz O ——> G;n) —_— H;n) e F;n) —> 0

spaltet.

Beweis: Die gegebene Sequenz induziert ein Element aus

Exté (f;F,G)y , und die Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz.
x s

Korollar 4: Flir jeden kohdrenten 0X~Modul G , jeden Punkt y und

jede Zahl g gibt es eine Zahl n = n(y,q,F,G), so daB

Im(Ex/tOX(f,F,G)y _— EXtOX (Fy,Cy)) P
: y
g () (o) e |
= I Eaxct ’ —> F ’
m(Ex 0 (n)(Fy GY ) xtox (Fy Gy))
Xy : y

st

= C



s Da G REeme B2 Ext] (F;k),e§k)) endIiehs inersd sl
(k)
Xy

sind, gibt es eine Zahl n , so daB
Im(lim g 5 glo)y o gpEe® s glo)
k

ist, und man benutzt den Vergleichssatz.

Korollar 5: Seien F und G flach Uber Y . Zusidtzlich sei entweder Y

reduziert und Exig iFy,Fy) =0 fllr g >0 eder Y reguldy, ; §

X
Yy
(i) Ist die Funktion y +——> dim Hom, (Fy,Gy) konstant, so ist die
X
¥
Abbildung Hom(F|£™'(y),6]£™ ' (y)) —> Hom, (F,.G,) surjektiv.
' X

Yy |
(ii) Ist die Funktion y F—> dim EndKFy) konstant und Fy = Gy i
fir jedes y , so sind F und G lokal bzgl. Y isomorph. Der Beweis

folgt aus dem Stetigkeitssatz (Satz 3(ii)).

(3.3) In [13] definiert Palamodov allgemeine Invarianten flir De-
formationen komplexer R&ume. Die Theorie dieser Invarianten wurde

in [ 2, 3] weitergefliihrt, um diese als Hyper-Ext-Invarianten zu
erhalten. Obwohl man im Beweis von Satz 1 anstatt von C direkt ‘
den entsprechenden Komplex von Palamodov betrachten kénnte, be-

nutzen wir den Forﬁalismus von [ 2, & ] , um die folgenden Ergeb=

nisse als Spezialfdlle unserer Sdtze aus § 1 und § 2 zu erhalten.

Sei f: X ——> Y eine Abbildung komplexer Rdume endlicher Dimension.

X/Y

in der abgeleiteten Kategorie und geeignete Reprdsentanten sind

Dann gibt es den Kotangentenkomplex L « Dieses ist ein Objekt

nach rechts beschrédnkte Komplexe von OX—Moduln mit kohdrenter



Kohomologie, so daB die Halme der Komponenten noethersch und die
Komponenten auf steinschen Kompakta kohomologisch trivial sind. Tst

f flach, dann sind die Komponenten von L;/Y‘flach iber ¥ und filr

a~

jeden Basiswechsel g gilt gg'*L;/Y -7 Flir einen kohirenten

e gy
OX»Modul G definiert man:

L]

e
(XY, G) X/Y

i

5t
Exta (L G)
OX

T (X/Y, 6)

a1}

i L)

Ist ¥ der reduzierte Punkt, dann bezeichnet man die Invarianten

mit Ti(X,G) und Ti(X,G) : Man definiert noch die OY—Moduln
i =
T(f,6) = ExtOX(f,LX/Y,G) .

(In [43] werden diese fiir G = OX mit %ﬁ(X/Y) bezeichnet ), Es ist

1° (X, G) = Der(0y:6), und ! (x,6) = EXQ(OX)G) ist die Gruppe der
analytischen Erweiterungen von Ox durch G [ 45 ].Die lokalen In-
varianten T° und T1 entsprechen den Garben Der und Ex . Ahnliche
Interpretationen hat man fiir die relativen Invarianten. Sei jetzt

f: X ——> Y eine eigentliche, flache Abbildung und G ein kohérentef,

Y~flacher 0X~Modul. Aus den Paragraphen 1 und 2 folgt nun
b ot i e ‘
(ohne Flachheit von G);

- die Basiswechselmorphismen

e e TGy

sind Isomorphismen flir jedes g in einer Umgebunq von f*1(y) fir i =

<



~ s

(bzw. i = g,g-1) genau dann, wenn die Abbildung

Ti(f,G)y s Ti(?y’ey) surjektiv ist (bzw. zusétzlichATq(f,Gh,
frei ist). Ist dariiber hinaus Y reguldr oder Tq(Xy,Gy) =0 flr
groBe q , dann‘ist die Ménge aller y , in denen die obige Be=

hauptung erfillt ist, in Y Zariski-offen;
- die Mengen {y € Y; dim Tq(Xy,Gy) < n}

sing in ¥ Zeriski-offen. Ist‘Tl(Xy,Gy) =10 £iir 1 >>0 undiatle w

(z.B.falls Ti(xy,Gy) = 0), dann ist die Funktion @
Vil=—" z::(—1)l dim Tl(Xy,Gy)
i

lokal konstant.

Diese Aussage wurde fiir G = OX in [43] gezeilgt. Der Beweis dort a
sitiitzt sich auf die Spaitung des Tangentenkomplexes eines kompakten

Raumes in einer\gewissen Kategorie topologischer Vektqrréume

[43, Satz 3.1) . (Der Tangentenkomplex bei Palamodov ist ein

Komplex von Vektorridumen, dessen Kohomologie gleich T ist). Auch

‘die anderen Behauptungen von [713, Theoreme 4.4 und 4.5] folgen

direkt aus den Resultaten von § 1 und § 2;

- sei entweder Y reduziert und Ti(Xy,Gy) = 0 fiir i >» O und

alle y oder Y eine Mannigfaltigkeit. Ist fiir ein g die Funktion

Yy b—> dim Tq(X ,Gy) konstant, so ist die Garbe Tq(f,G) lokal frei

M
und flir jedes y gilt

TH(£,6), 85 (0 /m) 2 Ti(XY,GY) fir 1 = q,q-1 .

Entsprechend zu den Korollaren 3 und 4 gilt (ohne Flachheit von G):



2=

Korollar 6: Eine analytische Erweiterung : |

0 _~“>,G SS VA s OX SR )

{iber Y ist bereits dann in einer Umgebung von f-1(y) trdvial,
wenn sie formal trivial ist, d.h. wenn die Erweiterungen

O wris G(n) SUEE S Av(n) s g
Y

y OX )~

e

trivial sind.

Korollar 7:: Es gibt einé Zahl n= n(yv0G) , eo.daB

Im(Deroy(Ole—1(y),Gif_1(y)) —_ Der¢(oxy,Gy)) =
= Im(Der (0 ; ,G(n)) > Der (0. 6
Yy Y :

ist. Die entsprechende Aussage gilt filir die Moduln Ex analytischer

Erweiterungen.

Korollar 8: Sei entweder Y eine Mannigfaltigkeit oder Y reduziert

und Ti(xy,Gy) = 0 fx >0 . Ist die Funktion y +— De‘rc(oxy,ey)
konstant, dann ist f*(DehO (OX,G)) lokal frei und
Y
""1 "‘1 o~ g 2 .
Deroy(oxlf (y),G|£ (y))»®0y(0y/my) = Derc(oxy,,oy) g

Ahnliche Aussagen gelten flir analytische Erweiterungen.



§ 4 Bemerkungen

{4.1) BEs seil (X ,0, ) ein kompakter, kompleker Raum: und Eo’Gb

(©) XO
koh&drente OX -Moduln. Sei
o
5 ke s S =i
Eo' 0 GO HO > FO 0

eine Erweiterung und [EO] € Ext; (FO,GO) das zugehdrige Element.
X
o

Sei Ks,so) ein analytischer Raumkeim. Unter einer Deformation wvon
[EO] iber (S,so) verstehen wir eine Deformation f£: X —> S von XO ;
ein Péar S—~-flacher, kohdrenter OX—Moduln-F,G zusammen mit Iso-

; ,
(B P 6) 7
Ox S4

das (vermdge der obigen Isomorphien) durch den Basiswechselmorphis-

2

morphismen FS FO,GS = GO und ein Element [E] € Ext

(0] )

mus auf [Eo] abgebildet werde. Man iaentifizierf auf kanonische
Weise Deformationen von [EO} . 8ei D(S) die Menge der Isomorphie-
klassen. Ein Morphismus T ———> S induziert eine Abbildung

D(S) ——> D(T) . Man erhdlt so einen Funktor, der die Schlessinger-
‘Bedingungen erfiillt. Eine Extension [EO] besitzt stets eine verselle
Deformation. Die Existenz einer vollstdndigen Deformation zeigt

man mit denselben Methoden wie [3 , Theoreme 8.5 und 8.6]:

]

der trivialen Erweiterungen des Raumes Xo durch FO bzw. HO . Sei

Es induziert das Element EO eine Abbildung XO[FO] s XO[Ho

v XO[FO] UEd 4 = XO[HOJ . Selen fernck X = o ynd
XO — Zo die kanonischen Injektionen, sowie YO e > Xo und
ZO > XO die kanonischen Projektionen. Unter einer Deformation

des Diagramms

Y
do: : XO/VJ/ \AXO
\,é//



- 33 =

iiber einem Raumkeim (S,so) versteht man ein kommutatives Diagramm

e

X./’?
NS

Z

S

V
S

e R e T s
Abbildung X —> X die Identitédt ist und der Basiswechsel (bis auf
Isomorphie) das Diagramm do liefert., Man zelgt zuerst die‘Existenz
eines vollstidndigen Objektes. Unter diesen Objekten sind die

Diagramme von der Form

22
>4

~dureh I% =20

horigen Ideale in OY bzw. OZ bezeichnen. Es folgt die Existenz

g = O gekennzeichnet, wenn 11 und 12 die zu X ge-
eines vollstdndigen Objektes fiir Deformationeh der spezielleren

Form. Aus Flachheitsgriinden und mit dem Lemma von Nakayama folgt,

daB'Erweiterungen

B0 — 0 0 S > 0

: : =
die Deformationen von [EO] induzieren, genau den Diagrammen d ent=

sprechen. Aus der Existenz einer vollstdndigen Deformation von [EO]

4



folgt mit [3 , Theorem 8.1]) die Existenz einer versellen Deforma-

£ oni.

(4.2) Ist X ein komplexer Raum endlicher Dimension und sind F
: 0
und G 0X~Moduln, dann sind die globalen Invarianten Torix(F,G)

als H 'RT(F®C6) definiert (18 ]). Fir eine Abbildung £: X —> ¥
e o % 0
komplexer Rdume endlicher Dimension bezeichnet man mit Tonix(
0
die durch die Prdgarbe V t—> Torix(f"1(V);F,G) induzierte Garbe
0

e ¥ Es gile Lok C(£:F,6) =R O£ (F3, 0) .
- X

£ 6)

Satz 4: Sei f: X —> Y. eine eigentliche flache Abbildung komplexer
Riume und F,G kohirente OX*Moduln, flach Uber Y . Dann gibt es
lokal auf Y einen nach rechts beschrdnkten Komplex P" endlicher

freier 0Y~Moduln, so daf flir jeden Basiswechsel g: Y' —> Y gilt:

0
Tor X' (£1:F1,60) = w7 (g™ (P

flir alle 1 .

Nach Definition von F 2 G folgt, daB Satz 4 im wesentlichen ein
X

spezieller Fall eines Satzes iUber Bildgarben von nach rechts be-
schrédnkten Komplexen mit koh&renter Kohomologie ist, deren Kompo~-
nenten Y-=flach sind. Es folgt ndmlich die HBxistenz von Komplexen
(n)P. ; die die gewilinschten Isomorphismen fiir i € n liefern. Es sei
jedoch einiges gesagt liber die Berechnung der globalen Tor-

- Invarianten kohé&renter Garben und ein Beweis von Satz 4 ohng Be—

nutzung der abgeleiteten Kategorie gegeben.
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Es seien nun F und G wie oben gegeben oder Komplexe wie in § O.

- Sei nun W eine offene, steinsche Uberdeckung von X , so dasB Flu
eine Aufldsung L° durch freie simpliziale Systeme bzgl.!W besitzt.
sei cP'9 = cP (L9 (G|I)). Es wird dies durch das Cech-
Differential und das Differential von L  zu einem Doppelkomplex,
und es sei C° = C (L' ,6) der zugehdrige Einfachkomplex. Die Kohomo-
logie hdngt nicht von der Wahl von L ab, denn zwei solche Auf-
1osungen sind homotop, sie werde mit'Tor.(w;F,G) bezeichnet. Ist

P’ eine quasi freie Aufldsung von FIUL , danh gibt es einen Morphis-
mus L° ——> P’ von Aufldsungen von F|Ul , der einen Morphismus der

zugehdrigen Doppelkomplexe induziert. Die Abbildung der Spektral-

sequenzen ist auf dem zweiten Niveau ein Isomorphismus; beide

0 : ;
EP’9eTerme sind zu HP(X,Ton_g(F,G)), so daB man Tor, (U;F,G) auch

2
mit quasisifreden Aufiésungen berechnen kann. Ist nun W eine Ver-
feinerung von U , sé ist P'Iw‘noch quasi freie Aufldsung von F|Y) .
Mit einem dhnlichen Spektralsequenzargument folgt, daQ die
Torq(M;F,G) ———> Torq(w;F,G) Isomorphismen sind. Alsco erhdlt man
auf diese Weise ohne Benutzung der abgeleiteten Kategorie globale
Tor-Invarianten. Da E' eine flache Aufl®sung von F darstellt, folgt
mit einem Spektralsequenzargument, daB dieses die bekannten Objekte
sind. Die Tor;X(F,G) sind funktoriellidin F und 6 undefiirkurze exakte
Sequenzen erhidlt man zugehdrige lange exakte Seqdenéen. imallge=

meinen sind endlich wiele negative,Torqx(F,G) von null verschieden

aufgrund des kontravarianten Anteils der Globalisierung. Wie gesagt

0
hat man eine Spektralsequenz Eg'q = Hp(X,Tonag(F,G)), die gegen
0 : : 0
Tor_g_q(F,G) konvergiert. Insbesondere sind die’TbriX(F,G) endlich

dimensional, wenn X kompakt ist.



Sei nun f: X =——> Y zusdtzlich eine Abblldung komplexer R&ume
endlicher Dimension und U eine offene, steihsche Uberdeckung von
X zusammen mit einer freien (oder quasi freien) Aufldsung [ ven

Fli . Dann wird durch C (V) = C’(L°anfa1(V),G) ein Komplex

¢ = 6 (146 von OY~Moduln definiert. Es ist
=i, ne Ox
Hes (G = To)Li Efs E,C)

und es gibt eine Spektralsequenz mit

0

P,q _ P X
E2’ =R f*(Toa_q(F,G)) '
OX
die gegen ?br;p_q(f;F,G) konvergiert Iist. feigent lichi - sosfolgty
0

daB die Garben Tonix(f;F,G) kohdrent sind. ber Komplex C  ist nach
rechts beschrdnkt, hat kohdrente Kohomologie und seine Komponenten
cind azyklisch bzgl. offener steinscher Mengen.: Also gibties einen
1ﬁmplex P° mit einem Quasiisomorphismus p" —> ¢’ . Man zeigt,

daB dieser Satz 4 genliigt.

‘Aus Satz 4 erhdlt man Folgerungen wie fiir Bildgarben oder relative
| o
Ext~Garben. Ist etwa Torikg(Fy,Gy) =10 filr 1 5>0 und alle 'y %, s0o

ist die Funktion
0

; ; X
I
y —> E. (=1} or, Y(FY,GY)

i
lokai konstant auf Y . Wir geben eine Folgerung daraﬁs ans Ist 7
eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und sind M,N kohdrente
OX—Moduln, dann definiert man die Zahl

2 i 0
Ml = 0 (=D YTon, Py

Ist M = OZ/I = und N = OZ/J = OB mit dim A +dim'B'= dim 2,

OA :
dim An B =0 , dann ist M¢N der Grad des Null-Zykels A-B .



Korollar 9: Sei f auBerdem reguldr, dann ist die Funktion

y —> Fy-Gy lokal konstant.

Der Beweis folgt aus der Invarianz der Euler—-Poincare~Charakteristik

der Spektralsequenz

OX
B Hp(Xy,To/L_qy(Fy,Gy)) .
OX
die gegen Tor;qu(Fy,Gy).konvergiert.

(4.3) Mit den Methoden aus § 1 kann man noch beweisen:

Satz 5: Sei f: X —> Y eine flache, eigentliche Abbildung
noetherscher Schemata und F,G kohirente OX—Moduln, flach liber Y .

Dann gilt die entsprechende Aussage von Satz 1.

Ebenso lassen sich die anderen Ergebnisse auf den algebraischen
Fall {ibertragen (fiir Satz 2(ii) im algebraischen Fall vgl. auch

12, Satz a2 e,

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit findet sich in
C. Banica et M. Putinar, Algébre homologique globale pour une
Déformation, Preprint series in Mathematics, No 31,  Juni 1979

Increst, Bucpre§ti.
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