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Var ia t i on  de r  q loba len  Ex t i n  De fo rma t lonen akter
icomplexer Rdume

v  . , ' )$

C .  B a n i c a  , .  M . Pu t ina r ,  G .  Schumacher

Inc res t ,  Ab te i l ung  Ma themat i k ,  Bd .  p i c i i  ,  2ZO Bukares t

Me themat i sches  rns t l t u f ,  Roxe le r ' s t r "  64 ,  D -44oo  M i ins te r

Die globalen Ext-Gruppen koh5renter,  Garben oder gewisser Komplexe

von Garben auf komplexen Rl iurnen slnd in verschledenen Si tuat ionerr

von Interesse; etwa bei  Deformat ionen kompakter komplexer Rl iume

( [  2 ,  3 ,  ] ,  4 3 ,  , t s l )  u n d  k o h 5 r e n t e r  M o d u l n  ( 1 4 7 J )  s o w i e  f t i r
,

Vekto lb i indel  vom Ranq zwei  auf  kornplexen Mannigfa l t igkei ter , r

( 2 . 8 .  [ , r +  J )

I s t '  (Xo ,0X  )  e in  koqpak te r  ko rnp lexe r  Raum und  F^ ,G^  koh i i r en teo '  oo

0u  -Modu ln ,  so  s in i  d ie  Ex t f f  (F^ ,G^ )  end l i ch .  d imens iona le  Vek to r -J|_ _ o _ x v v

o
rE iume.  In  d iese r  A rbe i t  be t rach ten  w i r  d ie  Va r ia t i on  d iese r  I n -

var ianten in  Deformat ionen komplexer  R5ume in  Analogie zur  Var ia-

t i o n  d e r  K o h o r n o l o g i e  ( t  6 ,  8 ,  v g l .  a u c h  1 ) t .  s e i  f :  x  - >  y

c i  n a  a i  r r o n  l - ' l  i  n h a  l h h i  1  A r r n ner r r s  s r ys r rL r -Lu r :E  r i r , / v r J -L . ru r r , 9  ko rp lexe r  R i i ume  und  F rG  kohd ren tg

0 . , -Modu ln ;  dann  s ind  bekann t l i ch  c l i e  re ra t l - ven  Ex t -Garben](
-  , f \ a

ex ( . i  ( f  ;F  ,G)  koh i i r en te  d . , , -Modu ln .  Un te r  F lac l : he i t svo rausse rzungen'x 'r
kons t ru ie ren  w i r  i n  S  1  zu r  Be rechnung  de r  re la t i ven  Ex t -Garben

loka l  au f  den  Bas i s rHumen  Komp lexe  end l i che r  f re le r  Modu ln ,  d ie

m i t  be l i eb igen  Bas i swechse l "n  ve r t r i i g l i ch  s lnd  ( sa tz  1 )  .

* \

Humboldt - rar f tung f t j r  das gewdhrte St ipendium.



daB d ie  Fun ]< t i onen  y  d im  Ex t f i  (F . , ,G . , )  Za r i sk l -ha lbs te t i g
tx_- x r \....-

Y \i--y \i--

s i . n d ,  d a B  d i e  E u l e r - P o i n c a r 6 - C h a r a k i e r i s t i k  )  ( - 1 ) q d i m  A x t $  ( F , r , G u :  t ,
V . "  Y  Y  :.  q  
- x - -  J  r  1- r y

, loka l  kons tan t  au f  Y  is t  ( fa l l s  rx t f f  (F . , rG. , )  =  O f i . i r  g roBe q)  und i iU V Y Y r

- z -

In  $  2  t iber t ragen w i r  zun t ichs t  (Satz  2 )  den Verg le lchssatz  und

den  Sa tz  i . i be r  Bas i swechse l  von  B i l dga rben  au f  re la t i ve  Ex t -Garben

(punk tue l l e  Aussaggn  lassen  s i ch  im  a l l geme inen  a ihn l i ch -w ie  f i i r

B l l dga rben  ze i -gen ,  f i . i r  d ie  l oka le  Aussage  aus  Sa tz  2  bend t i gen  w i r

j e d o c h  S a t z  1  )  .  D a n n  z e i q e n  w i r  ( S a t z  3 )  m i t  H i l f e  v o n  S a t z  1  ,

()- X
v

e ine  zu rn 'Grauer t schen  S te t i gke i t ssa tz  ana loge  Aussage .
.:

D ie  ob igen  E rgebn isse  werden  auch  f t i r  gew isse  Komp lexe  von .Modu ln

bew iesen .

In  S  3  ve ra l l geme ine rn  w i r  zue rs t  Aussagen ,  d ie  f i i r  l oka1  f re ie

Garben  bekann t  s ind r  du f  Y ; f l ache  O* - l ' t odu ln .  Fe rne r  e rha l ten  w i r

Folgbrungen i iber  d ie  Var ia t ion der  g lobalen Tangent ia lkohomol-ogie-

i -
gruppen  T '  i n ,e ine r  De fo r rna t i on .  D iese  Inva r ian ten  wurden  i n

143)  e inge f i . i h r t ;  w i r  benu tzen  abe r  d ie  Charak te r i s i e rung  de r  T i

a l s  E x t - f n v a r i a n t e n  n a c h  I f , 3 ] .  E i n l g e  d i e s e r  F o l g e r u n g e n  f i n d e n

s i c h  i n  l l 3 ,  S a t z  4 . 4  u n d  K o r o l l a r e l .  ( D e r  B e w e l s  l n  [ 4 3 ]  b e n u t z t

d ie  Spa l tung  des  Tangen tenkom.p lexes ,  Sa tz  3 .  1  )  .

Das  In te resse  f t i r  d ie  Va r ia t j - on  von  Ex t -Gruppen  en ts tammt  e ine r

D iskuss lon  des  e rs t senann ten  Ver fasse rs  m l t  G .  T rau tmann .



( o . 1 )  E s  s e i  ( x , 0 x )  e i n  k o m p l e x e r  R a u m  o d e r  a u c h  a l l g e m e i n  e i n

ger ing ter  Raum und L t  =  {u i } ia ,  e ine  o f fene tJberd .eckung"  Es  be-

z e l c h n e  A  < l e n  N e r v  d e r  U b e r d e c k u n g  l l { , .  - 1 . ' a t 1 s  
o , :  { 1 . , , . . . r r n }  €  A  I

s c h r e i b e n  w i r  U o  =  U r o  0 . . . n  U r n  u n d  0 o  =  0 * l g o  .  U n t e r  e l n e m

simpl iz ia len system von Garben bzgL. l / [  versteht * .un n,ach trg ]  e ine

Famil le L = { to is€A ,  wobei  d ie lo 0o-Moduln s ind, zusamr' ' .en mj- t

e iner  Fami l ie  p  -  {ouo}o .g  von verb indungs-Morph lsmen

. o B o ,  t o l u g

u n d  p o q  =  i d  f r - i r  . r r "  a  .  E i n  M o r p h i s m . r "  , ,  , ,  

t u ,  

, l " " o ] " n . r ' t o

sy ,s teme bes teh t  aus  e ine r  Fami l i e  {ao }  von  Morph ismen

eo,  I  r  -1  tJ  ,  d ie  mi t  den verb indungs-Morphism.en ver t r l ig l ich

s ind .  Man  bekommt  so  e ine  abe rsche  Ka tego r ie .  Es  he iB t  I  quas i

f r e l  ( d . h .  f r e i  i m  s i n n e  v o n  t  + l ) i  w e n n  d i e  l o  e n d l i c h e  f r e l e

Oo-Modu ln  s ind .  r s t  oo  e in  s imprex  und  too  e in  be l i eb ige r

0o  -Modu1 ,  dann  d .e f i n ie r t  Tn  nach  t  + l  e ln  s impr i z ia res  sys tem*o  *o
P e

t o o  d u r c h  , t o o r o  =  t o o l u o  f a l l s  o o .  o  u n d  , 7 o o r o  =  e  s o n s t .  r s t

I  e in  be l ieb iges  s imp l iz ia les  Sys tem von Garben,  so  is t  d ie  Ab-

b i ldung

"omooo 
,roo, o o ) t  < P  , *  

" o o

b i j a k t i v .  N a c h  i a ,  3 ,  +

wo .  a l l e  T  ̂  end l i che  f re iect

dann wj- rd durch Fo = F lus

Garben  de f j -n ie r t ,  das  w i r

,  43  I  he iB t  e ine  d i rek te .summe I  I  7^  |
d

0o-Modu ln  s ind ,  f re i .  Se i  F  e in  O* -Modu l ,

und  go .B  =  i d  e in  s imp l i z i a les  Sys tem von

mit F l1)t bezeichnen
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(O.2)  Se i  nun (X ,0X)  e in  komplexer  Raum end l lcher  D imens lon '  I s t '

I  l -  -

F e in kohdrent . t  0x-Modul  und Ul  h inre ichend fe ln '  danr i  g ib t '  es

nach  t  , l l  e i ne  Au f l 6sung  L '  - - - t  F l y t>2  o  du rch  f re ie  s i rnp l i z i a le

, i
systeme L r sei n\ ln l(  auBerclem steinsehr und lokat endl ich'  Dann

ha t  man  nach  t2 l  und  tg l  bemerkenswer te  I somorph ien

Extf l  (  F,  G) ;  HQ (Hom ( L '  ,  G l l t )  )  ,
w r r

]l

v ro  G  e lnen  kohdren ten  $ , . -modU l  beZe ichne t .  D ie  I somorph is rnen  s lnC

funk to r i e ] }  i n  G .  E ine  ana loge  Aussage  g l rL  f i . i r  nach  rech ts  be -

schr l inkte Kon.pLexe F '  mi t  kohdrenter  Kohomol-o9ie,  d le  e ine so lche

A u f l d s u n g  L  b e s i t z e n '

Wir  geben kurz das Argunent  von t  e  ]  an:  Es se i  T e in Eimpl iz ia les

D ie  To , *  f i ' i r  S lmP l i ces  o  m i t  x  €  Uo
Sys tem bzg1 .  i {  und  x  €  X

b t l den  zusa rn rnen  m i t  den  Morph ismen  0Bor * '  To r *

e in  ge r i ch te tes  sys tem.  we l l  14  l oka l  end l l ch  i s t '  e rh i i l t  man  e ine

n A

Garbe  T  au f  X  m i t  den  Ha lmen  T*  =  t t * tTo r *  '  E ine  Bas i s  de r

A

Topo log le  uo l  T  (a l s  espace  6 ta l6 )  w i rd  fo l , gendernaBen  gegeben :

f i i r  j ede  o f fene  Menge  U  c  Us  und  o  €  f  (U 'To )  be t rach te t  man  d ie

M e n g e  ( 6 * ) * e u  ,  w o  0 *  d " ,  B i r d  v o n  
f *  

I t  l l $ r T o , *  l s t '  s l n d  d i e

To  koh l i r en t , .  so  i - s t  i . a .  c l i e  Garbe  7  n i ch t  koh i i r en t '  sondern  s ie

hat  nur  noethersche Halme:  Die zuordnung T t ' * -> T is t  funktor ie l l

und exakt .  Man bernerkt ,  d 'aB O*- t " toduln S stets  auf  nat i i r l lche Weise

./\
m i t ( s l i , { , ) i d e n t i f i z i e r t w e r d e n k d n n e n . F t i r j e d e n t ) * - t " t o d u l l u n d

jedes  s imp l i  z i aLe  sys tem T  fo lg t  unmi t te lba r  aus  de r  De f in l t i on

A

von  T  e ine  kanon ische  B i j ek t i on

n
( 1 )  H o m ( T , r l l J L )  

-  >  H o m O  ( , r )  '
X
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Wlr  be t rach ten  e ine  in jek t i ve  Auf losung O - r>  C 
"  

I '  und  den

Doppe lkonp lex  Hom(  L '  , I ' l t { ) .  .  D ie  be iden zugeh6r lgen Spekt ra }se-

quenzen degener ie ren  ( f r i r  d ie  e ine  benutz t -man,  (1 ) :  f i i r  d ie  andere

d i e  T a t s a c h e r  d a B  d i e  L p  f r e i  s i n d ) .  D a r a u $  f o l g t  d i e  B e l r a u p t u n g .

(O.3)  Se i  f  :  X  ->  Y  e ine  Abb i ldung komplexer  Rt iume (oder  a l Ige-

meiner  ger ing ter  Rdume)  und FrG zwe i  O*- t " todu ln .  Bekannt l l ch  kann

m a n  r e l a t i v e  E x t - G a r b e n  E x t i ,  ( f i F , Q  a u f  Y  d e f i n i e r e n .  E s  w i r d
d 

"x  
a r  4

E x t ]  ( f i F , G )  d u r c h  d i e  P r i i g a r b e  u x t ]  ( f - r  ( V )  , F , G )  f i i r  o f f e n e  T e j - l -'x  'x
mengen  V  c  Y  (m i t  den  kanon ischen  Res t r i k t i onen )  de f i n le r t .  F i i r

q  =  Q  i s t  d i e s e  P r i i g a r b e  s c h o n  e i n e  G a r b e ,  d l e  m l t  H o ^ r ) _ , G ; F , G J, X

beze j - chne t  w i rd .  Es  i s t  l e i ch t  zu  ze igen ,  daB  d ie  Ex t i . ,  ( f  ;  F ,  - )
ux

d ie  Ab le i t ung  des  Funk to rs  Hom,1  ( f  ;  F ,  - )  da rs te l l en .  O f fens i ch t l i ch- x
s lnd  d iese  Inva r ian ten  auch  lm  f i r gumen t  F  d -Funk to ren .  I s t  F  l oka l

f r e l ,  d a n n  i s t  E x t ' _ _ ( f  i F , G )  :  * 9 f *  ( H o m O  ( F , G )  )  .  w e g e n
" x x

f  * ( H o m n  ( F ,  - ) )  =  H o m , - ,  ( f  ; F r - )  g i b t  e s  e i n e  S p e k t r a l s e q u e n z  m i t5 t x ' x

R P , Q  =  R P f *  ( E x t , q 1  ( F  , G ) )  ,-2  . .  -x

a i e  g e g e n  E x t i ,  G ; F , G )  k o n v e r g i e r t .  D j - e  G l e i c h h e l t  v o n  t l o m , r _ _ ( F ,  - )
'x  

,2 
"x

u n d  f  ( Y ;  H o m , ,  ( t ; F ,  - )  )  l i e f e r t  e i n e  S p e k t r a l s e q u e n z  m i t, x

, 1 , ' n  =  Hp (y  ,Ex t f i _ - ( f ; F ,G )  )  ,  d . i e  gegen  nx t i  (F ,G )  konve rg ie r t , .u x  ' x

Es  se i  h :  Z  - )  X  e in  Morph ismus  ge r ing te r  R l i ume .  D ie  Ha lme  de r

S t ruk tu rga rben  von  Z  und  X  se j -en .noe the rsch .  Fe rne r  se ien  F  und

G 0* -Mod .u ln ,  F  l oka l  end l l ch  da rs te l l ba r .  W i r  se tzen  vo raus ,  daB

( 2 )  r o r l  ( F  o  ) = O  f g r i > O u n d z € 2 .\ - /  - - - U x  
, h ( z )  

' '  h  ( z ) ' "  Z , z

Dann kons t ru ie ren  w i r  na t t i r l i che  Bas iswechse l -Morph ismen



(  3)  rx t$  (F ,  G)  -> nxt f ;  (h*  F,  r r *G)  .
"x "z

wei l  d ie  durch  h  , induz ie r te  Abb l ldunE (z  oh-1  t  O* )  )  -_1  (x r  0x)  ge-

r ingter Ri iurne f lach ist ,  bekommt man le icht  kanonische I ' torphisrnen

r x t f ; ,  ( F , G )  - >  E x t q - . ,  ( r r - 1 F , r , - 1 G )  ( v g l .  |  8 1 ,  c h a p . o r r r ,
' x  h -  '  ( 0 x )

s  1 2 . 3 . 4 ) .

D ie  kanon ische  t r -1 (0* ) - l i nea re  Abb i l dung  t -1G - '  h *G } l e fe r t

Mornh i - smen  Ex r l=1 (0x )  ,1 r - t  t , h -1c )  ->  
" " I ; -1  to * )  

( r r -1 r ,h {+G)  ,  d ie

wir mit den obigen Morphismen komponieren zu

rx t f ;  (F rG)  ->  ex tg_ .  (h -1Frh*G)  .  se ien  nun  r '  und  J "  i n jek t i ve
v x '  r r - '  ( 0 x )

on  h*G au fge faB t  a l s  0Z-  bzw.  t -1  (0 * ) - tuoau l .  Dann  g ib tAufl6sungen v

es e ine b is  auf  Homotopie e indeut is fest lmmte,  n- l  t0* ) - I ineare

Abbi ldung I '  ->  J '  von  Auf losungen von h*G .  D iese  induz le r t

r  (h -  10* )  - t ineare  Abb i ldungen

( 4  )  , o * o r  1 h * ' F ,  I '  1  r  H o m n _  1  ( 0  
2 )  

( n - ' F  , r '  )

und damit

( 5 )  E x t H  ( h * F , h ' * G )  - ,  E x t q - ,  ( h - 1 F , h * G )  .  
'

u z  h ' ( 0 " )r ,_ ,  (0x)

Wir  ze igen,  daB d ie  le tz te ren  Abb i ldungen Isomorph lsmen s ind ,  womi t

die gewtinschten l r lorphi=*.r ,  (3)  konstruiert  wi i ren.  Analog zu (4)

hat man

( 6  )  H o m , 1  t h * F  r  I '  I  - ,  H o m  - 1  -  ( f r - t  F  , 3 ' ' \' z  h -  '  (ox )

und  d ie  dadurch  i nduz ie r ten  f , -1  tO* )  - I i nea ren  Abb i l dungen
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(7)  t *4r th* 'F,n*q Tr  rx t f i -1 
t  o*)  

{h-1 F,r ,*G)

Wir  werden ze igen,  daB d ie  Abb l ldungen (71  Isomorph ismen s lnd .

Da d ie  ob lgen Hom-Garben we lk  s lnd ,  fo lg t  darausr  daB auch d ie

Ahb i ldungen (5 )  Isomorph ismen s lnd .  Um < l te  Isomofph le 'von  (? )  zu

ze igen,  gen i ig t  es ,  (we i l  h ie r  d ie  F la lme der  Ex t -Garben d le  Ex t -

Modu ln  der  Ha1me s ind)  ,  f t i r  a l le  z  e  Z

t n , " )  s o x , h ( z ) o r , r ,  G h ( z )  s o * , n  
r z 1 o z , )

/

zu betrachten.  Diese s ind jedoch Isomorphlsnren,  wle man le icht

m i t  H i l f e  e i n e r  f r e i e n  0 * , n , " , - A u f l 6 s u n g  v o h  F n ( r ,  z e i g t  u n t e r

B e n u t z u n g  v o n  ( 2 ) .

Es se i  Setzt

f r l| --J--;>

E*tg (
-  

Z , Z

( x )

e l n

und

( x x  )

x

t,
t .-

Y

x

, , 1- 
.1,
Y | ---:-;>

g

kommutatives . Dlagralnm gerlngter

F ,G  0 - -Modu ln ,  F  l - oka l  end l i ch' x

t E  d _ r  - . , )  
-  O  f t i r

( x t ) ' ' g t ( x ' ) ' - . o  1 A

Riiume ml-t noetherschen Halmen

dans te l l ba r .  Es  se i  w iede rum

I  >  o  ,  x t  €  x r  .

o f f e n e  T e l l m e n g e  V c  Y

,otlf,n,

S e i e n  F t  =  g t * F  u n d  G '  =  g t * G  . .  F i . i r  j e d e

l ie fer t  d ' ie  ob ige Konstrukt ion Morphismen



E x t l  ( f - 1  M )  i F , G )ux  '  ' x '

Dl -ese  s ind  ve r t r l i g l i ch  m i t  I nk lus ionen  o f fene r  Te i lmengen  von  Y

und  l i e fe rn  a l so  0v ,  - l l nea re  Bas i swechse l -Morph ismen

t t -  , ( r  -  r . . * L l  t c - t t  / ^ l \g  c x r i  t f ; F , G )  _ _ - >  t x t f l . ( f ; F ' , G ' )  .-  v X  " X t

D iese  haben  a l l e  E j -genscha f ten ,  d ie  man  e rwar te t . .

w i r  d i s k u t i e r e p  n u n ,  w a n ; l  ( x x )  e r f i i l l t  i s t .  I s t  ( * )  e i n  k a r t e s i -

sches Diagramm noetherscher  Schernata und f  f lach sowie F e in

kohdr :en te r  O* - t " t odu l ,  de r  Y - f l ach  i s t ,  so  i s t  s te t s  ( * * )  e r f i i l l t ,

r  ' 1  ' 1  &  o  -  |  ,  w e n n  x t  €  X r  r  x  =  g t ( x t ) ,
d a  u x t  

r x t  
=  , x r * ' 0 " r y t y t  

r y ,  
I  w E ' r ' t ' r r  A  E

y '  =  f ' ( x u )  u n d  y  =  f ( x )  .  D i e  B a s i s w e c h s e l - M o r p h i s m e n  w u r d e n  l n

d iesem Fa l1  auch  i n  I rp - ]  de f i -n ie r t ,  f a l l s  zus* t z l i ch  X  regu l i i r

i s t  (und  a l so  F  e ine  Au f l dsung  du rch  l oka l  f r e ie  end l i che

o* -Modu ln  bes i t z t ) .  Se i  nun  ! * l  
e in  ka r tes i sches  D iag ramm komp lexe r

Ri iume,  se i  f  f  lach und F e in kohl i renter  o*-uodul ,  f  lach t iber  Y .

Dann  i s t  ( xx )  eben fa l l s  e r f i i 1 l t .  Fa l l s  g  naml i ch  e ine  E lnbe t tung

is t  ode r  e in  f l ache r  Morph ismus ,  f o lg t  ( x * )  unml t te lba r .  E in  be -

I i eb ige r  Morph ismus  leB t  s i ch  r i be r  den  Graphen  fak to r i s i e ren .

F i i r  noethersche Schemata und kc,mplexe Ri tume lassen s ich Basj -s-

wechse l -Morph ismen  (wenn  zusd tz l i ch  G  koh i i r en t  i s t )  Auch  m i t  H l l f e

von  Au f losunsen  du rch  f re ie  s imp l i z i a le  Sys teme kons t ru ie ren

( v g l .  $  1 ) .

(O .4 )  Lemma:  Se i  X  e in  komp lexe r  Raum und  F '  e in  nach  rech ts  be -

schr l inkter  Komplex von 0*-Moduln mi t  kohl i renter  Kohomologie.  FUr

a l l e  s t e i n s c h e n  K o m p a k t a  K  c  X  g e l t e  H P ( f r F Q )  =  Q  f i i r  a l l e  q  u n d
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al le  p > O .  Dann g ibt  es e lnen nach rechts  beschr i tnkten Komplex

L '  f r e ie r  s inp l i z i a le r  Sys teme bzgJ . .UL  zusammen m i t  e lnem Quas i -

isomorphismus L '

I n  [  5  ]  w i rd  e ine  so l che  Aussage  bew iesen  ohne  d le  Vo rausse tzung ,

daB  d le  e inze lnen  Fq  azyk l i sch  s ind  (bzg1 .  s te lnsche r  Kompak ta )  ,

Jedoeh  nu r  d le  Ex i s tenz  e lne r  quas l  f re len  Au f l osung ,  geze lg t .  I t n

fnduk t i onsbewe is  w i rd  d ie  Uberdeckung  von  X  ve r fe ine r t ,  d .h .  de r

zuEehor iEe  s inp l i z i a le  Komp lex  ve rg roBer t ;  h ie rbe i  gehen  f re ie

s imp l i z i a le  Sys tene  i n  quas i  f re j r  t i be r .  W i r  sk i zz ie ren  desha l -b

\
d e n  B e w e i s :

i

Sei cd eine t jberdeckung von X durch steinsche Kompakta,  d ie e j -ne

of fene s te insche i ;berdeckung dL  von*x  a ls  schrumpfung zu lasse.  Es

gen i ig t ,  d ie  Ex is tenz  e ines  sOlchen Komplexes  L '  von  s imp l iz j -a len

S y s t e m e n  b z g L .  N  z u .  z e i g e n .

Beze ichnen w i r  m i t  Z '  und 8 '  d ie  Zyke l  bzw.  R i inder  von F '  .  Da d ie

r O .FY bzg:- .  s te inscher  Kompakta azyk l isch s ind und d le Kohomologie

von  F '  kohHren t  i s t ,  f o lg t  f i i r  be l i eb lge  s te lnsche  Kompak ta  K  c  X

d a e  H P ( K , B q )  =  o  u n d  t i P ( K , Z Q )  =  o  f t i r  a l l e  g  u n d  a l l e  p  >  o

Fi i r  groBe q setzen wi - r  19 = Q .  Wj- r  nehmen an,  daB wir  e inen

K o m p l e x  . . .

m i t  e inem q -euas i i somorph ismus  nach  F ' lA  .  W i r  kons t ru ie ren  e in

f re j -es  s imp l i z i a les  Sys tem Lq -1  zusammen m l t  Morph ismen  nach  l q

u n d ' F q - 1 ,  s o  C a B  s i c h  e i n  ( q - 1 ) - Q u a s i i s o m o r p h i s m u s  e r g i b t .

e in  fes te r  S imp lex .  Es  g ibL  e lnen  end l i chen  f re ien  Oa-Modu l

zusamrnen mi t  Morphismen nach t3  und t : - ' r  so daB das Diagrarnm

Sei  cr

?q-1



.  .  .  ->

a t a

, q + 1
0

t .
u,

.b+t
t

ct

19r
rr '

0,

rft- 1

I
I
Iv

, -g-1
0,

o
i
I
I

g-2

__>

e inen (q -1) -Quas i i sor . ro rph ismus beschre ib t .  Es  w l rd  po-1
;  genau wLe

in I  S rchcp. aN,1'1.J7 konstruiert ,  nur muB man beachten, daB die auf-

t r e t e n d e n  o b s t r u k t i o n e n  i n  H 1  { x o , 6 9 - 1 )  u n d  H 1  ( K o , 7 9 - 1 )  l l e g e n .  D a s
/'---'4

s in rpr iz ia le  sys ten  Lq-1  =  |  |  G7-  )  m i t  den induz le r ten  Abb i ldun-
0 , s

gen nach lq und te-t  1A genr. igt  der Behauptunc

( O . 5 )  L g m m a :  S e i  A  - >  B

loka le r  R inge  und  F r  -  u  >

ein lokaler Morphismus noetherscher

p  J - ; tpn  e in  Komplex  end l ich  erzeugter

B-Moduln,  d ie  A- f lach s ind.  Sei  Et  / / ,14ATr -> f  /WOF -> F, ' /w.AE' ,

exak t .  Dann is t  auch f t i r  jeden A-Modul  E d ie Sequenz

r . |  E e E

exakfi.

F t i r  den  Fa1 l r ,  daB  A  ->  B  d ie  Loka l l s l e rung  e lnes  Morph ismus

Ar  ->  B r  von  A lgeb ren  l s t ,  wo  B  e ine  end l l ch  e rzeug te  A ' -A lgeb ra

i s t ,  f i n d e t  s i c h  d a s  R e s u l t a t  i n  I  s ,  c h a p .  f V ,  S  1 2 . 3 ] .  W i r

beno t i gen  d ieses  Lenm? jedoch  f i . i r  ana l y t l sche  A lgeb ren .  E in  Bewe is

e rg ib t  s i ch  so fo r t  aus  de r  f o lgenden  Ta tsache :

S e i  M

A-f lach.  Dann is t  der  induzier te  Morphismus M/11{AM -> ,1r t *eN genau

dann  in jek t i v r -  wenn  I \ t  ->  N  i n jek t i v  i s t  und  de r  zugehor ige  Koke rn

A- f l ach  i s t .  (D iese  Ta tsache  wurde  i n  I  I  ,  chap .  IV :  S  3 ,  Fu6no te
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au f  Se i te  11B l  angegeben  und  fo lg t  aus  dem F lachhe l t sk r i t e r i um von

Bourbaki-Grothendie0( und dem Lemma von Nakayama.)-

Aus  de r  Vo rausse tzung  des  Lemmas  fo lg t ,  daB

'  ( r m  v )  / u n ( I m  v )l - . - . . , , ' ' A . _ - - ' . ' . A _ * g b '

Tatsache coker  v  e in  A- f lacher  Modu l  i s t .  ALso s lnd  Im v  und Ker  v
3

_-- - -1-  -A- f laeh-  -Aus der  Voraussetzung fo lger t  man,  daB d ie InkLusion

Im u  c  Ker  -v  modu loMA sur jek t i v  i s t ,  a lso  Im u  =  Ker  v i  insbe-

sondere  is t  Im u  A- f lach .  Daraus  io fg t  unmi t te lbar  d ie  Behauptung.

Fglger_ung: Sei  A

loka le r  R inge und F ,G end l ich  erzeugte  B-Modu ln  A- f lach .  Se i

,*r \h,ro"FhlAl ,GhueG) = o f r i r  e in q .  Dann ist  nxt$(F,coAE) = o

f i i r  jeden A- t " todul  E.  Zum Bewels bet rachtet  man e ine Auf  ldsung

L'  -> F -> O mi , t  endl ichen f re ien B-Moduln und wendet  das

Lenrrna auf  den Komplex Ho*B(L ' rG)  an der  Ste11.e q at1.

\



1 Konstrul t t ion eines univeleel lsn-K lexes  au f  der  Bas is

( 1 . . 1 )  I m  f o l g e n d e n  s e i  s t e t s

d t
-:L*>

Y

x
t f

. l t

Y

x l

If ' $
Y I

E s  s e i ' e n  F '  =  g ' * F  u n d ^  G '  =  g t * G  F i i r  y  €  Y  s e i  X ,  d i e  F a s e r  v o n

f  und d. ie  0*__- t . , lOduln FO und O,  se ien d ie analy t ischen Fasern von

v

ein kar tes isches Diagramm komplexer  Rdume und

F u n d G . M i t

den Raum ( f -1

F,  G selen 0*- I '1cdu1n.

rechts beschr l inkter  Komplex P '  von

der  fo igenden  E igenscha f t :  F i i r  j eden

es Isomorphismen

x ! " )  beze ichne.n  w i r  d ie  n - te  ana ly t i sche Faser ,  d . .h .
v

1y) ,0"/+nl*tr*,  ,  und es selen tJ" '  ,  tJ" '  die

!  t" l  
-Moduln 'ho]*'  '  ,  e/n|*t e

(1 .2 )  Sa t?  _1 - :  Se i  f  :  X  _ ->  Y  e ine  f l ache  e lgen t l l che  Abb i l dung

komplexer  Rl iume und FrG koht i rente 0*-Modu1n'  f l -ach t iber  Y .

( i )  s e i  E x t |  ( F , , G . , r )  = Q f i i r a l l e q  = g o u n d y € Y .  D a n n
' x Y r

v
ex is t i e r t  l oka l  au f  Y  e in  nach

endl ichen f re ien O. . r -MocJuln mj- t

Bas i swechse l  g ,  Y r  - . 1  Y  g ib t '

ExtX' x t

D lese  s ind

0-Funktoren

( i i )  S e i  Y

lokal  auf  Y

q S o o

( f r ; F " G ' )  +  f i q ( g * P ' )  t  g ,  €  n .

funktor ie l l  in g und bi lden einen Isomorphismus von

, n

L n ( ,

eine Mannigfa l t igkei t  und nO vorgegeben.  Dann g ibt

Komprexe  
( to )  

P '  m i t  aen  u igenscha f ten  w le  i n  ( i )

a c
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Bewe is :  Da  d ie  Aussage  bzg l .  Y  l oka l  i s t ,  kdnnen  w i r  Y  a l s  s te lnsch

annehmen .  Se i?L  e ine  l oka1  end l i che ,  o f fene ,  s te insche  Uberdeckung

v o n  x  z u s a m m e n  m i t  e i n e r  f r e i e n  a u f l S s u n g  L n  v o n  F l l Z  w i e  l n  ( o . 2 ) : -

F i i r  j ede  o f fene  Te i lmenge  V  c  Y  be t rach ten  w i r  den  Komp lex

c '  ( v )  =  Hom (  t '  l t - 1  ( v )  n? l ,  , c  l r - 1  t v )  nW)  .

Durch V r-> e ' (v)  erhl i l t  man el-nen Komplex e '  von O"-t t toduln mlt

CQ = O f t i r  q < O .  Im Unterschled zur Konstrukt ion bel  Bi ldgarben

ist  d.er Komplex e '  n lcht  mehr nach rechts beschr i inkt .  In natt i r -

l i cher  Weise  is t  C '  e j -n  Komplex  von 0" - r r6chet -Modu ln .  Der  Komplex

C '  =  C ' ( L ' , G )  i s t  f u n k t o r i e l l  u n d  e x a k t  i n  G  f s t  M  e 1 n  k o h i i r e n t e r

0 " - t ' t o d u l r  S o  f o l g t  a u s  d e r  ' D e f i n i t i o n ,  d a B  C '  ( L '  , G 8 0  f * M )  =

C '  (L ,G)  8 , r  f ,4  i s t .  (F i i r  jedes  o  €  A  und V c  Y  
" t " i r ,=Xf ,  

und k le in

" t Y  
i

i s t  f  t t - 1  t v l  n  v n , G  s , ' t  f * ( [ f ) )  :  G ( f - 1 ( v )  n  u ^ )  s n  1 \ r \ r 1 { ( v )  ,  w l e  m a n_ x  
o uo,  tO"  (v)  i t {  (v)  ,  w le  ma

mit  e iner  Dars te l lung  von M e ins ieh t  ) .  Aus  d lesen be iden Tatsachen

f o l g t ,  d a 8  d i e  K o m p o n e n t e n  v o n  C '  O " - f l a c h  s i n d .  ( I s t  I  e l n e  k o -

h i i ren te  Idea lgarbe au f  Y  ,  d ,ann 1 . " t  G S0Xf*1  G ln jek t i v  ) .  f s t

V  c  Y  s te inschr  so  is t  71 ,  n  t -1  (V)  e lne  s te lnsche Uberdeckung und

n a c f ,  ( o . 2 )  i s t  H Q ( C ' ( v )  )  :  n x r 3  ( r - 1  ( v )  ; F , G )  ,  s o  d a B  H q ( C ' )  :
" x

Ex t f ,  ( f iF ,G)  .  Aus  de r  spek t ra l sequenz  nq r *Ex f f i  (F ,G)  +^  " x" x

Ext f+ l  f iF ,G)  fo lg t  d ie  Koh i i renz  der  re la t l ven  Ex tens lo r isgarben.
v v

S e i  g 3  Y " t
- {

t l b e r d e c k u n g  g ' - 1 ( U )  v o n  x '  .  D a n n  i s t  L "  =  g t * L '  e l n e  f r e i e  A u f -

l o s u n g  v o n  F t  b z g L .  W '  ,  d e n n  e s  w a r  f  f l a c h  u n d  F  y - f l a c h .  M i t

H i l fe  von L  r  '  kons t ru ie r t  man en tsprechend den Kompl -ex
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C , o  =  C ' ( L r ' , G ' )  W e i l  f i l r  j e d e  s t e l n s c h e o  o f f e n e  M e n g e  V ' c  Y !

d ie  Uberdeckung  L tL ,  n  f  '  
1  

1v ' )  s te insch  j - s to  fo lg t

H '  ( C "  )  =  E x t O * ,  ( f  ' . ;  F ' , G ' )  .  U m  C "  u n d  C "  z u  v l r g l e i c h e n ,  b r a u c h t

man  s in  topo log i sches  Urb l l d  von  e '  .  Man  kann  zu  0 " -F r6che t -

' M o d . u l n  
0  d a s  t o p o l o q i s c h e  U r b i l d  t  6 ,  

" ' d e f i n l e r e n  
a l s  d i e  d u r c h

V r  F - - >  t ( y )  6 , . , . , . 0 ( V ' )  i n d u z i e r t e  G a r b e r  W o  d a s  T e n s o r p r o d u k t  i m
v \ r i  

1 r  Y  a I s  s t e i n s c h  v o r a u s g e -s inne  von  t  , t o  )  geb i l de t  w i rd .  (Es  war  Y  a . I s  s te l l

setz t  l , rorden)  .  iC i r  wefden f t i r  unsere Zwecke d i re l * t  jedoch nur  mi t

dem gewohn l i chen  Tenso rp roduk t  GU a rbe l ten .  (D les  sche in t  auch

er fo rde r l i ch  z \ )  se in ,  
' da  

au f t re tende  Abb i l dungszy l i nCer  n i ch t  nach

rec l i t s  besch r i i nk t  s i nd  ) .

Sei  yr  i  >  y  x  yr  - .P-> Y d ie gaktor is lerung i . iber  den Graphen.

Zun i i chs t  w i rd  0  6  
" '  

au f  Y  x  Y r  du rch  d ie  P r l i ga rben

V  x  V ,  ! - )  t  ( V )  6 ^ 0  { U ' )  d e f i n i e r t .  W i r  b e z e l c h n e n  m i t  D  6 " ,  Y
lL

d ^ q - g e w d h n l i c h e  U r b i l d  i * ( t i v ' ) .  W l r  z e i g e n ,  d a B  i n  d l e s e r

No ta t i on  C"  und  C '  6 . , r ,  Y  kanon isch  i somorph  s ind .  F t i r  j eden

Simplex o hat  man.den Kr- inneth- Isornorphismus

f  ( u o n r - 1  ( v ) ) . r  v ' , G K : o y ' )  z  r ( u o n r - l ( v )  , G )  6 a  0 ( v ' )  '

'  Aus  den  De f in i t i onen  fo lg t  somi t  l e i ch t ,  da3  C '  6  
" t  

kanon isch

i s o m o r p h  i s t  z u  C ' ( p t * l "  r p t * G )  ,  w o  p ' :  x  x  Y r  - >  X  d i e  k a n o -

n i s c h e  p r o j e k t i o n  b e z e i c h n e t .  E s  f o l g t  n u n  e l n f a c h ,  d a B  f i i r ' d e n

B a s i s w e c h s e l  i ,  d e r  e i n e  E i n b e t t u n g  i s t ,  1 * ( C ' ( p t * L ' r p t o G ) )  ;  C r '

g i  l t .

Zum Bewe j - s  von  ( i )  :  W i r  kons t ru ie ren  zun i i chs t  P ' t  Nach  de r  asympto -

t i s c h e n  V o r a u s s e t z u n g .  f o l g t  r n i t  ( O . 5 ) ,  d a B  t x t f r - . ( F r G )  =  Q  f i i r
" X

q )  eo  ,  so  daB mi t  der  Spek t ra lsequenz aus  (O.3)  fo lg t ' ,  daB f0 r
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e i n  g r  g i l t  E x t f i  ( F , G )  =  Q  r  e  a  g 1  .  I n s b e s o n d e r e  l s t- l  -  v v

H q ( C ' )  = Q  f t i r  q  > q l  S e i y  € y v o r g e g e b e n .  W l e  l n  [ 8 r c i a p l f r . , I , t . J )

kons t ru ie r t  rnan  e in fach  i nduk t l v  von  rech ts 'nach ,  l i nks  e inen  nach

rech ts  besch r i i nk ten  Komp j -ex  P '  au f  e ine r  s te lnschen  Umgebung  V

von y aus endl ichen f re ien 0 ' - t t toduln zusanmen mi t  e inem Quasi iso-

morph ismus  P '

d -e jE - ln ie r t ,  Zu  ze igen  i s t ,  daB  d ie  du rch  e lnen  Bas i swechse l

g ,  Y l

i s o m o r p h l s m u s  i s t ,  d e n n  P '  6 . ,  Y r  :  q * P '  u n d  C '  E , ,  y r  :  C "  D e r
Y - ' y .

Beweis  geht  fo lgendermaBen:  ZunHchst  s ind  d ie  Komponenten  des  Ab-

b i ldungszy l inders  K '  von  P '  ->  C '  kohomolog isch  t r i v ia l  au f

steinschen Mengen V c Y'  ,  denn es handel t  s ich um direkte Sumrnen
4 4

n u l l t e r  B i l d g a r b e n  v o n  d e r  F o r m  ( f  l u o n f - '  ( V )  ) * ( G  l u o n f  
'  ( v )  )  .  w e i l

Y  e n d l i c h  d i n ' . e n s i o n a l  i s t ,  s i n d  a l s o  d i e . Z y k e l n  Z '  v o n  K '  k o h o m o l o -

g i sch  t r i v i a le  Garben ,  so  daB  man  exak te  Sequenzen
. t  '  { . L 1

e  - y  Z a  ( v )  _ - >  t r a  ( V )  - >  Z a * r  ( V )

D u r c h  A n w e n d u n g  v o n  6 O O ( V ' )  e r h i i l t  m a n ,  d a 6  P ' 6  y ' - >  C ' 6  y '

e in  Quas i i somorph ismus  i s t .  Nach  De f in i t i on  von  6 "  
" '  

b le ib t  es '

zu ze igen,  daB man h ieraus durch Anvrend.en des gewdhnl ichen Urb i ldes

i *  e inen  Quas i i somorph ismus  e rhZ i l t .  We i l  d le  asympto t j - sche  Voraus -

se tzung  i n  ( i )  nach  dem Bas iswechse t r "  p  e rhaL ten  b le ib t ,  i s t  de r

Bewe is  ge f t i h ' r t ,  wenn  man  fo lgendes  ze igen  kann :  I s t  y r  e j -n  Un te r -

raum von  Y  r  so  i s t  d ie  Abb i l dung  ? '  8 , r  0 . r ,-  v y  *  t Y  r

e in  Quas i i somorph ismus .  'W i r  ze j "gen  a l l geme lne r ,  daB  f i i r  au f  o f fenen

Te i lmengen  von  Y  de f i n ie r te  koh i i r en te  Modu ln  M s te t s  de r  i nduz ie r te

l t o rph i smus  m:  P '  8 r r  [ {  ->  C '  8 , . ,  M  e in  Quas i i somorph ismus  i s t .
' Y t Y l



Wel l
' 8 , ,  

l , l  g  e ' ( [ " @ n  f * M )  i s t ,
tY  "x

fo lgt  zun5ehst
--F

0i -t  p' M - > O

0i -> c ' [ , {  - 1  O .

-------_-\-4, (
I
t
i
I' i

r-5--1

e

-W**-'z-dlgen durch absteigende

Indukt ion nach q ,  daB gqtnl  e ln Isomorphisnrus lst .  Aus der asympto-

t l scheh VoraussetzuRg,  mJ- t  (O. '9 )  und e lnem Spekt r i i i sequer lzargu inent

fo tE t  d le  Ex is tenz  e iner  Zah l  q ,  r  so  daB f t i r  jeden koh i i ren ten

0 " - l r o d u l  M  g i l t  u * 4 * ( f ; F , @ 0 x f * M )  -  o  f t i r  q  >  9 2  r  s Q  d a 8  - d i e - -

obige Behauptung f i . i r  groBe q gi l t .  Der Indukt ionsschr i t t

q  *  1 - >  q  g e h t  s o 3  W i r  m o c h t e n  z e i g e n ,  d a B  d i e  A b b i l d u n g

g 9 1 P ' E r r  M )  - >  H Q l c ' g , . ,  M )  e i n  I s o m o r p h i s m u s  i s t .  D a  d i e s e s  e i n e
' t Y " Y

l oka Ie  Aussage  i s t ,  konnen  w i r

o T r N - > 0 i - > M - > o

kommutat ives Diagrarnm

annehmen,  daB es e lne exakte Sequenz

gibt .  Man bekommt dami t  e in  exaktes,

O - >  P ' N . - >  P '

f, /  -y C'o  ->  c '

(Hier  geht  d ie  Y-Flachhei t  von G e ln) .  Aus dem Dlagramm der  langen

exakten Kohomologiesequenz fo lg t  rn i t  dem FUnfer-Lemma aus der

, i nduk t i onsvo raueso tzung  d ie  Bohaup tung  -

Z u m  B e w e i s  v o n  ( i i ) :  W i r def  in le ren  pA = 'e  f t t r  q  t  ro  . *

D a  d l e .  H l  ( C ' )  :

gebung  V  e ines

Ext i . ,  ( f  iF ,G)  kohZ i ren t  s lndr  ha t  man ln
t x

P u n k t e s  y o  €  Y  e i n e  S u r j e k t l o n  0 ;  - >  H

Y

eo

I
eo

r
8rt

" Y

l'"
8. ., Y

d l m Y = n 1

einer Um-
Il .' ( c ' ) l v .



l l

Il .

Nach Verk le inerung von V kann rnan d iese  Sur jek t lon  t iber  Z- '1  (C" ) lV

fak tor is ie ren .  w i r  se tzen Pt l  i  ( ) f ,  una  nehmen d le  Kompos l t lon  d leser
n " .  n 4  . - -

F a k t o r i s i e r u n g ' r n i t  d e r  I n k l u s i o n  Z  '  (  C ' )  l V

l ichen PQ werden wie ln I  8 ,  chap.Oe4l.g) kons.truiert .  (Die Umgebun-

gen V werden nur f i i r  q )  O ver:k le inert ,  danach betrachtet  man eine

kompakte steinsche umgebung ) .  Man bekommt so elnen Komplex 
t to ' r '

zusammen rni t  e lnem Mot 'phisrnus nach C'  ,  der f i . i r  a l le q t  t . t  e inen

Isomorph ismus in  der  Kohono log ie  induz ie r t .  Ohne EJ .nschr i inkung se i
( n )
" ' o 'P '  au f  Y  de f i n ie r t .  Du rch  l nduk t l on  nach  de r  kohomo log i schen

D j -mens ion  ze ig t  man  m i t  dem F t i n fe r -Lenmar .  i i hn l i ch  w ie  am Sch luB

des  Bewe ises  von  ( i ) ,  daB  d ie  Abb i l dungen
/ n  \
\ r r a /  .  d

Hq(  o 'p 'g , . ,  , t { )  ->  f f 91C 'g , , ,  , t { )  f i i r  a l l e  koh i i r en ten  0 . , , -Modu ln  M
Iuy  tY

und a1le q 5 11 dhl ' l  ,  insbesondere f i , i r  q  5 ro Isomorphlsmen s ind.

W i r z e i g e n d i e B e h a u p t u n g d e s S a t z e s . S e 1 g | Y l >

w e c h s e l .  D a  i n  d e r  F a k t o f i s i e r u n g  Y ' - >  Y r  v  !  - 1  t  t i b e r  d e n

G r a p h e n  i . a .  Y r  x  Y  k e i n e  M a n n i g f a l t i g k e i t  m e h r  l s t ,  k a n n  m a n

n i c h t  w i e  i n  ( i )  v o r g e h e n .  W i r  b e n u t z e n  s t a t t d e s s e n  d e n  V e r g l e l c h s -

sa tz  fu r  re la t i ve  Ex tens ionsgarben  aus  S  2 .  Man  be t rach te t
( n )  ( n ^ )  . ^  A  _ - .

g * (  
" o ' ? ' )  z  

' - - o ' P ' d " .  
t r  - >  C ' @ "  Y ,  a  C t ' ;  d i e s e  A b b i l d u n g

induz ie r t  i n  de r  Kohono log ie  Abb i l dungen
( n )  -

o 9  ,  f f q  ( g *  (  " ' o '  
. ? '  )  )

d ieses  f t i r  q  5  to  I somorph ismen  s ind .  Se l  y t  €

t S , "hae ff, 
Prop3.{.fl is-t

( t o )  
o ' , , ,  , ,  

^  
3  t r g  

s  ( n ^ )  '  A

{ q ( g " ( '  ,  ) t y t  -  r r  ( g * (  Q  
P ' ) r , )  g

1 s t  z u  z e i q e n ,  d a B

e in  Punk t .  NachY I

=.r* r  Hq (s ' r  (  
( to)  

, '  )  y .  / "4 I 'n*  (  
(no)  

p ' )  
r ,  )



E*4
t x '

r ro  A d ie Komplet t ierung in  der  ,U%r-adischen Topol -ogie.  bezelchne.  Aus

d lesen  Ta tsachen- fo1g t  l e i ch t ,  a "n  man  d le  I somorph ie  ' nu r  f i l r

a r t i ns ' che  R i i ume  Y '  zu  bewe isen  b rauch t .  Da  j e t z t  916 (0y r  )  e j -n  ko -

h i i ren ter  f " -Modu l  i s t ,  w issen w j - r  schon,  daB d ie  Abb i ldung

( n ^ )  .  .  .Y  p  8 o _ _  g *  ( 0 y ,  )
" Y  -  - Y  

r n  \
.  \  r . ^  ,

q , ' o I s o m o r p h 1 s m e n i n d u z 1 e r t . A 1 s o 1 1 e f e r t g * ( . . . o , P . ) >

f i i r  q  5  n^  e inen fsomorph ismus der  Kohomolog ie .  Es  b le ib t  zu  ze igen,

d a 8  g * { C ' )  :  C "  i s t .  D i e  A b b i l d u n g  g  w l r d  f a k t o r l s t e r t  i . i b e r  d e n

e i n p u n k t i g e n  U n t e r r a u m  Y "  v o n  Y  ,  m i t  0 r , , =  g * O y ,  .  . D i e  E l n s c h r d n -

kung von C '  au f  Unter r l iume von Y wurde schon behande l t i  ohne E in-

schr i inkung se i  a lso  Y ar t insch .  Bet rach te t  man d le  Def in i t ion  von

C  t  s o  s i e h t  m a n ,  d a B  d i e  I s o m o r p h i e  v o n  g o { C ' )  u n d . C t ' a u s  d e r

nachs tehenden Tatsache fo lq t l  Se i

i " nd re rse i t s  i s t  nach  Sa tz  2 (1 )

e in  ka r tes i sches  D iag ramm,  Ur  und  U  s te insch  und  Y r  oY  a r t l nsch ,  G

ein kohi i renter  0r r -Modu1 und Gr das analy t lsche Urb i Id  davon.  Dann
U

i s t  f  ( U ' r G ' )  :  f  ( u r G )  8 , r  0 . , ,  .  ( D a s  f o l g t  z . B .  e t n f a c h  r e i n  a l g e -- u\f 'r' -

b ra i sch ,  wenn  man  d ie  Fak to r i s l e rung  von  Y '  - ) ,  Y ' t i be r  den  Graphen

b e t r a c h t e t .  )

U I

l rv v
Y I
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(1 .3 )  W i r  moch ten  auch  Komp lexe  von  Garben  be t rach ten ;  w f r  Ue -

sch ra inken  uns  au f  -Komp lexe  im  e rs ten  A rgumen t "  D ie  au f t re tenden

Ex t -Ob jek te  s ind  a l s  Ob jek te  j - n  de r  de r i v i e r ten  Ka tego rJ -e  zu  ve r -

s tehen

Zusa t j :  D ie  Aussagen

beschr l inkLe Kornplexe

(1 )  und (11)  b le lben r l ch t lg  f r i r  nach rech ts

F" mit  kohi i renter Kohomologi€,  d.eren Kompo-

nenten auf  s te inschen Kompakta kohomologisch t r iv ia l  und t iber  Y

f r a c h  s i n d ,  w e n n  m a n  F '  d u r c h  d i e  A b l e l t u n g  L g ' * F ' i n  d e r  c e r i -

v i e r t e n  K a t e g o r i e  e r s e t z t .

Bewe is :  Zun t i chs t  g ib t  es  nach  (O .4 )  e ine  o f fene  s te j -nsche  Uber -

deckung l l l  und e ine nach rechts  beschr i inkte Auf ldsung L '  von

F ' l t f ,  f r e i e r  s i m p l i z i a l e r  S y s t e m e ' b z g i - . . W  .  t ^ I i r  z e i g e n ,  d a B  g ' * ( l ' )

e ine  Au f  l osung  von  ( !g ' *  F ' )  IUL  du rch  f re le  s lmp l i z i a le  Sys te rne  i s t .

(Um d ie  Sch re ibwe ise  zu  ve re in fachen ,  l den t l f i z l e ren  w i r  Ob jek te

aus  de r  de r i v i e r ten  Ka tego r ie  m i t  qee igne teh  Reprdsen tan ten  ) .  Dann

geh t  d .e r  Bewe  j - s  des  Zusa tzes  genauso  w ie  de r  Bewe is  des  Sa tzes .

N a c h  ( O . 2  )  i s t  i '

I n s b e s o n d e r e  i s t  ! o ' * F ' =  g t * i  .  H a t  m a n  a l l g e m e i n  e i n  s i m p l i z i a l e s

Sys tem T  bzg l .L t  und .  dessen  Urb l l d  g ' *T  ,  dann  l s t  nach  De f in i t i on
. - a \ - . * A . . , - - i > .
( g ' * T - )  :  g t - ( r ) ;  d . h .  ! g ' * F '  

3  ( g ' * L ' )  .  M a n  h a t  e i n e  n a t i . i r l i c h e

Abb i tdung  e :  g ' * (L ' )  - . ,  t f ; i )  t rZ  .  w i r  ze igen ,  daB d leses  e in

Quas i i somorph ismus  i s t .  We i l  d ie  Funk to renz t  und  l f i  exak t  s j -nd ,

geni ig t  es zu ze igen,  daB d ie Kohomologie-Objekt .e  des Komplexes
* .

g ' " ( L  )  G a r b e n  a u f  X r  s i n d ,  d . h .  d a B  d i e  V e r b i n d u n g s m o r p h i s m e n

Isomonph ismen  s ind .  Se ien  q ,  c  $  S imp l i ces ,  dann  l i e fe rn  d ie  Ve r -

b indungsmorphismen das kommutat ive Diagramm



I
I

' l u g
l ' l'  

f . \ r l

I
I+
r i

u$ ._-_' F

/

Die Behauptung fo lg t  le icht  aus der  Betrachtung der  Halme (denn

.).q

g '  i s t  h a l m w e i s e  d e f i n i e r t ) .

B-emerBrng: Sind die Halme von F t iber 0* endl ich erzeugt,  so gt l t

! g : " F '  
:  g ' - * F '  '

Zum Beweis  be t rach te t  man e ine  f lache 0x-Auf l6sung Q '  ->  F '  m i t
A g r . $ .

n o e t h e r s c h e n  H a l m e n  ( 2 . 8 .  l ' ) .  D a n n  i s t  ! g t - F ' =  9 t - q -  .  Z u  z e i g e n

i . s t ,  d a B  g t * q '  - ,  g ' * F '  e i n  Q u a s i l s o m o r p h i s m u s  i s t .  D i e s  i s t

o f fens l ch t l i ch ,  f a f l s  g  f l ach  i s t ,  da r t i be r  h inaus  b le lben  d ie  Ha lme

der  Komponen t€n  g  r  *p '  
und  g ' *2 '  f  l ach  t i be r  Y '  |  <0 ,  e rP -  , r l g .  43  ]

F t l r  e l n e  E i n b e t t u n g  g '  i s t  o f f e n s i c h t l i c h  n r * q ' * "  g t * F '  e i n

Ouasi isomorphismus und der  a l lgemeine Fal l  wl rd durch Faktor is ierun$

i i be r  den  Graphen  ge los t .

fg lggfgnqi  Ft i r  e inen nach rechts  beschr i inkten Komplex F '  mi t 'ko-

-  h i i renter  Kohomologie,  dessen Komponenten Y- f lach,  bzgL.  s . te inscher

Kompak ta  azyk l i sch  und  dessen  Ha lme  noe the rsch  s ind ,  ge l ten  d ie

A u s s a g e n  ( i )  u n d  ( i i - )  d e s  S a t z e s .

Der  Ko tangen tenkomp lex  e r f i i l l t  d i e  Vo rausse tzungen  de r  Fo lge r r i ng .

(1 .4 )  Bemefkung: -  Aus  dem Beweis  des  Satzes  1  fo lg t :

( i )  g 9 1 P ' 8 n  M )  3  E x t f r  ( f  ; F  , G 8 .  t * i t { )  f r . i r  k o h H r e n t e  0 o , - M o d u r n  M  ''  u Y  u X '  , x  r
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' l

und d ie entsprechende Aussage g i l t  f t i r  d le  Komplexe 
(n)  

O

( i i )  F t i r  be l i eb ige  RZ iu rne  Y  g ib t  es  l oka l  Komp lexe  
(n )  

O '  ,  d ie  au f

Y  d i e  E i q e n s c h a f t e n  w i e  o b e n  u n d  w i e  l n ' s a u z ' - 1  ( 1 1 )  h a b e n '
reg

( i i i )  Se i  Y  e in  komplexer  Raum und C '  e in  n lch t  no twend lg  nach rech ts

beschr l inkter Komplex von f lachen 0"- tvtoduln.  Fi . i r  jede of fene Tei l -

menge V von Y und jede kohl i rente Garbe M auf V sel

d

tQ 1 i r { )  =  Hq (  C 'E0, , i t1)  e in  kohi i renter  du- t ' lodul  .  Dieses ls t  e lne Fami l ie

von  6 -Funk to ren ,  und  man  f i nde t ' t i hn l i ch  w ie  im  Bewe is  von  Sa tz  1 ( i i )

zu  vo rgegebenen  Zahren  m <  n  l oka l  au f  y  Komp lexe  
(m 'n )  p '  r  so

d a B  T q ( M )  =  H q ( ( * ' t )  P ' " , . ,  M )  f t i r  m  i  q  s  n  u n d  j e d e  k o h i i r e n t e  G a r b e
" V

M auf  e iner  of fenen Tei lmenge tot  Yr"g .  Tr l ig t  C e ine gute Topo-

l o g i e  u n d  e r f r . i l l t  C '  A z y k l i z i t d t s e i q e n s c h a f t e n  ( 2 . 8 .  l s t  C '  e i n

Komplex von Fr6chet-Garben und s ind d. ie  Komponenten azyk l isch auf

o f fenen  s te inschen  Mengen  von  Y ) ,  dann  g i l t  auch

9 9 1 o r , )  :  H q (  ( n , * ( m , n )  P ' ) ) f t i r  m 5 q 5 n und jeden Basiswechsel

Y I

v o n  C ' d e f i n i e r t  s e i .  M i t  H i l f e  d i e s e r  M e t h o d e n  l a s s e n  s l c h  d i e

Beweise aus [  6 ,  S ]  i iber t rag€nr  und man erh l i l t  Ergebnisse i iber

d ie Funktoren fQ ,  insbesondere i iber  d ie  Funkt ion y  l - -> d im TQ (0y/ '14+i

( vg l .  S  2  f : d ' r  Ex t - Inva r ian ten ) .

Die Bemerkungen ( i )  und ( i l )  ge l - ten entsprechend f i . i r  Komplexe F '



$ 2,  E igel lschaf ten re la t iver  Extensignsqarbg$

(2 "1 )  D iese r  Pa raq raph  behande l t  d ie  Va r ia t l on  g loba le r  Ex t -Modu ln

in e iner  Deformat ion komplexer  Ri iume in  Analogle zur  Var la t ion der

Kohomo log ie .  l r l i r  benu tzen  d le  Beze ichnungen  aus  $  1 ,  a I l e  Abb i l dun*

gen  zw ischen  Ex t - fnva r ian ten  s ind  au f  na t i . i r L l che  We lse  de f i n ie r t

( v g l .  S  o )  .

( 2 . 2 )  S a t z  ? :  S e i  f  :  X  - >  Y  e i n e  f l a c h e ,  e l g e n t l i c h e  A b b i l d u n g

komp lexe r  R i i ume  und  F rG koh i i r en te  O* -Modurn ,  F  se i  Y - f l ach .  se i

y  €  Y  e in  Punk t  und  q  e  j - ne  Zah l .

( i )  (Ve rg le i chssa tz ) :  F i i r  d ie  Komp le t t i e rung  bzg l - . i 4 ,Ly  g l l t

Extf l  (  r ;  F, c) i  
=.1** txtq,r,-, ,  (  rr l t '  ,  nr ln'  ,  .' x  r  - n  u * { n )  t  Y

v
( i l )  ( B a s i s w e c h s e l ) :  F i i r  e i n e n  M o r p h i s m u s  g :  Y t  - >  Y  s e i e n

l * i {
e * ( g ) :  9 " ( E x t f i  ( f i F , G ) )  - >  E x t |  ( f ' ; F ' , G ' )

" x  ' x t

d ie  Basiswechselmorphismen.  Es s ind d ie  . t (g)  Isomorphlsmen f i i r

j ede  Abb i ldung o  j -n  e iner  umgebung von g-1(y )  f t i r  1  =  q  (bzw.  f t i r

1 . =  g , q - 1 )  g e n a u  d a n n ,  w e n n  d i e  A b b i l d u n g

"  
Ex t |  ( f  ;  F  ,G )  , ,  ->  nx t |  (  F . .  ,  G. , )' x  y  u * " . y '  y

f t i r  i  =  q  s u r j e k t i v  i s t  ( b z w .  E x t f f - - f f , F r G ) ,  z u s l i t z l l c h  f r e i  i s t )  .'  " x  r
Is t  dar t iber  h j -naus d ie asymptot tsche Voraussetzung von Satz 1 er-

f i i l l t  ode r  Y  regu l5 r ,  dann  i s t  d ie  Menge  a l l e r  y  ,  l n  denen  d ie

ob ige  Behaup tuns  9 i I t ,  i n  y  Za r i sk i -o f fen
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: '

Z u s a L z z  D i e  A u s s a g e n  g e l t e n  a u c h  f i i r  K o m p l e x e  F '  w l e ' l n  ( . 2 ) ,

.  f  n \  .  n - L l  
.  "  _ ,  { ' r o

w e n n  m a n  w l e  o b e n  F - : " '  u n d  F '  d u r c h  F -  9 . n  @ r / a ' . " ' ' l  b z w "  L  9 ' ' . F
Y - t y r Y

e r s e t z t .  I s t  F '  e i n  K o r o , p 1 e x  w i e  i n  d e r  B e m e r k u n g  v o n  ( 1 . 2 ) ,  k a n n

m a n  w i e d e r  r r U | * 1 r '  b z w .  g ' * F '  s c h r e i b e n .

Beweis  von ( i ) :  F1 i r  Jedes  koh l i ren te  ldea l  I  c  0 . , .  s ind  d ie  re la t l ven
I

E x t - G a r b e n  v o n  F / " t , F  u n d  G I I . G  i s o m o r p h  z u  d e n  E x t i . ,  ( f  i F , G / I ' U  .
. " x

Das  wurde  schon  in  S  1  m i t  e ine r  Au f l osung  L '  von  F  geze lg t  und  Cem

zugehdr igen  Komp lex  C"  . (gs  fo lg t  auch  d i rek t  m i t  i n j ek t i ven  Au f -

l 6sungen  w ie  i n  (O .3 ) ) .  D ie  I somorph ismen  s lnd  funk to r i e l l  i n  I  I

desha lb  l s t  d ie  I somorPh ie

Ex t f r  & r  ,Q ]  = .11 * .  Ex te  ( f  i  F  , n fu |n tn ,o, x J - - J i l r r

zu  ze igen.  D ie  le tz te re  Behauptung g i l t  tm tb r lgen ohne F lachhe l ts -

voraussetzungen.  S ie  fo lg t  wdr t l i ch  genauso w ie  der  Beweis  f i i r

d e n  V e r g l e i c h s s a t z  f i i r  B i l d g a r b e n  ( t  6 I  ,  I ' t 4 ) ,  v g l .  a u c h  |  4  ,

S e i t e  1 2 8 1 ) .

D ie  Behauptung ( i i )  fo lg t  m i t  H i l fe  von (1 )  und Satz  1  ( f i i r  d ie

le tz te  Behauptunq)  genauso w ie  f i . i r  B i ldgarben ( t  8 ,chqp '91 ,  vg l '  auch

i  l  rch .3) th .3 . [ . , r+ . f1  1 .  Fa l l s  schon e in  un lverse l le r  Komplex  P:  w ie  in

S 1  ex is t ie r t ,  kann man zum Beweis  von Satz  2  e in  Argument  aus

( t  g  ,  c h .  I I I  5  7 . f  l )  b e n u t z e n .  F i j r  d e n  f o l g e n d e n  S a t z  b e n o t i g e n

w i r  w e s e n t l i c h  S a t z  1 .

satz 3:  sei  f :  x . -> Y eine f lache, eigent l - iche Abbl ldung kom-

plexer  Ri iurne und FrG kohdrente 0. , -Moduln,  f lach uber  Y



( i )  ( H a l b s t e t i g k e i t ) :  D i e  M e n l e n

{y  €  Y ;  d im Exr } *  (  Fy ,  Gy)  s  n }

. v

s in< i  f t i i -a l le  q  un i i  n  j -n  Y  zar isk i -o f fen .

( i f  )  (S te t igke i t . ) :  I s t  en tweder  Y  reduz le r t  und d ie  asyrnp to t fsche

Voraussetzung aus  Satz  1  e r f t i l l t  oder  Y  regu l i i r ,  ' dann g i l t :

I s t  d ie  Funk t ion  y  r ->  d im Ext f i *  (Fy ,Gy)  f t i r  e in  q  kons tan t ,  so

i s t  E x t j  f f ; F , G )  l o k a 1  f r e i  u n d  f i i r  j e d e s  y  €  Y  l s t  
\

"x

t x t i  ( f  ;  F , G ) " ,  o 0  ( T V P A + )  :  r x t i 6 - .  ( F v , G v )  f i i r  i  =  q  1 , Q  .
,x r  "y t  I  ,*r ,  r  r

( i i i )  ( Invar ianz  der  Eu le r -Po incar6-Charak ter is t l k )  :  Se i

nx t |  (F . r rG. )  =  o  f i i r  a l le  y .  und i  >  io  .  Dann ls t  d1e Funk t lon
Vt r  Y  J^y

1i-
y F*> L_ (- 1 ) 

a dim Ext,|.,, ( Fy , Gy)
i * y

l oka l  kons tan t .

Zusa tz :  Ana loge  Aussagen  ge l ten  f i i r  Komp lex€  F '  .

Bewe is  von  ( i ) :  I s t  Y  e ine  Mann ig fa l t l gke l to  so  E lb t  es  nach  Sa tz  

'  

'

1  ( i i )  l oka r  au f  Y  Komp lexe  
(n )  P '  ,  so  daB

sQ1(n )  p ' / t ey (n )p ' y  =  ux t f i *  (Fy ,Gy )  f t i r  q  s  n  .

D i e  B e h a u p t u n g  f o l g t . d a r a u s  u n m i t l e l b a r  ( 2 . 8 . [  1  ,  c h a p .  I I I '

P r o p .  1 . z l ) .  i

' ' i
I
i

l
I
j
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Der  a l lgerne ine  Fa11 fo lg t  m i t  H l l fe  e lner  Auf ldsung der  s lngu-

lar i t i i ten j -n einer Umgebung von y und dem Pfojekt j -onssatz von

Remrn r . r ' l -  -  (T r f i r  ' l { nmn ' l  o r -o  F '  e r i nne fn  W j - f  da fan ,  da3  g t  
* l '  

e i ne  AUf -\ r  s !  r \ v r : f  r v ^ u  I  u !  r r t l l s l l t  w J !  U q I q I I ,  U q D  y

J - o s u n g  v o n  L g r - 8 p '  b z g r .  W  i s t ,  w o  g  c l i e  A u f l - o s u n g  d e r  s i n g u l a r i -

t l i ten  ls t  ) .  Um e ine  Auf losung der  S ingu la r l t ; i ten  zu  umgehen,  kann

man das  urspn ing l l che  Argument  von Grauer t  f i i r  d ie  Ha lbs te t igke i t

der  Kohomolog: -e  t  6  ,  S  7  Beweis  von Satz  3 l  benutzen und den

Beweis durch Indukt ion t iber dim Y f i . ihren: Ft i r  d im Y = 1 benot igt

man nur  d le  Normal ls ie runs ,  und ansonsten  ze iq t  man d i "e  Ex is tenz

e i n e r  Z a r i s k i - o f f e n e n ,  d i c h t e n  T e i l m e n g e  v o n  Y  ,  a u f  d e r
(t

d i m  E x t )  ( F , , , G , , )  k o n s t a n t  i s t .  D i e s  f o l g t ,  a u s  B e m e r k u n g  ( 1 . a 1  1 i 1  t' x Y Y
v

Eine so lche Menge is t  e twa d ie  l " lenge der  regu l5 ren  Punkte ,  in
t n )  p e - 1  _ ,  ( n )  p a )  u n d  c o k e r ,  

( n )  
o ad e n e n  C O k e r (  \ ' r l  P Y  

'  - >  '  e 1 .  (  r ' " r  p Y  - 1

s i n d  ( v g l .  |  1  ,  c h a p .  I f f ,  T h m .  4 . 7 1 ) .

D ie  Aussage  ( i i )  f o Ig t .  aus  Sa tz  ' 1  w ie  f i i r  B i l dga rben .

Bewe j . s  von  ( i i i ) :  we i l  G  y - f tach  i s r ,  s i f r  w t f \nu . l , *1G =  W4:h t :+ t , *n  c-  
Y  Y  Y ' - Y  v y

D u r c h  r n d u k t i o n  f o l g t ,  d a n  n x t l ( F ( k ) , O J o ) ) =  o  f u r  a l l e  k  u n d  1  i  i o  I
* t  

' Y

a l s o  n a c h  d e m  V e r g l e i c h s s a t z  E x t i ,  G i F , G )  =  Q  f U r  1  ;  1 ^  .  W i e  l m' x Y

B e w e i s  v o n  S a t z  1  ( i )  k o n s t r u i e r t  m a n  ( I o k a l  a u f  Y ) ' e i n e n  n a c h  .
t,

rech ts  besch r i i nk ten  Komp lex  P '  end l i che r ,  f r e ie r  O" - lAodu ln  zu -

sammen m. i t  e inem Quas i i somorph ismus  P '  ->  C '  ,  de ra r t ,  da8  f  f j r  i
i

j e d e n k o h i i r e n t e n 0 , - t r l o d u 1 M d e r M o r p h i s m u s P . s o - - M >
" Y  " Y

c . ( L . , G 8 t . ) f " r u ) e i n Q u a s i 1 s o m o r p h i s m u s b 1 e i b L . I n s b e s o n d e r e h a t m a n
I- x

uq(p"  f reL- -P ' )  ;  Ex t ;  (F , , ,G, , )  f r i r  y  €  Y  und,  a l re  q  .  Es  fo lg t  le lch ty  _ _ _ u y  . y . _ y
" v 1

mi t  dem Lemma von Nakayam.a ,  daB Coker lp - (n+1) - ,  P-n)  f i i r  n  a  O

loka l  f re i  i s t  und man P '  a ls  auch nach l inks  beschrdnk t  kons t ru ie ren

k a n n .  D i e  B e h a u p t u n g  f o l g t  1 e t - z t  a u s  t  1  ,  c h a p .  I I I ,  P r o p .  1 . 7  ( i i i )  l



6 3 Anwendungen
J  

v  _ _ _ _ .  .  

r  ! r r , ,  !

(3 "1)  Wi r  beg innen mi t  e iner  Bemerkung i iber  d ie  asympLot lsche voraus-

se tzung aus  sa tz  1 .  Mi t  den dor t  benutz ten  Nota t ionen g t l t  f i i r  d ie

kohomolog ische D imens- i -on  dhr - -F  =  suP db6- ' r  '  Daml t  l s t  d ie
"X y X., '

asympto t ische voraussetzung er f i i l l t ,  wenn uno* t  oder  a l le  unr*

end l i ch  s ind .  D ies  i s t  i nsbesondere  dann  de : :  Fa l I r  wenn  X  ode r  d le

Fase rn  X . ,  : : egu l l i r  s i nd .  D ie  asympto t i sche  Vorausse tzung  g i l t  auch '

wenn  d ie  Fase rn  XO go rens te insch  s inc l  und  G  loka t  f re i  i sL '

Fa l l s  F  e ine  end l i che  Au f l dsung  du rch  end l i che  l oka l  f r e ie  Garben

bes i t z t ,  e rh l i l t  man  C ie  E rgebn isse  i i be r  Ex t - Inva r ia t : t en  d i rek t  m i t

B i ldgarben von KomPlexen.

( 3 . 2 )  W i r  g e b e n  e i n i g e  F o l g e r u n g e n  a n '  d i e  s l c h  b e k a n n t l i c h  f f i r

l oka l  f r e ie  0 * -Modu ln  F  ze iqen  l assen .  ( I n  d lesem Fa I l  s i nd  d ie

Ex t - Inva r ian ten  Kohomo log ie - Inva r ian ten  ) '

s te t s  f :  f ,  - 1  Y  e ine  f l ache ,  e j -gen t l i che

Y- f1acher ,  koh l i r en te r  0 . , , -Modu l .

Y-f lach und Bxt$

Es  se i  im  fo lgenden

Abb i l dung  und .  F  e in

K o r o l l a r  1 :  I s t  G

eine Zar i -sk i - -o f  f  ene

und f t i r  jeden Punkt

l l m a o l . r r r n a  \ /v r r r Y  v v  s r  r Y

z  e Y  i s t

O ,  dann g ibt  es

d

E x t |  ( f  i F , G )  l v  =  o  ,, x

O und

von y

(  F y ,  G y )  =

r  so  daB

a - 1

Ext?, 
I

so t8x "  lF  , '  G  r )  =

( r tF  ,G )  z l u t z  e  x t f i - \  G iF  ,G )  
-  Ex tS ;1 r lF  r ,G r )

dem Ha lbs te t i gke i t ssa tz  g ib t  es  e ine  za r l sk i -o f fene

s o  d a R  f u r  j e d e s  z  €  V  g i l t  u * t f i x "  ( F z , G z )  =  O  .  E s

B e w e i s :  N a c h

Umgebung V '
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g e n i i g t  n a c h  S a t z  2  ( 1 i )  z u  z e l s e n n  d a B  e t \ - _ ( f  ; F , G )  r : c  e  l _ s t "  E s
" x '

s lnd  d ie  Ex r | . , r r r (  F jn )  ,n : " )  )  und  , * r | * ( t ;  F  ,G / *2* ,  n ,  ,  i somorph ,  we i l
x ; "

t ,  f l .aeh und F y-f lach i-st.  wesen der y-Flachheit  von G ist
-  I l n ,  n * 1 n  n  n + 1 .' * i ;Gfu i ; "G = vuf , t * f ; * t l  to"o ,  durch rndukt lon nxt f i  ,  ,  ( t j t ' ,n jn ' ,  =  (

' - * j " )  
-

und d ie Behauptung fo lg t  aus dern Verg le ichssatz.

K o r o l l a r  2 z  f s t  E x t l  ( F
t x y,Gy) 

= o und F, :  n,  ,  dann sind F und t2-

' ( y )  i - s o m o r p h .

kommt ein Isomorphlsmus F, :  G, her von

G def in ier t  auf  e lner Umgebung von t-1 (y)  .

dem Lemma von Nakayama und Flachhei ts*

Koro l la r  3 :  Se l  e ine  exak te  Sesuenz O _ .>  G ->

kohi i renter  O*- t " toduln gegeben (und F wle s tets  ln

f  lach) .  Die Sequenz spal te t  in  e i -ner  Umgebung von

f t i r  a1 le n d ie  Sequenz o -> G. ! " )v v
s p a l t e t .

in einer Um.gebuno von f

Beweis :  Nach Koro l la r  1

einem Morphismus [' -1

Die Behauptung folgt  mit

voraussetzungen.

( f ; F , t ) ,

, { - > p - 2 O

dlesem Paragraphen

t - 1 ( y )  ,  w e n n

p  ( n )
v

Bewe is :  D ie  gegebene  Sequenz  i nduz le r t  e in  E lemen t  aus
1

E x t , \  ( f ; F , G ) ' ,  ,  u n d  d i e  B e h a u p t u n g  f o l g t  a u s  d e m  v e r g l e l c h s s a t z "- X  J

Koro l l a r  4 t  FUr  i eden  koh i i r en ten 0*-tcodul G ,  jeden Punkt  y  und

so daBj e d e  Z a h l  q  g i b t  e s  e  j " n e  Z a h l  n  =  n  ( y r q  , F  , G 1 . ,

rm (Exlf i
- X

?l

Ext ]
" x

v
) - y

( F y '

nxtfr

G y ) )  =

Im (Ex tQ
O (
X '

t t
J

( F,lt) , c,lt)
n )  r  r

{ F y , G y )  )

i s t .



Beweis :  Da d ie  R i iume E(k)  =  nx tg  (F . !k )  ,G" !k )  )  end l l ch  d imens iona ld.,,n, (Fr)^ '  'Gi
xy

s i n d ,  g i b t  e s  e i n e : z a h l  n  ,  s o  d a B

t m ( l i m  E ( k )-tr-

i s t ,  und man benutz t  den Verg le ichssatz .

Korol lar  5 :  Seien F und G f  lach i iber  Y .  Zus5tz l lch se i .  entwed.er  Y

reduz ie r t  und Ex t f f  1F . , ,F . , )  =  Q f t i r  q  >> o  oder  Y  regu l i i r .
" X  J  J

( i )  I s t  d ie  Funk t ion  y  F->  d lm Homr*  (FyrGy)  kons tan t ,  so  is t  d ie

v
A b b i L d u n g  H o m ( F  l f - t  ( r )  , G  l f - 1  ( " )  )  - >  

" o * O *  
G y , G y )  s u r j e k t l v .

v

( i l )  I s t  d ie  Funk t ion  y  F->  d l tn  End(Fy)  kons tan t  und F ,  =  G,

f t i r  jedes  y  r  so  s ind  F  und G loka l  bzg1.  Y  isomorph.  Der  Beweis

f o l g t  a u s  d e m  S t e t i g k e i t s s a t z  ( S a t z  3  ( i 1 )  )  .

(3 .3 )  rn  [ '13 ]  de f in ie r t  Pa lamodov a l lgemej "ne  Invar lan ten  fUr  De-

format lonen kornplexer Ri i .ume. Die Theor ie dleser Invar ianten wurde

Ln I  a ,  3  ]  we i te rqe f t ih r t r  u rn  d lese  a ls  Hyper -Ex t - Inva t ' .1anten  zu

erhal ten.  Obwohl man im Beweis von Satz 1 anstat t  von C'  d i rekt  ,

den entsprechenden 
.Komp.Iex 

von Palamodov betrachten k6nnte,  be-

nu tzen w i r  den Formal ismus von I  e ,  O ]  ,  um d ie  fo lgenden Ergeb-

n isse  a1s  Spez ia l fe i l le  unserer  S ; i t ze  aus  $  1  und $  2  zu  erha l ten .  .

S e i f : X - > Y e i n e A b b i 1 d u n g k o m p 1 e x e r R i i u m e e n d l 1 c h e r D 1 m e n s i o n

Dann gibt  es den Kotangentenkomplex f , i r "  Dieseg ist  e ln Objekt

in  der  abge le i te ten ,Kategor ie  und gee ignete  Repr l i sen tan ten  s ind

nach rechts beschr i inkte Kornplexe von O.,-Moduln mit  kohi i renter
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Kohomologie,  so daB die Halrne der Komponenten noethersch und die

Komponenten auf stelnschen Kompakta kohomologisch tr lv{al  s lnd.  Ist

t .  f  lach, d.ann :sind die Komponenten von L.. r", f  lach i iber Y
L l x

Jeden  Bas lswechse l  g  g t l t  ! g ' n t * / ,  :  L i r7y ,  .  F t l r  e lnen

0*- t ' lodul  G def in ier t  man:

r i  (x/y,  G) = s*r l  &i  /u,  G)
' " x  ' \ l *

rL  $ /y ,  c)  =  Ext io  (L ; /y ,  G)  .
" x  . r l

I s t  y  de r  reduz le r te  Punk t ,  dann  beze ichne t  man  d ie  Inva r lan ten
. i

n i t  t i ( x ,G)  und Ta(x ,G)  .  Man d .e f in ie r t  noch d ie  0 r - t " todu ln

Tl  ( t ,  c )  = F y t L  f  f . T . ' .  - G )  .' n u o . - \ t r  u y / t "
X

( rn I  as ]  werden diese f i . i r  Q = 0* mit  t l  $/Y) bezeichnet ) .  Es lst

1

T o ( x , G )  =  D e r u  ( } x ' , G ) ,  u n d  T ' ( x , G )  =  E * c  ( ) x , G )  l s t  d l e  G r u p p e  d e r

analyt ischen Erweiterungen von 0* durch G t  ,15 ) .  Die lokalen In-

var ianten To und T1 entsprechen den Garben Oert  und Ex .  Ahnl iche .

In te rpre ta t ionen ha t  man f i i r  d le  re la t l ven  Invar ian ten .  Se i  je tz t

f :  X  ->  y  e ine  e igent l l che ,  f lache Abb l ldung und.G e in  koht i ren ter ,

Y-f  lacher O*-t ' , todul .  Aus den Paragraphen 1 und 2 fo lgt  nr-rn

und fijr

kohHrent ,en

(ohne Flachhei t  von G) i

-  d ie  BasiswechselmorPhj -smen

. l

sind Isonorphismen fr i r  jedes g ln elner Umgebungvon e-1 (y)  fur  i  =  g



(bzw,  I  =  Qr9-1)  genau dann,  wenn d ie  Abb l ldung

- {  r l  t x  .  G )  sur jek t i v  i s t  (bzw.  zus t i t z l l ch  -  fA  t f  ,  C) "T t ( f , G ) y

f r e i  i s t ) .  r s t  da r i . i be r  h inaus  Y  regu ld r  ode r  r9 t x r re r )  =  Q  f i . i r

g roBe  q  ,  d .ann  i s t  d ie  Menge  a l l e r  y  ,  l n  denen  d ie  ob lge  Be-

h a u p t u n g  e r f t i l l t  i s t ,  i n  Y  Z a r i s k i - o f f e n ;

d i e  l l e n g e n  t V  €  Y ;  d i m  T 9 ( x y , G y )  s  l 1

s ind  in  Y  Zar isk i -o f ien .  Is t  T i  (Xr ,Gr )  = ,  O f t i r  i  >>  O und a l le  y

( 2 . 8 .  f a l l s  T i ( x . , , G . , )  =  o ) ,  d a n n  i s t  d ' i e  f u n k t l o n
Y J :

y  l - >  [ t - 1 ) i  d i m  r i ( x y , o y )
i

l oka l  kons tan t .

D iese  Aussage  wurde  f i l r .  G  =  0X  in  [43  ]  geze lg t .  De r  Bewe ls  do r t

s t i j tz t  s ich auf  d ie  Spal tung des Tangentenkomplexes e ines kompakten

Raumes in  e iner 'gewissen Kategor ie  topologischer  VektorrZ iume

l ' tA ,  Sa tz  3 .1 ]  .  (De r  Tangen tenkomp lex  be l  Pa lamodov  l - s t  e in

Komp lex  von  Vek to r r i i umen ,  dessen  Kohomo log ie  g le i ch  T '  l s t ) .  Auch

" d i e  a n d e r e n  B e h a u p t u n g e n  v o n  L a 3 ,  T h e o r e m e  4 . 4  u n d  4 . 5 ]  f o l g e n

d i rek t  aus  oen  Resu l ta ten  von  $  1  und  S  2 i

sei  entweder y reduziert  und Ta {Xrrcr)  = Q f i i r  i  > j  O und

a l le  y  oder  Y  e ine  Mann ig fa l t igke i t .  I s !  f i i r  e ln  q  d ie  Funk t ion  '

y ' - > d i r n T Q ( X y , G y ) k o n s t a n t r S o 1 s t d i e G a r b e r 9 ( t , G ) 1 o k a 1 f r e i >

und f t i r  jedes  y  g i l t

r i ( r r G ) . .  o , r  @ . . / n , , ) :  r i ( x , , , G . , )  f i i r  t  a  e , e - 1  .
y  t y  y  y  J

Entsprechend zu  den Koro l la ren  3  und 4  g i l t ,  (ohne F lachhe l t  von  G) :
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Korol lar  6:  Eine analyt ische Erwelterung

rg  von r -1  (y )  t rJ .v ia l ,

wenn s ie  fo rmal  t r i v ia l  i s t ,  d .h .  wenn d le  Erwe l te r [ngen

o -' nrl"' -> o;1"'

t r i v ia l  s ind .

Koro l l a r  7  z  Es  g ib t  e ine  Zah I  n  =  I \ ( y ,  G)  '  go  daB

rm(  oe r6  ( 0x  l f - 1  ( y )  ,  c  l f  
- 1  ( t )  )  - >  De rn ,o * r ,  Gy )  )  =

- Y

=  T m ( n ^ r  r 0 .  - G ( t "  0 . .  r G - - ) )- - O .  ( n ) ' u v  
' )

"  
(n )  XJ ' ^ '  '  Y
v

ls t .  Die entsprechende Aussage gi l t  f t i r  d ie Modul,n Ex analyt ischer

Erweiterungen.

Korol lar  8:  Sel  entweder Y eine Mannigfal t igkel t  oder Y reduziert

i  und  T i (x - - ,G- - )  -  o  fo r  i  >>  o  .  rs t  d ie  Funk t ion  y  F->  Derc(0x- - 'Gy)' y ' y -  -  - - y  r

k o n s t a n t ,  d a n n  i s t  f * ( t u o O " ( 0 X r G ) )  l o k a 1  f r e i  u n d

o.ro* (0x I  f  
- t  ( r )  ,  o I  r - t  (y)  ) .  * r ,  (0 y/44+yJ 

= o. tn. ,0x ,Gy) '

Ahnl iche Aussagen gel ten f i i r  anaLyt lsche Erwel terungen'



$ 4. Pelngrkungen

( 4 . 1 )  B s  s e i  ( x o , 0 x  )  e i n
o

. 1 1

kohi i rente 0y -Moduln.  Sei
"o

Eot  O l - t  Go - t

Es induzj -er t  das Element  Eo

der  t r iv la len Erwei . terurrgen

Y o  =  X . [ F o l  u n d  Z o  =  X o [ f / o )

xo o

z -> x  d ie  kanonischeno o

des Di-agramms

J 4

kompakter, kompl"elter Raum und Fo, Go

Ho Fo
- > o

1

e ine  Erwe l te rung und.  [noJ  e  Ex t f  (F . . . , ,Gc)  das  zuqehdr lge  E lement .__ _ uXo o.

Se i  (Srso)  e in  ana ly t i scher  Raumke im.  Unter  e iner  Defor rna t ion  von

[ n o l  i i b e r  ( S , s o )  v e r s t e h e n  w i r  e i n e  D e f o r m a t i o n  f :  X  - >  S  v o n  X o  ,

ein paar S-f lacher,  kohl i renter O*-t ' , toduln FoG zusammen mit  Iso-

m o r p h i - s m e n  F  ;  F - , G -  :  G ^  u n d  e i n  E l e m e n t  t E l  €  t x t ) .  G ; F , G ) -  ,- - ' - - !  s  o '  s  o  , X  v O
o o

das (vermoge der obigen lsornorphien) durch den Baslswechselmorphis-

t f ^ 1mus au f  I noJ  abgeb i l de t  werde .  Man  iden t l f l z i e r t  au f  kanon ische

We ise  De fo rma t ionen  von  [no  J  Se i  D  ( s )  d le  Menge  de r  r somorph ie -

k lassen .  E in  Morph ismus  f  -1  S  i hduz ie r t  € ine  Abb i l dung

D  ( s )

Bedingungen er f i i l l t .  E ine  Ex tens . ion  IEo]  bes l tz t  s te ts  e ine  verse l le

Deformat ion"  D ie  Ex is tenz  e iner  vo l l s t i ind igen Deformat ion  ze ig t

n a n  m l t  d e n s e l b e n  M e t h o d e n  w i e  [ 3  ,  T h e o r e m e  8 . 5  u n d  8 . 6 . ] :

e ine Abbl ldung Xo I  Fo ]  -> Xo IHo ]

des Raumes Xo durch Fo bzw. Ho .  Sei

.  Seien ferner Xo - t  Yo Und

Injekt ionen, sowle Yo - t  Xo und

Pro jek t ionen.  Unter .  e lner  Deformat ion

A *,/j"\-' - o \  
V  / / " o\z f
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iiber elnem Raumkeim (S, so) versteht man eLn kommutat.ives Dlagramrn

derart ,  dac al le Abbi ldungen nach S fLach ur ld elgent l lch s lnd, dle

Abb l ldung X ->  X d te  Ident i t i i t  l s t  und der  Bas lswechse l  (b is  au f

Isomorph ie)  das  D iagramm do l ie fe r t .  Man ze{g t  zuers t  d ie  Ex is tenz

e ines  vo l ts t t ind igen Ob jek tes .  Unter  d iesen Ob jek ten  s l -nd  d ie

Diacrramme von der Form

d :
\

X

/7
/

-\

Y

I
o
TJ

I
s

x l F l

"aI\ *  x tH l  {7

\t/
) ' )

durch  I i  =  O, l i  =  O gekennze ichnet '  wenn 1  1  und I t  d le  zu  X ge-

hor lgen ldea le .  in  0"  bzw. .  0 ,  beze lchnen.  Es  fo lg t  d ie  Ex is tenz

eines vol lst i indigen Objektes f iJr  Def,ormat ionen der speziel leren

Form. Aus Flachheitsgriinden und mit dem Lemma von Nakayama folgt'

daB Erweiterunsen

E : O - > G - > H - > F - > O

dle Deformat ionen von IeoJ induzieren, genau den Dlagrammen d ent-

sprechen. Aus der Existenz ej-nef vol lst l indlgen Deformat l -on von IEo]

d :



l s  ^  - lfo lg t  m i t  L  3  ,  Theorem 8 .1  ]  d le  Ex is tenz  e lner  verse l len  Deforma-
a

t ion

(4 .2)  fs t  X  e in  komplexer  Raum end l icher  D i f l ' rens ion  und s ind  F

und G O--Modu ln ,  dann s lnd  d ie  g loba len  Invar lan t .n  to r .0x(F ,G)x  i  ' . ' - '

a ls  
" - iB f  

(FeG)  de f in ie r t  ( l  g  l ) .  F t i r  e ine  Abb j - ldung f  :  x  ->  y

konplexer Ri iume endl icher Dimenslon bezeichnet man mlt  f  or ' rx( f  ;  F,  G)
tx  '  - - t  (v )  ;  F ,  G\  induzrer te  Garbed ie  du . rch  d ie  Pr i igarbe  V F->  Tor r " ( f  ' (V)  

;  F ,  G)  indu:
v u

a u f  Y  .  E s  g i l t  T o n . ^ ( f ; F , G )  =  B - t f * ( F s O  G )  o- X

Satz  4 i  Se i  f z  X  ->  Y ,e ine  e iEen t l i che  f l ache  Abb i l dung  kompLexer

Ri iume und FrG kohl i rente 0*- l . toduLn,  f lach Uber  Y .  Dann g ibt  es

loka I  au f  Y  e inen  nach  rech ts  besch rdnk ten  Kornp lex  P 'end l i che r

f re ie r  O- -Modu1n ,  so  daB  f i i r  j eden  Bas i swechse l  g i  Y r  ->  Y  g1 l t :v-

0 u ,  - {  &
T o n . n  ( f ' ; F ' r G ' )  :  H - ' ( g * { f ' ) )

l-

,ft ir a1le 1

Na.ch  De f in i t i on  von  F  9n  G  fo lg t ,  da8  Sa tz  4  1m wesen t l l chen  e in= r X

spez ie l l e r  Fa I l  e ines  Sa tzes  t i be r  B i l dga rben  von  nach  rech ts  be -

schr i inkten Komplexen mi t  koh5renter  Kohomologie is t ,  deren Kompo-

nen ten  Y - f l ach  s ind .  Es  fo lg t  n i i r n l i ch  d ie  Ex i s tenz  von  Komp lexen

D '

(n ) r  ,  d ie  d ie  gew i . i nsch ten  f somorph ismen  f t i r  i  5  n  l l e fe rn .  Es  se i

jedoch e in iges gesagt  i iber  d ie  Berechnung der  grobalen Tor-

Invar lanten kohi i renter  Garben und e ln Beweis von Satz 4 ohne Be-

nu tzung  de r  abge le i t e ten  Ka tego r ie  cegeben .
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I
I

Es selen nun F und G wie oben gegeben oder Romplexe wle ln S O"

Se i  nun ? /1  e ine  o f fene,  s te insche Uberdeckung von X ,  so  daB FIW

e i n e  A u f 1 6 s u n g  L '  d u r c h  f r e l e  s i r n p l i z l a l e  S y s t e m e ' b z g J . ? ) t  b e s i t z t .

S e i  g p , 9  =  C p ( t q e ( G i 1 / l ) ) . Es  w i rd  d ies  du rch  das  Cech-

Di f fe ren t ia l  und das  D i f fe ren t la l  von  L '  zu  e j .nem Doppe lkomplex ,

und es  se i  C '  =  C ' (L '  ,G)  der  zugehdr ige  E in fachkomplex .  D ie  Kohomo-

tegie h8ngt nicht  von der Wahl von L'  db,  denn zwel solche Auf-

l o s u n g e n  s i n d  h o m o t o p ,  s i e  w e r d e  m i t  T o r  . ( 1 1 [ i F , G )  b e z e i c h n e t .  I s t

P '  e ine  quasJ-  f re ie  Auf losung von f lW,  danh g ib t  es  e j .nen Mor :ph is -

m u s  L '

zugehdr iqen Doppe lkomplexe induz ie r t .  D ie  Abb i ldung der  Spekt ra l -

sequenzen ist  auf  dem zwej- ten Niveau ein IsOmorphismus; beide

0
r ! ' q - r e r m e  s i n d  z u  H P  ( X , T o r _ I t F , G ) )  r  s o  d a B  m a n  T o r .  ( W F , G )  a u c h- 1

mit  quasj-  f re ien Auf losungen berechnen kann. Ist  nut t  10 eine Ver-

fe inerung von l /L  r  so  is t  P ' lS  noch quas i  f re le  Auf losung von f  l f

M i t  e inem l ihn l i chen Spekt ra lsequenzargument  fo lg t ,  daB d ie

T o r r .  ( V i F , G )  - >  T o r ^ ( { ; F r G )  I s o m o r p h i s m e n  s l n d .  A l s o  e r h i i l t  m a n
9 Y

au f  d iese  We ise  ohne  Benu tzung  de r  abge le l t e ten  Ka tego r le  g loba le

Tor - In r , , a r i an ten .  Da  i '  e i ne  f l ache  Au f losung  von  F  da rs te l l t r  f o lg t

m l t  e inem Spek t ra l sequenzargumen t ,  daB  d ieses  d le  bekann ten  Ob jek te
0 v

s i n d .  D i e  T o r , A ( F r G )  s i n d  f u n k t o r i e l l  l n  F  u n d  G  u n d  f t i r  k u r z e  e x a k t e

Sequenzen erh i i l t  man zugehbr ige lange exakte Sequenzen.  Im a119e-
0 Y

me lnen  s lnd  end l i ch  v ie le  nega t i ve .  To rn^ (F 'G)  von  nu l l  ve rsch ieden

aufgrund des kontravar ianten Ante i ls  der  Global is ler t ing.  Wie gesagt

har  man  e ine  spek r ra l sequenz  u t ' q  =  HPtx , ron l {  f f , c ) }_ , -  u r .  gegen
0 . ,

to t - I - ^  G ,G)  konverg ie r t .  rnsbesondere  s lnd  d ie  7 'o " rx {F rG)  end l j - ch
- n - d  -

.Y Y.

d i m e n s i o n a l ,  w e n n  X  k o m P a k t  i s t .
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Sel nun f : X -> Y zus.l itzl lch €lne Abbtlduhg, komplexer Reiume

endl lcher Dimension und l . [  e ine of  f  ene o steihsche Uberdeckung von

x  zusammen mi t  e iner  f re ien  (od .er  quas i  f re len)  eu f losung L"  von

F I I J L  .  D a n n  w l r d  d u r c h  C ' ( v )  =  C ' ( t ' l i l n r - 1 ( v ) , C )  e l n  t i o n n p l e x

C '  =  C ' ( L '  , G )  v o n  0 , r - M o d u l n  d e f i n i e r t .  E s  l s t

' !  0 u
H - a ( C ' )  =  T o t t r ^ ( f i F , G )  r

und es glbt eine Spekt.ralsequenz mlt

?1 0v

R ' f  *  ( T o n - ' ( F  , G l  )  ,

l

s ' P r Q  -- 2

M ' l V  =

I s t  M  =  0 z / I

d i m A f t  B = Q

0 Y
d le  gegen 3-or - i_ -  G iF ,G)  konverg ie r t .  I s t  f  .e lgentL ichr  so  foLgt '

T'  Y  OV

daB d ie  Garben  To , t r ^  ( f  i F ,d  koh i i r en t  s ind . .  be r  Komp lex  C '  l s t  nach

rechts beschr i inkt ,  hat  kohHrente Kohomologie und se lne Komponenten

s j .nd  azyk l i sch  bzgL .  o f fene r  s te insche r  Mengen .  A Iso  g ib t  es  e inen

i . * t t p I e x P . m i t e i n e m Q u a s i i s o m o r p h i s m u s P , >

daB d iese r  Sa tz  4  genug t

Aus Satz 4 erhdl t  man Folqerungen wle f i i r  B l ldgarben oder  re la t lve
0v

E x t - G a r b e n .  I s t  e t w a  T o r r ^ Y  ( F y r c y )  =  Q  f i i r  I  > >  O . u n d  a 1 l e  y  r  s o

i s t  d ie  Funk t i on

. o *t  
l a r r ^ -  Y t x  ny  - >  /  ,  

( - 1 t  r o r l  '  ( r y , u y )
i

loka l  kon5tant  auf  Y .  Wir  geben e lne Folgerung daraus an:  Is t  Z

eine kompakte,  kompfexe Mannigfa l t lgkei t  und s lnd ln l rN koht i rente

0 . . -Modu1n ,  dann  de f i n le r t  man  d ie  Zah l
L

r ,  0 o
( - 1 ) ' x  f f o t t r "  ( M , N )  )  o

0o und N = )r /J = 0.8 mlt  d lm A + dlm B = dlm Z r

,  d a n n  i s t  M t N  d e r  G r a d  d e s ' N u 1 l - Z y k e l s  A . B  .
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Korol lar  9:  Sei  f  auBerdem regul l i r ,  dann lst '  d ie Funkt lon

v  t - )  F  .G  loka l  kons tan t ., y y

Der Beweis fo lg t  aus der  Invar ian z  d.er  Euler-Poincar6-Charakter is t ik

de r  Spek t ra l sequenz

0x
u ! r n  =  H P ( x y , T o t t _ n Y  ( F y , G y ) )  ,

r1
"x__

C i e  g e g e n  t o t , n l n  ( F y , G y ) , k o n v e r g l e r t .

(4 .3 )  Mi t  den Methoden aus  s  1  kann man noch bewelsen:

Satz  5 :  Se i  f  :  X  ->  Y  e ine  f  l ache ,  e igen t l Lche  Abb iLdung

noetherscher  Schemata und FrG ] iohdrente 0*-Mod'u lnr  f lach iJber  Y

D a n n 9 i 1 t ' d 1 e e n t s p r e c h e n d e A u s s a g e v o n S a t 2 1 .

s i ch  d l -e  anderen  E rqebn 'Lsse  au f  den  a lgeb ra i schenEbenso lassen s ich d le anderen Ergebn' isse aqf  den a l '

Fa l1  t i be r t ragen ' ( f t i r  sa tz  2  ( i i )  i n  a1 -geb ra l schen  Fa1 I  vg1 .  auch

[  4 a ,  s a t z  4  . 2 ) )  .

E in  Te11  de r  E rgebn isse  d iese r  A rbe l t  f l nde t  s l ch  l n

C.  gSnicX et  M.  Put inar ,  a lgbbre homologique g lobal .e  pour  une

Dd fo rma t j -on ,  P rep r in t  se r i es  i n  Ma themat i cs ,  No  31 ,  Jun j '  1979  |

I n c r e s t ,  B u c g r e 3 t i .
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