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Ihdgrbure de Hopkinq porir-]g$-cat6ffggle9 $e Glothen-di9,gk

par

eonstantin NHstdseecu

Introduction

11 est bien connu le thdorbne de Hopkins [+] : tout

anneau artinlen b gauche eet noethdriea b gauche' Dans le

travail tf l  on a ddmontrd ce thdorbne pour une catdgorle de

\o
Grothendieck; g!-.E est une eatdgorie de ]El'othendi,eck

ndrateur artinien U ' alors U, 9q! un ob jet-nge'lL44gleg

L' importance de ee thdorbne est gfande; i l  s 'appl igue

pour  L '6 tude 'des modules in iect i fe  (pro iect i fe)  v6r i f iant

ce r ta ines  cond i t i ons  de  f i n i t ude  (vo i r  I f l  r I f ] r [O l  ) ,

Le b'ut de ce travail est de donner une ddnonstration

tr6s sinple de ce th6orbme. ta not ion de base que noue ut i l i -

serons dans cette ddsonstrat ion c'est }a longUeur drune suite

de "Iordan-H0lder.

La d€mons tion du thdorbne de Hopkins une catd

de Grothendieck

. I{ous ddsignons par K une eatdgorie de Grothendieck,

crest-b-dire une catdgorie abdfienne ayant un gdn6r.ateur et

l in i tes induct ives exactes tz ]  .  (vo i r  auss i  tz ]  '  )

Soient U et ! [  deux objets de Ia catdg orie € i  $oug

dirons que M est U-Sggendr-q si M est une image homomorphe

d . rune  somme d i rec te  de  cop ies ,de  U .  S i ,  de  p lus ,  M  a  Ia

propridtd quq tout sous-objet Mt de M est U-engendrd r noug

dirons que M est U-fqrt  engeqdqd r



on voit  faci l -ement que L'objet u est un gdn6rateur

pour la catdgorie

eet l l -engendrd.

si  M€ g est un objet de longueur f inie, oR ddnote
per 1(m) la longueur de M ( la longueur drune suite de Jordan-
H61der de &{).  On sait  que S est de longueun f inie si  et
seulement  s i  M est  ar t in ien et  noethdr ien.

pour I 'objet M nous ddeignone par so(M) r-e socle de f ,d,

.  .a ;c 'est -b-d i re  la  Bomms 6*  tous sous-objete s inp les de Mo Far
r"d:curr€nee nous ddfini6ons sur tr{ une filtrationi

( x )  e  =  M o c q . C '  . , . c . s o c . . .

or)  M,  = so( t { )  r , . . .  rMrr*1/Mr,  -  so(u/uo) ,  . . .  .

fhdorbng I Soient 0 un objet artinien de V et M un objet
u-fort engendid. .A,rore il eriste un norqbre naturel n tel que

4t = 4r*1 = "'
D4ngnstralion supposons que ra firtration (>K) est une crrarne I
etr ictement croiseante. Soit  f  :U __>M un morphieme tel que
f (u lc % (n \1) .  comne u est  ar t in ien,  arors f (u)  c{  wKer f
e st un objet artlnien. I{ous avons ra charne

o =  Muo f (u )c  n t ,  n  f (u )c  . , . c  Hr r f f f (u )  =  f (u )

ofi M; fit$) A,r / t{ i_Inf(U) 
est un objet seni-slnple de longueun

finie (1gi'#n). En effet nous avons le monoiutirphisrne canonique
t - l+ Min f (u'/*r_rnf (u) --+ milMinl et M1 0r(u) est artinien.
Par suite f  (U) eet un objet de l_ongueur f inie.

Maintenant nous d6montrons par recumence que pour tout norphisme
f rU-+M te l  gue  f , (U )  c  E  e t  f (U ) *  %_f  l i ous  avons  t ( f  (U  ) ) ) .n
( n ) 1 ) .  E n  e f f e t  s i  n  =  1 ,  a l o r e  f ( U ) C M t  e t  f ( U )  I  O .  I l  e s t
c la i r  que  t ( f (U ) )2 t .  So i t  f :U - - - -+M te t  que  f (U )ce t * f  e t

g ei et seulement si tout objet Au Y

f
- ' r

r
I
t
I



f (U) 
* A. .. $oit ft t M ----+ M/Mn-l Ie norphisne canonique i

alors (T o f ) (U) C llrr*r/Mr,-l_ . Connne Mr,*l/Mr,-,, est une exten-

sion essentief le de Mrr/Mrr-,  ,  alors (fr  o f)(u) f l  $lnlMn-L /  0.

= V%_r , ators urr_r$ K c Mnsi on note (?i o f)(Ul fl tul/tvL-t

et  K Cf (U) .  Comme M est  U-for t

et donc il existe un morphisme grU---+11 1s1 que g(U) € Mn*f .

Donc g(U)G rC f  (U) .  Comme B(u)  CM'  e t  f  (U j  *Mn,  a lors

e ( U ) $ f ( U )  e t  p a r  s u i t e  f ( f ( U ) )  >  f ( e ( U ) ) .  D ' a p r & s  L e s  h y p o -

t 'hbses de recurreocg r  nous avons 1(S(U)  )  7n et  donc l ( f  (U)  )  >-

n* l .  Soi t  I 'ensemble

, . r4 ' {U '  soug objet  de U /  V/V '  est  de longueur  f in ie}  .

Si Ul ,VZe g€ , alors, conune il existe le monomorphisne

o --+ orornua -+ u/uL@v/u, '

nous obtenons que Uln U2e, , t(  ,  $smrno U est un objet brt inien,

alors & a un plus peti t  dlCment; soit  Uo cet €ldraent et

n o t o n e  r  =  f ( u / U o ) .  c o m m e  H l c  M Z C . . . C M r r G  
: . .  

e s t  u n e

chalne strictenent croissante et conme M eet U-fort engendr6,

on peut trouver 1'ensemble de morphismes tf" i  nl t  , f r . lU'----+S

tel que fn(U) C un et fo(U)+ Mn-t pour tout \?.L. Conmo

fn(U) r*a U/Ker f* et f"(U) est un objet de longueur f inie,

alors Ker fo e cJ€ et donc UoG Ker fo

Par  su i te  l ( fn(U))  ! r  l (U/Ker  f r r )  4  l (U/Uo)  = r .  Cornme

t( fn(U))  Vnr  a lore n4. r  pour  tout  nonbre nature l  n ,  cant rsd ic t lon.

Cslot laire 1 [ l ]  $oient g une catdgorie de Grothendieck et

U un objet art inien de g. $i  M est un objet art inien Ae V ,

U-fort  engendrd, alors M est noethdrien.

!6ponst,!gt io+ D,aprbs }e thdorbme 1, i t  existe un nombre

naturel n tel  que q. = Mn+l = r. ,  .  Si M I PIn ,  alors, comme

engendrd, alore K eet U-engendrd

M/Mn est un objet  ar t in ien,  i l 'ex iste un sous-objet  n in ina}



K/ry"c, M/Mn , K/M'L f O . Donc K/Mn eet sinple et par suite

so(M/\) I  0 ,  c 'est-b-dire Ho / %*f ,  contradict ion. Donc

M * &t d'oi l  nous avons que M est

Cogol lqire-2 (I{opkins) t f l  Soit

arb i t ra i re  de  g ,  a lo rs  M es t

Itggggggg D'aPrbs 1e thdorbne de

Llaire 2 est equi.vaLent avec le

diock avec 1e gdndrateur art inien U. Si M eet un objet art inien

t5]  ,  1€ coro-

si 4 est qg

un objet  de longueuq f in ie.
rh
E une catdgorie de Grothea-

noeth6rien.

Gabriel-Popescu

rdsul-tat suivgnt I

t
t a

eau unitaire et F u4E topAl e additi r R t r l  te t

R* eot-F-srt inie-n. alo-Is Be @.
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Dane es iravai l  on r iet en dvidenee 1s l iaison entre

1a not ion ds nodule A- i t t jec t i f  e t  ce l Ie  d" 'orderr f  dsns

un snneau art inien. La notion de nodul-e [- inject i f  e

6td in t rodui te 'par  Fai th  dans IO]r1 'd ' tude de cee moduLes

€tant ul tdr ieurement ddveloppde dans les travaux ;f+1 ,

L16J .  Dans ces trav&ux on met en dvidence I ' inportance

pour  l rd tude des  modu les A -io5*ct i fs du thdorlne de

Hopkins d,onnd pour les catdgoriee de Grothendieck []-5] ,

lfgl ( une ddnonstration dldnentaire de ce thdorArne est

donnd dans le travai l  1fZ1 ).

Ce trava' iLL contient 4 paragraphee. Dans 1e preunier

paragraphe sont donnds les rdsultats les plus importantes



concernant les modules [- injeet i fs,  Le deuxi]me

paragraphe cont ient  1 '6 tude des modules Ai r ject i fs

sur les snneaux avec la dinension de Krul l .  En part i-

cul ier on obtient un thdordrne de Krause, Lenagan et

S ta f fo rd  ( vo i r  l e  co ro l l a i re  2 .n ) .

Le paragraphe 5 contient dans la prenibre part ie

des nouveaux rdsu l ta ts  concernant  les  modu lee  A- i t  -

jeet i fs .  ces rdeul ta ts  seront  appl iquds pour  donner  des

condit ions suff isantes pour qu,un anneau eoit  un ord.er

dane un &nneau art inien. En part ieurier on obtient un

thdorbne de B.  Mt l l le r  (vo i r  le  coro l la i re  , .10) .

Dans 1e dernier paragraphe on introduit  la not ion de

dinension A-lnject ive pour un module (notd par A,a*U)

et  on caractdr ise les anneaux.R pour  lesquels  A.a*n>1.

{gr}TrQl{s i  Tous les anneaux et modu}es considdrds sont

uni ta i ree.  s i  R est  un anneau,  Mod R aera La catdgor ie

des R-modules b dro i te .

s i  M€Mod R et  xcM et  YC R sont  d ,eux ensembres non-

v ides,  nous posons :

A n n o X  =  r * ( X )  =  
{  a € R  /  X a  =  o  } ,

A n n * ( Y )  =  l M ( Y )  = { x € M  /  x Y  =  O  }  .

0n eai t  que:  Ann*(X)  = htR(Ann*(AnnO(X))  )  e t

Ann*(Y)  r  Annr (hr * ( , tnn* (y ) )  )  . ,

Noue avons ausei  les  inc lus ions:  xc .MrM(Anno(x) )  e t

Y  C M r R ( A n n * ( y )  ) .

I



0n  no te ra  pa r  E (M)  =  n * (M)  1 'enve loppe  in jec t i vo  de  M.

On note par  Spac(R)  ( resp.  l i in (R)  )  1 'ensemble des j .< ldaux

premiere ( resp.  des iddaux premiers  min imaux)  de R.

s i  p€ spec R,  a lors  nous d i rons que p est  essoc id h f f i

s ' i l  ex is te  un sous-module non-nul  M'C M teL que P,=

Ann*(M")  pour  tout  sous-module M"C M' ,  M" I  O.  0n note

Ass(M) 1 'ensemble U:u iddaux premiere aseocids U M '

si  MR *st un R-modul,e b droite on ddsigne p8r so(M) Le

soc le de i { ,  c 'est -h-d i re  }a  somme d.es tous Les sous-mo-

duLes siroples de M.

Dans ee .travail nous

rbme de Johnson-wbne I gl ;

i n jec t i f  e t  A=  End(M)  1 'anneau

Mralors pot:  tout A-sous-rnodule

on a x  = MrM(Ann*(x) )  .

ut i l ieerons beaucoup le thdo-

Si M'-, est un nodule quasi-
.n

endonorphiemee de

type fini X de 
nM

d e s

de

S o i t R u n a n n e a u e t s o i t M € M o d R u n m o d u l p q u e l -

c o n q u e . N o u g n o t e r o n s p a r A * ( M ' R ) ] . ' e n e e m b l e d e s i d d a u x

b droite de R qui sont de la forme I = AnnR(X) ' or) X

ddc r i t  l , ensemb le  des  pa r t i es  non  v ides  de  M;  A r (Mtn )

est  s tab le  par  in terseet ion quelconque'

Nous dirons que m est gl E(A)-modplg si

chalne ascendante

e s t  i n j e c t i f  r  n o u s
s a t i s f a i t  h  l a

descendante)  '

condi t ion de

Si de Plus M

A r ( M , R )

( r e s p .

dirone



s impLenent  que M est  un moduLe X(A)- in ject i f  .  Les

not ions de nodule f , (A)- in ject i f  sont  in t rodui tes par

Fa i th  dane  [+ ] ,  [ 0 ]  .  Dsns  Le  t rava i l  [ 4 ]  on  ddmont re

que un modr : le  Q* est  I  - i r r iec t i f  e> Q( I )  eet  in ject i f

pour tout ensemble I  /  f i .

So i t  A '  EndR(M) 1 'snneau d 'endonorphieroes de M.  A lore

M est un [-noduLe b gauche; le nodule , .M s'appel le

le contre-rnodule de M' 0n d'dnote par Biend(h1) 1'anneau

des b iendomorph ismes de  M,  c '€s t -b -d i re  B iend(M)  =

End  ̂ (M) 
.

Pour les fl-nnodules nous

1)  S i  MR est  dn module,

son t  dqu iva len tes :

i)  M est un [-module

i i )  Pour  tout  ensemble non v ide X de M i l  ex is te  des

6 l d m e n t s  * 1 r * 2 r . . . r 5 €  X  t e l  q u e .

ann*(X)  = /1-annr(x i )r \  i= I

i i i )  Toute fan iL le  d '616nents  de A"(MrR) admet  un

6ldment minimal.

M est un f i -nodule et NC M est un sous-mod^u1e,

est un f i -nodule.

M est un f i -nodule, alors pour ' tout ensemble

M(1 )  e t  H I  son t  des  A -modu les .

/wr .  \  .  n  sont  des  [ -modu les ,  a lo rs\ r ' f i " i = l r 2 e . o . s ' .

[-nodu]a .

2 )  S i

al-ore N

5 )  $ i

r  I  f , ,

4 )  s i

es t  un

avons les propr i6 t6s su ivantes:

alore lee aff i rraat ions suivantes

l.l

CI
i=1

I

M .
1-



, )  Si OL est un id6al bi latbre tel  que A-C'Ann*(M)

'  et M est un A -rnoduleralors M est un [-module gur

1 'anne au R/A. ,

6) MR .st un [ -module (=#il eet un [-nodule sun lf a-

nneau  'B iend(M) .

7) Si le contre-module 
nM 

tst noethdrien, alora M*

est un fl-nodule '

8) Si  MR est un module quasi- in jeet i f ,  a lore M est  un

fi-nodule € 
dil 

est A-module noethdrien 4:] M est un

nodule A-inject i f  aur 1'anneau R/Ann(M) .
I

9)  
'S i  

Qn .s t  un  mod ,u le  i n jec t i f  e t  FO =  t I  i d6a1  b  d ro i te

de R /  Hono(R, / I rQ) '  =  O )  "u t  
la  topolog ie addi t ive eo-en-

gendrd  de  Q,  a lo rs  Q  es t  I (A ) - i n jec t i f  €  I ' anneau  R

est  noethdr ien ( reop.  ar t in ' ien)  par  rappor t  h  la  topo-

lo8 ie  Fn .

10) Si QR est un module A-iniect i f  ,  elors Qn 
"st 

un

module f , - in ject i f .  .
11)  S i  Q* est  in ject i f  (quas i - in ject i f )  te l  que le

eontre-nodule AQ de Q (  A= nnd(Q))  est  noethd ' r ien,a lors

AQ est  a i t in ien.

12) 
' t t  

Qn est f i - inject i f  et on ddsigne par Rn J. 'anneau

de quot ientu 
" rO,  

a lors  Rn = Biend(Q) et  RO est  un 'anneau

seni-prirnaire'ayant le eocle b droite un module de lon-

gueur  f in ie .

f } )  (La s t ructure des modules A- i r r jec t i fs )  S i  Q,  eet



un nodule ftin je ctif ,

i ) a :  q - Q o ,  o [
or€I

sabl"e pour tout

un in ject i f  inddconpo-

alors

Qoo eet

oc  e  I .

i
t

t
i
t,
I t
I
t
I
I

l

-r.41 si
j e c t i f

i i )  I1  ex is te  un  nonbre  f in i  des  iddaux  premiers  D, .l -  
-  -  - I t

p z r . . . , p n  
. t e l  

q u e  A s s  Q  =  
{  p r r p 2 r  ,  r .  r p n } .  D e

plus,  R/Oi  (1< i (n)  sont  des anneaux de Gold ie

(  h  d ro i te )  .
n .

i i i )  S i  o n  n o t e  E ( R / p 1 )  =  I . l  ( f ( i ( n )  o i l  I o .  e s t  u n
Pi Pi

in ject i f  inddcomposable,  a lors  pour  tout  oCe T

f* est isomorphe b un inject i f  de la fani l le
l _  T  \
1 I n f  t t p 2 ,  "  ' , t p r r l '

i v ) Si de plus R/e est un anneau de Goldie pour tout

qe Spec R (en par t icu l ier  lorsque R est  un anneau

noethdrien h droite ou l t  anneau R est h identi td

po lynOn ia le ) ,a lo rs  Ass  Q e  H in (R)  .

a  = @ Qi  est  un module in ject i f  e t  Qi  est  A- i r r -
i€r I

pour  tout  i€  I ,  a lors  Q eot  A- i r , jec t i f  .

Les a f f i rna t ions  L)  12)  , r )  16 . )  son t  dv identes .  L r .a f f i r -

na t ion  7)  es t  une consdquence d i rec te  de  l f ,a f f i rmat ion

1),  t 'af f i rmat ion B) est  une consdqr. lence du thdor6ms de

iohnson-wong. Les d,dnonstrat ions des af f i rmat ions 9 )  ,10) ,

1 I )  ,12  )  '15  )  e t  14  )  son t  donndes dans  le  
' t rava i l  

[ f  e ]  .

Les  a f f i rmat ions  9)  e t  Io )  son t  une consdquence d i rec te

du thdorbne de Hopkins pour une catdgor ie de crothendieck

(voir [rr]  ,  [rz] ) .



pour  Ia  ddnonst rat ion des af f i rmat ions ?)  rB)  e t  10)

vo i r  auss i  to ] .  Aut res cons iddrat ions aur  1es modul -ee

A- in ject i fe  on peut  t rouver  dane les t ravaux Io ] ,  [ r+ l  ,

[re] ,
Nous terminons donnant 1a ddmonstrat ion des aff i r-

n a t i o n e  , )  e t  4 ) .

Soit  X C MI un ensembLe non-vide. Si f ; t :Ul -+ M est le

morphisme canonique, nous notons Xi = tr i$) '  Oo voit

que Anno(X)  = ann*( rVr* t ) '  Donc i l  ex is te  des 6 l6ments

yyt l2 ' .  o  o  rxr r  €  
,V,  

f t  te l  que Ann*(  
rV,* t '  

=

f  
' l  

r r - -
AnnO t  

y f  ,  YZr , .  l rv r r ]  
'  l rous supposons que Xi  €  ** ,

( f ( i ( n ) ;  a l o r s  i I  e x i e t e  d e s  d l d n e n t s  * l r * r r " " * r ' €  X

te ls  que J1 = ** r . (x i ) .  on vo i t  que Ann*(X)  =

Anno{ * r - , *? r . . . , d }  e t  pa r  eu i te  Mr  es t  un  f i - nod 'u le '

C o * "  M ( I ) C  M I , a l o r s  M ( I )  e s t  a u s s i  u n  [ - m o d u L e '

Nous ddnontrons maintenant 1'aff i runation or; $oit

M t O . . .  @ M '  u n  e n s e m b l e  n o n - v i d g ' S i f ; i t , 9 r * r *

eet le norphisme canonique nous notons xi  = fr i . (x).
X C

Mi

0n

i 1

n
voi t  que AnnR(x)  = A enn*(x i )  .

'  l - I

ex is te  dee  d ldmen ts  t t r r t t r t

,  . . . , V i n i

te le que

; :

t t*

gue nnnO(X)

A -nod.ute .

AnnR(x i )  =  e t . t * { r i } ,Y i2

m e n t s  x q  1 . . . , x i  e  X
^1 .  -n i

On voit  trbs faci lement

n
e t  donc  .O-M i  es t  un

I = I

Exemple Soient R un

Pour  1 'ensemble Xi

,Y i -€  X i  te le  que
t " i

S o i e n t  l e e  d 1 6 -

= f , -  ix i  -  )  ( r (  3-(n1) .
t t k

f l=  Ann* l * i . , . l i= l r  . . .  1 r*  
k = 1  1 . . . 1 1 1 1

anneau noethdr ien h droi ' te



6s$entiel lement bornd h droite (en anglais: r ight fu1ly

bounded r ight Noetherian r ing) et M* un R-module de typ"

f  in i .  Draprbe Cauchon I  f ]  ,  Mn est  un [  -moduJ.e.

Suppoeons maintenant que Qp est un module inject i f  de

type f in i .  ALors Q est  un [ - in lect i f  noethdr ien,

p'aprbs le thdorbme 2.!3 [ fO] ,  on en ddduit  que Q" est

un rnodule de longueur f inie et R/Ann(Q) est un anneau

sr t in ien.  D ' ic i  on en dddui t  
-que 

s j "  Qn *s t  nodule quasi -

i n jec t i f  e t  de  t ype  f i n i ,  a lo rs  d 'ap rbs  l a  p rop r id td  8 ) ,

a  eet  module A- i t ,  jeet i f  sur  l " 'anneau R, /Ann(Q) 'e t  par

suite QR est un module de longueur f inie et R/Ann(Q) est

un anneau art inien. .

2. MODULES A-rN.recrrits sun LES JrNI{EAUXDIi,[EN.STON

DE KRULL

Pour la not ion de module h dinension de Krulf  voir

l e  t r a v a i l  [ e ]  . .

S i  M.€Mod R,  on ddnote par  K.d im M la  d inens ion de

Krul l  de M. Nous rappelons qu r un module M s'appe11e

l* -cr i t iqq,g s i  K,d im M :  
d  e t  K.d im M/M, 1x pour  tout

sous -modu le  M 'CM,  M '  I  0  [A ]  .

Soi t  F  une topolog ie addi t ive sur  l fanneau R [ZO] ,

Nous rappelone qu 'un module M€Mod R est  d i t  F-de tors ion

s i  p o u r  t o u t  x € M ,  A n n * ( x ) € F ;  l e  n o d u l e  M  s ' a p p e l l e

F-sans torsion si  pour tout x€M r x f '  0, Annra(x)f  f  [ZO] "



0n ddsigne par 9-,  fa elasse dee modules F-de torsion.

un uodule Mn I 0 est di t  F-cogr, i t ique si  M est p-sans

tors ion et  pour  tout  sous-nodule l f i 'C MrM'  I  OrM, /Mra VF,

0n eai t  que M est  F*eocr i t ique <=:=> TF(M) est  un ob jet

sinple dans La catdgorie quotient ! [od R/yF ( rr  est le

foncteur canonique TF, Mod R ---> Wod R/Tg ) .

Un iddal  h  dro i te  I  te l  que R/ I  est  F-cocr i t ique s 'ap- .

pe l t -e  F-cr i t ique.  .  11 egt  e la i r  que s i  H eet  un nodule

F-cocr i t ique,  a lors  pour  tout  x€ M ,x  I  e ,  ann*(x)  est  un

idda t  b  d ro i te  F -e r i t i que .

IL  es t  b ien .connu  que  s i  M  ee 'b  o f  - c r i t i que ra lo rs  i l

ex is te  une topolog ie addi t ive F te1 que M est  F-cocr i t ique

Ie ] r [ f z ] . .  Rdc ip roquement  n 'es t  pas  v ra ie  en  gdndra l .

Exgmple so i t  K un corps et  so i t  R I 'anneau ar t in ien h

dro i te  R = T. , (x)  =  [ I (  
K l  ,  Nous cons iddrons les d ld-4  

\ o K l
ments iddmpotente 

"1 
= 

fi ;)
obtenone que

VR - SA . On voit

et  "z  ( :  t  
'Nous

eet R-noclule s imple pro-

pro ject i f  de lon-

K est  un iddal  b i -

= etR/V eet un mo-

"2

=
l-.*'1, = (: ;)
(K I{) 

"ut 
,r'

\0 al
ddsigne r = 

(:

-  j e c t i f  e t

gueur  2 .

la tbre et

" rR nodule

Kl
ol '

que Sl

Si on

dule siurple. comme R est un anneau hdrdditaire, sl  est

un.module in ject i f  .  s i  F l  est  Ia  topolog ie addi t ive co-

engendr6  de  modu le  i n jec t i f  E (SL) ,  c ' es t -b -d i re  F t  E

Horn(R/r,n (sr) ) = 0 }, ,  te module erR est Fr-cri-

e t  n ' es t  pas  O-e r i t i que .

{ t r
t ique



Un autre exemple est donnd dans l-e travail [fZl '

proposi l isn 2-.1 soit  R un anneau h dimeneion de KrulL

h  d r o i t e .
. / \

a)  s i  pe Min R,  a lors  E(R/p)  est  un module A- in ;ect i f  .

b) Si M est un module C{ -cr i t ique or) oC = K.dim Rlalors

'E (m) egt  un nodule A - in  ject i f  .

pjrnolslrgsig3 soient Fn la topologie additive eo-en-

gendrd de E (R/p) et 9'n ta classe des modules FO-de tor-

e ion,  A lors  f^  =  {  ue nrod R /  Hon(M,E(R/n)  )  =  o}  .
p L

Soit M I O un module Fn-oans toreion. 11 contient un

sous -modu le  N ,  p  - c r i t i que .  D 'ap rbs  l e  thdo r lne  8 .3  [S ] t

i l  ex is te  un ssqs: I t rodule non-nul  N '  CN et  un iA6af  qg

Spec R tel" que q = AnnU(N').  Comme R/q, est un anneau de

GoLdie b dro i te ,  d 'aprbs le  lennd 4,2 [ f0 ]  on en dddui t

'  que  qcp  e t  d .onc  q  =  p "  So i t  O  I  N"  C  N ' ,  . a1o rs .

.K.d im t rJr /N"(  p  -< K.d in  R/q = K 'd , in  R, /p .  S ' iL  ex is te  un

urorphism.e f  t  f i r /$ ' f - )E(R/p) ,  t  /  O,  aLors Im fO R, /p  f  O.

comme K.d im In  f  . (  K.d in  N ' , /N"r -  p  r  oD en dddui t  que

K 'd im( Im f  f l n /p )  (  K .d im R /P ,  con t rad ic t i on .  Donc

H o n ( N ' / N " r n ( R / n ) )  :  O  e t  p a r  s u i t e  N '  e s t . u n  m o d u l e  F O -

cri t ique " Donc tout nodule F'-sane torsion contient un

sous-mod^ule F'-cr i t ique. Par suite dans la catdgorie

quo t ien t  Mod  R /% I ' ob je t  U  =  Tp (RR)  es t  semi -a r t i n ien

[f f l  ( ic i  Tp est le foncteur canonique , Tp :  Mod R--->

. Mod R/ 
%), 

Couune R a la dinension de Krul l  ,  alors



pour tout idda! b d.roite I ,  R/T a la dimension
F -

f i n ie  LBJ  e t  pa r  su i te  I ' ob je t  U  a  l a  p rop r id td

p o u r  t o u t  s o u s - o b j e t  U ' C  U ,  l e  s o c l e  s o ( U , / U ' )

es t  un  ob je t  de  l -ongueur  f i n ie .  L 'ob je t  U  es t

En ef fe t  s i  U,  )VZ I )  .  .  ,  J  Un 
- ) . , .  

es t  und cha

cendante de soug-objets  de U,  nous notons U'

Conme so(U/U' )  est  de longueur  f in ie ,  i I  ex is te

de Goldie

suivante I

de U,/U'

art inieno,

de e-

U,,

nombre

naturel no tel  que U' -  Uno et donc Un= Urr* l  pour tout

n77 nn. l )one R est un anneau Fn-art inien et per suite

E(R/p)  est  un mod,uLe A - in ject i f  (vo i r  la  propr id t6  9) ,  $r . I

b) On fai t  La m€me ddmonetrat ion.

B9-gg3ggg Une ddn'ronstration d'affirmation a) est donnde

d,ans le  t rava i f  [  1 ]  .  ( la  proposi t ion 6 )  .  Ic i  est  ddmon-

t rd  un rdsul ta t  dquiva lent  avec 1 'a f f i rnat ion a)  :

l 'anneau R a Ia dimension de Krul l  zero par rapport b la

topolog ie addi t iv"  t t '

Soit  R un anneau b l-a dinension de Kru1l.  Alors l 'en-

senble Min R est f ini  L Al .  Si on ddsigne per rad R E

{J_p , a)-ors Frad R est l"a topologie addit ive co-
p € M i n  R
engendrd de D(R/rad R) .

C o r o l l a i r e  2 . 2  S i  R est un anneau h la d,imension de KruLL

aff irmations suivantes sont vraies:

nodule A-in ject i f  .

h  d r o i t e ,

i )  E ( R / r a d

alors les

R) est  un

i i)  Si MR 
"st 

un R-rqodule b Ia dimension de KrulL, alors

lne
&n
n=l

un

M est un nodul-e Frad R-noethdr ien [ f6]  .  En part icul ier



iL  ex is te  un sous-moduLe M'C Mr de type f in i ,  te1 que

M/M'  est  Frad R-de tors ion.

Ddnoss-trat ioS Pour 1'aff i rmation i)  s 'appl ique La pro-

p o s i t i o n  2 . L ,  a )  .

i i )  0n  dds igne  pe r V*ua R 1e classe des moduLes

Frad R-de torsion et par T: Mod R--+ Mod R,/Vraa R 1e

foncteur canonique. Exactenent comme dans la propo

si t ion 2.1,  a)  on montre que T( fd)  est  un ob jet  ar t in ien.

E(R, / rad  R)  d ten t  [ - in jec t i f  ,  a lo rs  T(RR)  es t  un  gdr id ra-

t eu r  a r t i n ien  dans  }a  ca tdgor ie  Hod  R /%aA n  .  D 'ap rbs  
'

l "e thdorbrne de l lopkine [r :J, [rZl ,  on a que f ( [ [)  est un

ob je t  noe thdr i .en,  c 'est -b-d i re  M est  un rnodule Frad R-

noe thd r ien .

Un module M* h dinension de Krul l  s 'appel le

K-homo.FQng [ff] sj. pour tout sous-Bodule NCM, N I O ,

K . d i m N - K . d i u n M ,  
'

Cjrol la l re,_Z.5 Soient R un anneau b dimension de Krul l

et M.,,, un modul-e K-honogbne tel que K.dim M = K.d.im R .
JT

Al ,o rs  E (M)  es t  un  nodu le  A - in jec t i f  .

D4mo+ejlql ion Comme M a la d, imension de Goldie f  inie,

a lors  M est  une extens ion essont ie l le  d 'une somne d i recte
n

f in ie ,  @ H i  CM,  te1  que  M. ;  es t  o { - c r i t i que  (d=  K .d i rn  R)
I '

r * l

,pour  tout  loc i {  n .  Snsui te  on appl ique la  proposi t ion

2  . 1 r b )  .

Un snneau R e 'appe1Ie f i -anneau e i  E(RR) est  un mo-

duLe [ - in5eet i f  .



CoTo] la iJe 2.1 Si  R est  un anneau h dimension cle t tuul l

( b  d r o i t e )  K - h o m o g b n e ,  a l o r s  R  e s t  u n  [ - a n n e a u .

9-geUg:Ig-3J ( [fr] ,fe thdorbme 7) Si R est un &nna&u

b dinension de Krull K-hronnogbne, alors R est un anneau de

G o l d i e  b  d r o i t e . .

Ddmonst ra t ion  Comme E(R)  es t  un  modu le  A  - in jec t i f ,
v t

a l o r s  E ( R )  . e s t  u n  m o d u l e  f , - i n j e c t i f  ( v o i r  1 a  p r o p r i d t d

1 0 ) , $ 1 )  .  D o n e  A r ( E ( R )  r n )  s a t i s f a i t  h  l a  c o n d i t i o n  d e

chatne  ascendante .  Sn par t ieu l ie r  on  dddu i t '  que  R es t

un anneau _de Goldie

Cgrol la i rg 2.9.  Si  R est  un anneau b dimension de Krul l

U  dro i te ,  a lo rs  i l  ex is te  -une cor respondance b i jee t ive

ent re  1 'ensemble  Min  R e t  1 'ensemble  de  types  de  mod.u les

A- in  jec t i . f  s  inddcomposab les .

Pdmonstrat ion Soi t  p€ Min R. Comme R/p est  un anneau

d e  G o l d i e l  a l o r s  E ( R / p )  =  i :  o D ,  I ^  e s t  u n  i n j e c t i f  i n -
Y P

ddconposab le  ' ap rbs  }a  p ropos i t i on  2 . I ,  t p  es t  un  mo-

du le  A - i r , j ec t i f  .  D 'ap rbs  l a  p ropos i t i on  4 .g  [ f e ]  ,
r r.Ass  to  =  
t  

p  
)  . .E r  conc lue ion  1 'app l i cg t i on  p -4  I . ,  es t

P

une b i jec t ion .

gsroLlaire- 2.J

droi te,  s i  tnr)
j e e t i f s ,  a l o r e

DCmonst ra t ion . .

So i  t R un anneau b dimension de Krull b

est  une fani l le de modules A - in-i€r
o

ier
Q i (

est  un module

Q; et TJg.; sont module s A - in ject i f  s .+  i € r *

i€ I )  6 tant  A- i r r jec t i f ,  a loro Qi

f  - i n ;ec t i f  e t  donc Q t * @ Q N- r  
d e l ,  

- & t t or)



a , : e 6 t u n i n j e c t i f i n d d c o m p o o a b l e p o u r t o u t o c € A i
OLl  4

( voir [ro] , [ra] ) . Donc 
,&or 

; 
,P, *&rQf , r 

Donc

on peut supposer que Qi sont inddcomposables. comme

L,ensemble Min R est  f in i  I  AJ,  a lors la fani ] le tnt ]  tat
'  cont ient  un nombre f in i  d^ ' in ject i fs  ind6eomposables non-

isomorphs ' .  D,aprbs le  thdorbne 2.4 [ f0 ]  e t  ]es propr i -

d tds  i l  e t  41  1$1) ,  i l  en  rdsu l te  que  
,&n t  

es t  un  mo-

,,  d.ule A-inject i f  .  Pour le moclule 
Hnt 

on fai t  la m6me

ddnonst rat ion.

Maintenent  nous donnerons une earectdr isat ion des

anheaux art iniens b droite qui gdndral ise le thdorbrne

I I . 5  ( d e  [ 5 ] , P a s . 4 B ) .

coro l ls i re  2 .Q Pour  un anneau R quelconque,  Lee propr i -

6 tde su ivantes sont  dquiva lentes:

l )  R est  un anneau ar t in ien h dro i te '

2\ R est un &nne&u h dinension de Krul l  h droite et pour

. tout R-rnodule inject i f  inddcompoeable E, .si  on poee

H = gndp(E) ,  le  cont re -nodu le  HB es t  noethdr ien '

Ddnonstrat ion 1;  ==?2) .  S i  A est  un in ject i f  r  E est  un

module A- in iect i f  e t  par  su i te  HE est  noethdr ien

( v o i r  1 a  p r o P r i d t d  8 )  ' $ 1 ) .

2 1 = $ 1 ) .  s o i t  p €  $ p e c  R ;  a l o r s  n ( R / p )  =  i t  o i l  t o  e s t

un  in jec t i f  i nddcomposeb le .  D 'ap rbs  1es  hypo thdses '  tO

es t  A - io jee t i f  e t  pa r  su i te  0  $ /p )  es t  A - io jec t i f  '

Tenan t  compte  de  la  p rop r id td  1 "1 ) ,$1 ,  p  es t  un  i dda l



minimal  e t  par  ou i te  Min R = Spee R.  S i  (Soc )o i ,en est

l-a famil le des types de modules simples de t i l iod R, alors

n est  un ensemble f in i  et  Q =o,pn I l (Sa,)  est  un nodule

A- in ject i f  ,  Cornme a est  un cogdndrateur  de Mod R,nous

obtenons que Ar(QrR) est  dgal  avee l tensernble d.ee tous

iddaux h droite de R. Donc R est un anneau art inien h

dro i  te  .

-Eggglggg-g L) Les corol laires 2.7 et 2,8 peuvent 6tro'

donnds pour un anneau ayant lee propridt6s suivantes:

i  )  Min R est un ensenble f ini

i i )  Pour  tout  p€ Spec R,  R/p est  un anneau de Gold ie  b

dro i te  (par  exemple quand 1 'anneau R eet  h  ident i td

po lyn6mia le ) .

2) Soit  R un anneau commutati f  rdgul ier au sens de von

Neumann qui  n 'est  pae noethdr ien.  Comme tout  iddal  i r -

rdductibLe est maxinal et conme tout module simple est

in ject i f  ,  a lors  tout  mod.u le  in ject i f  inddconposable g" t

un moduLe e imple et  psr  eu i te  est  un module 4- in ;ect i f  .

Donc i l  es t  ndeessai re  de supposer  que Sin R est  un

ensemble f in i ,

5. _ llopgl.pp a:Il,{/xp3rrg q,r +NNsapx.pE gggrlEurg

ARTINIENS

Soit  Q€ l {qd R un module in ject i f  et

a d d i t i v e  c o - e n g e n d r d  d e  Q ,  c ' e s t - b - d i r e

Hon(R,z f  ,Q)  =  0 ,

re
I e

1 a

re
topoLogle

€



0n sait  que ei r  est un iddal" b droite, R,/I  ,est Fn-sans

toroion +:=+ i l  existe un ensemble non-vide X CQ tel- que

I = Annu(X) '  Nous notons

. J ^ = J ^ ( R ) =  I
t d  Y  r i d d a l h d r o i t e

I  es t  F, - , -cr i t iquew

on voit  que Jn(R) = 
M *od,Gocri t ino"** " 

et par

eui te  Je(R)  est  un iddal  b i la tbre '

S i  I  e !  J  sont  deux iddaux Fn-cr i t iques nous d i rons qu ' i1s

eont dquiyalglts. (en anglais "rel-ated" [ tZl )  si  E(R/1) et

E(R/ ,J)  sont  is$orphes.  D 'aprbs LfZ]  Les iddaux Fe-

cr i t iques I  e t  . I  eont  dquiva lents  s i  e t  eeuLenent  : ' i1

ex i s te  l ee  € ldmen ts  a  $  I  e t  b  +  . I  t e l -  que  ( I : a )  '  ( ; :U )

( ( r : a )  = t 7 .  e  R  /  a  X €  { l  .

FroposiSiog).1- Soient R un anneau quelcon.que et Qt un

modu le  i n jec t i t '  Nous  no tons  A=  EndR(Q) .

I res propr id tds su iventes sont  vra ies:

1 )  L , i dda l  h  d ro i te  f  es t  Fn -c r i t i qu .<=  AnnO( I )  es t

' un fi-sous-module simp]e de 
na 

ei R/I. est Fn-sans

t  o rs ion .

2)  8 i  AC 
nQ 

est  un f.-souo-module simPle de 'nQ r alors

A,nno(A)  est  un iddal  b  dro i te  Fn-cr i t ique.

3)  S i  I rJ  sont  dee iddaux Fo-cr i t iquee dquiva lents ,a lors

annO(I )  e t  Annn(J)  sont  A-modulee isomorphes.

4 ) Je(R) = Ann*(so( Aa) I
Ddmqls.tral ign 1) supposone que r est Fo-cri t ique et



no tons  A  =  Anne( r ) :  s i  x€  A  rx  I  0 r .  a lo rs  Anno(x )  3

Anno(Anno( I ) )  s  I  (R /T  6 tan t  Fu -sano  to rs ion ) .  s i  I  I

Ann*(x) ,  a lors  RxN R/Ann"(x)  est  -Fn-de tors ion,  eon-

t rad ic t ion.  Donc f  =  Ann*(x)  e t  d 'aprbs 1o thdorbne de

Johnson-Wong;  Ax = Mte(ennr(x) )  =  AnnO(f  )  =  A d 'o f  i l

en rdsulte que A e'st un A-nodule sinple.

Rdciproquement ,  supposons que A = Annn( I )  est  s imple et

so i t  IF  J .  A lo rs  Annn(J )g  Annn( I )  =  A  e t  donc  Annn(J )  =

O ou AnnO(J)  = A.  S i  nnnn(J)  = Ar  a lors  Je AnnO(AnnU(,1) )

= Ann*(A)  = I ,  cont rad ic t ion.  Par  su i te  nnnO(J)  = 0 et

= ;\ x pour tout

Johnson-lf long, A z

donc Hom*(R/J rQ)  = O,  c 'est -h-d i re  R/J  est  Fn-de tors ion.

Donc I  es t  } 'n -c r i t ique .  
_

2) Comrng A est  / \  -module s imPle,  A

x €  A ,  x  I  0 .  D ' a P r b e  l e  t h d o r b n e  d e

Annn(Anno(A) ) ,  e t  u t i l i san t  1 'a f f i rma t ion  l " )  i l  en

rdsu l te  gue l ,nn* (A)  es t  un  id6a1 F ' -c r i t ique .

,  s i  I  e t  J  sont  dqu iva len ts ,  i1  ex is te  des  d ldnnents

a g ! I  e t  O d " r  t e l s  g u e  ( I : a )  = ( J : b ) '  I r l o t o n s  A  =  A n n e ( I )

e t  A '  *  M r e ( I : a ) ;  A  e t  A '  s o n t  A - n o d u l e s  s i m p l e s '

Considdrons le A*morphisme Y*, nQ + 
nQ, oi l  cfr(x)=

x a  p o u r  t o u t  x €  Q ,  0 n  v o i t  q u e  c ?  a ( A )  
=  A a f ' A ' .

Sqmme a+  I ,  a lo re  l a  I  0  e t  pa r  su i te  Aa  =  A ' ,  d 'o r )  11

en rdsul te  que AL A ' .  De m€me fagon,  s i  on note $ =

Anno(J )  e t  B '  . -  Annn( .1 :u )  on  ob t ien t  Ba l  B ' .  comme

A r  =  B ' ' r  o t r  a  A a n B .

4)  On aPPl ique 1)  e t  2 ' ) .



Dlmonstjrat iQg 1) 0n sait  que 
nQ

gueur  f in ie  (vo i r  les  propr i  4 l6a

S6it  Q, C Q-, deux sous-modules de
I C

Supposons que Qn *st un module A - ln-

j e c t i f .  A l o r s :

L)  Le nodule aQ est  de longueur  f in ie  e t  tout  A-mo-

dule quotient Q/Q" contient un sous-nodule simple iso-

morphe &vec un sous-module s imple de so(  4Q).

2 ' )  11 ex is te  un nombre nature l  n  te l  que Je(R) tEhtn(Q).

est un module de 1on-

B )  e t  1 1 ) , $ 1 ) .

AQ te1 que QrlQ, est

un f i -nodule sinple. Nous notons 11= M*R(a]) et 12 =

Ann*(a2) .  D 'aprbs le  th6orbme de Johnson-Wqng,  Ql  =

Annn( I l )  e t  Q2 = AnnO(I2) .  Comme af  /  QZ,  i l  en rdsul te

que IZ$-  f  l .  Le nodule I I / f  Z  est  Fn-cocr i t ique,  En

e f fe t ,  so i t  J  un  idda l  h  d ro i te  te1  que  IZF  ' JC  11  .

A l " o r s Q 1  =  M t e ( I l ) C A n n O ( J ) C M t Q ( I 2 )  = . Q 2  .  C o r u n e

QZ/AL est un nodule simple, alors Annn(J) = QA ou

Annn( , I )  =  Q1 .  S i  AnnU(J)  = Q2r  nous obtenons que Jc

AnnU(Annn(J) )  =  Annp(Q2)  = IZ et  donc J  -  I . ,cont rad ic t ion.

Par  su i te  i1  est  ndceseai re  que ennn(J)  = QL.  Soi t

f I f.l/J --+ Q un R-morphisne quelccnque. Si fi : Ir-*

fr , /r l  est le rrorphierne canonique, on note B = f  o J( .

Cornme Q est  in ject i f  ,  i l  ex is te  un d ldment  *o€ Q te l

q .ue g(A)  = 
"o t r  

pour  tout  ) .e l r .  Comne g(J)  =  0,  i l

en rdsul te  que *oJ = 0,  crest -b-d i re  {o€ At lA( , i )  =  Q1 =

A n n n ( I l ) .  D o n c  * o l l  =  O r  d ' o t  I  -  0  e t  f  =  O .  D o n e



Ho*n QI /J ,Q)  = 0 et  conme IL / I ,  est  Fn-sans tors ion,

IL / I2  es t  Fn -coc r i t i que .  So i t  rna in tenan t  a€  I ,  ,  a  *  I 2 i

a lors  f  =  ( I r :a)  est  un iddal  Fn-cr i t ique et  donc

AnnO( I )C  su (  nQ)  
e t  ennO( I )  es t  un  / \ -nodu le  s imp le .

Nous eonsiddrons }e A-norphisme

Y" , Qz = Mte(Iz) -----+ Ann*(I) , f u(.x) = xa .

comme a$ }  2 ,  Y"  
I  o .  Pu isque a  €  r1 ,  Q lu  =  o  e t  psT

suite QrC Ker ?r. Comme QZ/QI est un f i  -module eimple

et T" I o , oi en ddduit que hre(I lca QZ/QI ,

2)  Supposons que la  longreur  de  
AQ 

es t  dga le .h  r l r

D ' a p r b s  1 a  p r o p o s i t i o n  5 . 1  e t  1 ' a f f i r m a t i o n  1 )  o n  a

e. t f i  -  o ,  d 'o r )  tACennu(Q)  .

Pour la topologie addit ive Fn on ddsigne par Rn

I 'anneau de quot , ient "  RF,_.  Lorsque Qn 
"s t  

un module- a
A - i n j e e t i f  ,  o i l  a  R . . , N  B i e n d ( Q ) ,
- 

r"l

Un anneau R e'appel le Kasch h droite ;aOl si  tout

R-module sinple est ioomorphe b un iddal nininal de R,

Cjrg . l la i re  ] ,1  So i t  Qp un  nodu le  A- i . r jec t i f  .  S i  Qo es t

un gdn6rateur pour la catdgor ie Mod (R/Ann Q),  a lore

'R. ,  =  B iend(Q)  es t  un  anneau de  Kasch ar t in ien  b  gauche.
t {

lggonglggligg D'aprbs les hypothlsee ^Q est un A-mo-

du le  p ro jec t i f  .  So i t  0  =  AuC A1C . . .  C  A, ,  =  
AQ 

uRe

suite tel  que A1,/A1-1 est f i -module sinple pour tout

i= l r  2  1  .  . .  111.  S i  nous notons Bi  =  Hornn(Q rAi  )  ,  nous obte-

nons  1a  su i te :

0  =  B o C  B t C .  . . . C  B o  =  B i e n d ( Q )



Comme AQ est projeet i fr  alors Bi lBi- l  est nul ou

Bi /B i_ l  est  nodule s imple sur  l ranneau Biend ' (Q) .  Dsnc

Biend(Q) eet  ar t in ien h dro i te .  Tenant  compte de coro l -

l a i re  5 .2 r  1 ) ,  i l  en  r6su l te  que  B iend .  (a )  es t  un  anneeu

de  Kaseh .

Proposi t ion 5.4 Soi t  Q ' ,  u t r  module A - in ject i f "  Soi t

c € R tel  que e = 
" .*.  

Je est un dldnent rdgul ier dans

L 'anneau R/Je.  S i  V :  R-- -+ n iend(Q) est  le  morphisme

canon igue ,  a lo rs  f  
( " )  ee t  i nve rs ib le  dans  I ' anneau

B i e n d ( Q ) .

Ddmonstrat ion Nous cons iddrons le  norphisme

d c : RIJO ------* R/Jq
n

; * ( * ) = c x .,  c '

D ' a p r b s  1 ' h y p o t h d s e  ,  C "  e s t  i n j e c t i f  ,  
' C o n m e  

A  e s t

A - i n j e c t i f  ,  a l o r s  i l  e x i e t e  l e s -  i d d a u x  I l r I  Z r : . .  r l n r

F n - c r i t i q u e s ,  t e l s  q u e  J e  =  I r f l  I z 0  . . . f l . r n  .  S o i t

Te : Mod R --+ Mod R/tfn Ie foncteur eanonique \ 7r, est

la  c lasse des modules FO-de tors ion) .  -  On & TQ(R/Je)C

Te(R/ I t )  @ . . .  0  Te (n / In )  e t  co rnne  Te(R / I k )  es t  ob je t

s inp le ,  pour  tout  1{k-<nr  nous obtenons que Ta. (R/Je)

est  un ob jet  eeni -s imple de longueur  f in ie .

Comme Te(C(c)  est  un mononorphisrne,  i l  en ' rdsu l te  que

fe (c0c )  es t  un  i somorph isme,  i )onc  coke r  d . ' * s t  un  mo-

dule FO-de torsi on . Soi t le A -morphi sme 0 
" 

r 
nQ 

-nQ,

0. i " )  =  xc .  S i  Ker  A.  I  o ,  i l  ex is te  un f i - raodule

s imple A te l  que AC Ker  0* .  Donc 'Ac = O et  par  su i te



c€AnnR(A) .  S i  on  no te  I  =  Ann* (A) ,  I  es t  un  i dda l  Fn -

c r i t i que  e t  donc  JeC I .  0n  vo i t  qus  Im  d "  G  I / Je ,

comme R/Jgftno..Ve , i l  en rdeulte que n/r € f.q ,
contradict ion.  Par sui te Ker 0c = Q et  donc 0.  est  un

i  somorphisne.  qoy* Y t . l  = 0"e niend(Q) ,  en obt ient

Oue f  
(c)  est  un dLdnent invers ib le ' .

Si QR est un module A - in ject i f  r  o0 sa i t  (  F5]  ,

q  I  f r  e t  Ass Q est  un eneenbleco ro l l a i re  4 .7 )  que  Ass

f  i n i .

par Nn

, . 2  o n

Corg l ta i re  5 .5  So i t  Q*

a l o r s b = Q c t ( R l A n n Q )

c lass iqub de f ract ions)

t i n i e n  h  d r o i t e ,

Ddnonstrati 'on On

r in nodule A-inject i f  .  Si Jn= Ngr

(Qct(R/Ann Q) est  I 'anneau

Supposons gue Ass  Q '  {  p f  t?2 t . . .  rp* }  e t  no tons
n

O_'pi . Conme Ann QC Ne , df aprbs l,e corollaire
' i = 1  I

JqG Ne .

JQ

1e

N e '

est  semi-premier ,

lemme 4.1 [ro] ,

J ^ = N ^ . E nt J W

q ,
e Ass R/J^

Y

et  donc

. De pLus, Re est un anne&u 8r-

appl ique le thdorbne 2.3 [ f+]

_8Sggrgggg 1) Rdciproquement, si Re = Qct(R/Ann Q) on

obtient que Je =

? )  s i  1 ! i d 6 a 1

e f fe t ,  d rap rbs

Comrne Ase R,/J^G Ass Q, on obtient
w

J e = N e  '

En part icul ier,  lorsque R eet un anneau rdgul ier au sens

de von'Neumanir ou R est un V-anneau b droite (h gauche),

noufr &vons Je = Ne .



Corol la i - re  5 .6

von Neum&nn. Si

&nneau rdgulier au aens de

module A -fu, ject i f ,  aloro

le  fa i t

S o i t  R

Q R  e s t

un

1) Re = Qct(R/Ann Q) = R/Ann Q

2) Rz/Ann Q est  un anneau seni-eiurple art in ien

7)  Q*  es t  un  modu le  semi -e imP1e;

D6rnons t ra t ion  0n  app l ique Ie  coro l la i re  5 . ,  e t

que Re est  un anneau seml-pr lmaLre.

Supposons que R est un srlneau b dimension de Krull

h  dro i te  e t  so i t  K.d im R =o(  .  On dds igne
(  , l

Ud = 
{  n€ Spec R /  K.Oin R/P -  oC }

Orr  a  U,  C Min R.  Nous notons N^,  =  n p et  so i t  la  to-
oL w p€Ux

po log ie  add i t i ve  t "n  =  FE(R/Nd)

4ronoqi.l ion_ ?rJ Soient R un anne&u b dimension de Krull"

b  d ro i te  e t  MU un modu le  de  type  f in i  F* , -c r i t ique .
At

Supposons {u 'une des af f i rmet ions su iventes so i t  vdr i f ide:

i)  Le nonbre ordinal q{u = K.dim R a un prdddces$eur

i i )R est  un &nneau noethdr ien b dro i te .

Alors M est oC -crt t ique.

F$monstral i .og Comme E(R/Noc ) est un rnodule A-inject i f

( v o i r  I a  p r o p o s i t i o n  2 . i ) ,  A s s  M  I  f i  e t  A s s  M  G

Aes E(R/Noc )  =  UoC .  Soi t  P€Ass Mi  i l  ex ie t ,e  un sous-

module M'C M te l  que p = AnnRIdt  .  Donc K.d im M'  I

K .d im R /p  a f i , .  D rau t re  pa r t ,  i l  ex i s te  un  nonbre  na tu -

re1 r te1 que O---> R/p ----+ M'r .  D' ic i  on en ddduit

que c{  <  K.d im M'  e t  donc K.d j -m M'  =oC .  Par  su i te

K . d i m  M  = o C  .

t
I
i
*
!
*
t:
$
I

t' a
i



S u p p o s o n s  q u e  I ' a f f i r m a t i o n  i )  e s t  v d r i f i d e .  $ o i t  M ' C M

un gous-nnodu le  non-nu] - ,  Notons  X =  M/M'  e t  so i t  XrC X

un sous-module arbi t ra i re.  Le nodule X/X, cont ient  un

mod.u le  Y ,  
P  

-c r i t ique .  Comme Hom(XrE(R/Nod) )  =  O,  on  en

dddu i t  que Hom( f  ,n (R/ \  ) )  =  O"  S i  P  
c  od  ,  a lo rs  E(y )' C r

es t  un  modu le  A - in jec t i f  ( vo i r  1a  p ropos i t i on  A . I ) .

S o i t  e € A s s  Y ;  c o m m e  E  ( Y )  e s t  [ - i n  j e c t i f  ,  i l  e x i s t e .

d e s  d l d n e n t r  X l r y 2 r . . . r X n  €  Y t e L s q u e  q E  A * r r ( y * )
i = l  r

et donc i l  existe le morphisme in ject i f  0---+R/q *-+yn,

d f  o t  on  ob t ien t .que K.d im R, /q  =d  .  Comme

Eon(YrE(R, /No,  ) )  =  Or  a lo rs  Hon(n /qrE(R/Noc ) )  =  O,  eon-

tredict ion.  Done p < c{ ,  ,  D t  aprbs 1e corol la i re .4 ,5 [  S]

on  ob t ien t  K .d in  iH /M'<  oC e t  par  su i te  &{  es t  oC -c r i t ique .

Supposons maintenant que R est  noethdr ien h droi te.

Conme X = M/Mf est  de type f in i ,  i l  existe une chatne

f in ie  0  =  XoC XIC , . .  C  \  
=  [  te l  Cue Xr , /X i_ ,  es t .

o Z i - c r i t i q u e  ( 1 <  i {  n ) .  D o n c  K . d , i m  X  =  m a x  { * r }
1 s i { n L  1 '

Comme Hon(XrE(RA[oc  ) )  =  O,  a lo rs  l {onn(Xr lX i_ ] - rg (R/N(  ) )  -0 "

Exactement eosrne d^ans le eas i ) , on obtient que *i < O

p o u r  t o u t  1 < i $ o .  D o n c  K . d i m  x < c (  e t  d o n c  M  e s t  d , - e r i t i q u e .

Coro l la i re  5 .8  So i t  R  un a.nneau b dinension de Krull A

dro i te .  Supposons qu 'une,  des  a f f i rmat ions  su iventes  so i t

vd  r i f ide  :

i )  Le nombre ord" inal  oC = K.dirn R a un prdddcesseur

i i ) n  e s t  n o e t h 6 r i e n  h  d r o i t e .



Si pour tout rnodul"e Bt" r o6 -critique, Ann*(M) est un

iddal prernier,  alors I 'anneau R,lAnnRE(R/Nd ) est un

order dans un anneau art inien h droite, De plus,

J . ' anneau  de  quo t ien t *  %(R/Xk )  
=  Qc t (R /Ann  E(R / IL ) ) .

P$qg+etqgtign Si XR est un module Fror-cr i t ique, tout

Bous-module de type { ini  de XU est F**-cr i1i ,que.

D'aprbs 1es hypothbses et  la  proposi t ion 7,7 ,  Ann*X

est un iddal serni ' .premier, Donc Jn{n/W*) = NE (R/t.) .

En ut i l isant  1e coro l la i re  3 ,5 on obt ient  Ie  r .dsu l ta t .

-Aggg$g1rg-:1! Soit R un &nneau h dimension de Krull U

dro i te .  Supposons que l 'o rd ina l  od = K.d im R a un pr6-

ddcesseur  (en  pa r t i cu l i e r ,  l o rsque  &  es t  f i n i )  e t  R

est un anneau K-honogbne. Si pour tout nodule $, d -

cr i t ique,  AnnU(M) est  un iddal  premier ,  a lors  R est  un

order dans un anneau art in ien b droi te.

Ddgqne-lrel i -qn. D'aprbs Ie coroLlaire 7.8 i l  suff i t  de

montrer que annU(E(n/No6)) e 0.  Comrne R est  K-honogdne,

E (n-)  est  un nodule A- in  ject i f  (vo i r  le  eoro l . la i re
rt

2 . 4 ) .  0 n  p e u t  d c r i r e  E ( R O )  =  I t  @  I a  @  . . .  @  f "  o t )  %

e s t  u n  i n j e c t i f  i n d d c o m p o s a b l e  p o l *  t o u t  k = l r 2 s , . , 1 r .

S o i t  p €  A s s ( I k )  I  a l o r s  p €  A e s ( R R )  d . ' o r )  o n  o b t i e n t  q u e

K . d i m  R / p  = e ( ,  .  D ' i c i  o n  e n  d d c i u i t  q u e  I *  e s t  i s o -

morphe avee un  sous-modu le  de  I l (R / iL ) .  Par  su i te
r

Ann*(n(n/n*D- OAnno 
rk = Anno E(R) = Q .

rl- *

I

;
.



Corg4.bire-.1,; lo ( [ '1r] , th4orbme 10) Soit

noe thd r ien  b  d ro i te .  S i  R  es t  un  . snnoau

si pour tout nodule M, & -cr i t ique ( oC o

Ahn*(M) est  un iddal  pren ier ,  a lors  R est

un anneau art inien b droite.

Ddmonstrat ion Ce coroLlaire est une consdquence du co-

r o l l a i r e  5 , 8 ,  i i  )  .

Nous terminons par faire quelques observatione sur

Les moduLee A-i t t ject i fs ind6composable's sur 1es &nneaux

noethdr iehs essent ie l lement  bornds des deux c@tes (  en

Anglais: ful ly bounded Noetherian r ing or short F. B, l f-

r i ng )

Soient R un anneau noethdrien essentiel lenent

bornd des derix cOtes et QX un moduLe A - iniect l f  in-

ddcomposable.  A lors  1 'anneau R/AnnR(a)  est  un order  dans

R un anneau

K-homogbne et

K . d i m  R ) ,

un order dans

in  jec t i f  inddcomposab le '

Ddmonstrat ion Si  on note
A  -  r , ^ \

n  =  End(Q)  '  a lo rs  ^Q es t  un
n

un anneau artinien An. De plus, Q est un AO-nodul-e

ft-module de longueur finie. Donc 
nQ 

*st un 1\-nodule

de  t ype  f i n i .  So ien t  Les  dJ ,dnen te  *1 r *A  r . . .  r l n  €  Q

te l s  que  a  =  nx t  r  A*a  *  . . .  +  Axn .  S i  on  no te

M = *LR + xzR * . . . *xnR ,  a lors  enn*(M) *  AnnR(Q),

M^e(Ann*(M) ) = Q '  Eneuite on appl iqua le th€o-

5 .7 [rO] ,

Donc

rbme



4. LA DIMENSION A -TNMCTI\TC D'UN MODUI,E
& -

$oit  M € Mod R et O -+ M --> Eo+ El* . .

E. -----+ .  . .  la rdsolut ion in ject ive ninimale du
I

M. Nous ddf in isson$ la  d inens ion [ - in ject ive

e 
---)

nodule

d e M ,

nous dcr ivons A.dRM = -1

t o u t  i  =  o r t r r  Z s . . . 7  n o u s

un [-anneau (b droils) 4::> A.dnR > O.

A.dnR >/ 1, aloro R est un anneau

notd par A, dnM, comme :

A.dnM = 'supt  i  /  f iu  es t  A  - ia jec t i f  pour  tou t  k - ' i )

S i  A o  n ' e s t  p a s  A - i t ; u c t i f ,

e t  s i  E i

6  cr ivons

Done R est

est  A- in ject i f  pour

A.duM = oo .

3ss!9sr!i-944l si

senL-pr lma l re .

Ddmqnglrg.tion Soit O.--+ RR € Eo * Ef -;1 . , . la

rdsolut ion ninimale de RR, Le nodule a = Eo O E, est

[ - in ject i f  .  So ient  Fn 1a topolg ie  addi t ive co-engendrd

de Qg e t fA la classe des moclules tr 'O-de torsion.

Soient Tg I Mod 'R ------+ Uod Vfg l-e foncteur canonique

et  Se :  Mod n/Tq€ t rod R }e foncteur  ad jo in t  b

droite de Tn (voir tzo] l .  Nous svons le diagranme com-

nutat i f

o  R  - - - >  
T o .  >  E I

l l " l -
o > snro{n ) ------> ,ort(E o ) ----> ,o*; (81 )

Comme Eo et  E,  sont  FO-fermds t  [aO]  rpag.198) ,  a lors



Ies morphisrnea canpniques So€ Sefq(Eo) et E, ----+

SqTe(81)  sont  isomorphismee.  Donc te  morphisme

.R ----+SeIe(R) est un ioomorphisme. Comme Re = $eTe(R),

alors le morphisme csnonique R-+,R^ est un isomor-
w

phieme. Conme Rr.. ,  est un anneau semi-primaire, alore Rv
est  seni -pr imai re .  ,

Corg] laire 4r2 Les aff i rmations suivantes sont

dquiva lentes :

1)  R eet  ar t in ien b dro i te

2)  R est  un anneau b d inens ion de Kru l l  (b  dro i te)  e t

A.dnR )z L.

D6monstrat ion 1)  - -?  2)  est  dv idente.

2)  ==> 1)  Conne A "d*R:  I ,  aLors d,aprbs la  propo-

s i t ion 4.1,  R est  un anneau semi-pr ina i re .  Comme n

est un anneau b dimeneion de Krul l ,  aloro R est art i -

n i e n  b  d r o i t e .
ar

9-egg[grrg_4r: Soit R un anneau tel que rad(R)a = O
.-_--\

( r a d R =  t  ) p ) .  S i A,dnR V L,  a lors  R e is t
P€ SPec R

.ar t in ien  h  d ro i te ,

"  D$monsl la t ig l  D 'aprbs la  proposi t ion 4.1, ,  R est  semi-

pr imai re .  Conme rad(R)2 = 0,  a lors  rad R est  un R-

.  nodule .semi-s imple. .  D 'aut re  par t ,  1€ soc le  s" (RU) est

un module de I -ongueur  f in ie  (vo i r  la  propr id td  t2) r$1) .

Donc  R  es t  a r t i n ien  h  d ro i te .

-aSfglfgilg--4-r3, Supposons que R est un anneau commutatif.



Alors Lee aff i rmatione suivantes sont dquivalentes:

1)  R est  ar t in ien

2 )  [ . a * n > t ,

Ddnonei t ra t ion 1)  - -  2)  est  e la i re .

2  )  ' - - ->  l - )  D '  aprbe La proposi t ion 4 .1" ,  R est  semi-pr imai re .

.  . 'Cotnme R est commutati f ,  R est un produit  f ini  dee anneaux

Loeaux et  par  eu i te  Eo = F(R)  est  un co-g6ndrateur  in-

ject i f  .  Comme Eo est  A- i t r jec t i f  ,  a lore R est  un anneau

ar t in ien "

,EgTgsq,pee 1) On peut poser Le problbne euivant: est ce

gu ' i l  es t  v ra i  que  A ,d*R  =cn  +  R  es t  a r t i n ien  h

dro i  te  ?

2)  Ut i l isant  la  not ion de module I  - in ject i f ,  noug

pouvons ddfinir  }a dimension f  - inject ive de M, notd

- par X.dRM , comme

I .dRM = 
"op{  

i .  , /  E*  es t  f , - in jec t i f  pour  tou t  k* jJ

( O -_.* y1 --g,Eo:F> El * ... . ---> Er, -) . . . est La rd-

s o l u t i o n  m i n i m a l e  i n j e c t i v e  d e  M  ) .  S i  E o  n ' e e t  p a s

"  X- i r i jec t i f  ,  nous  dcr ivons  I .doM -  -1  e t  s i  E ,  ee t

X - i n j e c t i f  p o u r  t o u t  i  =  o r 1 r 2 1 . . .  n o u s  d e r i v o n s

X .d*M = oo . Nous avons tou joure A.d*M s X.dRM .

IL  ex is te  dee exemples d 'anneaux R pour  lesqueLe

X.a*n s @ ; par exemple l 'anneau oe polynOrnes R =

t l x f  2 x 2 r . . , 1 x r r r , . . " ]  o i l  k  e s t u n c o r p s  ( v o i r I a ] r [ r g ]  ) .

E *egig Nous considdrons I , anne au A = 
(: il 

oil e



( resp.  R)  est  le  corps des nombres ra t ionnels  ( resp.  l -e

Soient  les  6 l -6nents

t o  o \
€ ^  =  I  |  .  O n  a1 \ o L l

einp le Pro jeet i f  e t

si  on note. v = lo
\ o

e 8

= lr 1
.  \ o

o\ e
ol
t u n

o\  e t
ol

st A-slodule

modul.e pro ject i f  'A*z

iR\

oi '

10 n\
\o R/
est  un i ddaL b i la tb re  e t  S2 E

Ae2/Y ee+" A-rnodule sinpLe. Le rnodulerf est semi-otnp1"e

Le module Elg Eo' /B est  seni-s iuple et  est  une Eol lmo

di recte de coPies isonorPhes h

module.  A- in iect i f  ( te  nodule

$2

Eo

corpg des rEombres rdels).  A est un anneau b droited;t- iniert '

idempotents, el

S r = A c r = / a
4 * \ O

et est une sonme directe ( inf inie) ae copies isomorphes

b s r Donc AV est projectif et conme A/'V N- Q x R ,

alors d. 'aprbs le thdorbne 2.L [rg] ,  on obtient que A est

un annsrr,  lhd"dditaire h gauche. D' ici  on en ddduit  gue

s2 est un nod.ule . injeet i f  .  s i  xc s2 est un eneembl-e

non-v ide,  on vo i t  que vc.  AnnA(X)  e t  par  su i te  i l  rd-

su l te  que SZ est  un nodule A- in iect i f  '

Comrne Ie socle sn(OA) = V @ Ae, est de dimension de

Goldie inf inie, i l  en rdsulte que A est un l \  -anneau h

droite ( dtant art inien) et n'est pas r i 'n f l -anneau h

gauche.

Soit O ----+ 
AA 

----? Eo* El* O *-+ O . o "'

la rdsoLution minimale inject ive du A-module h gauche A'

.  Donc EL uut ul

n r e s t  p a s  A - i " j e c t i f ) .
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