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Théoreéme de Hopkins~pogr les catégories de Grothendieck

par

Constantin Nist#sescu

Introduction

I1 est bien connu le théordme de Hopkins [4] : tout
ennesu ertinien & gauche est noethérien & gauche. Dans le
travail [5] on a démontré ce théorzme pour une catégorie de

Grothendieck: si %2 est une catégorie de Grothendieck avec le

"générateur artinien U, alors U est un objet noethérien,

L' 1mportance de ce théordme est grande; il s'applique
pour 1l'étude des modules 1n3ect1fs (projectifs) vérifiant
certaines conditions de finitude (voir [I],[S],[6] ).

Le but de ce travail est de donner une démonstration
trés 31mple de ce théortme, L& notion de base que nous utili-
serons dans cette démonstration c'est 1a longueur d'une suite

de Jordan-H8lder.

La démonstration du théoréme de Hopkins pour une catégorie

de Grothendieck

Nous désignons par 87 une catégorie de Grothendieck,

clest-b-dire une catégorie abélienne ayant un générateur et

limites inductives exactes [2] . (Voir aussi 7

. Soient U et M deux objets de la catégorie %? . Nous
dirons que M est U-engendré si Mlest une image homomorphe
d'une somme directe de copies de U. Si, de plus, M a la
propriété que toﬁt sous-objet M' de M est U-engendré, nous

dirons que M est U-fort engendré .




On voit facilement que l'objet U est un générateur
pour la catégorie & i et seulement si tout objet de %g
est U-engendré.

Si M€ Z est un objet de longueur finie, on dénote
par 1(M) la longueur de M (la.longueur d'une suite de Jordan-
HB8lder de M). On sait que ¥ est de longueur finie si etA
seulement si M est artinien et noethérien. '

Pour 1l'objet M nous désignonsg par BO(M) le socle ae M,
\Ec'ést—é-dire la somme de tous sous-objets simpies de M; Par

récurrence nous définisons sur M une filtration:
(*) O=MOCM1C: .aoC.MnC s e
oh My = so(rﬁ),-.-..,Mn+l(Mn = BN Y, T

- Théoréme 1 Soient U un objet artinien de % et M un objet

U-fort engendré., Alors il existe un nombre Anaturel n tel que
B =By = e

‘Démonstration Supposons que la filtration (k) est une chafne

strictement croissante. Soit £:U — M un morphisme tel que

:‘f‘(U)CZII&gl (n21), Comme U est artinien, alors £(U) & M/Ker T

est un objet artinien. Nous avons la chasne

R e e e e M N£@U) = £(U)
ol M N () est un objet semi-simple de longueur
D _ e ,

finie (l:.‘.'lzé.n). En effet nous avons le monomérphisme canonique

0-—) M. N f(U%ﬁl L NEW) —> W, /M L1 et My ﬂ*’(U) est artmlen._

Par suite f£(U) est un objet de longueur flnle.

Maintenant nous démontrons par recurrence que pour tout morphlsme
TiU— M tel que £(U) M et B (UNE Mn—l Tious avons (> n
(a 210 En effet si n = 1, alors f(U)C M, et FUTTE OF 11 est

clair que L(F(U))>1. Soit £:U—>U tel que £(U) B . ot

n+l

ST enepR— ————
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f(U)gﬁ M, . Soit JT: M —> M/M, 4 le morphisme canonique ;
alors (% o £)(U)S M /M . . Comme Mnﬂ/M _y est une exten-
——sion essentielle de M /M _, , alors (o £)(U) N M L # 0.

Si on note (% o £)(U) N mn/m = K/M,_, , alors M l§§1§C:lﬁ
et K.EZf(U). Comme M est U-fort engendré, alors K est U-engendré
et donc il existe un morphisme g:U—>K tel que g(U)ct; .
Donc g(U)&= K< £(U). Comme glU)“ M, et f(U)gtmn, alors
g(U)EE'f(U)‘et par suite 1(f£(U)) > 1(g(U)). D'aprés les hypo-
" theses de recurrence, nous avons 1(g(U)) zn et donc 1(£(U)) =
n+l. Soit 1l'ensemble »

S = {U' sous objet de U / U/U' est de longueur finie}

Si Ul,U2€ A , alors, comme il existe le monomorphi sme

8 s Bln.n Uz-' — LA,

nous obtenons que UlF)UéEE S . Comme U est un objet_értinien,
alors @€ a un plus petit élément; soit U, cet élément et
notons r = 1(U/U_ ), Comme N;C MéC .. CHC ... est une
chaine strictement croissente et comme M est U-fort engendré,
on peut trouver 1l'ensemble de morphismes {f } N Ty U—>>MN
tel que £, (U)C M et £,(U)GE M, pour tout nz1l. Comme
fn(U)ZZi U/Ker_fn et f (U) est un objet de longueur finie,

alors Ker £, e et donc U & Ker £, .

Par suite- 1(£,(U)) = 1(U/Ker £,) = LU/, Y= Comme

1(£ (U))>n, alors n<r pour tout nombre naturel n, contradiction,

Corollaire 1 [5] Soient g une catégorie de Grothendieck et

U un objet artinien de . si M est un objet artinien -de C@,

U-fort engendré, alors M est noethérien.

Démonstration D'aprés le théoréme 1, il existe un nombre

naturel n tel que M =Wy e Si M # M , alors, comme

M/Mn est un objet artinien, il existe un sous-objet minimal



k/M, C WM, K/M, # O . Donc K/M, est simple et par suite
8, (M/M ) #0 , c'est-d~dire M # M ,, , contradiction. Donc
M = Mn d'od nous avons gque M est un objet de longueur finie.

Corollaire 2 (Hopkins) [5] Soit ??' une catégorie de Grothen-

dieck avec le générateur artinien U. Si M est un objet artinien
erbitreire de @ , alors M est noethérien.
Remargue D'aprés le théoreme de Gabriél-Popescu [3] yileseoror

llaire 2 est equivalent avec le résultat suivant: si R est un

ennesu unitaire et F une topologie additive sur R [7] te1 que

RR est F-artinien, alors R, est F-noethérien.
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_INTRODUCTION

Dans.ce travail on met en évidence la liaison entre
la notion de module Z&»injectif et.celle d'"order" dans
. un enneau artinien. La notion de module A-injectif a
été introduite par Faith dans [ 6],1'étude de ces modules
étant ultérieurement développde dans les travaux [14] 5
[16] . Daﬂs ces traveux on met en évidence 1l'importance
pour l'étude des modules Zﬁ-injectifs du théoféme de
Hopkins donné pour les catégories de Grothendieck [15] .
[16] ( une démonstration élémentaire de ce théordme est
donné dans le travail [17] ).

Ce travaill contient 4 paragraphes. Dans le premier

paragraphe sont donnés les résultats les plus importantes



concernant les modules /\-injectifs. Le deuxi2me
paragraphe contient 1'étude des modules A-injectifs
sur les enneaux avec la dimension de Krull. En parti-
culier on obtient un théoré¢me de Krause, Lenagen ef
Stafford (voir le corollaire 2.5),

Le paragraphe 3 contient dans la premiére pértie
des nouveaux résultats concernant les modules [&-in-
Jjectifs. Ces résultats seront appliqués pour donner des
conditions suffisantes pour qu'un sanneau 8oit un order
dens un anneau artinien. En particﬁlier on obtient un

théortme de B. Miller (voir le corollaire 3%.10).

Dans le dernier paragraphe on introduit la notion de

dimension. Z}-injective pour un module (noté par z&.dRM)

et on ceractérise les anneaux.R pour lesquels ZX.dRR1>1.

NOTATIONS : Tous les enneaux et modules cbnsidérés sont
unitaires. Si R est un anneau, Mod R sera la catégorie
des R-modules & droite.
Si MEMod R et XCM et YCC R sont deux ensembles non-
vides, nous posons : ; '

AnnpX = ro(X) = { a€ER / Xa =0 } 1
‘ Anny, (Y) = 1,(Y) ={xEM /= 2

il
o
Lodm

H

On sait que: Annp(X) AnnR(AnnM(AnnR(X)y S et

]

Anny, (Y) AnnM(AnnR(AnnM(Y)).) 5
Nous avons aussi les inclusions: X(Z:AnnM(AnnR(X)) et

Y C:AnnR(AnnM(Y) ).



Y

Cn notera par E(M) = ER(M) l'enveloppe injective de M.
On note par Spec(R) (resp. Min(R)) 1'ensemble des idéaux
premiers (resp. des idéaux premiers minimeaux) de R,
Si p& Spec R, alors nous dirons que p est associé 3 M
',s'il existé un sous-module non-nul M'CC M tel que p =
Annp(M") pour tout sous-module M"T M', M" # O. On note
Ass(M) 1l'ensemble des idéaux premiers associés & M .
Sl Mp est.un R-module & droite on désigne par so(M) le
socle de M, c'est-d-dire la somme des tous les sous-mo-
dules simples de M. .
Dens ée xravail nous utiliserons beaucoup le théo-
réme de qohnson—ang [9] | My est un module quasi-
injectif et /\ = End(M) 1'anneau des endomorphismes de
M,aldrs pour tout /A\-sous-module de type fini X de Ay

QN 18 K= A_nnM(AnnR(x)) oy

1. A-MODULES. RESULTATS PRELIMINAIRES.

Soit R un enneau et soit ME Mod R un module quel~
conque. Nous noterons par A (s ROy ensemble des 1déaux
% droite de R qui sont de la forme I = Ann q(X), ou X
décrit 1'ensemble des parties non vides de M; Ar(M’R)_
est stable par intersection quelconque.

Nous dirons que M est un E:(Zl)—module si A (M, R)

satisfait & 1a condition de chaine ascendante (resp.

descendante). Si de plus M est injectif, nous dirons



simplement que M est un module Y (/\)-injectif. Les
notions de module Zj([ﬁ)—injectif sont introduites par
Feith dans [ 4], [6] . Dens le travail'[4] o@ démontre
gque un module QR est ). -injectif & Q(I) est injectif
pour tout ensemble I # B.

Soit N\= EndR(M) 1'anneau d'endomorphismes de M. Alors

M est un A-module & gasuche; le module AM s'appelle

le contre-module de M. On dénote par Biend(M) 1'eanneau
des biendomorphismes de M, c'est-d-dire Biend(M) =

End , (M).

N

Pour les /\-modules nous avons les propriétés suivantes:

1) Si M, est un module, alors les effirmations suiventes

R
sont équivalentes:
i) M est un /\-module
ii) Pour tout ensemble non vide X de M il existe.des
éléments xl’x2""’§nff Xt ‘tel quet

AnnR(X) = {:&AnnR(xi)

iii) Toute famille d'éléments de A (M,R) admet unf
élément minimal.
2) Si M eét un [§~modu1e et NC M est un sous-module,
alors N est un A-module.
3) Si M est un Zﬁ-module, elors pour tout ensemble
1% @, I et ul sont des A-modules.

- ° : n
4) si (M3)5.9 5 ., p Sont des Z&—quules,glors @

M.
e B=1 1

est un A-module.

S ——————




5) Si v est un idéal bilatere tel que <2.C:AnnR(M)
et M est un A -module,alors M est un zx-module sur
1'anneau R/OV .

6) Mp
nneau Biend(M).

est un /A -module <>M est un A-module sur 1'a-

7) Si le contre-module z\M est noethérien, alors MR
est un /\-module,

8) Si MRvest_un moéule quasi-injectif, alors M est un
A-module Ke=> Al est /\-module noethérien <> M est un

module A-injectif sur 1'anneau R/Ann(M) .

9y . S Qr ést un module injectif et Py = {I idéal & droite

de R / Hom(R/I,Q) = O } est la topologie additive co-en-

gendré de Q, alors Q est 2:([3)—injectif<$=3 1'anneau R
est ﬁoethérien (resp. artinien) par rapport & la topo-

logie FQ . i ‘ _

10) Si Qp est un module A-injectif, alors Qp est un

module Y ' -injectif.

11) sl QR esf injectif (Quasi—injeciif) tel que 1é
contre-module AQ de Q ( /\= End(Q)) est noethérien,alors
AQ est artinien. |

12) si Qg est [\-injectif et on désigne par Ry 1' anneau

de quotients RFQ’ alors RQ = Biend(Q) et Ry est un ‘snneau
semi-primaire ayant le socle & droite un module de lon-

gueur finie.

13) (La structure des modules A -injectifs) si Qp est



un module /\-injectif, alors
"= Q, oxQ, estun injectif indécompo-
el & -
sable pour tout o E€1.
ii) I1 existe un nombre fini des idéaux premiers_pl,
PoyeeesP, tel que Ass Q = {pl,p2;...,pn}. De
plus, R/p; (1<i<n) sont des ennesux de Goldie

(& droite)..

5

iii) Si on note E(R/p;) = Ip (1<i<n) o Ip' est un

i 1
injectif indécomposable, elors pour tout «€I,

I& est isomorphe & un injectif de la famille

{Ipl,Ipz,...,Ipn}. -

. iv) Si de pius R/q est un annesau de Goldié pour.tout
g€ Spec R (en particulier lorsque Riest un.anneau
noethérien & droite ou 1'ennesu R est & identité
‘polynémiale),alors Ass @ & Min(R).

14) Si Q = @ Q; est un module injectif et.Qi eét A-in-

jed«7
Jectif pour tout i€ I, alors Q est A-injectif.

Les affirmations 1),2),5),6) sont évidentes. L'affir-

mation 7) est une conséquence directe de l'affirmation
1). L'affirmation 8) est une conséquence du théoréme de
Johnson-Wong. Les démonstrations des affirmations gol@).
11),12),13) et 14) sont données dans le travail [16].

Les affirmations 9) et 10) sont une conséquence directe
dusthéoréme de Hopkins pour une catégor;e dg;Grothendieck

(voir [15},[17] )

s e PR
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Pour la démonstration des affirmations 7),8) et 10)
voir sussi [6].'Autres considérations sur les modules
A-injectifs on peut trouver dans les travaux [6],[14],

[16] .
Nous terminons donnant la démonstration des affir-~

mations 3) et 4).

I

Soid kG MI un ensemble non-vide. Si UTi:M —> M es;t, le

morphisme canonique, nous notons X; = gi'i(x). O voit .

que Ann,(X) = Ann( \J ) & ). Donc il existe des éléments
. R 1ET U

V1, Foseees¥n € \J X; tel que Ann ( X =

D e Rjeg€r?

AnnR{yl,yz,..-.,yn} . Nous supposons que yie Xkl
(1€i<n); alors il existe des éléments Xy,Xp,..., X € X

tels que ¥ ST (x;). On voit que Ann (X) =
1 k R

I est un  /A-module.

, AnnR{xl, 230 n} et par suite M
Comme M(I)C mt ,alors M(I) est aussi un /\-module.
Nous démontrons maintenant 1'affirmation 4) Soit’

b, @l M o ) Mn un ensemble non-—v1de. S Jl @ MJ-——%

M; est le morphlsme canonlque nous notons X, {7(’1()().
On voit que AnnR(X) = /\AnnR(X )3, = . Bowksly ensemblé Xi
: i=1"
il existe des éléments J: ,¥: ,ee0,y¥5 € X. tels que
, i i i i
)i 2 n;
. AnnR(Xi') = A'nnR{yil,yiz,...,yin } . Soient les élé-
‘ : i
ments X; ,...,%; € X tels que y = 9, 5 (%4 ) (1K kéni)
qs n; k. .
On voit trés facilement que Anng (X) {x } s
lk i"‘l’ooo,n

- k=1 , ® & o ,ni
et donc EB M; est un Af-module.
i=1 :

Exemple Soient R un anneau noethérien & droite



e R S

essentiellement borné & droite (en anglais: right fully
bounded right Noetherian ring) et MR un R-modﬁle de iype
fini. D'aprés Ceuchon [3], Mp estun A -module.
Supposons meintenant que QR est un module iﬁjectif de
type fini. Alors Q est un Z&«injectif noethérien,
D'aprés le théordme 2.13 [16], on en déduit que Qg est
un module de longueuf finie et R/Ann(Q) est un annesu
artinien., D'ici on en déduit que si QR est module quasi-
injectif et de type fini, alors d'aprés la propriété 85
Q est module /A -injectif sur 1'annesu R/Ann(Q) et par
suite QR est un module de longueur finie et R/Ann(Q) est

un aennesu artinien.

2. MODULES A-INJECTIFS SUR LES ANNEAUX A DIMENSION

' DE KRULL ' ' | il
Pour la notion de module & dimension de Krull voir

~ le travail [8]_ﬁ

Si ME Mod R, on dénote par K.dim M la dimension de
Krull de M. Nous rappelons qu ' un module M s'appelle

X-critique si K.dim M = ¢ et K.dim M/M'< ¢ pour tout

sous-module M'CM, M' # O el .

Soit F une topologie additive sur 1'anneau R [20].
Nous rappelons qu'un module ME Mod R est dit F~de torsion
8i pour tout x€M, AnnR(x)EiF; le module M s'appelle

F-sans torsion si pour tout x€&M, x #‘O,,AnnR(x)iiF [20] .



On désigne par 57} la classe des modules F-de torsion.

Un module Mo # 0 est dit P~-cocritique si M est F-sans

‘torsion et pour tout sous-module M'CC M,M' # O,M/M%EEZE.»
Cn sait que M est F-cocritique < TF(M) est un objet
simple dans la catégorie quotient Mod RAQ§ ( Tp est le
foncteur canonique TFﬁ Mod R—= Mod R/H} Jis

Un idéal b droite I tel que R/I est F—cogritique s'ap-

pelle F-critique ., Il est clair que si M est un module

F-cocritique, alors pour tout x€ M,x # 0, Annp(x) est un
idéal & droite F-critique.

Il est bien-connu que si M est of -critique,alors il

existe une topologie additive F tel que M est F-cocritique
[ 8 Jslnale Rééiproquement n'est pas vraie en général,
Exemple Soit K un corps et soit R 1'anneau artinien &

droite RizeT5(K) = (K K) . Nous considérons les 16~

O K )
ments idémpotents e, = (l O) et e, = 0 Cj . Nous
0 0 i@
obtenons que 82 = e2R = (O 0 est R-module simple pro-
: ‘ G- K
deetif et e1R = (K K) est un module projectif de lon-
R0

Y K) , K est un idéal bi-

0 6
: : ~nJ ' Saki s
latere et VRf““ S, + On voit que S elR/V est-un mo

gueur 2, 8Si on désigne V = (

dule simple. Comme R est un anneau héréditaire, S1 est
unlmpdule injectif. Si F, est la topologie additive co-
engendré de module injectif E(SL)’ c'est-d-dire F, =

{1 / Hom(R/I JE(Sy)) = 0}, le module eR est Fy-cri-

tique et n'est pas O-critique.



Un esutre exemple est donné dans le travail [12].

Proposition 2.1 Soit R un eanneau & dimension de Krull

b droite.

a) Si-p€ Min R, alors E(R/p) est un module Z&-injectif.
b) Si M est un module & -critique ol & = K.dim R,alors
"BE(HM) est un module A -injectif.

Démonstration Soient Fp la topologie additive co-en-

gendré de E(R/p) et ST% la classe des modules Fp-de tor-
sion. Alors ¥ ={M€Mod R / Hom(M,E(R/p)) = O} .
Soit M # O un mddule Fp-sans torsion. Il contie#t un
sous-module N, §-«xﬁ¢ique. D'aprds le théoréme 8.3 [8],
il existe un sous-module non-nul N'CCN et un idéal q €
Spec R tel que g = AnnR(N'). Comme R/q est un anneau de
Goldie & droite, d'aprés le lemme 4.2 [16] on»eﬁ déduit
que gqCp et donc g = p. Soit 09AEN"WE N ,7elers
‘K.dim N'/N"< 8 £ K.dim R/q = K.dim R/p. 8'il existe un
morphisme f: N'/N"—>E(R/p), f‘# O,—alors Im f(\R/p £ 0.
Comme K.dim Im f £ K.dim N'/N“<:§ , on en déduit que
K.dim(Im £NR/p) < K.dim R/p, contradiction. Done
Hom(N'/N" ,E(R/p)) = O et par suite N' est un module Fp—
critique. Donc tout module Fp—sans torsion contient un
sous-module Fpncritique. Par suite dens la catégorie
quotient Mod R/E7; l'objet U = Tp(RR) est semi-artinien
[15] (ici Tp est le foncteur canonique 3 Tp : Mod R——>

_Mod R/£7;). Comme R a la dimension de Krull , alors




pour tout idéal & droite I, R/I a la dimension de Goldie
finie [ 8] etlpar suite 1'objet U a la propridété suivante:
pour tout sous¥6bjet UecE U, le socle 8,(U/U"') de U/U’
est un objet de longueur finie. L'objet U est artinien.
En effet si U, DU, D...DU, D... est une chaine des-
cendante de sous-objets de U, nous notons U' =“f§ Un ’
Comme sO(U/U') est de longueur finie, il existe u% nombre

- naturel n, tel que U' = Uno et donc Un= Un+1 pour tout

n2n_. Donc R est un anneau Fp-artinien et par suite

o
E(R/p) est un module A-~-injectif (voir la propriété 9),§ll
b) On fait la méme démonstration.

Remarque Une démonstration d'affirmation a) est donnde
dans le traveil [1] .(1a proposition 6 ). Ici est démon-
tré un résultat équivalent avec l'affirmation a)

1l'anneau R a la dimension de Krull zero par rapport & Ta

topologie additive Fp.

Soit R un anneau & la dimension de Krull. Alors i'en-
semble Min R est fini [8] . Si on désigne par rad R =

/EEM' \hp , alors F_ s p est la topologie additive co-
p € Min

engendré de E(R/rad R).

Corollaire 2,2 Si R est un anneau & la dimension de Krull

& droite, alors les affirmations suivantes sont vraies:
i) E(R/rad R) est un module /\-injectif.
ii) Si Mp est un R-module & la dimension de Krull, alors

M est un module F__, p-noethérien [16] . En particulier



i1 existe un sous-module M'C M, de type fini, tel que

M/M' est Frad R~de torsion.

Démonstration Pour 1l'affirmation i) s'applique la pro-

positionw2el, a)s

57# la classe des modules

rad R
-de torsion et par T: Mod R —= Mod R/£7}ad r le

ii) On désigne par
Frad R

foncteur canonique. Exactement comme dans la propo -
sition 2.1, a) on montre que T(M) est un objet artinien.
E(R/rad R) étant A-injectif, alors T(RR) est un généra-
teur artinien dans lé catégorie Mod R/§7;ad é ; D'aprés
le théoréme de Hopkins [15],[17], on a que T(M) est un
objet noethérien, c'est-&-dire M est un module F

rad R
noethérien.

Un module Mp 3 dimension de Krull s'appelle
K-homogdne [11] ei pour tout sous-module NCM, N £0 -

K.dim N = K.dim M .

Corollaire 2.% Soient R‘un enneau A dimension de Krull

et MR un module K-homogtne tel que K.dim M = K.dim R .
Alors B(M) est un module A-injectif.

Démonstration Comme M a la dimension de Goldie finie,

alors M est une extension essentielle d'une somme directe
= .

finie, @ M; C M, tel que M; est ol -critique (ol = K.dim R)
i=1 : :

pour tout 1£ig n. Ensuite on applique la proposition

2.l,b).
Un anneau R s'appelle /\-anneau si E(RR) est un mo-~

dule A-injectif.-




Corollaire 2,4 Si R est un anneau & dimension de Krull

(% droite) K-homogéne, alors R est un /A -anneau,

Corollaire 2.5 ([11],le théordme 7) Si R est un anneau

& dimension de Krull K-homogine, alors R est un anneau de
Goldie & droite. |

Démonstration Comme E(R) est un module A\ -injectif,

alors E(R)~est un module Z:-injectif (voir la propriété
10),5L). © Done Ar(E(R),R) satisfait & la condition de
chafne ascendante. En particulier on déduit que R est
un eanneau de Goldie,

Corollaire 2,6 'Si R est un anneau & dimension de Krull

& droite, alors il existe -une correspondance bi jective
entre 1l'ensemble Min R et 1l'ensemble de types de modules
ZX—injectifs indécomposables.

Démonstration Soit p&€ Min R, Comme R/p est un anneau

de Goldie, alors E(R/p) = I; ol Ip est un injectif in-

décompogable. D'aprés la propositiocn 2.1, Ip est un mo-

- dule A-injectif. D'apres la proposition 4.5 {16] %

Ass I, ={;3}..En conclusion 1'application p——;;lp est

une bijection,

Corollaire 2.7 Soit R un snneau & dimension de Krull &
droite. Si {Qi}rEI est une famille de modules Zﬁ—ih—v

jectifs, alors ® Q. et T_TQi sont modules A-injectifs,
€T ied :

Démonstration. Q;(i€I) étent /\-injectif, alors Qy

i

est un module ) -injectif et donc Q, = ® Q. . ol
i oCGA-<x’1
; _ N



%x 5 est un injectif indécomposable pour tout & € Ay
’ 9

(voir [16] ,[18]). Donc ®Q; = & & Q . sS-pene
I i€l *  ieTdea, %’

on peut supposer que Qi sont indécomposables. Comme -
}'ensemble Min R est fini [8], alors la famille {Qi}iEI
contient un nombre fini d'injectifs indécomposables non-

j somorphes. D'aprés le théoréeme 2.4 [15] et les propri-

étés 3) et 4) (§1), il en résulte que @ Q. est un mo-

e 1
dule 4 -injectif. Pour le module T_TQi on fait la méme
i€l '
démonstration.
Meintenant nous donneroﬁs une caractérisation des
enneaux artiniens & droite qui généralise le théordme

II.5 (de {3],pag.48).

Corollaire 2.8 Pour un enneau R quelconque, les pfopri—

étés suivantes sont équivalentes:

1) R est un anneau artinien & droite.

2) R est un ennesu & dimension de Krull b droite et pour
tout R-module injectif indécomposable E, si on pose

H = EndR(E), le contre-module E est noethérien.

Démonstration 1)=—>2). Si E est un injectif, E est un
module A\-injectif et par suite HE est noethérien
(voir la propriété 8),81).

9)=—=1). Soil beSpee R;calors E(R/p) = Ig ol Ip est
un injectif indécomposable. D'apres les hypdthéses, Ip
est [&»injeétif et par suite E(R/p) est A=injectit,

Tenant compte de la propriété 13),§1, p est un idéal

B
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minimal et par suite Min R = Spec R. Si' (Sdf%béj\ est
la famille des types de modules simples de Méd R, alors
/\ est un ensenble fih.i et Q =0L29AE(S%) est un module
A-injectif. Comme Q est un cogénérateur de Mod R,nous
obtenons quevAr(Q,R) est égal avec l'ensemble des tous
idéaux & dréite de R. Donc R est un anneau artinien &
droite. . ‘ .
Remarques 1) Les corollaires 2.7 et 2.8 peuvent étre
donnés pour un anneau ayant les propriétés suivantes:
i) Min R est un ensemble fini

ii) Pour tout p€ Spec R, R/p est un anneau de Goldie &
droite (par exemple quand l'anneau R est & identitéd
polynémiale). |

"2) Soit R un anneau commutatif régulier au sens de von
Neumann qui n'est pas noethérien. Comme tout idéal ir-
réductible est maximal et comme tout module simple ési
injectif, alors tout module'injectif indécomposable est
un module simple et par suite est un module A -injectif.

Donc 11 est nécessaire de supposer que Min R est un

ensemble fini,

5. MODULES A-INJECTIFS ET ANNEAUX DE QUOTIENTS
ARTINIENS '

Soit Q€ Mod R un module injectif et FQ la topologiqe
additive co-engendré de Q, c'est-d~dire IGEFQ <
Hom(R/I,Q) = O. |



On seit que si I est un idéal & droite, R/I est Fy-sans
torsion <<—> il existe un ensemble non-vide X CQ tel que

T = AnnR(X). Nous notons

Jao= JQ(R) = ( \ I
I idéal i droite

I est FQ—critique

Q

On voit que Jg(R) = ( N Ann M et par
M module FQ-cocritique

suite JQ(R) est un idéal bilaters.
8i I et J sont deux idgaux FQ«critiques nous dirons qu'ils

sont équivalents (en eanglais "related” [12] ) si E(R/I) et

E(R/J) sont.iséﬁorphes. D'aprés [12] les idéaux FQ~
critiques I et J sont équivalents si et seuleﬁent atil
existe les éléments a¢ I et b& J tel que (I:a) = (J:b)
((1:8) ={XeR/ aXe 1.

Proposition %.1 Soient R un anneau quelconque et QR un

module.injectif. Nous notons /\z'EndR(Q).
Les propriétés suivantes sont vraies: -

1) L'idéal & droite I est FQ-critique<:=£} Aan(I) est
©un /\—sous-module simple de p@ et R/I est FQ-sans ‘
torsion.

Q est un /\~-sous-module simple i

N
AnnR(A) est un idéal b droite FQ—critique.

2) 51 AC Q,alors

N

3) Si I,J sont des idéaux FQ-critiques équivalents, alors
Aan(I) et Aan(J) sont /\-mddules isomorphes.

4) Jg(R) = anng(s,( 4Q))

Démonstration 1) Supposons que I est‘FQ—critique at




notons A = Aan(I)f Si xeA,x # 0, alors AnnR(x) >
AnnR(Aan(I)) = I (R/I étant F,-sans torsion), 81 I #

'AnnR(X), alors Rx R/Annp(x) est Fo-de torsion, con-

tradiction. Donc I = AnnR(x) et d'aprés le théoréme de
Johnson-Wong, /Ax = Aan(AnnR(x)) = Aan(I) = SA M E@Uo H X
en résulte que A est un /\-module simple.
Réciproquement, supposons que A = Aan(I) est simple et
soit I%E:J. Alors Aan(J)EZ Aan(I) =008t ddoné Aan(J) =
0 ou Aan(J) = A. Si Aan(J) = A, alors JQQAnnR(Aan(J))
= AnnR(A) = 1§ contradiction. Par suite Aan(J) =0 et
donc Homﬁ(R/J,Q) = 0, c'est-h-dire R/J est Fdee'torsion.
Donc T est qucritique.

2) Comme A est /\-moduie simple, A = Ax pour tout
x€A, x # 0. D'apres le théoréme de Johnson-Wong, A =
Aan(Annk(A)), et utilisant 1'affirmation 1) il en
résulte que Annp (A) est un idéal FQ?critique.

) SEshe et J sont équivalents, il existe des éléments
a1 et bgJ tels que (I:a) =(J'b). Notons A = Anng(I)

et A' = Anng(I:a); A et A' sont A -modules simples.

 Considérons le /\~-morphisme qQB AQ-——;>A9 ol f;(x)* 5

Xxa pour tout x€Q. On voit que CFa(A) = AaC A'.

Comme ag I, alors Aa # 0 et par suite Aa = A', d'ou il

(4]

en résulte que AD. A'. De méme fagon, si on note B
Aan(J) et B' = Aan(J:b) on;obtient-BLOL B!, .Comme
ALz BY, - oniuanADdBL

4) On applique 1) et 2).



Corollaire 3.2 Supposons que QR est un module A -in-

jectif. Alors:

1) Le module AQ est de longueur finie et tout A-mo-
dule quotient Q/Q" contient un sous-module simple iso-
morphe avec un sous-module simple de SO(/\Q).

2) I1 existe un nombre naturel n tel que JQ(R)nQQAnnR(Q).

Démonstration 1)'On'sait que AR est un module de lon-

gueur finie (voir les propriétés 8) et 11),81).

Soit @ C Q, deux sous-modules de AQ tel que Q2/Q1 est
~un  /\-module simple. Nous notons I;= Annp(Q,) eta Il =
Annp(Q,). D'aprés le théoreme de Johnson-Wong, Qp =
Aan(Il)‘et Q, = Aan(Iz). Comme Qy # Q,, il en résulte
que I,% I;. Le module I;/I, est Fy-cocritique. En
effet, soit J un idéal & droite tel que 12§;‘Jc:11 .
Alors Ql = Aan(Il)(:'Aan(J)C:‘Aan(IZ) =.Q2 . Comme

: Q2/Q1 est un module simple, alors Aan(J) = Qp ou

: Aan(J) = ST Aan(J) = Q,, nous obtenons que J
AnnR(Aan(J)) = Annp(Q,) = I, et done J = Ia,contradiction;
Par suite il est nécessaire que Aan(J) = Q. Soit
f:YII/J-—a»Q un R-morphisme quelccngque. 8i 97:I1~———>
Il/J est le morphisme ceanonique, on note g = f o .,
Comme Q est injectif, il existe un élément x,€Q tel

que g(A) = x A pour tout A€I;. Comme g(J) = 0, il
en résulte que x J = 0, c'est-h-dire x € Anny(J) = Q) =

Anng(1,). Dohc %,I, = 0, d'oh g = 0 et £ = 0. Donc

AN
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Homp (I,/J,Q) = O.et comme I,/I, est FQ—éans tdrsion,
1,/I, est Fy-cocritique. Soit maintenant a&€l,, a & I,;
alors I = (Igza) est un idéal FQ—critique et donec
Aan(I)C: so(,AQ)'et Ann, (I) est un /\ ~module simple.,
Nous considérons le /\-morphisme

ﬁPa 1 Qy = Aan(12)-—~+> Aan(I) - ﬁﬁa(x) = xa .
Comme a ¢‘12, Cfa # 0. Puisque a € I, Q,a = 0 et par
suite QlCZ Ker CFé. Comme Q2/Ql est un /\ -module simple
et , #0 , onen déduit que Anng (1) Q,/Q, .

2) Supposons que la longueur de AQ est égale.é n.
D'aprés la proposition 3;1 et 1'affirmation 1) on a |
Q-Jg = 0, d'ods Jy & Anng(Q) .

Pour la topologie additive FQ on_désigne par.RQ
1'anneau de quotients RF . Lorsque QR est un module
Al-injectif, on a Ry 22 Biend(Q).

- Un anneau R s'appelle Kasch & droite [20] si tout

R-module simple est isomorphe & un idéal minimal de R,

Corollaipe 3.3 ;Seit Qp un module zﬂ—injectif. Si QR est

un générateur pour la catégorie Mod (R/Ann Q), alors

~RQ = Biend(Q) est un anneau de Kasch artinien & gauche.

Démonstration D'aprés les hypotheses AQ est'un A ~mo-
dule progectlf. Soit O = AOCZ AICZ e TA = AQ une
suite tel que A;/A; ; est /\-module simple pour tout
i=1,2,...,n. Si nous notons B; = HomA(Q,Ai), nous obte-
nons la suite: |

0 = BOC: BlC s Bo= Biend(Q)

n



Comme AQ est projectif, alors B;/B; ; est nul ou
Bi/Bi—l est module simple sur 1'anneau Biend(Q). Donc
Biend(Q) est artinien & droite. Tenant compte de corol-
laire 3.2, 1), il en résulte que Biend (Q) est un anneau
de Késch;

Proposition 3.4 Soit Qp un module l&-injectif.'Soit

' CER tel que & = ¢ +‘JQ est un élément régulier dens
1'anneau R/JQ. Si_qu R —= Biend(Q) est le morphisme
canonique, alors (? (g) est inversible dens 1'anneau
Biend(Q) . |

Démonstration Nous considérons le morphisme

N
g | R =, 5 W e

D'aprés 1l'hypothése , of , est injectif, Comme Q est

c
A-injectif, elors il existe les idéaux I,,I,,...,1 ,
Fchritiques, tels que JQ = Ilf) Izr] "‘rTIn e S0l t
TQ : Mod R —— Mod R/Ub le foncteur canonique (Sﬁi est
la classe des modules F-de torsion). - On & TQ(R/JQ)Q;
TQ(R/Il) @ s @ TQ(R/IH) et comme~TQ(R/Ik) est objet
simple, pour tout 1<k<n, nous obtenons que TQA(R/JQ)
est un objet semi-simple de longueur finie. i

C omme TQ(C(C) est un monomorphisme, il en résulte que
TQ(CXC) est un isomorphisme. Donc coker ccc°est un mo-
dule FQ~de torsion. Soit le /\-morphisme Gc:/Q———aﬁg,
ec(x) =&%en. {54, Ker @C # 0, il existe un /\-module

simple A tel que ACC Ker @é. Donc Ac = O et par suite
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c&€Amnp(A). Si on note I = Annp(A), I est un idéal Fo-

critique et donc JQCZ 1. ‘On veltl que “Im oG - I/JQ .

C omme R/JQ/&mcxéE£7a , 11 en résulte que R/I € EZ& :
contradiction. Par suite Ker @c = 0 et donc Qc est un
isomorphisme; Comme (f(c) = ecéiBiend(Q), on obtient
que CF(C) est uﬁ élémeht inversible.

Si Qp est un module A -injectif, on sait ( [ETRE,
6orollairé 4.7) que Ass Q # et Ass Q est un ensemble
fini. Supposons que Ass Q = {pl,pz,...,pn}-et notons
par Ny ='{§&pi . Comme Ann QCC Ny , d'apres le corollaire
3.2 oma JQQE g o

Corollaire 3.5 Soit Qp un module A-injectif. Si Jg= Ny,

alors RQ = ch(R/Ann Q) (ch(R/Ann Q) est 1l'anneau
classique de fractions). De plus, RQ est un anneau ar-
tinien & droite.,

Démonstration On applique le théoreme 2.3 [1ﬂ A

Remarques 13) Réciproquement, si RQ = ch(R/Ann Q) on
obtient que JQ = NQ %

2) Si 1'idéal J. est semi-premier, alors Jg = Ng - En

Q
effet, d'aprés le lemme 4.1 [16] , Jigiso ( N a Gl
: qe Ass R/J
Comme Ass R/JQ__ Ass Q, on obtient que N, J, et donc
JQ = NQ .

En particulier, lorsque R est un anneau régulier au sens
de von Neumanh ou R est un V-anneau & droite (& gauche),

nous avons JQ = NQ A



Corollaire %.6 Soit R un anneau régulier au sens de

von Neumenn. Si Qp est un module A -injectif, alors :
1) RQ = ch(R/Ann Q) = R/Ann Q

2) R/Ann Q est un anneau semi-simple artinien

7 QR est un module semi-simple.

" Démonstration On applique le corollaire %.5 et le fait

que RQ est un anneau semi-primaire.

Supposons que R est un enneau & dimension de Krull
b droite et soit K.dim R =9 . On désigne -
U, :{pESpecR /K.dimR/p=OC}

On a U & Min R. Nous notons N = f\ p et soit la to-
oL : o4
pe Uy
polog;e additive qu = FE(R/Nx) .

Proposition 3.7 Soient R un enneeu & dimension de Krull
b droite et Mp un module de type fini FN fcritique.
Suppbsons qu'une des affirmations suivaﬁ%es soit vérifiéde:
i) Le nombre ordinal CL‘z K.dim R a un prédécesseur
ii)R est un anneau noethérien & droite.

Alors M est o -critique.

Démonstration Comme E(R/N, ) est un module A ~injectif

(voir la proposition 2.1), Ass M # @ et Ass M &

Ass E(R/Ny ) = U, . Soit peAss M; il existe un sous-
module M'C M tel que p = Ann M'. Donc K.dim M' <
Rodim-R/p =66 . D'autre part, il existe un nombre natu-
rel r tel que O0——> R/p-———a»M'r . D'ici on en déduit
que o £ Kddim M’ et donc K.dim M' =0C . Par suite

K.dilm M =eC .




PR,

Supposons que l'affirmation i) est vérifide. Soit M'CM
un sous-module non-nul. Notons X = M/M' et soit X' X
un sous-module arbitraire. Le module X/X' contient un
module Y, @ -critique. Comme Hom(X,E(R/ﬁx)) = 0, on en
déduit que-Hom(Y;E(R/Q*)) = LG5 S ﬁ‘=<X,, alors E(Y)
est un modulé [S-injectif (voir la proposition 2.1).
Soit qeAss Y; comme E(Y) est A-injectif, il existe.
des éléments yl,yé,...,yn € Y tels que q = {f&Ann(yi)

et donc 11 existe le morphisme injectif 0—> R/q SR

]

d'ou on obtient que K.dim R/q =¢of . Comnme
Hom(Y,E(R/N , )) = O, alors Hom(R/q,E(R/N, )) = O, con-

tradiction. Donc B<o , D'aprds le corollaire 4.3 [8]

-on obtient K.dim M/M'< & et par suite M est of -critique.

Supposons maintenant que R est noethérien & droite.

Comme X = M/M' est de type fini, il existe une chafne

finie Q0 = X, T X< ...cX =X tel que Xi/Xi~1 .est~

:-critique (1sis<n). Doric Kadim Xé= max {0&} %
% " 1<is€n .

Comme Hom(X,E(R/Qx;}) = 0, alors Hom(Xi/Xi_l,E(R/NQ:)) =0.

Exsactement comme dans le cas i), on obtient que Cti<1<x

' pour tout l<ign. Donc K.dim X<& et donc M est ol-critique.

Corollaire %.8 Soit R un anneau & dimension de Krull &

droite. Supposons gu'une des affirmations suiventes soit
vérifide:
i) Le nombre ordinal & = K.dim R a un prédécesseur

ii)R est noethérien & droite.



Si pour tout module Mg , o¢ ~critique, AnnR(M) est un
idéal premier, alors 1'anneau R/AnnRE(R/Nd ) est un
order dans un anneau artinien & droite. De plus,

1'anneau de quotients RE(R/Qx) = ch(R/Ann E(R/%L)).

Démonstration Si Xp est un module Fy ~critique, tout
~ o

sous-module de type fini de Xp est FN -critique.

oL
D'apreés les hypothéses et la proposition 3.7 , AnnRX
est un idéal seml-premier. Donc JE(R/NL) = E(R/Q£).

En utilisent le corollaire 3.5.on obtient le résultat.

Corollaire 3.9 Soit R un asnneau & dimension de Krull &

droite.ISupposons que l'ordinal « = K.dim R a un pré-
décesseur (en particulier, lorsque o« est fini) et R
est un anneau K-homogéne. Si pour tout module M, o -
critique, AnnR(M) est un idéal premier, alors R est un
order dans un anneau artinien & droite. .

Démonstration D'apreés le corollaire 3.8 11 suffit de

montrer que Annp(E(R/N,)) = 0. Comme R est K-homogene,
E(RR) est un module A-injectif (voir le corollaire
2.4). On peut écrire.E(RR) =1, ® I, ® ... I, Qu'Ik
est un injectif indécomposable pour tout k=l,2,...;r.
Soeit pGEAss(Ik); alors péEAss(RR)»d'oh on obtient Que
Kdim R/p =o¢ & D'iel on en déduit que Ik'est igso-
morphe avec un sous-module de E(R/Qé). Par suite

T
AnnR(E(R/NOL))CZ QlAnnR Ik = AnnR B(R)- =20 .

P e




Corollaire %.10 ([23] ,théordme 10) Soit R un anneau

noethérien b droite. 8Si R est un.énneau K-homogéne et
si pour tout module M; o -critique ( o6 = K.dim R),
_AnnR(M) est un idéél premier, alors R est un order dans
un anneau artinien & droite.

Démonstration Ce corollaire est une conséquence du co-

rollaire 3.8, ii).

Nous terminons par faire quelques observations éur
les modules /\-injectifs indécomposables'sur les anneaux
noethériens essentiellement bornés des deux cdtes ( en
Anglais: fully bounded Noetherien ring or short F,B,N-
ring): i

Soient R un anneau noethérien essentiellement
borné des deux cOtes et Qp un module ZX—ihjecﬁif in~
décomposéble. Alors 1'anneau R/AnnR(Q) est un order dans
‘un anneau artinien AQ. De plus, Q est un AQ-module_
injectif indécomposable.

Démonstration Si on note /\ = End(Q), alors AQ_est un

/\ -module de longueur finie. Donc A9 est un -module
de type fini. Soient les éléments X1 9Xoy e a0y Xy € Q
tels que Q = /\xi + /\x2 + ..o + Ax . Si on note

M = XlR;+ szb+...+an ; alors Annp (M) = Annp(Q).

Donc Aan(AnnR(M)) = Q . Ensuite on applique le théo-

réme 5.3 - [10] .



4. LA DIMENSION A -INJECTIVE D'UN MODULE

Soit M& Mod R et 0—=> K-S E B — ...—>
Ei———ﬁ>... la résolution injective minimale du module
M. Nous définissons la dimension /\-injective de M ,

noté par /\.d M, comme:
A.dRM =" sup{i 7’ E, est A -injectif pour tout k< i}

Si E, n'est pas [&—injectif, nous écrivons [&.dRM = ;1
et si E; est A-injectif pour tout i = 0,1,2,..., nous
écrivons Z&.dRM 2ee :

Donc R est un [\ -anneau (& droite) <—> Z&.dRR z 0.

Proposition 4.1 Si° A.dgR > 1, alors R est un anneau

semi-primaire.

Démonstration Soit O >§Ht Q>Eo :>E1 > ... la

résolution minimale de Rp. Le module Q =E_®E, est

A\-injectif. Soient FQ'la topolgie additive co-engendré
de Qg et ST& 1a classe des modules'EQ~de torsion.
Soient Tq ¢ Mod R —= Mod R/S?é le foncteur canonique
et SQ : Mod R/STQ--;-Mod R le foncteur adjoint &
droite de TQ (voir [?d]). Nous avons le diagramme com-
mutatif

O——%T-————%’ Eoo—-————>El'

: e v/ Q v ™ e Y !
0 '—ébeQ(R) —_— OQTQ(E'O) S QQTQ(EI)

Comme E_ et E; sont Fo-fermés ([20] ,pag.198), alors




les‘morphismes-canpniques B S T (E Y g El-—~—>

Q Q(E ) sont 1somorphlsmes. Dong le morphisne
R —-—e;SQTQ(R) gst un isomorphisme. Comme Ry = 8To(R),
alors le morphisme canonique R—-—-e.RQ est un isomor-
phisme., Comme RQ est un anneau semi-primaire, alors R ¢
est semi-primaire.,

Corollaire 4.2 Les affirmations sﬁivéntes sont

équivalentes :
1) R est artinien & droite

2) R est un anneau & dimension de Krull (& droite) et

.A.dRR >

Démonstration 1)=>>2) est évidente.

2) =>1) Comme A.dR N 1, alors d'aprés la propo-
sition 4.1, R est un enneau semi-primaire. Comme R
est un anneau & dimension de Krﬁll, alors R est arti-
nien & droite,

Corollaire 4.3 Soit R un anneau tel que rad(R)2 = 0

( rad R = \ipi) .t 8t A.dRR >1, slors R est

p&E Spec R
.artinien & droite..

Démonstration D'aprés la proposition 4.1, R est semi-

primaire, Comme rad(R)2 = 0, alors rad R est un R-
“module semi-simple., D'autre part, le socle so(RR) est
un module de longueur finie (voir la propriété 12),§1).

Donc R est artinien & droite.

Corollaire 4.4 Supposons que R est un anneau commutatif,



i

Alors les affirmations suivantes sont équivalentes:
1) R est artinien
2) A.qgr>1 .

Démonstration 1) ==2) est claire.

2)==1) D'aprés la proposition 4.1, R est semi-primaire.
Comme R est commﬁtatif, R est un broduit fini des anneaux
locaux et par suite Eo = E(R) est un co-générateur in-
‘jectif. Comme E  est A-injectif, slors R est un annesu
artinien. |
Remargues 1) On peut poser le probléme suivant: est ce
‘qu'il est vrai que ZX-dRR 0 —> R est artinien &
droite? |
2) Utilisent la notion de module . -injectif, nous
pouvoné définir la dimension > . -injective de M, noté
per  2..dgM , comme | |
Z:.dRM = sup{ e E, est S ~injectif bour tout kg&i}

solution minimale injective de M ). 8i E  n'est pas

>, -injectif, nous écrivons E:.dRM = -1 et si E;, est

>, ~-injectif pour tout i = 0,1,2,... nous écrivons
Z.dRM =03 ., Nous avons toujours A.dRM < 2o .dgh .
Il existe des exemples d'anneaux R pour lesquels

E:.dRR = 0O ,; par exemple l'anneau de polyndémes R =

k [Xl’XZ""’Xn"‘°] ot k est un corps (voir [ 2], [18]).
Exemple Nous considérons 1'eanneau A =(Q R) oh @ M
: - : 0 R :



(resp. R) est le corps des nombres rationnels (resp. le
corps des nombres réels). A est un anneau 2 droitegntphni
Soient les éléments idempotents: ey = (1 O) et

, 0 O
e, = (O O) + Ona 5, Aey = (Q O) est A-module
Ok

_ 0.0

il

i

simple projectif et Ae, (O B) est un module projectif.

0 R
Si on note V =\(O' m) , V est un idéal bilatére et S, =
: 6. ® :
Ae2/V est A-module simple. Le moduleﬁy est semi-simple

et est une somme directe (infinie) de copies isomorphes
A 8 . Donc_'AV est projectif et comme A/V & @ x R 5
alors d'aprds le théordme 2.1 [19], on obtient que A est
un anneauthéféditaire-b gauche. D'ici on en déduit que
S, est un module injectif. 8i XC Sy est un ensemble
non-vide, on voit que‘VCI,AnnA(X) et par suite il ré-
sulte que S, est un module A-injectif.

C omme le‘socle sO(AA) =V @ Ae, est de dimension de
Goldie infinie, il en résulte que A est un A -anneau &

droite ( étant artinien) et n'est pas un /\-anneau &

geauche.

A

SOit O >EO——9E1‘-_‘“}O"——9 O_—_"> 4 00

i
la résoiﬁtion‘minimaie injective du A-module & gauche A.
Le module B2 E /B est semi-simple et est une somme
directe de copies isomorphés & Sé . Donc E, est un

module /\ -in jectif (le module'Eo n'est pas ZX—injectif).
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