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D o n i n  F o p e s c u

S I  I n t r o d u c t i o nt 
T".-

S o m e t i m e $ ,  t  r y i n g  t o  s o l v e  a '  c e r t a , i n  s y s t e m  o f  e q u a t i o n g .  w . e r  m a , y

r e d u c e -  i t  b y ' s o m e -  t r i c k s ,  t o  t h e  s o l r r a b i l i t y , o f  s o m e  e a $ , i e r  s y s ' t e m s .

F o r  i n s t a n c e  1 n  G d l o i s  T h e o r y  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  o n e  a l g e b r a i c

^ ,  € q u a t i o n  h a v i n g  r e s o l u b l e  G a ' l o i s - :  g r o u p  m a y  b e  r e d u c e d  t o  t h e
n

a ,  c o m p l e t e  l o c a l  r i n g .  I f  a  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s

+ - (  s  , f  * ) t  i n  s o m e  v a r i a b l e s  y = ( Y l  , . . 4 , Y N ) j  o v e r  A  h a s  a :  s o l u t i o nt - \ t l r . . . c r . r m . , r r  

F p

t  i n  l < : = A / R  s u c h  t h a t  t h e  m a , t r i x  ( # ( i ) i )  h a s  a :  n o n z e r o  r n x m - m i n o r  i n  k

( m - < N )  t h e n  b y r  I m p l i c i t  F u n c t i o n s  T h e ' o r e m  i t  i s ,  e a , s y  t o  l i f t ' y ' t o  a

s 3 l u t i o n  y r  o f  f  i n  A .  H e n c e  f o r  a , n  a r b i t r a , r \ y '  s y r s t e m  s f  p o l y n o m l e l

t  -  - -  r -  f  1  r  !  - .

:  e q , u a ' t i o n $  o v e ' r  A  i t  i 5  u s e f u l  t o  s e e ;  h o w  l t e  s o l v a b i l i t y  c a n  b e '
. 1 ,

- .  L e t  ( A ,  , j [ ' )  b e  a r  l o c a l  r i n g  w h i c h  e x t e n d s  ( A , g )  a r n d  g ' = " g A c  .

S u p p o s e  l <  i s  a , n  a l g e b r a i c a l l y  c l o s e d  f i e l d  a , f l d ' f  h a s i  a  s o l u t l o n
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y '  t n  
1 , .  

W e  w o u l . d  l i l < e  t o  f i n d  a  s o l u t i o n  o f  f  i n  A .  I s  i t  a l w q y s

p o s s i b l e  ?  I f  t h e  j a c o b i a n  m a t r i x  t $ * f  y '  )  )  h a s '  a n  l n v e r , t i b l e

m x m - m l n o r  l n  A '  t h e n  t h e  a n s w e r  l s  " Y e S ' .  l n d e e d , I e t  M  b e  a  m x m -

a +
m i n o .  o l  t # l  s d c h  t h a t  M ( y ' )  i s  i n v e r t l b L e  i n  A ' .  T h e l  t h e  s y s t e m

( x )  f ( v ; = s ,  M ( Y )  t J = 1

i s  c o m p a t i b l e  i n  A '  a n d  h e n c e  i n  k  ' g A ' / . n '  f  k .  T h e  f  i e t d  k  b e i n g

1  c l o s e d  ,  ( x )  . h a e  a  e o l u t i . o n .  j . n  k  b y  H i l b e r t  N u l l s t e l l e n -

s a t z .  S o  r h e r e  e x i s t s  a n  e l - e m e n t  t €  k H  s u c f r  t h a t  f  ( V ) ' = O . a n d  M ( i ) i y ' O .

A E  a b o v e ,  w e  m a y  l i f t  V  t o  a  s o l u t j . o n  y  o f  f  l n  A .

$ u p p o s e  A  i e  a  r e g u l a n  l o c a l  r ' i n g  a n d  I e t  I  b e  t h e  k e r n e l  o f

t h e  m a p  A [ V J - - +  n '  g i - v e n  b y  h e 7 f t ( y ' ) .  C h o o s e  a  s y s t e m  o f  p o l y n o " - '
'  

-  - t ^
m i a l s  g = ( g 1  , . . . . g r ) €  A [ Y J ] , r q r h l c h  i n d u c e s  a  r " e g u l a r  s y s t e m  o f  p a r . a m e -

t e r s  i n  A [ V ] f  U s i n g  s o m e .  t r i c k s  ( s e e .  t h e  p r o o f  o f  t S ]  T h e o r e m

( 5 . 1 6 )  a l l  t h e  s o l u t i o n s  y f  
' o f  

g  f o r  w h i q h  ( f f ( y ' ) )  h a s  a n  i n v e r t i b l e

r x r - m i n o r  a r e  s t i l l  s o l u t i o n s  o f  I  a n d  l n  q a r t i c u l a r  o f  f .

T h u s  a p p e a r s  t h e  f o l l o v v i n g  q u e s t i o n :

n t  z '  e  A ' s ,  f  o r  . s o m e  s €  F , l  s u c h  t h a t  t h e( 1 . 1 )  I s  t h e r e  a n  e l e m e l

k e r n e l  3  o f  t h e  m a p  A f Y ,  r J  
- t  

A '  , z = ( T L , . . . . , 2 r )  g l v e n  b y  h  , " - - > h ( y ' , 2 '

c o n t a i n s  s o m e  r = h t ( J l r - p o l y n o m i a l s  g = ( g I , . . . . , g r )  f o r  w h l c h  t h e  m a t r i x

f f f  ! ' , 2 ' ' ) r ) r  h a s  a n  l . n v e r t i b l e  r x r - . l l n o r  ?

B y  N d r o n ' s  p - d e e i n g u L a r L z a t i o n  T h e o r e m  C  [ g J ,  [ s ] o r  [ r o J  1 ,  t h e

a b o v e  q u e s t i o n  h a s  a  p o s l t i ' v e  a n s w e r  w h e n  ( A , A ' )  i s  a  p a i r  o f  d i s c r e -

t e  v a l u a t l o n  r l n g s  s u c h  t h a t  A '  l s  a  f o r m a l l y  s m o o t h  e x t e n s i o n  o f  A

(  i . e .  t h e  i n C l u S i o n  A  c  A '  i s  " u n r a m i f  i e d "  a n d  l (  o  i s  a  s e p a r a b l e

e x r e n s l 6 n  o f  k )  a n d  Q ( n ) i  c  Q . ( A ' )  l s  s e p a r a b l e  ( * e  s h a l l  d e n o t e ' b y

Q ( A ) r  t h e  f  r a c t i o n  f  t e l d  o f  a  d o m a l n  A ) .

I n  t h i s  p a p e r  b v e  f i n d  s o m e  g l o b a I  f o r m s  o f  N 6 r o n ' g  p - D e s i n g u l a -

r j , z a t i o n  T h e o r e m  w h i c h  e x t e n d . s o m e  o t h e r  r e s u l t s  f r o m  f t t l  c h . V I  a n d

. [ f Z J . U n f  o r t u n a t e l y  w h e n  t h e  c h a i r a c t e r i s t i c  i s  p  >  O  t h e  p r o o f s  l n  t h e

I . i

-i !-!L:,a-!5. .1.+qir*
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q u o t e c l  p a p e r s  a r e  n o t  c o m p l e t e .  T h e y  n e e c l  a  r e s u l t  a s  f  o r  j . n s t a n c e

o u r  T h e o ! ' e n ' l  ( 4 . 1 ) i ,  w h l c h  * s  n o t  J u s t  a  s l m p l e  a p p l i c a t t o n  o f  N d r o n ,  s

p - D e s l n g u l a r l z a t l o n  a n d  t o  g e t  i t  w e  g i v e  i n  $ e c t i o n  3  a  s t r u c t L l r e

t h e o r e m  f  o r  t h e  d l s c r e t e  v a l u a t i o f i ,  r : 1 n g s  w h l c h  a r e  f  o r m a l J " y  s m o o t h

o v e t ' a  f i e l d  k  b u t  t h e i r  r e s l d u e  f i e l d s  a r e  n o t  s e p a n a b L e  e x t e n s i o n s

o f  k  "  f n  $ e c t i o n  2  w e  p r e s e f t t  ' " .  a i , :  r e s u l t  r  a b o u t  f  * e 1 d  e x t e n s i o n s

w h r c h  a r e ' u s e f u l  i n  $ e c t i o n  S .

I n  $ e c t l o n . 5  w e  g i " v e  s o m e  a p p l i c a t i o . n s  o f  o u r  D e s i n g u l a r i z a t l o n
l

f o r  t h e  r i n g s  w i t h  t h e  p r o p s r t y  o f  a p p r o x i m a t i r : n  ( s h r : r t l y  F r e  s h a l l

s a y  A P - r i n g s i .  A  n o e t h e r i a n  l o c a r  r i r r g  i s  a n  A p * r i n g  j " f f  e v e r y

s y s t e m  o f  p o l y n o m i a l  e q r r a t i o n s  w i t h  c o e f f i c j - e n t s  j " n  A  l r a s  &  e o l u t r o n

i n  t h e  c o m p l e t i o n  , i  o f  A  i f  f  j . t  h a s  o n e  i n  A .  r t  i s  k n o w n  ( s e e  f l 4 f  ,

L I U  c h .  r  r r o r  [ f  o J  ; ,  t t " r u  f  o l l o n r i n g  r e s u l r  :

( I . 2 )  L e t  ( 4 , r l " )  b e  a  n o e t h e r i a r r  l o c a  j .  r i n g  a n C  i  i t s  c o m p l e t  j , o n .

T h e n  t h e  f  o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r . e  e q u i v a l e n t :

1 )  A  i s  a n  . A P - r l n g

i l  )  T h e  s o l u t i o n s  1 n  A  o f  e v e r y  s y s t e m  o f  p o l . y n o m i a l  e q u a r  j . o n s

o v e r  A  c a t r  b e  w e l l  a p p r o x i m a t e d  i n  t h e  m * a d i c  t o p o l o g y  t i y  s o l u t i o n s

o f  f  i n  A .

1 1 1 )  F o r  e v e r y  s y s t e r n  o f  p o l y n o m i a l  e q u a t i o n s  f  o v e r  A  t h e r e

e x l e t s  a  f  u r n c t i o n  ' 1  : $ ' l  * - + f r \  w i t h  t h e  f  o l l o w i n g  p r o p e r t y :

" ' I f  y '  i s  a  s o l u t i o n  m o d u l o  m o ( : ) ,  c € S , t  o f  f  i n  A  t h e n . r h e r e

e x i s t s  a  s o l u t  i o n  y  o f  f  i n  A  s u c h  t h a t  y , s y '  m o d  m * .  ' 0 . .

A n  A P - r i n g  i s  h e n s e l i a n  a n c l  l t s  f  o r m a l  f  i . b e r s  a r e  g e c m e t  r i c a l t y
f *  ^ *  .  r - -  + .

n o r m a l  ( s e e  [ i O T  a n A  p J ) , "  T h u s  i n  t r . { o  d i m e n s i o n a }  c a s e  r h e  A P - r i . n g s

a ! - e  e x c e l l e n t  h e n s e l i a n  I o c a l  r i n g e .  I s  i - t  t  r u e  t  l r e  c o n v e  r s e  i m p l i c e -

t i o n ? T h i s q U e s t i . o n a p p e a r s a 1 s o r n [ a J w i t h o u t r e s t r 1 c t i o n s f o r

c ' f i m e n s i o n .  O u r  C o r o l l a r y  ( 5 . 4 )  g i v e s  a  p o s i t i v e  a n s w e r  f o r  t w o

d i m e n s i o n a l  r e d u c e d  r i n g s  ( t h l s  e x t e n d s  s o m e  l < n o w n  r e s u l t s  o b t a i n e d
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f o r  f ac to r ia l  r l ngs  ;  see  l f i l  ch "  v5$ { [a l  l .  As  a  consequence  we

o b t a l n  t h a t  t h e  t w o  d i m e n s l o n a l , e x c e l l e n t  h e n e e l l a n , f a c t o r l a l  l o c a I

r i n g s  h a v e  t h e l r  c o m p l e t i o n s  a l s o  f a c t o r i a l  ( c o m p a r e  w i t h  a  r o s u l t

o  f  U f  pman [d  p  ropos  j . t  ion  (  19  .  12  ] "  A Ieo  we ge  t  an  ex t  ens  ion  (  1n

u n e q r r a f  c l a r a c t e r l s t l c  c a s e  )  o f  g n e  r e s u l t  o f  [ f  g ]  ( s e e  o u r  C o r o l l a r y

(  5 . 6  )  ) j .

$ 2 A  r e m a r k  0 n  f  * e 1 d  - e x l g n s i q n e

( z , L i  l g q g g .  L e t  k c  K  b e  a f i n i t e  t y p e  e x t e n s l o n  o f  f i e l d s  o f

c h a r a c t e r f s t i c  p f T ,  T h e n  t h e r e  e x l s t  a  b a s e  o f  t r a n c c e n d e n c e  x =

( x l ' . .  o  r x . u )  o f  K  o v e F  k ,  a n .  a l g e b r d i c  s e . p a r a b l e  e ' l e r n e n t  z e  K  o v e r

k ( x )  a n d  s o m e  e l e m e n t s  y = ( y l ,  " . , Y r ) \ ,  r = d i m , a  * o / t  w h i c h  a r e " a l g e b r a l c

p u r e  l n s e p a r a b l e  o v e . r .  k ( x )  
. s u c h "  

t h a t  r c = k (  x  ' Y  ' z ) (  * r 7 a ( C )  d - e n o t e s  1 n

o u r  p a p e .  H l ( r t r , B , c ) ,  6 n 6  * o / n , * l ' l * l , A ( ? )  a $  t n  l f l  ) ' '

P r - 1 o - f  U e l n g  C a r t i e r ' s  e q u a l i t y  w e  h a v e  d i m o $ l ( , / k = " n t ' v v h e r e

9 = t r d e g k l ( ,  r = d l m * l l 1 * r o .  T h u s  K  h a s  a  p * b a s e  u = ( u 1 "  o  " u s * r ) '  
o v e r

a n d  s o  t h e  f i r e t  m a p  i n  t h e  f o l l o w i n g  e x a c f  s e q u e n c e

(  2 : . 1 .  1 ) 9t *(u),^@ o ---  R*7u Qorotuf-+ o

l s  e u r j e c t i v e ,  u / e  g e t  9 * / o ( u ) , = o  a n d  c o ! " t s e q u e n t l y  t h e  e x t e n s l o n  o f

f  : ! " n i t e  t y p *  k ( u ) c  t <  l s  f  i n i t e  , n u  s e p a r a b l e .  N o w  ,  I e t  x = ( x I ,  "  . , x " , ) l

b e  a .  m a x t r m a l  k - ' a f  g e b r a i c a l l y  ' l n d e p e n . c J e n t  s u b s e t  o f  u  a n d  Y . = ( Y " 1 '  ' '  ' Y r )

t h e  c o m p l e m e n t  o f  x  1 n  u .  T h e n  t h e  f  l e l d  l < ( x , y ' )  i s  t h e  a l g e b r a i c

p u r e  i n s e p a r a b l e  c l o s u r e  o f  k ( x )  i n  l < .  L e t  E  b e  t h e  a l g e b r a i c

s e p a r a b l e  c l o e u r e  o f  k ( x )  i n  K .  C h o o s e  a  p r l m i t i v e  e l e m e n t  z  o f

E / k (  x )  .  T h e n  w e  h a v e  r = k (  x , Y , z )

Q , E . D .

- /
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( ? . ? ; - l  & g a * :  L e t  k c  r (  b e  a ,  f  i e l d  e x t e n s l o n  o f  c h a r a c t e r i s t i c

p / O .  C o n s l d e r  r h g  f o l l o w i n g  a 6 c u m p t i o n s
:

J - )  K  c o n t a i n s  a  s u b f l e l d  l i '  s u c h  t h a t  t < '  1 s  a  s e p a r a b l e  e x t e . n -

s t o n  o f  k  a n d  K  i s  a  f  i n i t e  p u r e  l n s e p a r a b l - e  e x t e n s i o n  o f  l < ,  w i t h

d i " m  N r u  / r . , =  d i " m  N , ,  r r -  ot \ / t \  K / K  
n

l i )  d l m  N K / k  < * .  a n d  t h e  e x r e n s i o n  l <  . - - +  k ( K p  )  r s  e e p a r a b l e

f o r  e r  s o m e  n a t u r a l  n u n b e r  n  .  e l e a r l y .  i . I * +  i : i . ) , .  U n f  o r t u n a t e l y  w e

c j o  n o t  l c n o w  1 f  t h e  c o n v e r s e  l m p l i c a t  i o r r  h o l d s .

$ S A _s t#gt.glg t ljq"q req! f q r j1,qg_g*-f_gl.ngllv_ sryo.qt h

elsqgt*e-. sy.el-e--l*sAg .

'  
T h e  a l m  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  B r o v e  t h e  f o l l o w i n o

'  
, 3 . 1 )  f l s o r e 4 ,  L e t  k  b e  a  f i e l d ,  R  f k  a  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n q

a n d  K  i t s  r e s i d u e  f i e l d .  S u p p o s e  R  l s  a  f o r m a l l y  s r n o o t h  k - a l g e b r a .

T h e n . f o r  e v e r y  f i e l d  e x t e n s i o n  o f  f i n i t e  t y p e  E / k "  E c K  t n e r e  € x j . s r s

'  u  d i s c r e t e  v a l u a t i . o n  s u b r i n g  A = k  o f  R  y l i t h  r e s l d u e  f  i e l d  L c  K  s ' u c h

t h a t

i )  R  1 s  u n r a m l f i e d  o v e r  A  a n d  t h e  e x t e n s l o n  L < , L { E }  l s

s e p a  r a  b  l e

i l ) r  4  i s  a  l o c a l i z a t i o n  o f  o n e  p o l y n o m i a l  a l g e b r a  i n  a  f i n i t e

,  n u m b e r  o f  i n d e t e r m l n a t e s  o v e r  k .

:  ( 9 . 2 ) - L q * t l a - r y '  L e t  k  b e  a  f  l e l d  a n c l  R :  k  a  c l l s c r e t e  v a l u a r l o n

r i n g ,  w h i c h  l s  f o r m a l l y  s m o o t h  k - a l g e b r a .  l - e t  K  b e  t h e  r e s l d u e  f i e l d

o f  R ' .  I f  c h a p . l . 1 : ' p l O ,  t h e n  $ u p p o s e  t h a t  t h e  e x t e n s l o n  R / k  i s  o f

- :  f  i n i t e  t y p e  "  T h e n  t h e r e  e x l s t s  a  d l s c r e t e  v a l u a t l o n  s u b r i n g  A : ,  k  o f

R  e u c h  t h a t

i )  T h e  i n c l u s l o r r  A + + R  i s  f o r m a l l y  s m o o t h  ( i . e .  R  i s  u n r a m i f i e d

.  o v e r :  A  a n d  K  i s  a  s e p a r a b l e  e x t e r l s i o n  o f  t h e  r e s i . d u e  f  i e l c l  o f  A ) .
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l i  )  A  l s .  a  l o c a l . i z a t  i o n  o f

n u m b e r  o f  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  k .

F o r  t . h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  ( 3 " I )

l e m m a s ;

o n e  p o t r . y n o m l a l  a l g e b r a  l n  a  f i n i t e

we n e e d  t h e f o l l o w l n g  t w o

( 3 . 3 , )  t g S g g  L e t  k  b e  a  f  i e l d  o f  c h a r a c t e r i s t i c  p )  O  a n d  ( R , S ) ,

a  L o c a l  n o e t h e r l a n  f o r m a l l y  s m o o t h  k - a l g e b r a  o f  d i m e n s t o n  r )  O  .  ( s o

R  i - s  a '  r e g u l a r  l o c a l  r l n g  b y  h 4  T h e o n e m  6 1 ) .  T h e n  R '  : = t [ n p ]  i s  a

r e g u l a r  l o c a l  r i n g  o f  d i m e n e i o n  l .  M o r e o v e ! - ,  i f  r = 1  t h e n  R , R '  ? r 8 ;

d i s c r e t e  v a l u a t t o n  r l n g s  a n d  t h e  i , n c l u s i o n  R c + R '  i s  u n r . a m i f i e d  i f f

t h e  q e s l d u e  f i e l d  K  o f  R  l s r  n o t  a  $ e p a r a b l e  e x t e n s t o n  o f  k o

g l g g g ,  R p  b e f n g  a  f o r m a l l y  s m o o t h  k P - a l g e b r a  t h e  r i n g  $ : = k  
? O O O

i e  , .  F B g u X " a n  L o e a l  t l S J  o f  d j " m e n s l o n  r .  L e t  f  : 9  - * b R '  b e  t h e

' e u r J € c t t v e  m a p  d e f i n e d  b y  
"  

e u P  - - " - u * u P .  S , R '  b e l n g  d o m a i n s  o f  t h e

s a m e  d i m e n s i o n  w e  c o n c l " u d e  t h a t  f  l s  a l s o  a n  i n j e c t t v e  m a p .  T h u s

R '  l s  a - '  r e g u l a r  l o c a t r .  r j . n g .

$ u p p o e e  n o w  r = 1  a n d  d e n o t e  b y  e  t h e  r a m i f i c a t i o n  i n d e x .  F r o m

It h e  e q u a l i t y

eR/R ,  .  ep  ,7pP= * i r7pn =P

w s  d e d u c e  t h a t  e R 7 R ,  :  
e i t , T R P  c a n  t ,  o .  p .  B u t  t h e  e x t e n s i o n  K / k

l s  s e p a  r a b l e  i f  f  t h e  r l n g  k  € ' , - K p  i s  r e c l u c e d ,  1 n €  "  i f  f  * R / R ,  * 1 "

c o n s e q u e n t l y  t < / k i s  n o t  s e p a l l o r "  i f f  u R , 7 R p  = b , 1 . e "  i f f  u R / R ' = l '

A . E , D  C

( 3 . 4 )  f f g g : b  L e r  ( f t , R ) 1  b e  a  n o e t h e r i a n  l o c a l '  f  o r m a l l y  s m o o t h

k - a l g e b r a  a n d  K  i t s  r e s i d u e  f i e 1 d "  I f  m  h a s  a  s y s t e m  o f  g e n e r a t o r g

f  r o m  R , : = k [ n p J  t h e n  w e  g e t  d l m , a  N x / k = r - r * d l m  o  b . " c a u s e  t h e  l a s t  m a p

l n  t h e  f o l l o w l n g  e x a c t  s e q u e n c e

(  g.4" t )  o*** /k(r<1' - -5 *o/ t  *No/R=gr/g.2=rr  -4 9oZo*R*

i s  z e r o .  T h u s  ' ' d f m , a  N K / k = t r " l s  a  necessa  r y  cond i t  i on  to  have  R  
" - - r t  

f t  '

F
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' " u n r a m i f  i e d " '  (  i . e .  t h e  m a x i m a l  i d e a l  o f  R '  g e n e r a t e s  t h e  m a x l r n a l

i d e a l  o f  n ) .  U n f o r t u n a t e l y  w e . d o  n o t  k n o w . l f  t h i s  l s  a  s u f f l c i e n t

c o n d i t l o n .  H o w e v e r ,  w h e n  r = 1 ,  t h i s  l s  t r u e  a s  s t a t e e . ( 3 : 3 )  (  i n

genera l  we have -d tm * ,a / t  g  d i .m R and s {hen r=} rd im.  N,ar , . * l  means Jus t

t h a t  * * , L l 0  w h l c . h  h a p p e n s  e x a c t l y  w h e n  t h e  e x t e n s i o n  k c  K  i e  n o t

s e p s r a b l e ) .

(3"5) l=g! ' ,qeL e t  l (  b e ' a ' f i . e l d  o f  c h a r a c t e r l s t i e  p ) O  a n d  ( R , m ) ,  a r

l o c a 1  n o e t h e r i a n ,  f  o r m a l l y  $ m o o t  h  ' l < - a l g e b r a  o f  d  j . m e n s i o n  r  )  0  .

S u p p o e e  t h a t  1 1  i s  g e n e r a t e d  b y  s o m e  e l e r n e n t e  f  r o m  R '  t = k  f n p j  .  T ' h e n

f g r e V e r y f 1 e l d e X t e n s 1 o n i @ o f f i n i t e t y p e E / k , ' F C K

t h e r e  e x i s t s  a  r e g u l a r  l o c a l  s u b n i n g  ( , q , J ) , )  k  o f  R  o f  d i m e n s i o n  r

w ' i t h ' '  r e s i d u e  f  t e l d  L c  l <  s u c h  t h a t

'  i ) )  R  i s  f l a t  o v e r  A , ,  n R = r n  a n d  t h e  e x t e n e i o n  L c  L ( E ) i  i s  a l g e b r a i s

s e p a r a b l e .  '

f i ) )  A  i s  a  l o c a l i z a t i o n  o f  a  p o l y n o m i a l  a l g e b r a  i n  e i  f i n i t e

n u m b e r  o f  l n d e t e r m l n a t e s  o v e r  k .

P r o o f B ) ,  h y p o t h e s l s  R '  c o n t a i n s  a  r e g u l a r  s y s t e m  o f  p a r a m e t e r s

a . ( a ' , . . , , a r )  o f  R .  T h e n  t h e r e  e x i s a  
" j i r ?  

k ,  u 3 1 6 R ,

t , lL = l , . . . . , 1 1 ;  s u c h  f i f u ,
* J D

( g ' . s " I ) )  
" , J = 3 ,  " j *  

u j *  , i = I t . . o t r
N

L e ' t  S  b e  t h e  $ e t  o f  a : I I  f  i e l d s  F  c  K  w h t c h  a r e

f  i n l t e  t y p e  o v e r  k l ; l  n ' u - ( u r 1 ) ( t - + e  d e n o t e  b y  " * " t h e '  r e

vde have 
F+p** lo@or  

a  * *Zo unu so  the  s .ubset  S=[ t

i s .  a  f i l t e r e d  i n d u c t i v e  5 e t  h a v l n g  K  a e .  L t s  r e t l n i o n

h a v e  a l r e a d Y  d i m  N * / k = t ) .

C h o o e e  a  f  l e l d  F €  F  u s h i c h  c o n t a i n s  E .  B y  L e m m a i  ( 2 : . 1 ) i ,  t h e r e

e x i s l  x = ( x I , . . . , x u ) l €  R s '  ,  y = ( Y 1 , . . .  o Y , , r l g  n r ,  z 4 {  . ;  g E t r d e g O  F  s u c h

t h a ' t  I  f o r m  a  b a s e  o f  t r a n s c e n d e n c e  o f  F  o v e r  k ,  2  5 " $ . . a n  a l g e b r a r i c

J = I r . . . 3 ! '  ;

e x t e n s i o n s  o f

e t d u e  m o d u l o  m  ) ' "
g.l

e  S [a im  N r7 *= r  ]

(  us J"ng (  3"4 ' ) l  we
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s e p a r a b l e  e l e m e n t  o v e r  k ( i ) r  ( i f  : €  k ( * , )  t h e n  w e  s 6 6 ' 1 1  o m i t  ' '  i t  1 n  a l l

f u t u r e  c o n s i d e r a t i o n s ) r ,  i * ( V l  ' . . . , V ' r )  " ' a u '  
a ' i l g e b r a i c  p u r e  l n s e p a ' r a b I e :

o v e r  k ( i ) ' a n d  * . F - 1 a ( i , i ' , i ) ' .  A s ,  i l r * e  f .  , t h e r e  e x l s t  $ o m o  p o l y n o m i a l s

o f  p a r a m e t e r s  l n  R

w e  m a y  e u p p o s e

, x s ) ; ,  Y = ( Y l , . . . , Y . ]  " , " n  
t h a t  [ J r = t J i ( i ' i ' a

l . r u r t i p l y l n g  i , ? , :  b y  s o m e  e l e m e n t s  f r o m  l . ( i ) i ,  w e  m a y  s u p p o s e  t h a t

P o o  . a r e  p o l y n o m i a l s  o v e r  k '  U s i n g  ( 3 ' ' 5 ' 1 )  w e  g e t

J r  
( g " 5 . 2 ' ) '  a , j , = Z c j r ( P J t ( x , Y , z ) ) p e a l  * o o  . n p

R e m a r k  t h a t  a t ' = (  a  j  )  f  o r r n  a n o t h e r  r e g u l a r  s y s t e m

" n O  
t h u s  w e  s h a l l  c h a n g e  a  i n  a '  f r o m  n o w ' o n '  S o

(  3 ' . 5  . 3 1  
" j  

= t J  (  * P  ,  Y P  ,  t P  )  w h e  r e

p  l x [ v { l z q . =  #  z )  ) p  .  r J e  c l a i m  t h a , t  t J  d o e s  n o t  d e p e n d  o f
PJ  { xYYTz5 l=# ;  " j  r (  t j  r ( x  nY ,

Z .  I n d e e d ,  i f  2  #  | , ( i }  a n o  z  a p p e a r s  i n  o n e  o j '  t h e n  2  u r o u l d  b e ' n o t .

a l g e b r a r i c  s e p a r a b l e  o v e r  k ( i ) .  C o n t r a d l c t i o n  !  T h e n  !  e  t < ( i )  a n d ' t h u s

7  r , * o u l c J  b e  o m i t t e d  f  r o r n  t h e  b e g i n n a n g '

F j _ n a l l y ,  l e t  t , r <  [ x , Y i  
- - ] - - }  R  b e  t h e  m a p  g i v e n  b y  g  "  

^ - - 7 ] { ( x , y ) ;

a n d  A 1 * k [ x , Y J  f  
- 1 ( S " ) .  c r e a r l y  A  l s  ?  r e g u l a r  l o c a r  r i n g  o f  

: : . " ^ " i o n (

r  b e c a u s e  f  
- 1 ( g l n  

f .  [ X ] = ( O ) ,  i  b e i n g  a  s y s t € m  o f  a l g e b r a i c a ] I y

i n d e p e n c l e n t  e l - e m e n t s  o v e r  k .  o n  t h e  o . t h e r  h a n d ,  t h e .  c a n o n i c a l  m a p

4 '  ' .  l r -  A  \  F  / ^  r l a n n f  p e  t h e

i l t t - - *+ g l t  be ing sur iect ive we get  d im A-7. '  (3  denotee thq

m a x l m a l  i d e a l  o f  A ) ' .  C o n s e q u e n t f y  d i ' m  A = t "  t h e  m o r p h i s m  A  - - - ) R  i s

i n j e c t j . v e  a n d  o J  f o r m  a  r e g u r a r  s v 6 t " l  
" t  

o : t : * " : : " "  t : . o ' " : : u o " * '

t h e m o r p h * e m A - . > R i s f l a t a n d l R = J f l . S i n c e r l e s e p a r a b l e o v e r
' L : = k ( I , ? ) ,  

" n C  
L ( E )  e  F  w e , .  d e d u c e  t h a t  L ( E )  i s  e e p a r a b l e  o v e r  L '

.  :  a . E . D .

I f  t h e  f  i e l d  e x t e n s i o n  K / k  l s  s e p a r a b l e

t  l s  a  l o c a l  p a r a m e t e r  o f  R  "  O ' t h e r w i s e

|  2 c,. \
\ r . J l .

Proo.f-  oJ Theo rem

t h e n .  t a k e  A . : = k  f t )  1 . t  1 ,  
w h e r e

w e  u s e  t h e  L e m m a s . ( 5 . 3 ) :  a n d

( 3 . 1 )

Q . E . D .
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L e m m a  ( 3 . 5 )  h a s  t h e  f o l l o w i n g  m o r e  s o p h i s t i c a t e d  f o r m :

( 3 . 6 ) )  L e m m a . ' L e t  k  b e  a  f i e l d  o f  c h a r a . c t e r i s t i c  p ) 0  a n d  ( f l , n j  a

l o c a I  n o e t h e r i a n , f o r m a l l y  s m o o t h  l < - a l g e b r a  o f  d i m e n s i o n  r  ) 0 .  S u p p o s e

t h a t  S .  i e -  g e n e r a t e d  b y  s o m e  e L e m e n t s  f  r o m  R ' : = f . [ n p ]  .  T h e n  f o r  e v e r y

f l n i t e  t y p e  k - a l g e b r a  B c  R  a n d  e v e r y  n a t u r a l  n u m b e r  e ,  t h e r e  e x i s t s

3 r  F s g u l a r  L o c a l  s u b r i n g  ( 4 , n " )  > k  o f  R  o f  c l i m e n s i o n  r  s u c h  t h a t
t

i )  R  i s  f l a t  ove r  A ,  IR=q .  anc l  n [e ] f , nA t#nunn fn lmnAfBJ  r .$ ,  a

C o h e n  ( e v e n  e t a l . e ) :  s u b - A l n * - u l g e b r a  o f  R / r l s .  
.

i I )  A ,  t s  a ,  l o c a L i z a t i o n  o f  o n e  p o l y n o m i a l  a l g e b r a  l n  a  f i n i t e

n u m b e r  o f  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  k .

l l q . g l  t - e t  a . ( a l , . . . , a : r )  b e  a  r e g u l a r  s y $ t e m  o f  p a r a m e t e r $  o f

c o n t a i n e d  i n  R o  o  T h u s  t h e r e  e x i s t  c * o  €  k ,  u u ;  €  R  e u c h  t l r a t  B , . s
n 1  J l -  J L -  J

* J '  D
E -  c u ,  u ! . .  .  t ' { e  s l r a 1 l  d e n o t e  b y  t " - t ' ' ,  r e s p e c t i v e l y  " ; ' '  t h e  r e s i d u r e
i = 1  J '  J 4

m o d u l o  S "  r e s p e c t i v e t y  S , " "  L e t  e

t l r a t  6  f o r m  a  r > - b a s e  o f  l (  o v e r
I

k ( r q P  ) ' ( 6 ' ) ' = K .  l { e n c e r  t h e r e  e x i s t

e l e m e n t s  F , r  i n  K  s u c h  t h a t  i l j  r = t

p r o o f  o f .  { - e m m a '  ( 3 . 5 ) , c l r a n g i n g  . a
Sl

( s . 6 . 1 ) r  u j = * J ( ( * ?  )  , v { P  }

f  o r  soqre .  po lynomia 1s l " ' l j  ove r  k "

= ( e i ) * e r  b e  s o m e  e l e m e n t s  f r o r n  l i  s u c h

k .  T h e n  v , / e  h a v e  k ( K P ) , ( 5 ) = t <  a n c j  h e n c e

$ o m e  p o l y n o m i p l s  t r j ,  g v e r  k  a n d  s o m e

t r ]  \  - n
j t ( t n i u ) i . = 1 , " . . , Q ,  & t  ) ' '  A s  i n  t h e

l i t t j - 6 , ;  t h e - ' e y s . t g r i i , a ,  f { , s r  m a y  s u p p o s e

B y  C o h e n  S t r u c t o r "  T h e o r e m  s t e  m a y  a $ $ u m e  n { n 3 = x [ * J / ( t ) i * .  l - s t

b e  a  f l n i t e  s y s t e m  o f  g e n e r a t o r s  f o r  B  O V e r  k .  T h e n  t h e r e r( bi )) i

e x l s  t s o m e  e l e m e n t * r  . 6 u  
" €  

l {  s u c h  t h a t  B o =
a J -  I

6rt f f i  u t t$ns

r e m a i n s  p - f r e e  1 n  F " M o r e o v e r

'  r  l  ' f @  - -  

"i n [ x , y ]  s u c h  t h a t  w G k 1 x , Y , z l ,

g e t  :

X
j e { o o c . . , u - l } '

e h o o s e  l i k e  j . n  t t r e  p r o o f  o f  L e m m a  ( 3 " 5 )  a  f a e l d  F = k ( i , f , i 1 ' *  r '

k ( ( A r o ) * , f r ,  ( 5 t J  ) i , J  )  ;  X , y , , z  6  R  : w *  s h a l l  
" h o o u * v 6 r " l - ,  

t h a t W i  t o n t a i r m

(  u * n  ) !  .  T h l s  i s  p o s s l b l e  b e c a u s e  (  u * "  ) r .

w e  * ? V  c h o o s e  t h e  c o m p l e m e n t  o f  ( " * ^ t

l e t  u s  s a y  f r * G (  i ,  V ,  U  )  .  U s  i n g  (  3 . 6  . l  ) ,  w e . r
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3 + I

a r 1 = t - l * ( ( " ?  ) , , , G ( x , Y , z ) l P  ) s a . t  m o d
J  J  +h .  n  r/-,

T h e  n e w  r e g u l a r  s y s t e m  o f  p a r a m e t e r s ' a '

Some ex tens  lons  o i  [6 , fg - !

, J = 1  , ' - " , ?

h o l d s  a ' = a r  m o d  a 9 ' a n d

- d e s  i n q u  I a  r i z a  t  t o n

e + Lp
m '

o f  R

thus f  or the rtng n t=t [x, Y']mn kfx,yJ holds A tnl  
,on1a) 

Ta" 
qRflR 

Fl mnn fgf
. a a . i s

F r a l  / ( a ) i - .  c J . e a r l y  p [ " J  / ( ^ , ) , s  j . s  a n  e t a l e  b u b - n / n i - a l g e b r a  o f  R / 9 . = '

,  e . E . D . .

( 3 l . 6 . ? )  $ u p p o s e  w e  c h a n g e  i n  t h e  a b o v e .  p r o o f  x ' Y  b y  s o m e

e l e m e n t s  x t , y l  e u c h ' t h a t ' x g x ' , Y ' = Y '  m o d  g * - ' .  T h e n  t h e  r i n $  A ' : =

k f o '  , r I  
S  k  f x ,  , y r , f  

a l s o  s a t i s f  i e s  i )  a n d  i l )  o f ,  L e m m a  ( 3 ' 6 ) '

$ +

'  L e t  R , R '  , b e  a r  p a J . r  o f  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g s  s u c h  t h a t  R '  i s

; a n  u n r a m l f i e d  e x t e n s l . C I n  o  t n e t e r _ : '  
. : ^ "

t h a t  t h , e "  f i e l d . e x t e n $ l o n s  A ( R ) C Q ( R ' )  a n d  t q 3 = R / t R c  R ' / t R ' = ' : k '  a r e )

: r * t i i ; r a t r l e .  T h e n  i t  i s  k n o w n  t h e  f o l l o w J ' n g :

( a . O )  I b q p " . r . r y t  ( r u 6 r o n )  R ;  i s  a ; ' f i l t e r e d  i n d u c t i v e  l l m i t  o f  f i n i t e

t y p e  s m o o t h  e u b - R - a l g e b r a s  o f  R ' .

( 4 : . 0 " 1 )  R e . r _ n a r k  T h e  a b o v e  t h e o r e m ' s a y s  i n  f a c t  t h a t  e v e r y '

f l n i t e  t y p e  s u b - R : a l g e b r a  B ' o f  R ' . c a n  b q  e m b e d d e d  i n  a  f i n i t e  t y p e

s m o o t h  s u b - R - a l g e b r a  A ' o f  R ' (  i n  p a r t t c u l a r  B ' i s  r e g u l a r  i n  i t s

p r l n e  . i d e a I  t R ' f l l  B ' ) .

T h e  p r o o f  o f  ( 4 : . O ) l  n e e d s  a  m e a s u r e  f o r  " g i n g u l a r i t y " ' o f  B  w h i c h

. m u $ t  
e x p r e s s  h o w  f a r  i s  B t R , j l g  f  r o m  a  s m o o t h  R - a l g e b r a ' ( e e e  [ 1 3 J ,  f ' X l

r  o F  [ f O j  I  .  l V e  r e m l n d  s h o r t l ; r  h o w  t h i s  " ' m e a s u r e *  w a s  i n t  r o d u c e d . .

( 4 r . O . e )  l V r l t e  B  a s  a  f a i c t o r  o f  a  p o l y n o m i a l  R - a l g e b r a , ,  l e t  u s ' ;

s a y ' g = R f v J r / r  , Y = . ( Y 1 , . .  " , Y * ) r .  D e n o t e  b y  V  t h e  c o m p o s e d  m a p

R [ y ]  * - +  R t y i l r r b n  c - - > R '  a n d  p u t  y j = f ( Y j  )  6  R '  .  T a k e  a  s y s t e m  o f

g e n e r a t o r s  . f = ( f  t , . . . , f  m ) )  f o r  r  a n d  l e t  A I  b e  t h e  i d e a l  g e n e r a t e d ,
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$ , $ = h t ( I ) ,  o f ,  r h e  J a c o b l a n  n a r r l x  f f f i l  .
c l e a r r y ' A r  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  c h o t c e  o f  f  .  B y  J a c o b i a n  

i

c r i t e r i o n ,  t h e  
' 1 d e a 1  

A  r ( v ) R ' . e  R '  l s  n o n z e r o  a n d ' s o  t h e r e  e x l e t s  a

n d t u r a l  n u r n b e r  e * ( B )  s u c h  t h a t  4 r t v ) , R , : = r " o ( * ) * , .  r t  i i e ,  g a s  l r  t o ' * * - *

t h a t  e p ( t l )  i s  e x a c t l y .  t h e  v a l u a t i o n  ( g i v e n  o n  R )  o f  r h e .  p r o d u c t  o f

a r l  i n v a  r l a n t  f  a c t o  r s  a s s o c i a  t e d  t o  t  h e  R - m o d u t *  . % l o  @  
* R  .  T h u s

e o ( B )  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  r e p r e $ e n t a t i o n  o f  B  a s  a  f a c t o r  o f

a , p o l y n o m i a l  R - a l g e b r a "  C l e a F I y ,  e , a ( B ) * O ( f . e .  S o , r O 6 * 0 ,  i s  a  f r e e

R d - m o c l u l e . ) .  i f  f  B . R ' 4 8  i s  a ,  s m o o t h  R - a l g e b r a  a n d  e o ( B k J  ) * e * ( B ) t  i f

z  1 s  a  t r a n s c e n d e n t a l  e l e m e n t  o v e r  B .

( 4 : . o . 3 , )  F i x  a n  a r b i t . r a r y  n a t u r a l  n u m b e r  r .  B r y  h y p o t h e s l s
! .  r  r y
R d : = R ' / t ' R o  i $  a  c o h e n  a l g e b n a  o v e r  i i : = R / r r R ,  s u p p o s e  f f r * n 7 t r R  o g

t s  a  f  i n i t e  t y p s  s m o o t h  s u b * f i * a l g e r r r a  o f  t ,  ( w e  d e n o t e  b y  , , , - , , ,

r e s p e c t i v e l y  8 ^ , ' t '  t h e  r e s l d u e  c l a s s  m o d u l o  t  r e s p e c t i v e l y  t r ) .  T h e n

E  r ' u "  t h e  f o r m  $ ' = r H  L z l t t t l , ) $  ,  z = ( 2 r , . . . , 2 u ) , ,  w r r e r e  f i = o , d = ]  o .  f i  i e
a ' m o n i c  ( i n  z t )  R o l y n o r o i a l  s u c h  t n u t  f r  i s '  a  j * p u r a b l e  i r r e d u c l t r l e

p o l y n o m i a l  l n  k [ z J  a n d  6  i s  a  m u ] t t p l e  o f  W  r r y h t c h  i s  n o t
0  ^ . 1

c o n t a i n e c j  i n  a f i ' t Z J . ( t )  (  w e  u s e d  h e r e  r l . r e  
" o n J r r u c t i o n  

o f  a  C o h e n

F - a J . g e b r a  )  .  L e t  z a ( z r ,  .  n  .  , z r ) g  g s  b e  s o m e  e l - e m e n t s  s u c h  t h a t  z

L n d u c e e  ; .  i n  E .  C h a n g i n g  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  B ( a s  a  f a c t o r  o f  a

p o l y n o m i a l  R - a l g e b r a )  v { e  m a y  s u p p o s g  t h a t  y l = z i  f  o r  i = 1 .  " . . , s  - 4  f r l
- l . F r u

a n d  y 1  €  t ' R '  f o r  1 ) s ,  i n e .  y 1 * t t * i  f o r  a  v u r €  R ' "  I f  h * O  t h e n  p u t

B " * B f i t J , w * ( * , u * r ,  .  "  . , 1 r . r * ) .  o t h e r w i s e ,  l e t  h  g  n [ v J  L : e  a  p o r y n o r n i a l

w h i c h  l i f  t "  f i .  T a k o  a n  e l e m e n t  w " €  R ,  s u c h  t h a t  h ( y ) = t r n r u  a n c J

d e n O t e  B n o . B f o , $ , l v . = { w *  r  . ,  .  ! * N  )  .

( 4 . 0 " 4 )  t - s : ! g g  e o ( B l l  ) i ( e n ( e ) ;  r f  e o ( e ) ) r  t h e n  e o ( 8 , , ) ( e R ( E ] ) - r '

f n  p a r t i c u . l a n  
" R ( 8 " ) = O  

l v h e n  e * ( B ) = r ,

V d h e n  r = l -  o  H  i - s  a  $ e p a r a b l e  f  { e l c t  e x t e n s i o n  o f ,  f r  a n d  t h e  p r o o f

i s  d o n e  t n  f l s ] ,  f g J  ,  [ r o ]  "  
' f l r e  p r o o f  b e i n g  s i m i r a r  i n  t h e  c a $ e  r  ]  I
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e h a l t  o m l t  i t .

( 4 . o . 5 )  g g g g L K  1 ) '  t r f  r = I , ' t h e n  L e m m a ,  ( 4 , o . 4 )  g l v e s  a n  e x t e n s i o n

B I  o f  B  s u c h  t h a t  * n ( 8 1 ) K  e n ( E | ) - I .  T h u s  s t e p  b y  s t e p  I  c a n  b e

e m b e d d e d  i n  a  - f  i n i t e  J y p e  s m o o t h  R - a l g e b r a . f h i " s , : i s  1 1 i  f  q c t ' . t h e  w a y
i \

t 0  p r o v e  T h e o r e m  (  4 . 0 ) . .

i i ) L e m m a  ( 4 . O " 4 )  s h o w s  t h a t  a  s m o o t h  R - a l g e b r a :  B  c a n  b e  f o u n d

s u c h  t h a t  A ( B ) = O ( B ' ) , ;  o t h e r w i s e  i a l < e  R " : = Q ( B ) f l  R '  a n d  u s e  T h e o r e m

( 4 . A ) ,  f o r  t h e  c a s e  R c  R ' n ' .  l r l s o  r e m a r k  t h a t  t h e  e x l s t e n c e  p f  B '  n e e d s

o n l y  t h e  s e p a r a b i l i t y  o f  A ( B ) ' / A ( R ) , k ' l k  ( u n f o r t u n a t e l y  t h e

s e p a r a p i l i t y  o f  k c Q ( B / t R n e ) i  i m p l i e s  o n l y  t h a t  w e  c a n  f i n d  B "  w l t h

e O ( B *  ) (  e R ( g ) ;  s o  f  o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  B :  t v e  s h a l l  a s k  i n  g e n e r a l

t h e  $ e p a r d U i l i t y ,  o f  k ' / k ) i . .

l i i ) ' g u p p o s e  t h a t  A ( R ) c  Q ( l t ' )  i s  a n  e x t e n s l o n  o f

t r a n g c e n d e n c e  d e g r e e .  T h e n  W e  c a n  c o n s t r u c t  e a s y  B ' .  I n d e e d ,  t a k e

n r w w ' /
r ? e R ( B ) l  a n d  e m b e d  B  i n  a  f i n i t e  t y p e  s m o o t h  s u b - R - a l g e b r a  B 1  o f  R '

(- lY

( a s  i n  L t S J  ( . 2 . 1 ) ,  R '  l s  a  f  i l t e r e d  l n d u c t l v e  I i m l t  o f  e s s e n t i a ] 1 y

o f  f  i n i t e  t y p e  C o h e n  s u u - f i - a l g e b r a s  o f  F ' ) , .  L e t * 6 1 = E  G J , Z  € R ' s .  w e

m a y  l i . t t  7  t o  $ o m e  e l e m e n t s  z e R ' s . s u c h  t h a t  z  a r e  a l g e b r a i c a l l y
. : d -

l n d e p e n d e n t  o v e r  I  ( t f  z '  l i f t  2  t h e n  z  s h a l l  b e  o b t a i n e d  b y  a d d i n g

t o  2 . ,  s o m e  s u i t a b l e  e l e m e n t s  f r o m  t r R ' a l g e b r a i c a l l y  l n d e p e n d e n t

o v e r  B ) .  A p p l y l n g  ( 4 . . O . 3 )  u n 9  ( 4 . 0 . 4 )  t o  B l = B , f z ]  w " e  g e t  a  f  i n i t e

t y p e  q u b - R - a l g e b r a  B n  o f  R ' ,  s u c h  t h a t  e O ( B ' )  4  e R ( B f  ) - l ' .  S i n c e  e n ( 8 1 F

e o ( B ) * r  b y  ( 4 . o " e ) ,  w e '  c o . n c l u d e  t h . a t  e * ( B ' ) = 0 .

i v )  I f  i n . ( 4 . 0 . 5 )  w e  u s e  a n  a r b l t r a r y  g e n e r " t o .  i '  o f  t t r R ' A  B ,

t . e .  w e  . t a k e  w ' .  s u c h  t h a t  Y i = t ' w i  f o r  i )  s  a n d  h ( y ) = t ' w l  ,  t h e n

B " ' ' * B f w ' J  i s  s t i l l  t h e  s u b j e c t  o f  L e m m a  ( 4 . O  . 4 ) .  A I s o  1 f  t '  i s  a  
,

t r a n s c e n d e n t a l  e l e m e n t  o v e r  B  w h i c h  g e n e r a t e ' s  t h e  i d e a l  t F R ' ,  i . e .

t ' ' u t t r ,  u  b e l n g  a  t r a n s c e n d e n t a l  o v o r  B  )  i n v e r t i b l e  e l e m e n t  o f  A ' ,

t h e n  c l e a r l y  B " : = B f * ' , u , u - \  = g f i 1 l , u , r - l J r u  s t 1 1 1  t h e  s u b l e c i  o f
. /

L e m m a ,  (  4 .  O  . 4  ) ) .

i n f i n i t e

i

:' | -l),:: ;r$al,i{
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$ o m e  l d e i s  u u o r t  h o w  t o  g l o b a l l z e  T h e o r e m  ( 4 . 0 )  w e r e  g i v e n  b y
o ; P f  t e t e r  i n  n i l  c h . v r .  r n  F d  L e m m a  ? ,  u s i n g  t h e  s a m e  l d e a s  , w B
h a v e  g i ' v e n  a n  i m p r o v e m e n t  o f  t h e  r e s u r t  o f  6 " p f l s t e r  ( , a n o t h e r  f o r m
o f  o u r  i m p r o v e m e n t  i s  t 6 j  C o r o l l a r r y  ( 2 " 2 1 1 , "  U n f o r t u n a t e l y . ,  r e c e n t l y
w e  d t s c o v e r  a  g a p  i n  t h e  p r o o f  o f  [ t Z ]  L e r n m a  Z  (  t h e  s a m e  g a p  a p p e a r s
b y  o u r  o p i n i o n  f n  [ f : J  c h . V f  ) ;  t h e  p r o o f  r e m a i n s  e o m p l o t e  1 n
c h a r a c t e r i s t l c  z e r o  b u t  i n  g e n e r a r  y r e  n e e d  t h e  f o l l o n i ^ g :

( 4 " 1 ) ,  f f u L g r e g .  L e t  k  b e  a  f i e l d  a n d  R  ) k  a  d i s c r e t e  v a l u a t L o n
r i n g  s u c h  t h a t  t r d e g U  Q ( R ) = o o .  S u p p o s e  R  i e  a  f o r m a l l y  s m o o t h
k - a l g e b ' r a , "  T h e n  R  i s  a r  f i l t e r e d  i n d u c t i v e  l i m i t  o f  f l n t t e  t y p e  :

s m o o t h  s u b - k - a l g e b r a s  o f  f t "
t  

- r t o o I  r t  i s  e n o u g h  t o  s h o w . t h a t  a n  a r b i t r a r y  f l n i t e  t y p e  s u b - k -
a l g e b r a  B  o f  R  c a n  b e  e m b e d d e d  i n  a  f i n l t e  t y p e . s m o o t h  k - a l g e b r a  8 . .
o f  R n  r f  t h e  r e s i d u e  f i e l d  l (  o f  R  1 s  a ' s e p a r a b l e  e x t e n s t o n  o f  k  t h e n
w e  s h a l l  a p p l y  T h e o r e m  ( 4 " O )  f o r  t h e  c ia s e  A : = k  f r ]  (  t  ) c  

R  a n d  A [ e ]  ,
v r h e r e  t . l s  a  l o c a l  p a r a m e t e r  i n  R .

T h u e  w e  m a y  s ' u p p o s e  f  r o m  n o r { r  o n  t h a t  c h a r  k  n  p } o . r n  t h i s

c a e ' e  y / e  s h a l l  u s e  L e m m a  (  S . O )  ;  b u t  f  l r s t  l e t  u s  g i v e  s o m e
p r e l i m i r i a r l e s .  . D e n o t e - b y  e k ( t s i  t h e  v a l u a t i o n  ( g i v e n  o n  R  )  o f  t h e
p r o d u c t  o f  a l l  i n v a r i a n t  f a c t o r e  a s $ o c l a t e d  t o  t h e  R - m o d u l e  9 - , , q } ^ R

6 /K  H t ;
(  l i k e  t n  ( 4 . o . 2 )  w e  c a n  h a v e  a n o t h e r  d e s e  n l p t i o n  o f  e n ( B ) )  " c r e a r l y ,
e k ( B ) b O  f  f  f  % n  B .  i e  a .  s r n o o r h  k - a l g e b r a , ;  w e  d e n o t "  g : * t R .

A p p l y i n g  L e m m a .  ( 3 . 6 ) t f o r  B  a n d  s r = e O ( B ) ;  t h e r e  e x i s t s  a  d i s c r e b
v a r u a t i o n  s u b r l n g  A ) k  o f  R  w i t h  r e s i d u e  f i e l d  L c R / m  e u c h  t h a t

'  i )  R  is  unrami f  ied  ove i '  A  and A r tsJ  gcrn tB. [  /a*n  A lo jnon 
[nJ  

i "s  an
e t a L e  ( C o h e n  )  s u b - a / ( j l n n ) ) s * a l g e b r a  o f  n / 8 1 .

i i  ) '  A  i s  a  l o c a l l z a t  i o n  o f  a  p o l y n o r n i a l  a l g e b r a  i n  a  f  i n i t e

n u r n b e . r  o f  v a r i a b l e s , o v e r  k .

l ' 1 o t ' e o v e r  b y  ( 3 . 6 . 2 )  w e  c a n  c h o o s e  A  s u c h  t h a t  i t s  g e n e r a t o r s
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a . r e . . s t 1 1 1  a L g e b r a l c a l l y ,  l n d e p e n d e n t  o v e r '  B  ( t r d e g U  Q ( R ) = o o ) '  l i h u e

we have  Br :=A [a l  ' =aqBr  and  consequen t l y

lmp I lee  eo (B ' r ) )= * , k !B ' ) .  App t ' y lng  (4 'o '3 ) )

f l n i t e  t y p e  B ' - u l g e b r a  B i ' c R  s u c h  t h a t

l . s  c o m p l e t e d  b Y i  t h e  f  o l l o w l n g :

(4 : "1 "1 )  L f f i i  eo (B)E  e ; (B ' )

8 r  f .  Suppose  4=k  [ xJ  g r l k  [ xJ  
'BeA L f i f  f f  ( x 'Y ] ) ' '  where '  * ' = (o f  "  "Xn )

a r e , a 1 " g e r r r a i c a l l y  i n d e p e n c J e n t  o v e r  k  a n d  f  i q  a '  3 t e t . : : t  p o l y n o -

m i a l s  o v e r  A  i n  y = ( y r , . . . , y N ) i .  T h e  j a c o b i a n  m a t r i x  
: a f . - - n ) '  

o f  B?_-t
-  , q +

o V e r . k  h a s  r i r o r e ,  c o l u m n s  t h a n  t h e  j a c o b i a n  * i t r i x  ( f t ) ;  o f  B  o v e r  A '

T h u s  A o , ,  A f Y l  c o n t a i n s  A o , ,  a n d  s o  e o ( B ) 4  e u ( B ) ) '

Q - E . D "

T h e  m a i n  r e s u l t  o f  t h i s  s e c t i o n  i s :  t h e

e x t e n d s  t h e  a b o v e  r e s u l t s  ( c o m p a r e  w i t h  f 6 J

g i v e s  a  g l o b a 1  v e r s i o n  o f  T h e o r e m  ( 4 ' ' O ) '

' ( 4 .2 ' ) ' '  TheoJe$  ' Le t  u :A  - .4  A '  be  d r  f l l o rph l sm o f

a n d  f i ' o ,  t h e  s e t  o f  a l l  P r i m e  i d e a l s

h e , i g h t  ( 1 .  S u p p o s e  A '  c o n t a i n s  a n  i n f  i n i t e  s e t  o f  i n v e r t i b l e  e l " e m e n t s

w h i c h a r e a l g e b r a i c a l l y i n d e p e n d e n t o v e r A . T h e n t h e f o l l o w i n g

c o n d i t i o n s  a r e  e q u i v a l e n t  :

i ) t  F o r  e V e r y  q  €  q , ,  t h e  m o r p h i s m  u q ' ' o q . n  A  
' #  A q  l n d u c e d  b y

u  i s  f  o  r r n a  l l Y  s m o o t  h  "

i l ) , , A .  l s  a  f  i l t e r e d  l n c l u c t i v e  I l m i t  o f  ' f  l n i t e  t y p e  s u b - A -

a l g e b r a . s B i o f A ' . , s u c h t h a t B l i g a i s n i o o t h A - a l g e b r a i n q { 1 9 ; ' f o r

f o l l o w i n g  t h e o r e m  w h l c h

C o  r o  1 I a  r Y '  ( 2 . 2 )  ) :  a n d

n o e t h e r i a n

f  r o m  R e g  A '  o f

^ a
e v e r y  Q € J \ 4 r  o

i 1 1 ) ;  E v e r y '  f i n i t e  t y p e

t y p e  s u t l * A - a t g e b r a :  B '  o f  A '

la

f o r  a l l  q € X A , "

t  rqq f .  , ,  c lea r ly 1i  ) '€-+ 1i 1 ) .  As in [oJ co ro 1]a ry- (2: ' "- .)  '  w€ ge t

grrfog $u/n 6 ePr , w'hich

a n d  1 4 , 0 . 4 )  t o  B ,  w e  f  i n d  a

e ^ ( 8 " ) ) g  e o ( 4 1 ) - s = o '  T h e  P r o o f

s u b - A * a ' l " g ' e l r r d ' c a n ' ' b e e r n b e d d e d i n a f i n l t e

s u c h  t h a t  B l ^ o .  i s  a ;  s m o o t h  A - a l g e b r a :
q {  tE l

i l )  - - )  i ) .  rndeec l ,  we have *uq /n  *  U$ N(s , r lqc ra . /A  (o ; )
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I  ^  ,  " ^ ?  
r l m  A  d  e r  a .  - m n r r , , l a- - A 4 / A - : : i , i t ( B r ) q o r i / o * ^ i  j - s  a  f l a t  A * - m o d u l e , 9 € f o ,  w h i c h  i s

e q u i v a l e n t  w , i t h ,  j . ) :  ( s e e .  t f J  ) .

{ ) - - + 1 i i ) ' L e t  B ' b e  a  f i n i r e  t y p e  s u b - A - a r g e b r a .  o f  A ' .  F o r
he v e r y  q e  y h ,  t h e  m o r p h i s *  A q * A  *  u g  l s  f  o n m a l l y  s m l o t h  a n d

c o n $ e q u e n t l Y  A q c A  i s  a  f i e l d  o r  a  d i s c r e t e  v a l u a t l o n  r i n g .  D e n o t e

e A , q ( e ) ; , = € A ^ ^ A ( o o n o [ a J ) :  a n c i  e o ( n ) ; =  
^ H  

e A , q ( B ) ; ,  t h e  s u n  b e i n g
q n / {  ' r r - -  

q 6 * " A r

f i n i t e  b e c a u s e  * A n q ( B ) r )  o  j u s t  f o r  a  f  t n i t e  n u m b e r  o f  Q r e
g.

A I  o  f n d e e d

L e t  v ( 9 . ) ,  b - c  B ;  b e  t h e  o n t  s t n g t " r l a r  r o c u q  o f  B  o v e r  A ,  i . e .  t h e  s e t

o f  a l l  p r i m e  i d e a l s  e - c B  f o r  w h t c h  * * ,  t *  n o t  s m o o t h  o v e r  A .  T h e n

u o n u  i s  s r n o o t h  i f  f  q  #  v ( . [ / i ' ) ; .  R e m a r i l  t h a t  a 1 ]  p r t m e  i d e a l s  q  o f
h e i g h t  z e r o  a r e  i r ' , . f r o ,  a n d  s a t l s f y  u A , q ( s ) * o  b y  j a c o b i a n  c r i t e r i o n .

H e . n c e  h t ( ? A ' ) = L  a n c l  t h u s  t h e  s e t  R A , n  v ( p A , )  i s  f  i n i r e . L i k e  a b o v e

w e  h a v e  e o ( B ) ) = o  l f  f  B  i s  s m o o t h  o v e r  A  a t  t h e  p r t m e  i d e a l e  { a * n l q * & , J ,
s u p p o s e  e o ( D ) )  o  a n d  l e t  q  € q ,  b e  s u c h  t h a t  r : = e A , q ( B ) >  o .  r . I e  h a v e

t h e  
. f o l - l o w i n g  

c a s e s :

( 1 )  h t ( q n R ) ' = 1

( 2 )  h t  (  q f l R ) = s

S 3 : 1 )  r n  c a s e  ( 1 ) ,  t h e  m o r p h f s m  o q n , * * o q  i s  a n  u n r a m l f i e d

e x t e n s i o n  e f  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r l n g s .  L e t  d E  q f l A  b e . a  n o n u  e r o

d i - v t s o r  r r y l r l c h  i n d u c e s  a  g e n e r a t o r  f o r  t h e  i c l e a l  q . A ;  ( a l s o  f o r
Lt

( q f i a ) r a ' * p o ) .  L e r  . a i , . . . , . g , i  b e  a l I  t h e  p r i m e  i d e a l s  f  , o *  R o .  w h i c h

c o n t a l n  d A '  ; q  b e i n g  o n e  o f  t l r e m  l e t  u e  s a y  q = g i "  D e n o r u . g * : = 3 i f l A ,
m  - r .

S ' : = A n \  U  . * ' j .  a n c l  S l = S ' d ' l r A .  T h e  j " r . r c l u s j . o n
1 = 1  

'  ' L

s 
-1 

( A/ dl*) -*--+ s ' 
- 1( A' ,/dA, )

s p f i t s  L n t o  a  p r o d u c t  o f  t h e  f o l l o w i n g  i n c l u s l o n s  o f  l o c a l  a r t l n i a n

r i n g s :

i l i , X r , = ( A / d A ) e  X ; , = ( A , / d A , ) o , ,  , 1 = 1 1 o . o p r n

A s  i n  R e m a r k  1 + " o " s f  r r i l :  l i , r u l  * " y  * " r : r r *  -  ; ;  ; : * .  e r e m e n t s
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a l g e b r a ; l c a I l y r  i n d e p e n d e n t  s u c h  t h a t  u r - ' = u g l / d A ' 0  t * ,

w  t ' l

f i n l t e  t y p e  s m o d t h  (  C - o h e n )  s u b - A r - a l g e b r a  o f  A t  f o r

"  " , t g ( f r r t z 1  t ( 6 t l ) 6 i  , z = ( z y  c . . , ' " * ) ,  w h e r e
T h u s  w e  m a y  s u p p o s e '  t h a ' t  E

be.comes a

a l l  i = I , r o o 1 f i l r

f r .  l s  a ,  separab le  i r reduc ib le  po lynomiu l  l n  n7ur t { '  and  t i i  i s  o i
a Na N

* J t . i p t e  
" f  #1  wh tch  i s  no t  con ta i ned  rn  3 ' r i r [ z J  *1 r r r ) r  (we  may

s L L

$ u p p o s e  t h e  s a m e  s  f o r  a l l  i  b e c a u s e  o t h e r w l s e  w e r  c a n  g e t  t h i s

b y ,  u d d l n g  t o  B ' s o m e  $ u i t e b l e  e l e m e n t s  a l g e b r a i c a l l y  i n d e p e n d e n t

o v e r  B ;  b y  t h e  s a n e  r e a s o n  1 t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  l i k e

.  t ,

( 4 . O . 3 1 ;  t h e  c a s e  i r = O ) r , .  C o n s e q u e n t l y ,  w e  m a y  r e d u c e  t o  t h e  c a s e

r  
1  

- 1 - ^ L - ^  ^ G  c  
1

S - 1 ( B / d A , n  B )  i s  a ,  s m o o t h  s u b * S - t 1 n 7 O n ) - a t g e b r a  o f  S ' - - ( A ' / d A ' )

h a v i n g  t h e  f o r m
. t  1  r ;  - . f  .

s - I (  B /d r . ' n  t s  )E  ( s - r  ( ^ / d l l [ z i  t  (  h )  ) 6  , z=  (Z t ,  ' '  '  '  z s  )

C 8 9 8 ,

i n

when

C h o o s e '  a : ' s y s t e m  o f

t h a t  2 1  l n d u c e s  Y i
J'

1 ) s ,  1 . e ' ' Y l = d n t ' r ,

g e n e r a t o r s  y = ( y ' l 1 i ,  o  r  1 Y p ) ,  N  > - s  o f  B  o v e r  A  s u c h

1

i n  s - r ( B / d A ' n B )  f  o r  i = 1 ,  o  r  r  1 5  a n d  Y ,  <  d n '  f  o r

1 )  s  f o r  s o m e  w i €  A ' .  T a k e  a  p o l y n o m i a l -  h  f n o m

e x t e n s i o n  k ( a , o ) : = A ^ .  c  > k ( a ' j ) : =l ' ,  a , {  ' - L '
F J

e  l v f  wh ich  1 i f  t s  f i (Y ) '  and  w. r € A '  
s u c h  t h a t  h ( y ) = d * e - , .  P u t  g * = B f w ) r

w a ( w , "  , . . . . , w * ) , .  B y  L e m m a  ( 4 . o . 4 )  w e  h a v e  t l , g { 8 "  } <  u o , q , { B ) i - r = o  a n d

d n , g . j . ( B "  I * <  . n , g  j . ( B ) ' .  
A r s o  w e  h a v e  

" 1 , o '  
( 8 "  ) = e A , q ,  ( B )  f  o ' r  q ' " /  E i . ,

i * 1 , . . .  r r  b e c a u s e  * " 0 . n 8 . , = B q , f l B  b e i n g  i n v e r t i b l e  t n  O O , , n O '

( 4 . 2 t , 2 : ) '  I n  e a s e .  ( 2 ' ) ,  t h e  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n o  A u  i s "

f  o r m a l l y  s n r o o t h  o v e r  t h e  f  f  e l d  A q n n "  L e t  d  €  q  b e  a  n o n z e r o  d i v i s o r

w h l c h  i n d u c e s  a  g e n e r a t o r  f o r  t h e  i d e a l  q t A ; .  L e t  S i r . . . , € [  b e  t h e

p r i m e  i d e a l s  a { i $ o c i a t e d  t o  d A '  ;  q  b e i n g  o n e  o f  t h e m  l e t  u s  s a y

, . q * g l i .  D e n o t e  , g , i ; * s r l { l A .  T h e  p r i n r e  i d e a l s  g i c  A '  c a n  b e  i n  o n e  o ' f  t h e

f o l l o w t n g  s i t u a t l o n s :

)  h t  ( g r ) = 1

2)  t r t  ( g  
t  ) l so  an  d  t  he  f  i e  l d

Q ( A ' l * a r l )  i s  s e p a r a b l e

l s  n o t  s e p a r a b l e  .3 ' )  h t ( e r ) = o  a n d  k ( 3 i ) / k ( g r )



t h e

t  h e n

- L 7 -

L e t  t i  b e  a  l o c a l  p a r a m e t e r  o f  A i ,  a n d  t i  a  n a t u r a l  n u m b e r

t r
s u c h  t h a t  , ; ' o ; : = d A ; :  ( t 1 = r ; "  I f  3 ; .  i "  i n  t h e  s i t u a t i o n  1 ) , , t h e n

- : 11  i 1 i

d e n o t e  a i r = l g r .  I n  t h e  s j . t u a t j - o n  2 ) ,  c o n s i d e r  t h e  d i s c r e t e  v a l u a t i o n

r i n g  C * : ; k ( E ' i ) , [ t r { t r ) , .  t ' r l h e n  - ? . i  i s  i n  t h e  e i - t u a t l o n  3 )  w e  t a l < e  a s i  C *

d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g  g i v e n  b y  L e m m s  ( 3 . S )  f  o .  € * , k ( . 4 , t ) [ s i ] ;

H  . - r \  f r r ?  
€ i

L ' .  . - v iu -Js , i f l c i  
[ * ] / g i i n  

c i [ n13 r rc , . i [ n ]  i e  a '  cohen  (even  
' e ta le )

"., 
w . [. i P €.i

s u b - C r - a l g e b r a  o f  A i t = ( 4 / " 4 * ) o .  , u t h s r e  C .  r = C i / . e i ^  C $ . .  l " f h e n . a , i  l s  i n
*  , ? i

t h e  f t r s t  t w o  s i t u a t i o n s  t h e l  l n c l u s i o n  C i * ) A J , :  i s , f o r r n a J . l y ' s r n o o t h
\''.=a

a n d  s 0  l i l < e  i n  ( 4 . 2 . 1 ) ' a n d  t h e  p r o o f  o f  ( 4 " I )  r t * . e  m a y  e n l a r g e  B  b y

s o n e  e l e m e n t s  z '  a l g e b r a l c a l l y  i n d e p e n d e n t  s u c l r  t h a t  6 i  i s  a  s m o o t h

( v d

s u b - b r - a l g e b r a  o f  A ; .  T a k i n g  z ' i ' r o r n  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  i d e a l s

r  € i p - .
I  

" :  
* f  * l  j " s  l n  s i t u a t i o n  3 ) J  , w e  m a y  s u p p o s e  t h a t  B t  i s  a ,  s m o o t h  s u b -

C *  a  l *  J .  ' r

t v , f t

C i - u l g e b r a  o f  o S .  f o r  i = I , " o . 1 t T t

l . l o w ,  w e  w o u l d  1 1 1 < e  t o  " ' u n i f  y "  ' a 1 1  o u r  s l t u a t  i o n s  c h o o s i - n g  C i

Gl G, fv

' s u c h  t h a t  t s i  a r e  e t a l e  s u b * C r - a l . g e b r a s  o f  A i l  I n  t h e  s i t u a t i o n s

l ) i  a n d  2 ) ,  c o n $ i d e r  a  f  i e l d  E l ) k ( * i )  g e n e r a t e g h " " r  k ( . 9 i )  b y  a

s e p a r a b l e  t r a n $ c e n d $ n e  e  b e s e  ; (  i  )  o f  Q ( u / a ; .  n  t s )  o v e r  k ( 9 i )  .  L e t  x ( i  )

b e  e o r n d  e r e n i e n t s  o f  A ' I i f t i n g  ; ( i ) "  T h e n  o r : = c i f * t i T S i f i c : . [ . ( t ) j

l s  a  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g  s u c h  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  D r c + a u :  f n

u n r a m i f  i e c j .  C l e a r l y ,  w e  m a y  c h o o s u  
" (  

j - ) l  
u u " h  t h a t  A : i  i s  

" n  
l i u f *

CJ

D i - " t g e b r a '  f o r  a . I 1  i " C h a n g e :  e  .  i n

g 0 m e  " " g e n e r a t o r $ " '  x (  t ) *  o '  o f  c i ,

C h a n g i n g  m o d u l o .  . d A '  t l t e  e l e t ; t e n t s

, . 0 r . . f n ,  s i t u a t i o n  3 ) . ,  c h o o e e  a l s o

i . . e ,  v J e  h a v e  
* / l \ "

x(i), wB .-, :;rI-.ti:l uil,it;,
a r e ' a l g e b r a i c a l l y  l n d e p e n d e n t  o v e r  f )  ( s e e  ( 3 . 6  " 2 ) , )  "

s '  : = A ' \  [ r  
" :  

a n d  s , ' : = s ' f t B .  l Y e  h a v e  s ' - 1  ( A ' / d A ' ) = T t  X :
i ; f - l  

-  
i = l  

r '

- ' t  .
: : n c l  s [ 1 ( B / d A ' n B ) t s ' i t - 6 , ,  .  A s  i n  ( 4 . 2 " 1 )  w e  g e t  s ; , * ( 1 3 / d A ' f i 8 ) g

1 = I

(  (  # - 8 -  ) ,  P - J Z ( f i ) ) , * o  Z  b e i n g  a  v a r j - a b l e .  C h o o s e  a  s y s t e r n  o f  g o n e r a t o r s
.  !  a  z  6  d '  rj . = I  r  -  

v

v * ( y 1 , .  " . , ) r t ! )  o f  B ,  o v e r  A  s u c l r  t h a t  Z  i . n d u c e s - r  f , ' ,  j - n  t ; l (  B / d A ' A  B ) ,  a n c l

fuce lto (t'4



y i €  c l A '  f o r  i  b 1 ,  l e t  u s  s d !  y . = d w r , 1 > 1  f  o r  
' s o m e  

u , r ' r €  A ' .  T a k e  a

p o t y n o m i a t  h s  a  I c r ) r T [ v r I  u r h l c h  l i f  t u  f r t v r ) ) ;  c h a n g i n g  a  l i r . r *  f i '

w , e  m a y  s u p p o e e  t h a t  h  €  A ' f Y 1 T  " t - e t  w r  G A '  b e  s u c h  t h a t  h ( y , ) r = d n ,  a n d
m  t .

6 { . , P 6 A '  r w o  n o n z e r C I  d i v l s o r s  s u c h  t h a t  f a = d - [ : l t .  
l ' 1 u r t l p l y i n g  d

b ) ,  a n  i n v e r ' t i b I e  t r a n s c e n d e n t a l  ( o v e r  B r : = B [ ( x ( i ) ' ; . 1  ]  e l e m e n t  f  r o m

A ,  ,  w e  m a y  s u p p o s e  d  t r a n s c e n d e n t a l  ( o v e t  B l ) ,  a n d  s o  w e  m a y  G h o o e e l

C I { - , p  a , l g e b r a i - c a l l y ' i n d e p e n d e n t  o v e n  B l '  P u t  B " l = B F , * , P J  a n d  B i : *

* " l f ( o ( i ) 1 , u T "  u e i n g  L e m m a , ( 4 " a . 4 ) , ,  R e m a r l <  ( 4 " q . 5 )  i v ) ;  a n d  L e r n m a ,

(  4  "  1 , 1  ) )  w e  h a v e

en,_g, l_{B- }**rr(c*fr13) '*  ur,  (c l fBytru' ,e(, f  ,  * ;1 , ,r- t)'=
* c .

L

f o n

q ' d

* A ,

m
TT
i = 1

Q .  E . D  .

( 4 1 7 " 3 ) l  l l e j i j g | . f K  I f  A '  c o n t a i n s  o n l y  a  f l n i t e  s e t  o f  i n v e r t i b l e

e l e m e n t s  w h l . c h  a r e  a l g e b r a i c a l l y ,  i n c i e p e n d e n t  o v e r  A ,  t h e n  f o r

e v e r y  f  i r r i . t e  t y p e  e u b - A - a l g e b ' r a  B  o f  / 1 '  t h e  r e  e x i e t s  a r  n a t u r a L

n u m b e r  n  r t r i t h  t t r e  f o l l o r u i - n g  p r o p e r $ y :

" ' L e t  A "  )  A '  b e  a  n o e t  f i e  r i a n  r e d u c e d  r i n g  . A g s u m e  t  h a t  t  h e ,

i n c l u s  j . o r r  A ' c - p A "  i s  a  m o r p h L s m  s u c h  t h a t  f  o r  e v e r y  g "  6  R e g  A ' n  o f

h e i g h t . 4  1  t h e  i n d u c e d  m o r p h i s m  A q , , { t A , e - - - +  A ; , ,  i s  f o r m a t r l y '  s m o o t h

e n c l  A "  c o t ' l t a i n s  n  i n v e r t i b l e  e l e m e n t s  v r h i c h  t . *  a l g e b r a l c a l l ; r

i n d e p e n d e n t  o v e r  A , .  T h e n  B  c a n  b o  e m b e d d e d  i n  a  f i n i t e  t y p e  s u b - A -

a l g e b n a  B "  o f  A "  . s u c h  t h a t  B ' n  i " s  a  s r * r r o o t h  n - a l g e b r a  i n  q ' u  R  B "  f  o r

a l l  p r i n e  i c l e a l s  q : ' €  R e g  A "  o f  h e i g h t  {  l * ' .

f* r,eF- 
r*',o/, 

f , ;', F b,= %, ( c * fn1,,cp- l*tr )' /ec 
i 
I c * [r:r1 ) = eR, e; 

( B)

1 ,  o  o .  o m "  F J h e n  1 = 1  w e  g e t  * A , " , ( 8 " : ) i € e R , * i ( s ) - r * O .  A l s o  f o r

, t  [ u i r  "  " . , e f i 1  * "  h a v e  
" A , q '  

( 8 " ] = * A , q ,  ( B i ) i = .

o r & f - t * r , 4  f 5 , ; ' , F t ] = u ^ , q , { *  L { e , f  ,  { t ,  F t ) =  € A , q ,  ( t 3 )  b e c a u s e

( c i

i =

fio

q , (

{ -

- I O -

g  8 1  i s  a n  l n v e r t i b l e  e l e r n e n t  l n  ( B f ) q , f l B I

T
I
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. (4,.3) ,C.gro,lle-Ly Lot u:A --+A, be an l n j e c t i v e  m o r p h i s m  o f

n o e t h e r i a n  r e d u c e d  r i n g s .  $ u p p o s e  A '  c o n t a i n s  a n  l n f i n l t e  s s t  o f  
'

i n v e r t l b ' l e  e l e m e n t s  v , r h i c h  a r e  a l g e b r a i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o v e r  A .  I f

A , '  i s  o  n o r m a l  r l n g  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  c o n d l t i o n s  a r e  e q u j - v a l e n t :

i )  T h e  m o n p h i s r n  u " : A q ' A - - - +  u ;  l n d u c e d  b y  u  l e  f  o r m a l l y  s m o o r h .r.l rlilA q

f o r  e v e r y  p r i m e  l d e a I  q C A ,  o f  h e i g h t  < 1 .

i i )  A '  L s  a  f  l l t e r e d  i n d u c t l v e  l i m l t  o f  f  i n i t 6  t y p e  s u b - A - . , .

a r g e b r a s  B t  o f  A '  s u c h  t h a t  B l  l $  a .  s m o o t h  A * a l g e b r a  i n  q , 0  B i  f o r

e v e r y , p r i m e  l d e a l  q c A ,  o f  h e l g h t . ( 1 .

i i i )  E v e r y ' , f i n r J . t e r  t y p e  s u b - A - a l g e b r a  B  o f  A '  c a n  b e  e m b e c j d e d  i n

a ' f i n i t e  t y p e  s u b - A - a r g e b r a  B '  o f  A '  s u c h  t h a t  B : - - ,  i s ,  a  s m o o t hq n H
A - a l g e b r a  f  o r  a l }  p r i m e  i d e a l s  q  c  A .  o f  h e  j . g h t  < 1  .

(4.4) Q.ofe.Llg ry l -et  u :A --)  A'  be an in j  ect  ive mo rphlsm o f

n o e t h e r j . a n  r e d u c e d  r l n g s  a n d  € o , t h e  s e t  o . f  a l l  p r i m e  i d e . a l e  f r o q

R e g  A . '  o f  h e i g h t  (  1 .  S u p p o s e .  t h a t  A .  i s  l o c a l  a n d  f o r  e v e r y  q e  R R ,

t h g  m o r p h i s m  , q , A q . ,  A  
- - - +  o i  i n d u c e d  b y  u  i e  f o r m a l l y  e m o o t h .  T h e n

e V a F t :  f l n i t e  t y p e  s u b - A - a l g e b r a  B  o f  A ' ,  c a n  b e  e m b e d d e d  i n  a  f i n i t e

t y p e  A - a l g e b r a  B '  s u c h  t h a t  t l r e  i n c l u s l o n  B  - > A '  e x t e n d s  .  t o  a  '  l

' : s t o l - p h l s m  o f  A - a l g e b r a s  v : B ' * , g A '  f o r  w h l c h  B *  i s  a  s m o o t h  A - a l g e b r a

t n  { r r - 1 ( q ) ; l  q E 9 o , }  .

3 r o o f .  T h e  r e s u l t  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  T h e o r e m  ( 4 , 2 ) , f t e r n a r l <

( 4 . 2 . 3 ) ,  o f  t O l  L e m m a  ( 2 . 3 . 1 )  a n d  o f  t h e  f o l . l o w , i n g

(  4 ' .4 . I )  t ,gU lg  t -e t  A [X]  be  the  po ly r romla l  r ing  in  some

l n d e t e r m i n a t e s  X = ( X l r  o  o  " , X n )  o v e r  a '  n o e t h e r i a n  l o c a l  r i n g  ( A , m ) , . L e t

3 - , b u  a n  a r b i t r a r y  p r o p e r  i d e a l .  o f  n [ x J  o f  h e i g h t  r  ( d l m  A  a n d

j l , . . . , - 3 m  s o m e  p r i m e  i d e a l s  o f  h e i g h t  r  f  r o m  A .  S u p p o s e  a r a f x ) ,

i . = I ,  c  o  o  l r T L  a r e '  J u s t  t h e  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l s  a s s o c i a t e d  t o  b .  T h e n

' t h e r e  
e x i s t s  a n  e l e m e n t  x = ( I 1 ,  " .  n , x . )  i n  m R n  s u c h  t h a t  t h e

m o r p h i s m  G - * : A [ X J  =  a  g i v e n  b y ,  h ^  + h ( x ) '  m a p s  L  i n  a n  i d e a l  f . ( 9 )

w h o s e  m i n i m a l  p r i . m e  i d e a l s  a r e '  i u s t  ( a 1 )  j - = 1 ,  r  c  c  r m



-2 ,A- ,

T h e o ' r e m  ( 4 . 2 )  f  o t '  A ,  A " : = A ' [ x J  , x = ( x 1 "  "  ' X n )

w h e r e  n  i s  g i v e n  b y  R e ' m a r k  ( 4 . 2 . 5 ) .  J h u e  w e  f  i n d  
' a  

f  i n i t e  t y p e

s m o o t h  o u b - A - a l g e b r a  B ' p B  o f  A " .  L e t  
" l h , ) ' ,  [ c n "  b e  t h e  o r t  s i n g u -

I a r  l o c u s  o f  B ,  o v e r  A , . '  C l e a r l y r  t h e r e '  e x i s ' t  n o  
. p r i m e  

i d e a l s  O , ' R O "

c o n t a j . n i n g  p $ , , .  A s  R A , '  c o n t a i n e , , a l l  p r l m e  i d e a l s  o f  A "  l v h i c h

i n t e r s e c , .  A r  i . n  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a t r ' ,  w e  c o n c l u d e  t h a t  h t  ( g A  )  ) - 1

a n d  a l l  p r l m e  i d e a i l s  o f  h e i g h t  o n e  c o n t a i n i n g  I s '  a r e  e x t e n a i o n s  o f

s o m e  p r i m e  l d e a l s  f r o m  A ' , t  l e t  u g  s a y ' 9 1 r o " r 8 ; '  I f  3 = o  t h e n

- r ^ - ^ - *  -  -  n A r O  e r , r ^ h

a p p l y i n g  1 6 I  L e m m a  ( 2 , . 3 . I ) :  t h e r e  e x i s t s  a n  e l e m e n t  x 6 m A ' , n  s u c h

t h a t  h t  (  [ r - x ( g A "  ] )  >  2 .  D e n o t e  b y  v  t h e  r e s t  r i c t i o n  o f  F - x  t o  B '  '

C l e a r l y ;  B , - 1 ,  .  .  i s  a ,  s m o o t h  A - a l g e b r a  f o r  a l l  q e f ; A ,  ' I f  s > l ' t h s n
v  * ( q )

b y  t h e  a b o v e  i J * * " ,  t h e r e  e x i s t s  a n  e l e m e n t  x G  g 1 A ' n  s u c h  t h a t  r ;

: -

q.

' m a p s  
b A "  i n  a n i d e a  1

t  h e n

w h o s e  m i n i m a l  P r i m

B ' - I r  - ,  , V  3 =  V - * l r ,
v  - ( q )

e  i d e a l s  a r e  J u s t  ( e t ) t  :

, i s  a  s m o o t h  A - a l g e b r a  f o r
s i n c e  * i  #  Q A ,

a lL  q€  S lA , .  .
Q " E . D .

p r o o t  o f  , ! S m $ e r  L L . 3 . 1 L  B y  i n d u c t i o n  o n  n  i t  i s  e n o u g h  t o

c o n s i d e r  t h e  c a s e  f l = 1 .  L e t  ( a r ) i = 1 , . - . . . , f n + . s  a l l  m x n l m a r  p r i m e

l d e a l s  f  r : o m  A  c o n r a i n i n g  F * '  , = . 9 o  n  ( b y  h y p o t h e s i s  h t ( ! - ' ) = h t ( g ) ) ' '

f - v ?  + ^ .  { = m + 1  -  -  ̂  - m + s  . t h e 1  3 l y n o m i a l  f  g  LS l n c e  9 ,  * , g r n f x J  f  o r  i = m + l ,  ' .  '  r m + s  , t h e r e  e x i s t s  a  p r
m + 5m+9 -  -  

,Choose  an  e l t  ch  t l r a t  V , .  e -  t * y  q t
such  tha t  t  #  t J  .g , *n [xJ  .Choose  an  e lemen t  y '€g  su

,  1  I = m + I
a = m + I

T h e n  f  o r  $ o m e  n a t u r a l  n u m b e r  e '  $ u f  f  i c i e n t l y  b i g  w e  h a v e  f  ( y / "  1  G  g i ,

i = m + 1 ,  n . . , n + s  ( f  i n d u c e s  a  n o n z e r o  p o l y n o m i a l  i n  @ / . * J f r ]  v u h i c h  h a s

o n l y  a :  f  i n i t e  n u m b e r  o f  s o l u t i ' o n s  I n  A / 3 ' r )  '  T a k e  x : = Y 9 '

Q . E . D . :



i4f ,5; *'I-l
- " I -

9 5 l i c a  t  i o n s t o  t h e  n i n q s  w i t h e r t o f

afp roi<lm,a_t ion

-*

L e t  f = ( f 1 r . . n , f * ) i  b e  a  $ y s t e m  o f  p o l y n o m i a l s  i n  s . o m e  v a r i . a b l e s

y = ( Y l , . . . , Y * )  o v e r  a  c o m m u t a t i v e  r i n g  A .  I f  g = ( g 1 , . . . , g r ) j  l s  a

s y s t e m  o f  r - p o , l y n o m i a l s ,  r < N  f  r o m  t h e  i d e a l  f A [ y ]  ,  t h e n  c o n s i d e r

t h e  i d e a l  d ^  g e n e r a t e d  i n  A  t Y l  b y  a l l  r X r ' - m i n o r s  o f  t h e  j a c o b i a ng

m a t r i - x :  { f f i 1  a s s o c i a t e d  t o  g .  D e n o t e  t " t , r : = { ( r ) ' * 4 u n ( ( g ) : ( f  ) } ,  w h e r e .

t h e  s u m  i s  t a k e n  o v e r  a l l  s y $ r e m s  o f  r - p o l y n o m ? " t "  g ' f r o m  ( f ) : =

f A f Y J  . r  b e i n g  a  v a r i a b l e  n a t u r a l  n u m b e r  a n d  a t  m o s t  N .  N o t e  t h a t

a ,  p r i m e  l d e a l  q  e B , = A  f y j  / ( t \  c o n t a l n s  H { ( t t  i f  f  t h e  m o r p h i s n

O r t  s i n g u l a r
Y r

l o c u s  o i  B  o v e r  A .

A  c o n s e q u e n c e  o f  C o r o l l a r y  ( 4 . 4 ) '  a n d  a n  e x t e n s i o n  o f  f O ]

C o r o l l a r y  ( 2 . 4 )  i s  t h e  f o l l o w i n g  i

(  5 .1 )  l - emrna  Le t  u  :A  * ; - ->  A ' b e  a n  l n j e c t i v e  m o r p h i s - m  o f

n o e t h e r i a n  r e d u c e d  r l n g s  a n d  S . O ,  t h e  s e t  o f  a l l  p . r i m e  l d e a l s  f r o m

R e g  A '  o f  h e i g h t < l .  s u p p o s e  t h a t  A '  j - s  a  r o c a l  r l n g  a n d  f  o r  e v e r y .

q ' € € n ,  t h e  m o r p h i s m  , q , o q n A  + A ;  i n d u c e d  b y  u  i s ;  f o r m a l l y

s m o o t h .  T h e n  f o r  e v e r y  s y s t e m  o f  p o . l y n o m i a l s  i n  y = ( y '

A  w h i c h  h a s  a  s o l u t i o n  y a A ' N .  t h e r e  e x i s t s  a  s y s t e m

p o l y n o m i a l s  h  l n  Y , Z = ( Z I , o . . , Z * )  o v e r  A  a n d  a n  e l e m e n t

t h a t  ( f  ) r c n A f v , 4  , h ( y , z ) . = o  a n d  n t ( J H n ( y , z ) A , ) , f l  A ) i  ) - 1 .

?ro .o f  Le t  f  :n [vJ  gA '  be  rhe  map g iven by  g  - . , ;g1y) , .  App ly ,

C o r o l l a r y ,  ( 4 " 4 )  f p r  B : , : = I m  F  . T h e n '  t h e r e  e x l s t e  a ,  f  i n i t e  t y p e

A - a l Q e b r a : . B ' )  B  s u c h  t l r a t  t h e  i n c l u s i o n  B .  ' A '  e x t e n d s  t o  a

m o r p h i s m  o f  A - a l g e b r a s  v : B ' - + A '  f o r  w h i c h  B '  i s  a  s m o o t h  A - a l g e b r a
( - t t 1 1  1

t n  t v - r t a l i l  q ' e R a , J . c o m p r e t e  y = t r ( v ) )  b y ,  z . = ( 2 r , . . . , 2 g )  u n t i . l  w e  g e t

h e

. :

. " n r Y ^ i )  o v e r

o f :  ;

z €  A ' t  s u c h



l o o s e  8 r  s ! 5 t e f i  o f  g e n e r a t o r sa \  s y g t e m  o f  g e n e r a t o r $  o f  B '  o v e r  A .  C f

h  f o r  t h e  k e r n e l  o f  t h e  m a p  A f v , z ]  A '  , z = ( 7 r ' . . . , 2 r ) '  g i v e n  b y ,

g  r * , +  g ( y , z ) .  u i  
n  r ,  '  b e l n g  a  s t n o o t h  A - a l g e b r a  f ; o r

d e d u c e  t h a t .  
" ( H ; ( y , z l A ' )  

0  R o , , =  ( A  .  B u t  - i f  " . , P r l m e

h e i g h t < 1  i s  n o t  l n  R A ,  t h e n  n e c e s s a r y  h t ( q f l A ) = 1 .

d e d u c e  h t  (  ( t ' t h ( y  , z ) A '  ) ' n  A )  >  I  o

0 - . E o D "

L o t  ( A , n r " )  b e  a  n o e t h e r j . a n  h e n s e . I i a n  l o c a l  r i n g ,  f  a s :  b e f o r e

a n d  g ; c 3 ,  a  p r o p e r  i d e a l  o f  A .  T h e  c o u p l e  ( A , g J  i e  h e n s e l i a n  a n d

b y  E l k j . k  T h e o r e m  ( s e e  [ e J r o r  [ f f ]  )  t h e r e ,  e x j . s t s  f u n c t i o n

d : g { x N - . $ [ ] t  , d ( r , c ) ] . c ,  a s s o c i a t e d  t o  f  w i t h  t h e  f o l l o w i - n g  p r o p e r t y i :

h l  - , F .  d ( r - c l  ' e e '  r'  t r ' l r f  
V €  a ' .  s a t  j - e f  l e s  f  ( V ) = o  m o d  a : \ '  r " /  a n d  H f  ( y ) ; 9 - '  t h e n  t h e r e

r t i o n  y € A N  o f  f  i n  n  s u c h  t h a t  y = i  m o d  e c ' : '
- h t

( S , Z t ) )  L g g r q , .  L e t  y , e A ' n  b e  a ,  " f o r m a l " '  s o l u t l o n  o f  f  i n  t h e
a r

c o m p l e t i o n  A : d . a t , - S , ) i  o f  A .  S u p p o s e  t h a ' , t  H 1 ( V ) n  c o n t a i n s  a  p r o p e r

i d e a l  - a  o f  A  s u c h  t h a t  t h e  r i n g  A  3 : ! (  1 ' " )  i "  a n  A P - r l n g ,  w h e r e  d

l e  t h e  E l k i l <  F u n c t i o n  a s s o c i a t e d  t o  f  o v e r  ( A , * q : ) t .  T h e n  t h e r e

x r  A  n ^
e x l s t s  a  s o l u t j . o n  Y " €  A ' u  o f  f  s u c h  t h a t  Y c € Y  m o d  m " A .

a ' I I . q f J ( 4 '  r  v l r €

i d e a l  q d  A '  o f

Thus we'

a  a n d  } e t

so ,me  i '  - . :

Q

P r o o f  L e t  
" I , . . . , a t  

b e  a  s y s t q *  o f  g e n e r a t o r e ' o f

9 . A  

u e  c o n s i d e r  
" i = ; f , ' , i i j P i ( y ' ) ) ,  

w h e r e  u i J €  A  a n d  ( r ,  ) )  a r e
J = t

g o l r T n o m i a l s  f  r o m  l , * .  T h e n  c o n s i d e r  t h e  f  o ' l l o w i n g  e y e t e m  o f

e q u a t  i o n s  :

f - 0
it

Z .  U r . P .  ( Y ) i = a
. i - 1  6 J  J
J - 4

(  5  " 2 . 1 )

w . h e r e  U * ( U *  u  )r J

o f  ( 5 " 2 . 1 ) r  l n

1 ,  
i = I r ' . o r t

a r e  s o m e  v a r l a b l e s "

i7" ,d(1 'c) ' i ,  .  r f  A/p:

A  

T h e  p a i r  ( y , i r ) i  i n d u c e s  a
A l 1  ^ \u \ r ' v /  

i s  a n  A P - r i n g  t h e n

so lu  r i  on

t h e r e

u  t i  a n d

,  t  s u c h

t'.

ex l s t s  ( ? ,U  )  t n  lA  such  t ha t  f  (V , " : ,  
T  

O : iT r  
l TU=- ,  

*od  *d (  r '

l v A i l ^

y = y , u . E u  * o o  - * c .  T h u s  t h e r e  e x l s t  V r O e  3 t t ' t ' u ' -  y . ,  1 , k = 1 ,  "  '

- . i
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t h a t  E  i l r i e r t i ) = d i *  €  i r r . " k .  v / e  g u !  a e t ( d r k * ( r i k ) ; ) .  a , e  e  ( p j ( i l t ,  <
n r { i i ) '  f o r  a l l  e = I , . . . , t  a n d  s o  S * c  H r ( V ) . .  B y  E l k l k  T h o o r e m  f  h a s  a i

s o L u t i o n ' y " €  A N  s u c h  t h a t  y r c = i  m o d  a c  a n d  t h u s  m o d  m c .

a .  E . D  .

( 5 , 3 , )  T h e o _ L e m .  L e t  ( n , g . )  b e . a - r e d u c e d  l o c a l

f i b e r e  h a v e  d i m e n s i o n s  g , 1 .  T h e n  A  i s  a n  A P - r i n g

h e n s e l i a n .

P f o o f  T h e ' n e c e s s i t y , i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t O J  T h e o r e m , ( S . 1 ) ,

n o t i n g  t h a t  o u r  r i n g  A  h a s  i t s  f o r m a l  f i b e r s  g e o m e t r i c a l l y  n o r m a L

i f  f  j . t  i s - e x c e 1 1 e n t .

F o r  s u f f i c i e n c y  a p p l y  i n d u c t l o n  o n  n : = d l m  A .  T h e  T h e o r e m  i s

t r u e  f o r  n = 0 , 1  ( e e e  p s J r n " o r " *  ( I - 1 ) ) r "  S u p p o s e  n l t | .  L e t  f  b e  a

s y s t e m  o f  
' p o l y n o m l a l s  j - n  Y  o v e r  A  a s  b e f o r e ,  a n d  i r i N  a  s o l u t i o n

A

o ' f  f  i n  A  (  t h e  c o n p l e t i o n  o f . a  a , t  n r ) .  W e  m a y  s u p p o s e  t h a t

h t ( ( , H f  r i l A l , n  A ) r  >  L .  O t h e r w i s . e  b y  L e m m a  ( 5 . 1 )  t h e r e  e x j . s t  a  s y s t e m

o f  p o l y n o m l a l s  h  f  r o m  A [ Y , 7 f  , z * { z t ; , .  n , z ' r ) ,  a n d  a n  e l e m e n t  2  e  A t

s u c h  t h a t  h A f y , Z J : ( f  ) ,  h ( ; , 1 ) = o ' " n d  h t ( H n  6 / , | l i t ,  n  A ) >  1 .  r h u s  w e

m a y ' c h a n g e  f  , ;  b y  h  , ( i ' , 2 ) .  C h o o s . e  a  p r o p e r  1 d e a l  * q  c A  o f  h e i g h t

o n e  w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  H r t i ) i .  T h e  r i n g  a / g d ( I ' c )  i "  a  ( n - 1 ) -

d i r n e n s i o n a l  e x c e l l e n t  h e n s e l i b n  l o c a t l . r n n  w h o s e  f o r m a l  f i b e r s  h a v e '
A

s t i I l  d i m e n e i o n s  g 1 1 .  T h u s  a / ^ d ( 1 ' c )  * n , u n  A P - r i n g  b y  i n d u c t l o n

h y p o t h e s i s .  $ o  b y  L e n r m a ;  (  5 . 2 )  t h e r e '  e x i s t $ '  a  s o l u t i o n  Y " €  R N  o f  t

s u c h  t h a t  % = i  m o d  r n c A  .  C o n e e q u e n t ; l y  A  i s  a n  A P - r l n g .

Q o E  ' O  '

T h e  f o l l o w t n g  r e s u l t  e x t e n d s  O f i  T h e o r e m  o , f o ] T h e o r e r n  ( g , g ) r

( S . a 1 l  C o r o l l q r y , A . t w o  d i r y e n s l o n a l  r e d u c e d  I o c a l  r l n g  i s

' e x c e l l e n t  
l r e n s e l i a n  1 f  f  i t  h a s '  t h e  p r o p e r t y  o f  a p p r o x l m a t i o n .

T h e  f o l l o w i n g  t w o  c o r o l l a r i e s  e x t g n d  i n  u n e q u a l  c h a r a c t e r i s t b

c a $ e  s o m e  r e s u l t s  f r o m  f r E J .

( 5 . 5 ) )  C p - f g l l q l y  L e t  ( A . I )  b u  a  t r * o - d i m e t r s i o n a l  r e d u c e d

c o m p l e t e  } o c a I  r i n g  a n d  f  a n  l n d e t e r m i n a t e .  T h e n  t h e  h e n s e l , i z a t i o n

r i n g  w h o s e  f o r m a l
\f

i  f  f l i t  . i s  exce  lLen t  
'

)



*(r) of a[r]
'  
P r o o  f

d l "mens tons  (  1

a' t  th

I r  1s

-ro-.

e  i d e a l  ( T )  t s ;  a n  A P - r ' l n g .

e n o u g h  t o  s h o w  t h a t  A ( T >

a n d  t o  ' a p p l y '  T h e o  r e m  (  5  . 3 , )  .  L e t  q

h a s  f o r m a L  f i b e F S ,  o f

b e  r  p r i m ec a[r{

*AfT$

A --+ nffr$Zq

f o r  A  t o

f  i n i t  e

t h e

g o e s  l i k e  i n  T h e o r e m  ( 5 . 3 ; 1 ' r b e c a u s e  A  i s  a n

u s i n g  [ t o J  c o r o l l a , r y  ( t . l a )  a n d  t h e  a b o v e

n o t e  t h a t  t h e  c o m P o e e d  m o r P h i s m

:

1 s

i s  a n

l d e a . l  o f  h e r j n t  t w o  . r f  q c g A [ T n  t h e n  q l T A [ T $ , t t b " c a u s e  h t ( q ) : h t ( m ) .

r f  q f t h e n  q  c o n t B , i n g  a  T - r e g u l a , r  p o w e r  9 e r j . e s .  S o  t h e  ' m o r p h i s n r

l s  f  l n i t e  b y  l , ' J e i . e r s t  r a s s  P r e p a r a t i o n  T h e o r e m  a n d  w e  g e t

h t ( q f l A l t = 1 .  C o n s e q u e n t l y ' t h e  f o r m a l  f i b e r s  o f  n l t r S  h a v e  d i m e n s i o n s . . ( 1

( w e ' u s e ' h e r e  j . n  f a c t  t h e  p r o o f  o f  f f s ]  T h e o r e m  ( 1 . 3 )  ) , .
Q . E  o D .

( 5 . 5 . 1 ) )  R e u a ' r k  , 4 s  i n  [ f S J ,  i t  i s  n o t  n e c o s s a . r y '  t o  s r s k

b e  r e d u c e d  i n  e q u a l  c h a r a c t e r i s t i c  c a s e .  f n  t h i s  c a s e ' A  i s  a :

a l g e b r a  o v e r  a  f e g u l a r  c o m p l e t e  r l n g  a n d  w , e :  m a y  r e d u c e  s o  t o

f e g u l a r  c a s e  w h i c h  1 s  t l r e  s u b j e c t  o f  o L I r  C o r o l l a r y  ( 5 . 5 ) .

a n d  T  a n  i n d e t e r r n l n a t e .  T h e n  A < T >  1 s  , a n  A P - r l n g  i f  f  A  l s  e x c e l l e n t

h e n s e l l a n .

I tgg, {  rne necess i tY '

AP- r lng  i f  A<T>  1s  so . l l ow

Coro i - l a ry  i " t  i s  enough  to

A<T> '+ ; ( r ) -?A t r r f l  j . s  a lgeb ra l ca l l y  pu re  i f  A  i s  an  AP- r lng .
Q . E . D .

U b i n g  ( 5 , 5 . 1 )  a n d  t h e  a b o v e  C o r o l l a r y  w e  g e t

( 5 . 7 ' ) ,  g g J g l l a r v  L e t  A  b e  a  t w o  d i m e n s i o n a l  A P - r i n g  w h i c h

s u p p o s e ! d  t o  b e  r e c l u c e d  i n  u n e q u u { o h a r a c i e r i s t i c  c a s e .  T h e n  A ( T >

A P * r i n g  , T  b e i . n g  a  v a  r i a b l P  .

(b" .g l i  . c "Aryq1"3SrJ  Le t  (n ,11 I  be ,  a .  two d imens iona l  exce l len t

r e d u c e d  l o c a l  r l n g  a n d  A h ,  r e s p e c t S . v e l y  i  t h e  h e n s e i - , 1 z a t l o n  r e $ p e c t l -
h

v e l y  t h e  c q m p l e t i o n  o f  A  a t  m .  T h e n  A "  i s  f a c t o r i a l  i f f  A  l s  t o o .

P r o o f  A n  i s  a n  A P - r i n g  b y  C o r o l l a r y  ( 5 . 4 ) : .  S o  t h e  r e s u l t  i e  a

c o n s e q u e n c e  o f  f l i l  c h .  V  o r  o f  [ 5 J  P r o p o s i t i o n s  , o . ; . 1 ] , ; 1 s . 1 ) .
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