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AN
On caractérise a une conjugaison cocycligue
prés les actions des groupes moyennables sur les fac-

teurs de type II hyperfinis.

We characteriée up: to cocyele conjugacy all
~actions of amenable groups on hyperfinite type II

factors.




Dans 1'ouvrage tl] , A.Connes, apreés avoir montré
l’importance du probléme pour la classifiéation des facteurs,
classifie a une conjugaison extérieure‘prés les automorphismes
approximaﬁivement intérieurs des facteurs M isomorphes & MER,
ou R est le facteur hyperfini de»type.Iil. Dans ce qui suit
hous géné€ralisons cette classification aux actions des groupes
moyennables.

Soit M une aloébre de von Neumann a prédual séparable,

U (M) son groupe d’unitaires, Z (M) son centre, Aut M le groupe

de ses automorphismes, Int M‘et Ct M les sousgroupes des automor-
phismes intérieurs, respectivemenéicentralement triviaux

(tl}) et € : AR M= Ol Tl = ol M/Int M la projection canoni-
que. Si G est ﬁn JEEUPE une action de G sur M est un homomorphis-—
me ® : G=»Aut M et un G-noyau un homorphisme {: G —»Out M,
Deux actions N,,CK/ sont éonjuguées cocycliquement si
e{é=GAd«5‘éua0"‘,'gaG, ou ¢€Aut M; et (vg)gC-U(M) BSE U N‘-cocyc.le.
Deux G-noyaux (& , @’ sont dits conjugués si @%25(53’6% ,ﬁeq _ »
ou  ®eOut M. . | ' \

Pour.une action o¢: G-—rAﬁt M, Jones (EZJ)'a intréduit

INinversantNcaractenistigue @Jﬂx)=&-l(lnt M) et

AJM)&HZ(N(m),G,U(Z(M))), et pour un G-noyau [ :G —»Out M, 1'’obstruc-

tion N(R)=ker & et Ob(&)GH3(N(&), U(Z (M))), ces invariants étant de
nature puremeht algébrique.
. Soit G un groupe discret, moyeﬁnable et au plus dennombra-
PlleSoitt S%FLA):G.—»Aut R une action modéle a invariant caracteris-
s ; :
e Q(N,Ob)

tigque N, A :G —»Out R un G-noyau modele a obstruction



(0)

N, Ob;& designerfl’action modeéle libre.

Nos principaux résultats sont:

THEORElME e Soit & :G —»Aut M une action avec
™% (G) M(Ct MMNInt M) =ﬁ,. ol M est un facteur isor;lorphe a M@R.
L g 7 egh sie, eleps Bl @si conjuguée coeVi
clique"de o(@&co) & Aut (M8R)
220 s & (G) ¢Int .M, alors ©4 est conjugué€e cocy-

clique de 4®&CMG”‘)>"’\("‘» e Aut (M@R) .

THEOREME 2. Soit (b: G —»Out M un G-noyau avec
A (G)ng(Ct MsInt M)=¢, ou M est 'un facteur isomorphe é.
M@R.
NS Aies libre, alors (b est conjugué de
g(ﬁ@&(o‘))eOut (M@R) , ol E : G —»Aut M est une section de B .
79 il (B(G)C'e;(m: M), alors (@ est conjugué de

10 eout (M@R).

”é(N,Ob)
COROLLAIﬁE 1oV loutenactions oG 8C —w i SR ést carac-
téx‘:iséev a une conjugaison cocycligue pré:s par N (®), I‘;A(og) , et
tout.G-'-noyau A: G =»O0ut R & une conjugaison, prés par
N(p), Ob(Q). ‘
Demonstration: -Ct R=Int R et Int R=Aut R.
COROLLAIRE Ao SOalie RO,l le facteur IT  hyperfiinss
Toute action &« : G — Aut RO,l est
c'ara.ctér‘isée a une co,nj‘ugaison cocyclique prés par N(x),
A(o{) L ned (e, et tout s G=novau B :G —»Out RO,l a une cohju-—
gaison prés par N((%) ,I Ob,»( By, mod” (R), oﬁ_mod: Aut Q@,lﬁ'&

defini dans [17] factorise a mod% out Ry l—»[R.
1
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=Int R et Int R

O,l= ker mod.

Demonstration: Ct R

\

Pour un ultrafiltre libre G6dsur IN, la Wx—algébre

Ml des suites centralisatrices et la trace Byt Mo, =7 (1
sont definies en'l 1:1 . Une suité W - convérgente (Qn)ﬁsAut M
- détermine un automorphisme @€RAut M , qui sera appelé semi-
.relevéble, par 6((xnfn)=(6n(xn))ﬁ.

Notrelprincipal résultat technique est la générali-
sation noncommutative suivante du tnéoréme de type

Rohlin de Ornstein et Weiss (3] .

THEOREME 3. Soit E>O,Asoient_Kl,...,KN des sousensem-—

bles finis de G qui 1l’e- pé&ent au: sens de (375, o un état

+ s

normal fidele sur Z (M), &; C—>Aut M une action croisde li-
bre, séﬁirelevable, qui laisse @ invariant sur L(M)CBQ;.
Alors dans le commutanf de toute famille dénombrable de M
on peut trouver une-partition de 1l'unitée€ A "4272{3 b aveec:

: il kéh k
I%Z(CArd K.) -1 42i:41

/1€eK, H-18iy ly €52 , ]

| f
ol l\x\li=C{JC‘6w§\xm pour x.eM,

~ ; 2 -.1 ? ~
De plus, on peut aussi contxroler ﬂb*“t)1=&,”,u,_

ol F} 2 t—:l
kel
- La démonstration utilise la caractérisation donnée

dans [ 17 dés automorphismes libres, des techniques combina-
toires li€es aux pavages dans le groupe, et le théoréme ergo-

dique en moyenne pour des actions des groupes moyennables

\
i

sur les Wx-algébres. ; | ’



On construit une structure pavante du groupe G en

prenant des sousensembleé s K? ci o

llj;
j=l""'Nn+l' tels que le degré d'’invariance approximative

Imm, izl'oo-,Mn

de h r01t rapidement, et tels que (K ) pavent approx1mat1—

n+1

vement (K 3 )j avec (L e omie centres de pavage (au

Lpnlt dtpd
sens del3]).
Avec le théoréme de type Rohlin, on peut demontrer

dans le cadre envisagé l’anhulation de la cohomologie nonabe-

> ¢ s mmmenEs o

lienne 1 et 2 dimensionelle sur M . En utilisant de plus le

fait que dans chaque classe de 2-cohomologie il y a un 2-co-

cycle ) " presque periodigue " en h par rapport a
g,h’g,h

la structure de pavage construite, on obtients

THEOREME 4. Soit M un facteur, 4: G —»Aut M unel
action' crois€e par un 2-cocyele qui. est centralement libre.
Alors le 2- cocycle est une 2-cofrontiére, i.e. si
agh AdugICXQﬁl Qvechutcecycliey 1l existent (v ) cU(M),
vg=1 avec G?gl--—-wl\dvgot.g action.

On démontre aussi une extension aux }nonfacteurs
et en plus on donne des estlmatlons pour Vv par rappont alus

@e théoreme repond a un probleme ouvert pose par
Sutherland enf4].

?our démontrer le théoréme 1 on peut, en vue du

théoreme 4, se restreindre au cas ou ot est libre. Poursce

cas, le modéleé§(°) d’action sur R est construit considerant
la-e#ructure pavante (KQ)’ (L?,j) comme le diagramme de
Brétteli difume AF—aigébre-A; gqu’on peut supposer simple. On
‘identifie, comme en KSJ( A 3 un systeme topologique dynami-
Giie XTI Utilisant laymoyennabilité‘de ' on choisit une

trace_factorielle, obtenant ainsi un facteur A. Les K?



étant de plus en pluS‘iﬁvériants, on a approximativement des
vactions de G sur les K?,.lesquelles, d'uné manniére analogue
3 la représentation réguliere gaﬁche, donnent une action uni-
Gaiine de G sux L onvappelle A le sous modele. Tensorisant

un nombre dénombrable de fois le sousmodele on obtient le

: ﬁodéle.

Pour ™ libre donné, on retrouve dans M le ﬁodéle en
alternant des techniques du type du théoréme de Rohlin avec
des methodes cohomologigues pour obtenir une forme approxima-
tive du sousmodéle sur une sousalgébre de dimension finie.
On compléte ensuite celle-ci en un AF-algébre en faisant
une suite de tensorisations avec des sousfacteurs finis de M
prEovenant de My et bresque'invariéé par & , suiviés d fun
passage a une sousalgébre ae l'algébre proauit; tout eclial
utilisant des techniques combinatoires. On répéte le procédé
éour chaque copie du sousmodéle, s’assurant que le modele
ainsi obtenu decompose M en prodﬁit tensoriel.

Le théoréme 2 est demontré de méme fagon.
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