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on caract ,dr iseta une conjugaison cocyc l ique

\ rprEs les act ions des groupes moyennables sur les fac-

teurs  de  type  I I  hyper f in is .

We character ize up to  cocyc le conjugacy a l l

act ior is  o f  amenable groups on hyper f in i te  type I I

f ac to rs .

{



Dans  L touv rage  t f l  ,  A .Connes ,  ap rbs  avo i r  mon t rd

I ' impor tance  du  p rob lEme pour  l a  c lass i f i ca t j - on  Ces  fac teu rb ,

c lass j - f ie  i  une conjugaiso i r  extdr ieure prbs les autoniorphismes

approximativement intdrieurs cles facteurs t{ isomorphes } tq&n ,

o i r  R est  le  iacteur  hyper f in i  de type I I l .  Dans ce qui  su i t

nous g6ndra l isons cet te  c lass i f icat ion aux act ions c les groupes

moyennab les .

Soi t  M une a lgdbre de von i {eumann i  prddual  sdparable,

U(M) son groupe c l 'un i ta i res,  Z (11)  son centre,  Aut  I . {  le  groupe

de ses automorphismes,  In t  M et  Ct  M' Ies so l tsgroupes des automor-

phismes in tdr i -eurs,  respect i r r "*unt r l  centra lement  t r iv iaux

( [ f ] )  e t  E :  Aut  M - - f  Out  In l  =  AuL I ' l / In t  M Ia pro ject ion canoni -

que.  S i  G est  un groupel  uo€ act ion de G sur  M est  un homomorphis-

me o( :  G"*Aut  I '1  e t  un G-noyau un homorphisme 6,  G - -pOut  Mo

Deux act ions O( ,  o{ /  sont  conjugudes cocyc l iquement  s i

X$=aaa,rg$*C-(,  9€G, of eeaut t l ,  et (vn)ncu(t"t)  est un 0(.-cocycle.

Deux G-noyaux S , ( I '  sont di ts conjuguds si  G[*aBgn'* ,1uq

oir EeOut t l .  ,

Pour  une act ion o( :  G - -* 'Aut  Mr .Jones t [ZJ l  a  in t rodui t

f  i nva r ian t ' ca rac te r i s t i que  $  (o0={ -1 ( rn t  } , 1 )  e t
)

r l ( o t ) e i i ' ( l { ( o i )  r G r u ( z ( i \ ' 1 ) ) ) ,  e t  p o u r  u n  G - n o y a u  B : G  - + o u t  M ,  1 ' o b s t r u c -

t i o n  N ( [ g ) = k e r 6  e t  o b ( 6 ) € t { 3 ( N ( g )  |  u ( z ( } 1 ) ) ) ,  c e s  i n v a r i a n t s  d t a n t  d e

nature purement  a lgdbr ique.

Soi t  G un groupe d iscret ,  moyennable et  au p lus dennombra-

b le .  So i t  $N ' / | ) :G  - ;Au t  R  une  ac t i on  modb le  A  i nva r ian t  ca rac te r i s -

5 t * ' o5 ) :G  - -#ou t  R  un  G-noyau  modb le  i  obs t ruc t i ontique lv, r\ ,  et I
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N,  ob  r&(0)  des ignerg  1  'ac t  j .on  modb le  l ib re .

Nos pr incipaux rdsul tats sont:

THSoREI{E 1.  Sol t  l t :G. ' }Aut M une act ion avec .

s((G)n(ct M\Int M)=F, oir ta est un facteur j-somorphe i MQR.

10) s i  o(  est  l ibre,  a lors o( est  conjugude cocy-

ctique de a( @&(o) € Aut (MaR)

^o. . - - :.  2 "1  S i  o ( (G)  Crn t .  u ,  a lo rs  o (  es t  con jugude cocy-

clique de 4*fr(N(r*),n(*)) € Aut (MQR).

THfOREI'IS 2. Soit (I: G -+out, tI un G-noyau avec

6(c )ne(c t  Mr rn t  W=6,  o i l  l ' {  es t  un  fac teur  i somorphe.  }
/

MSR.'
;

S i  6  e s t  l i b r e ,  a l o r s  f i

( l ' l O R ) ,  o i  6 t  G - ' + A u t M

t

1 0 )

e,t6o&(o ) ).o,r.

est  conjugud de

est  une sect i -on de B

E est  conjugu6 de
){

zo)  s i  Btc lca( i ; i  I r )  ,  a lors

!.S6(N , ob ) 6 our (M€R) ,

COROI,LAf RE 1. t 'oute action o( : G '-+Aut R est carac-

tbr isde a u i - re  conjugaison co iyc l ique prbs par  N (u)  ,  A (o()  '  e t

A  - - - - l : - - - a - - -  - - - ! -  - . : . .
tout  G-noyau B: G - tout  R b'  une conjugaison prbs par

N ((r) , ob ((f) .

ct R=rnt R et ifrt, R=Aut R.Demonstrat ion:

hype r f i n i .

es t

COROLLAIRE 2 .  So i t  O0 ,1 .  1 "  f ac teu r  I I

Toute act j-on o( : G -4 Aut O0 
,I

car4ctdr isde i  une co.n jugaison cocyc l ique prEs par  i 'J (o( )  I

l , (C ) ,  mod  (o t ) ,  e t  t ou t  G-noyau  f3 :G  -+ou t  o0 r l  i  une  con ju -

g a i s o n  p r b s  p a r  l . l ( G ) ,  o b { 6 } ,  m o d ' ( R ) ,  o D  m o d :  A u t  R r r r ' + ' l R

def in i  c lans f , rJ  ractor ise b modl  out  * ' r l '+ [R '
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Dem.onstrat ion:  Ct RO 
,  r=Int  *0 

, l
et  Int  R^ . ,= ker mod.

v  r L

\

M aJ des suj- tes central isatr ices et

sont,  def  in ies en L 1I  .  Une sui te c.r

cldtermine un automorphisme 0eaut t"I

re levable,  par 6( (xr . )  
r . )  

= (6r.  {xrr i  )  r r .
.  Notre pr inc ipa l .  r6sul ta t  technigue est  la  gdndra l i -

sat. i-on noncommutative suivante du t irdorbme.de type

Rohlin de Orn'stein et l ,Jeiss f I  f ,  .

THEoREIv iE 3.  Soi t  t )0  , .  so ient  -  K1r  .  .  .  rK*  des sousensem-

b les  f i n i s  de  G  qu i  l r e -  paven t  au  sens  de  t3 f  r  $  un  6 ta t

normal  f  idb le sur  Z (M) ,  o( :  G -+Aut  11 une act ion cro isde 1 j - -

bre,  semire levable,  eu i  la isse ? invar iant  sur  I  ( t l )c l i ,^ r .

Alors d.ans le conmutant de toute famil le d6nornbrable de M-

on peut  t rouver  une par t i t ion de 1tuni t ,6  t  =Z T=t  " i- s  : !  -  
T  [€K .  " k  

avec :

s 1s"a Ki)-t [fr.rll*,.o-rui-"i lln <5e{/2 
: ,

oir llxttt = c3 (r-(txl)) pouc x€F1c\,

D e  p l u s r  o n  p e u t  a u s s i  c o n t r 6 l e r  U * [ 0  r i . t , . . . , N ,

ou El =.4. Et,
kel{i

La ddmonstrat ion ut i l ise la  caractdr isat ion donnde

dans [ 1J d.is automorphismes l ibres, des techniques combj-na-_

to i res l i6es aux pavages dans Ie 'groupe,  et .  Ie  thdorbme efgo-

d ique en moyenne pour 'des act ions des groupes moyennables

sur  les w*-a lgdbres.

Pour un ultraf i l tre l ibre crt sur l l f, Ia lu*-algbbre

la l  t race  6- :  Mw 4  z  ( r4 )

convergente (6rr) 
rre Aut M

r eui sera appeld semi-
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on construit une 
'structure 

pavante du groupe G en

prenant  des sousensembles f in is  x !  e t  Ol r i ;  mOI '  i= l r "  ' . 'Nn

j = I r . . .  rNn+ I ,  t e l s  que  Ie  deg rd  d f  i nva r ianc le  app rox ima t l ve

de X!  cro i t  rap idement ,  e t  te ls  que (Kl )  pavent  approx imat i -

vemen t  t x " l I t ,  avec .  t " l r j ) i , j  co rnme cen t res  de  pavage  (au

s e n s  d e [ 3 1 ) .

A v e c l e t h d o r E m e d e t y p g R o h l i n r o D p e u t d e m o n t r e r

dans le  cadre envisagd l 'anhulat ion de la  cohonologie nonabe-

I ienne 1 et  2  d imensionel - Ie  sur  l '1  .  En ut i l isant  de p lus

fa i t  que dans c i taque c lasse de 2-cohomologie i l  y  a  un 2-co-

cyc le (*grn)nrn "  presque per iod ' ique "  en h par  rappor t  a '

la  s t ruqture de pavage constru i te ,  on obt ient :

THEoREi'lE 4. Soi.t lr{ un f acteur r 0( : 6 --rAut M une

ac t , i on  g ro i sde  pa r  un  2 -cocyc le  qu i ' es t  cen t ra lemen t  l i b re '

A l o r s  I e  2 - c o c y c l e  e s t ' u n Q 2 - c o f r o n t i b r e ,  i ' e '  s i

\p=Adug , ha[gg], ,  avec u cocyc le,  i l  ex is t 'ent  (v . , )  , rC.u (M) t
Y Y

r l_=t avec GlgHAdvn\ acl ion

on d6montre auss i -  une extension aux nonfacteurs

et, en plus on donne cles estimations pour v Par raPport i  u'

Ce th6orEme repond. a un problbme ouvert pose par

Sutherlana enlai.

Pour ddmontrer Ie thdorbire I on peut'  en Vue du

thdorbme 4t  se rest re indre au cas o i r  o(  est  l ibre.  Pour  ce

cas ,  l e  modb le  & (O)  d 'ac t i on  su r  R  es t  cons t ru i t  cons ide ran t

Ia  s t ruc tu re  pavan te  (K t ) ,  t " l r j )  comme le  d iag ramme de

- : *
B ra t te l i  d tune  AF-a lgdb re  A ;  qu 'on  peu t '  supPoser  s imp le '  On

' ident i f ie ,  
cor ,me en f  5J,  1  a un systbme topologique dynami-

q u e  ( X r p ) .  U t i l i s a n t  l a ' * o y * r r t " b i l i t d ' d e  F  o n  c h o i s i t  u n e

trace f  actor ie l le ,  obtenant  a ins i  un facte ' ' ' t  T '  les Kl
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6tant  de p lus en p lus invar iants ,  on a aPprox intat ivement  des

ac t i ons  de  G  su r  l es  X ! ,  I esque l l es ,  d ' une  mann ib re  ana logue

a la  reprdsentat ion rdgul ibre gauche,  donnent  une act ion uni -

ta i re  de G suf  E;  on appel le  E Ie  sous modEle.  Tensor isant

un riombre d6nombrable de fois le sousmodble on obtient Ie

modble.

Pour o( l ibre donn6r Qn retrouve dans M le modble en

alternant d.es techniques du type du thdor}me de Rohlin avec,

des method.es cohomologiques pour obtenir une forme approxilra-

t lve d.u sousmod.b le sur  une sousalgbbre de d imension f in ie '

On compldte ensui te  ce l le-c i  en un AF-a lgbbre en fa isant  
'

une su i te  de tensor isat i -ons avdc des sousfacteurs f in is  de M

provenant  de M,^,  e t  presque invar ids par  o(  ,  su iv ies"  d 'un.

passage a une sousalgbbre de t 'a lgbbre ProduiL;  tout  ce la

ut i l isant  d .es techniques combinato i res.  On rdpbte le  procddd

pour  chaque copie du sousmod} le ,  s 'assurant  que le  rnodEle

ainsi obtenu decompose l"I en produit tensoriel.

Le thdorbme 2 est demontrd de m6me fagon
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