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I,t IIOMOGITNSISATION D I UN PROBIEME }TONT IINEAIRE

Par Gelu paea

Dans ce qul  sul te on coneldlre uf ie e-quatton eLl tpt tque
non L lnea l re ,  de  type  Nav le r -s tokesr  dont ' les  coe. f f l c len ts

, / r x
. tJ th  eont  Yper lod lques,  Y etant  une p4ra l leLeplpbde de R2.

0n fal t  l f  hornogenelsat lon i le cette dquatton et l" ton demontre
un thdortme d.e eonvergence, blen que le terme nonl. lnealre

'  solt  prdsent, "

1 .  In t rod.uct lon.
0n cons ld l re  l tdquat j .on l

i )f1 1  1 w* r  ? k
t .q I V  U  E

\ 1 ^

+ 3 - { b c . L i  -d x i *  I  r . [R3- Q .- t c 4.nt
( 1 )

o t
/

u  / b I L : !

trn (d) =(ryrrW)
o i  i I  es t  La  v l tesseq p  es t  La  press lon ,  f r r , - * r j xn  (x )€  1n( , r ) ,

, (1) ̂>o et dvrnft f-t vd^T y frl
al;kh*Y-perlodlque', Bl1ur*loo (V) , aiir/t = QtihK = e.krt i l

xn def lnissantt  . f i r . rr(x)=aiJrr i r i?t / t  ) ,  (1) se transforme
Gn une fanl l le de problbrues pour t  *-+o .Alors nous &vons le
problhrng€

,ar\ [ ul$ *# ( ftfy -d): t, Jans -e
t z )  

|  a , ,  [ i :  o  ]  Qr fza :  z i
t

sn der ln lssant  3 i l=* i l * r€on ( f  € j ,e)  devrent :

1z') &f.H,w,-) +(T;, t ift l -#t,dirfr)=(#,*,)

(V) 'Te 
W(n;  , "o ( . i .  )  est  - t re prodrr t t  seatal re r tane r ,a(J l )

c o n d l t l o n s  d t e x l s t e n c e  e t  u n l c l t e ' p o u r  ( Z )  s o n t
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demontrJes dans [ i ] . l tdquat lon homogenls6e est  obtenue
les- proceddes elasiques comme dans [r l .  0n suppos.e que

O' i font  un developpement  de La former

u f  f r o ( x r y )  + E T l ( " r y )  +  . e . . .
t  o ,  r  - -  f  .  i rp  = p o ( x r y )  *  f  p 1  ( * r y l  * . .  r

f i i l=  O- l l (x ,v)  * tO" / r tx ,y)  *ooe ,  y=x/  ,
uL EK,  or  ,  6 :15 sont  y  per lod lques en y .

sn ld"rr trr t*rr t  ses termes 
"nt l { !  

,o,oD obt ient:
\(r) 
# 

(aqrh *t, (a)) : o , div, do t Jiu, il.' : o

(4) u; H.&G'rv-r;):c

par
- ,
u r - Pr'

( 5 ) a_ UL
ofrc.o;(H.#)*3 /6 ' f , . , . -* ,  2 ' , , ' - r  4,

o*1 r , ul -oi ) t6 (/ di'- 9'/'o
- O  d O

q u e  u  s r  u  ( x ) ,  d o n e  l e s

ap l lquant  L ropera teur  moyenne

f o n c t l o n  d e  T "  a  L r a l d e

: ft 71"fr11 ; I,.-/tr

Equatlon( (f)  nous nontre
. 2t/ ' "ternes en # |  eont  d lsparus,  En'Q%.ii- 'r*

d.ans (5) et 6i exprlnant'O-fi  en
de (+)  on  ob t len t ,  avec  :

( 6 )  t t o  ) u i o  ,  ? b 6
w t ,  *rc ?bK O'Yt

*  Ai* t  & ( t r i  f t " |  :  #
Ax'rt = 

fu, { ( ourt * ayln tz, (y *n))

ou Qkh es t  La  so l .u t lon  du  prob lbme Loea l
J 

%

(?) {, atikl t,# (?^) : - 
+ 

oi*,t (v)we VI
\ /  

/  '

Vy = l rt . \16 (il, d : Y period)r7ue., di, e : " I
.  z .  Thdorbme de conyergeanee.

Hous al lons dernontrer l "e fhdorbme sulvant:

So l t  T f  ,  pE La  so lu t ion  t lu  p rob i -bme (Z) ,  = [ r -  po  la  so lu . t lon
duprobl.Lne (6). Alors, pour € 4o , et pour l l  t l lry"ff lsa-
mment pet l t ,  lnd.ependarnment de E ,  nous avons:

€,i (w)



( B )

avec

dono

(e )
hr ls ,

( r o )

-5-
1 ) u 6 -+ 'Eo dans Lr(Q (fortement eonvergeant)

z) nf ^' l?o+ ct . a"l" t , (n) ( fatbt enent convergeant )

Dans (Z) prenons le prodult  scalalre avec Tt ,  dans

\2. (A) ,  
" j -  

en ut lL lsant  1 'e l l lp t le l te  de arJk l  e t  les  propr ie-

tdes de T r otr obtAent. 
-

t! ut fi\t|(O e
?

7 - t  - -  T o

n  n l r  /
ll { llufol /{ 

= C ; donc faur t 
-}o :

E€ -> u* dan s lz &) , div a*-o, T*An-6.

-  Dans (z ) prenons le prodult  scalaLre dans I a (n)
r e W; (n)

comme ilans p-nppu"ut"J no.us avons

f 
t ---\ 

f" c{ar> s L, (n) four € *-> o.

lz (o) /*.2c 
---+ o.

Montrons malntenant que Je terme .non
falbLement convergeant clans l z (n) " Solt W

(-fH-u:H,4:f'f-o;)H
t lluf -uttt, -Iro,'^u,!)at W
, lti(-nn [r, ( lrl;,,, ll wla n / u* llrr./ n w l/.)

ae€ & l loi lu et l l (" l |

(u f#,w)  -  >(ut
Le prob lbme Loca le  ( f )  peut

clans Wi&S

(8 )  e t  les  p ropr le tdes  de

Y; ---\ 7; .tans

atl tn nous mohtre que:

l . lneaire est

e c: (-t>) ,

".fn[#,f 
,4!)*

1ll;'llw: Ir,t6

Id&1e

( t t  )

{ao . Donc pour
t i'> lt,-+ \ .

J#- tW) k)u \ r '  , /
e t re  ecr f te :

t  - + e  :

we L, (tz)
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2  / ,  ( m r ) -  ^ 2  
\ ' ( ' ?

d-h ( di *,J, sp{ (?h) - - ?T @i er) - W
nl t  e tant  presente par  la  deeonposi t lon de r . ,a(Y) .

Ltdquatlon ci  dessus peut etre transform6e en une dquatlon

g l o b a l e r  € o  p o s s a n t  y = x / e ,  a o n c  
$ ; .  

= t h  !

(12) | a7*h(Yidr,(7'9urft) =/r'%, w ft)weW'fol
_lz . t  v -  

_tZ*

ou  t ! '  ( * ) -q1*  ( x /e ) ,  / e tw*  . - f  t t  G /e )  *  T  1 * ( * ) , ,

T '1 *=  1o ; * ; " r ,  g1 . . . ) ,  7 ( ^  =  ?n '  r  Fn '
Nous avons :

(tzn ) trr 
1lm dans L, (e) pour g --> e

f,e, pgotlbing A Bous l-a forrue varlatlonelle ef eerlt

(  F  x  ( . € ) t r , . €  ( , 8 , . - . [ o(15t lair: €r2 ft1 ai ft)./uf 3#n,x, = /p'd, w +t {t ut

sol t  Q e Cf , (n) ,  prenons;= Q' t t^ t lans (1r ) ,  w-  {a t  dans
( tZ )  e t  l "eur  d l f fe rence nous  donnes

1r+) I otlrt{ rln ft,(^)(#q

-  lu:WAv'h- ( 'h
n '' 4[< P/ ; : 

]t- 
c/r

I re prod.ul t  scalalre drune su

une sui te for tement converge

L lml tes ,  donc  nous  avons  i

,.#,CI_t;14(#ff .#t")]
/ . e ,  . = 9 6  f  n r  € h ,,(/u,)-JPa,@/ ) J{W,)

l te fa lb lement convergente avec

nte eonverge vers le Produi t  des

L l-h(r/e)a;,,{vo9 --- f tTt**t* : o

I ir*(07"')= Ii&x,fh*f r n9) -*liar1PfT
.-J2. .-5L JZ



{#//r:h) -*{ibr? : (ot#,
+ ( fi , €t /A4'1) * (F", .t,uf/ah)) )

oL  ro ru  avons  u t i 11s6 '  (8 ) - ( t ' t  )  ,  ( z '  )  e t  (12 ' )  
"  Done

de la  deux lenme par t le  de 1t+)  pour  f  - - -+ 'e  est :

1rs) - (qt H, fLnF) - ( n:, Ey ftF^)

/ n'f) *

l-a l lnlte

I Pour 6'--+'o 'la premtrere part le de ( t+) nous donn'e,

-  /T *  c  ^  / dah ) )  + / r \-  (  J t h  I  
c K t ,  r , , ,  / / ' (  h l , /,ar(f'l-(r,:H,Pt

( ^ t
i/

1 r r  )

Donc

1 r  a )

on vol t  q.ue Le terme noa l lnealre

w)f Wl &i4a*)-{€r/8.)-
JL

En comparan t  1 r l )  e t  (16 )

est  d tsparu,  e t :

{ 4,//n ti (29y' : ( f; 4,t /f^J f) ;

"" '*risant 7:, = 7:, ", #= 
[r^ frfi on obtlenne:

f i  = hyln r* (")

la  l lmi te  oe 1Zt)  Pour  €  -_->o est :

(r;4: d -0,i r<htrr ft7e, rw) -hT,l,Q =(4w,),rvwnfur'&)

0r ,  (18)  a  une so lu t lon  un lque dans  1es  cond ' l tLons  du  theoreme ,

u"*""*"J a"r," f, rpp. 154;;,;t:- tsal "-;;;; ;t-" " ' €t ftf a
une cons tan te  ad i t l ve '  Pres t



'  
"h 

er,-*Jr, ( f ;  o{ > o

" t J T Y  
' p e r l o d l q u e s ,

I,a fanil le de probl.\mes

" f i t* l  -  &i ,&/e )
\ , r  ex ls tenee _d  e  la  so lu t lon  du  4 l  S)  peut

eomne dans F ] "r Fl "" 
ut iLlsant (ao 1 et (zr ) :

r(2o)  4[  $$ :J+(*"o)  :o

- \  / t . ? q ;  r ) r f  , \=+ tbi6-tjry,f)-,o
a

' - 5 - .

Remafque.

r,e theoreme du $ z peut etre demontrd aussl pour une dquatlon
de  t ype :

e t  a 1  t T t f  t  > d T r ,  ,

" tJ  
4  l ' . .  (V)  r  lJ -  eonetantes.

es i  obtenue en possant :

etre demontrde

(zt1 Uh - \ 4x danr
(v) # e e*(r>).

l a  p ropr ie t i  (  21) .peut  e t re  d .enont re  de  la  facon su lvante :' f

Lir'(n)

oi**r14S,p)=!.+ /u^-u)(ui +[huy*u-')#

L lt hi llL*, [u*^t*4,.0n*lh-/^llal/u"/U,Xurf;) lW
.  Montrons malntenaut  que 1r l )  a  une sb lu t lon unJ,que.

sot t  a(u,  v ) -  r  2  u  ?J 
'  

"  
' " ; ; .  

* ; ; ; " ;  
- -  - -

-A_" t r76 .  r y  
' nousavons :



En .prenant
aV0ng :

.  *7-

en (ZZ)  v-ur
: . ,

u etant La soLutlon d e  ( 1 9 ) ,

DOUA

(zr)

S o l t

( 2 4 )

I[ous

Done,

(25)

lde!:e

ll u ll ,iu,,to) 4 l/ ( / /d
u l ,u2 ,  so lu t l ons  de  (227 .  Ione  3

a-(q,- Qr, *) *( r'#- *) :o &) we

avons i

( Ai 4, #, u, - o, :,{ tiSn'-

Vt'(n)/ .2( l :"Jqt

1*/o,L)

en prennant w'Eu1-u2 dans (Z+) t

ll u, - r, 113,, (* - l/r l/a{l,,,,;-//0,fe[/,,, Q*//t ,tt ])" .

Donc l"a eondl t ion :

. z  q

3 K' lfl l: ,ftr fua '<3
n o u s  a s s u r e  l r u n l c i t f  d e  1 a  s o l u t l o n  c l e  ( Z Z ) .

' I , rhomogenelsat lon est  a lors obtenue par les ndmee

procedds en ut l1 lsant  1a propr tS# (z t  ) ,  Le fa l t
en  t -1  qo i  comespond  t  (4 )  es t  La  m6me,que
3 . lnea l re ,  e t  l r un i c l t J  de  la  so lu t l on  du  1 r  f  ) .

nous avons (zl)  et:

I u;/[, 1 k /rrt/,*r, ap-/{t"

ft;Iu, - a)=-
= I A, 1r,, - ur) (q,, * 4 uz . q;) 

+ (a, -.ar) e

1 Co X + /r* /,,, u, /;, /tr,t/i. /r/L[*,(o

que l t f ,qua t lon

ce l le  du  cas
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