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L'HOMOGENEISATION D'UN PROBLEME NON LINEAIRE
Par Gelu Pasa

Dans ce qui suite on considére une equation elliptique
non lineaire, de type Navier-Stokes, dont les coefficients
'aijkh sont Yﬁériodiques, Y etant une parallelepipéde de Rg.

On fait 1'homogeneisation de cette équation et 1'on demontre
un théoreéme de convergence, bien qué le terme nonlineaire
- goit present.

1. Introduction.
On considere 1'équation:
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ou U est la vitesse, P est la pression,\) ij“aijkh (X)E k}(u)
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En definis sant. af%kh(x)-aijkh(x/r ), (1) 8e transforme
en une famille de problemes pour ¢ —>0 .Alors nous avons le

probleme €
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En definissant f?.ij“aijkhézkh (u 3,(2) devient:

(2) (u,f %‘j(’ ) Vi) _+( IJ 59‘(7"7)) -(/afo’/y@z/ém)

T e¢v¢;(ﬁg (nz(.,.) est le produit scalaire dans LZ(Jl)
Les conditions d'existence et unicite pour (2) sont
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demontré%s dansg [3] L'équation homogenisée est'obtenhe par
les procedees clasiques comme dans Z?] On suppose que u, p,
' G’ijont un developpement de la forme:
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En identifient 2es termes enf. E ? ,On obtient’
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Equation( (3) nous montre oue_ﬁ° u'—do(x), done les
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termes en L sont disparus. En apliquant 1'operateur moyenne

dans (5) et en exprimant O"<3 en fonction de u a 1l'aide

de (4) on obtient, avec -~ :_[//{“/X}]?f-a(ﬂ
(6) 4o %i‘n . + Horh 5% 5% (gk#/w)) o+~
Agkh = /“/Y) f (@i #agtn €4, [ K/)))
ou Q™" est la solution du probléme local '
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2. Théoreme de convergeance.

Nous alions demontrer le Theoréme suivant:
Soit Wf , p® la solution du probleme (2), W, D la solution
duprob]eme (6). Alloxrs, pour € —>©. . ot ponr n 5 L_suffisa-
mment petit, independamment de £ , nous avons: -
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fu > ° dans Lz(,(a) (fortement convergeant)
2) pE
Dans (2) prenong le produit scalaire avec?fg, dans

: ZGQ), et en utilisant 1'ellipticite de aijkh et les proprie-
tées de u , on obtient.

B : g 5
— 'p + ct. dans Lz(QQJ (faiblement convergeant)
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Dans (2) prenons le produit scalaire dans L;z(JZ)
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~ done comme dans [é~Apnendi§] nous avons:
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= Puis, (8) et les proprietées de aijkh nous montre que:
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Montrons maintenant que le terme non lineaire est
; (e o)
" faiblement convergeant dans L~ (2) . 81t e Co (;12) :
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Le probleme locale (7) pegt.etre ecrite:
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1m etant presente par la decomposition de L:L(Y)

L'equation ci dessus peut etre transformée en une équation

)
globale, en possant y=x/¢ , donclzy- E%EE‘ :
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on £ (x)al® (x/e), XM P (/) 4T M)

. =ln —lm =im
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BUe 0, 0B 3y Ouse) : Y - B + A
Npus avons:
(12¢%) flmaAlm dans Lé (JL) pour £ —» @

Le problémé = sous la forme variationelle s'ecrit
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: Soit 4 € Eo (J?) , prenons w= ¢ flmdans (13), w=¢ g dans

< (12) et leur difference nous donne:
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Le produit scalaire d'une suite faiblement convergente avec
une suite fortement convergente converge vers le produit des
1imites, donc nous avons :
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\
on nous avons utilisé (8)-(11), (2') et (12' )o Donc la limite
de la deuxiemme partie de (14) pour & —>O est:

o (65 #7)-( }jjéy/;w”))

la premiere partie de (14) nous dopne; pour 27;—§c>:‘
e L Ry _
(16) / Qeh Ecf [ 1) (62 -FE %)) ~
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En comparant (15) et (16) on voit que 1e terme non 1ineaire
est disparu, et: :

L Agen &3()p = (JZ E4 /K7 )

- en utilisant 71{3 f ik et gkm JK/? on obtienne:

a0 Tg, = Ailn fcy'/&**)
Donc ia 1imite de (2') pour § —>o eét'
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or, (18) a une °olution unique dans les conditions du th901eme

: —3 0

demontre dans [} ,Dp. 164 et pp. 166:] .-Done i =B etiiﬂ7p ).
une constante aditive. pres.
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Rematque, -
Le theoreme du é 2 peut etre demontré aussi pour une equation
de type:

(19) @_/@/ ) ' ?Duﬁfc/cmj _Q(;% [(AJQ::O

s \ %
ou aijsaji,(-j) A >0 ety 71?3 0(?.12
ij”Y periodiques, 24 4 & L, _(Y), bj“ ccnstantes.

La famille de problemes est obtenue en possant:
aij(x) &= aij(x/g )

L'existenca de 1la solution du (19) peut etre demontrée
comme dans [ﬁj ou [%J en utilisant (20) et (21):

w4 [ o

(21) Un —>u, c/anr M/[jz) _> (é ;‘;w __AJ ;i(*/?y%@
G eeccin)

La proprieté (21),peut etre demontre de la fa?on suivante:
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Montrons maintenant que (19) a une solution unique
2>V

Soit a(u,v)= , nous avons:

f ia @h 9)3

(22) alu v +(z’>/ Vj (*”'v) ) ve WQ//Q)
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En prenant en (22) v=u, u etant la solution de (19),
nous -avons :

(23) / /M’@) 12/ /x

Soit u4,u,, solutions de (22). Done :

_ 2 .
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Nous avons ¢
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= Donc, en prennant w=u1~u2 dans‘(24)

(25) //u, az// (o< //é// [//U//é,-/‘//&/ /ﬁzz/ééf//fzz/@/)

" Mais nous avons (23) et:

//cu//é A //a‘//w’ //(/f//zz

-Donc la conditlon :

3 Kz«».//f//[_{2 ./A/‘.//Zoo.{/_ o

nous assure 1l'unicite de la solution de (22).

‘L'homogeneisation est alers‘abtenue par les memes

: procedes en utilisant la propriete (21), le fait que 1' equation

en E—i qui correspond a (4) est la meme que celle du cas
lineaire, et 1'unicité de la solution du (19)
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