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MIRCEA SOFONEA

SUR II ECOU],EI\IENT DU FIU+DE RIGIDE-VISCOPI,ASTIIQIIE DE SINGHAM

0n consid.bre le problbme d.r 6coulement leminaire et
drun flui.de rigide-viscoplastique de Bingham d.e'.s une
cy l indr ique.  Dans l rar t lc le  on 6tud i -e  une propr i6 t6 .ae

vari^ationnelle qui d6crit ce ph6nonbne et on interprbte
ment les r6sul-tats obtenus. .

stationnalre

cond.uite

a a .  2  t .r ' r -nequaTt_cx'

physiquem-

solt 0*1*2*3 un systbme d.r axes orthonoru6s. et soit une
cond'uite cylindrique'ayant la secti-on droite .(} et 1es g6n6-
retrlces parallbles b 0*3 ( fig. l_. ). Nous supposons que J1.
est un ouvert born6 d'e R2 dont 1a frontibre I-. est une vari6t6
unj-dimensionelle de classe Cl , .f)- 6tant locaLement d]rrl seul
c8t6 ae I-' .

'  Nous 6tud'ierons le problbm'e d.e lr6coulement d.run fluide de
Bingham ( pour Ia pr6sentatj-on d.es 6quations constitutivds de ce
mqctble nous r6comandons t tl ) dans r-a cond.uite cylindrique ,
ent re  les sect ions x .  =  C- _ j :  J  e t  * 3 . = i . ,  ( I , > O )  , b l a  c a u s e
d' iune chute de pression. En supposant Lt6coulement stat ionnaire et
laminai re  ,  notons ?= (  O ,  O ,  u  ) '1e v lc tqur  v i tesse et  p
1a pression d'ans Le f luide. L part ir  du systbme g6n6ra1 d,6quations
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qui d.6brit 11 6coulement ( l-es 6quations d.u.mouvement , 1es 6quations

consti tut ives et la cond.i t ion d.r. incompressibi l i t6 p;Y" }e champs

de;; -yi lesges ) et des cond.i t ions aux l imite

? = ?
n( xr)l *3=o
n( xr) 

I "3=t

[- *fo , ,trf

(  c € R  )

gur

0

cf,

o n a
F - t

le  r6su l ta t  su ivant  (  d 'bpres L2J )  3

mrrrrlnn'l'rrm I 1
Inllkrrfl1]Vll! J- o J- o Si u est un cl tamp, d.e vi tesses' qui est solut ion

2

elassique du problbme d-t6coulement ,  a lors u sat isfai t  b 1t  ine-

(1 )  p (u ,v -u)  +  s  i (v )  - .  s  i (u )  >  ( c , v -u )  ,  Vve I I l (O )  ,

otr on a consid.er6 les suivantes notations :

f  1a  v iscos i t6  du  f lu i1e  (  ,ue  n  , ' />o  )

g I.e seuil de plasticit6 d.u f luide ( e€ R

,

t  8 7 7 0 ' )  ,

I
oL
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Hl(a)  =  t "eHl (s r )  \  X t " l  =  oJ  o i r  H l (s r )  es t  l respace de
Sobolev d.f ord.re 1 ' 

"rr" 
r2(St) et [ : nl(St-) --+ r,2( f ) est

la fttracetr sur t- )
- - ' l  .  - - ' l  , ^  cr HltJr) x nltnl -R , a(u,v) = \ *""u u grad. v dx ,

'  J : n l C n ) - r R ,  j ( v ) = \ 1 g " r a " t &  ,^ 
( ,  )  le prod.uit  scat-aire *;- t ,6space r,2(SI) .

REMARQUE 1.1.  I , r indquat ion (1) peut Stre g6n6ra1j-s6 par f  in6quat ior

( 2 )  - t " ( u , v - u ) + e j ( v ) - s i ( u )  
> /  ( f , v - u )  , V v e u l f f : )  ,

oir  on a consid6r6 f  ef ,2(St)  .  pour l -e cas part icul ier  f  = c€R
gn obt ient  l t indquat ion (1) qui  nodble Lr6coulement d.a3s une cond.u_

chute l in6ique dd pression

On peut aussi d6montrer ( LZI , L:l ) :

PHfOREI/IE 1.2. f !  
" 

enl(f l) sot-ution de 1,. in6qubtior, (z) et u
est caracter ls6 par Ia cond. i t ion :

r*(u) = 
" #i ar) 

t*t ') ' '

' otr J- , Hlt-rl) ----rn ,g o d* ( v )  =  7S  a ( v , v )  +  e i ( v )  -  ( r , v1  .

2' , UNE FROPRTETE DES rtlliQu,qtlows vmlAuomvnlrns nn typn glNcirAu

. i ,  *  -

Nous considdrons des indquat ions.  var iat ionnel les d.e type (Z)
l '  -  - ;  t  -  2  -  ^\  appeJ-res aussi  des inequat ions .de type Bingham) ;  40us supposon€



/-> o fix6

la sol-ution

-  + -

a!

;  pour  fe t ' ( f l )  e t

de  1r in6quat ion  (2 )  '

,  soitg €R+ (r,e)€ Hl(-cL)

es t
IEI\nIIE 2.1. ( fre) ts---4u(f 'e)

une fonction continue '

DfMoNSTRATToN soit fI, f2 e 12(5L) , 81 r 82 €R* et

uz=n( f ,re2) i  on obtient

,F(u-2tv-u2) 
+ gtj ( v) - ezi( ut)

lt on fait 1r = uZ dans la Premibre

deuxibme on trouve :

s i

1a

,

a

fafur-u'ur-ur) 
+ (sr-s2)[ i(ur)-. i tu*) ) >7 (fr-f l 'ur-ur) '

(3)  z lu(u1-u2,ur -ur )  ( ( f r - r 'u t -ur )  +  (s t -er ) ( i (ur )  -  i ( " r ) )
/

Mals

( 4) 
'( ri-rz, ur-ur) ( \l{r-rrtLr,.ri\or-"rttrr(S.) 4 \\tt-rr\rto}\"r-"zthtq

e t  ( s1 -s2 ) (  i (u r ) - j (u . ) )  < \s1 -s2 \ \  j (u r ) - i (u2 )  \  =

=l*r.-*, 
U( 

lgrad uf

.-( |s1-s2 I !.1 lsradl/2ur\ tsrad 'zl lru"/,<11,--*r_\p""atut-ur)l 
dx -( 

/7
, { L f

( lsr-gZ1(--J ax ) ' "1 !1s"ad(ur-u2) I  
zar) ' -= (messr)2\efS2\a(ul--u2,ur-u2),

oil mes JL signilLe Ia m6sure d.e lebesgue d.e JL . Mais

a(ur-u, ,ut-ur)% = t ̂ !,-9""d(ui-ur) 
grad(ur-ur) ax )% =

= ( ! igraa(lr-,rr)l 
'o'.i% -<t\..-.;-,r,ll ,1tsrl 

, d'ons 'on a trouv6 :
Jl- 

uO\ r t-l

( s1-s2) ( i (  u2)- i(  ur) ) 3

in6quation et

or_=:( f1, e1) ,

t t

, V t6ui(-ft-)

,  s"6Hltsr-)
v = ul dans

d onc

(  5 )
1L

(mesSr- ) "  \ .81-82 \ l\ ur-urll 
,tt n).  ^ ^ o t '

, r,2(.ft) x R+-Ht(fL)

t"
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L part ir de ( 3) ,.  ( 4) et ( 5) r on en d6duit :

/e(ul--uz,ur-ur) 
( \\rr-r, !Iz, *rt\u1-u2\"1,"1* 

(mes*|L) \ s1-s2\lut-"4hq

Mais a est une forme coercive
2

) d \ t \ \ - - ' r , ^ .  ,  $ t e H l f n l  )
- '  H ; (O)

(  i f  ex is te  d- l  O te i -  que a(vrv)V

et par cons6quent

,rt'c\t rr-"2\lCO)<( 11rt-f2l\r.,2(sr-)*'(mes$-) le1-e2\) \ut-urllltrrl t

. t
DOUr U- + 1l^. 1

\ ur-u2l\nlrn 
, , fr, 

\\ rr-rellrcr. 
t

+ (nes^fD \sr-er1) ,

qui f lnit la d6monstration.

soi t  ( f1rer)€r ,2(s l - )  *  R+ ,  ( fa ter)€r ,2(rr ) .  x  R*

et  (  r ,e)  e  I  f 'e1)  ,  ( f  , ,s r ) l  ,  ob par  U f r ,B1)  , ( rz ,sz) f
on a not6 1e s6gment  d6termind par  1es po i : r ts  ' ( f r rer )  

e t  ( f  
, rer )

darr.s l tespace proaui. t  f ,2(Sr-) x R . Si u(frrg1) = u(fe rE2) = to

p ,p .  d .an rs  J \  ,  a lo rs  u ( f  rg )  =  ro  p .p . ' dans  JL .

nlrrrn- inqmu^nrnrrr  l ,  paft i f  d.gu g t Y i v M  I r L n !  t r v r t _ ( 2) nous pouvons dcrire :

, Y v€ Hltrr) et

,  v "e  H l t n )  .
f " (uorv -uo)  

+  g r i ( . ' )  -  g r i (uo)  )  ( f r rv -uo)

/u(uorv-oo) + er i (v)  -  ezi ( to)  > ( tzrv-uo)

En ajoutant les ddrnibres in6quations on obtient

a) .\e to,al et

F^ (u . r v -uo l  +  Tz ( s l+e2 )  i (  v )  - '  y r ( 81+82 )  j ( uo )  7  (  l z ( t r + t r ) , v *uo ) ,
/ - . v r e

V. rgH j tn )  e t  d rap rbs  1e  th6orbme I .2 .  on  en  d6du i t  que  ro  es t

1a solution de f in6quatj-on (2) pour g = /r(er+gr) et f = Yz(f t+f r) .

Ma is .  ( f ,e )  €  L t r r ,B l ) , ( fz rs2) l  e t  a lo rs  i1  ex is te  X>o te l  que

( r r e )  =  ( r - x ) ( r r r g1 )  +  \ ( f 2  rE2 ) .  0n  a  deux  pos ib i l i t 6 s  :

Pour a) on a ( f ,e) {( rrrgl) ,  {- yr(fr+fr) ,Tz(er+gr)

on a (  f  re)  € L(  
1/z(r ,+r , )  ,T2(81+82) ,  (  f2;ee)]  . ,  soi t

on trouve

c e

LEL0IE 2.2.

b) r€ [/a, rl .

I  et '  pour.  b)

[t t[t)$\,t r!', d)]



l t  un d'e ces

p o l n t  ( f ' g )

( 6 )

( 7 )

( 8 )

t ) , s (1 ) ) , ( t t t )

= ,rt t!1) ,*tt) I
d.ans .SL o

d.eux' sousegments

. 0 n & :

- 6

mentionn6s Plus haut qui contlent le

p.p .  d .ans -rL ,

.Pour uniformiser les notations

_( o) : en continuant ce
8 2 =  e i  

-  
3

, -(n) ^(n) \  ,  o, CLz( (a)f f i+ ,t r 1  1 6 I  , n € N  i  -  '

le. suite de f onctions ( trr) n e N

suivantes : '

soit f] = t!-o) , e1= *lo) , rz

proced.6 on trouve 1es. suites de

t r!") ,*t") )ne wc r,2( sL) * R*

cH:(SL)  'avec les ProPr i6 t6s

r  $  n € N

p . p .  , V  n € N

( un-un+r) 
-ltnnol ) .

^(  1)  r l
, 6 2  t )  t

= u ]
r *notr

r  
' l

( f ;e )  e  L ( f i
- , - ( 1 )  - ( 1 ) ru \11  r t s ' l  t

ul-  = Yo P'P.

. Lt r5.") , e!") ) , t r!") ,*!") [
, s!') ) = ..rt r!") , *!") ) r,=ot o'

n + 1  P ' P '  ,  V  n € N  '

-(  o)=  t z ,

points

et

( f , g )

"t r!")
u n = u

s oit .Ar, .= { x e su \urr( x) f urrrr( x) I =

A- est m6surable Lebesgue et mes Ar, = 0 t & P
l r

@

I = tl A,., i A est m6surable lebesgue et on a

n=0

0  ,  b  p a r t i r  d e  ( e ) .

@ CtO

m e s A = r r € s c ! d l r r l

ur r - r (x )  3  r r .  =  t lo (x )  ,

Par cons6quent t 
xe JL \ 3 n elu tel que.

conduit b. mes I xesr-\ ln e tt tel que uo(x)
t

.=  u  D.D.  d .ans  r  V
o

Soi- t

(e )

solt .x .Lr.o = L*t Po or, =
4 A f '

h t * "+  *u [ .$r , ,  v  n  €  N,  donc
n=u 

cr est b dire urr(x) = ug(x) t
uo(x) =

V n€tv .

e t  ( 9 )

donc

(  1o ) 1 1  e . N ' .

urr( x) t' oo(x)lC I

* u o ( " ) 1  =  o  '

un
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= l llf lo) - tl") [rr( $L) 
< I\rl") - r!")\r"r0..1

= t/ zn l\ rl") -tLo) llrrtsrl

L,a relation ( 5) conduit b :

I t-r!"1[.2, ,* . = \[ t r- rr ) rfn)
,  r . I )

I €R+ soit

E* 2,  o te l

g e Lo,g* )

* ),r!*) - t5.") [rrc o )

* nt1"-tl

u(e) .  la  so lu t ion  d .e  l r in6quat ion
1

que g r-7u( e) : R*-+H;( SL)

+ o r )

i l} O fix6 . Pour '
/
-{  2) .  Alors i l  existe

est inj ;ct ive pour

et de mdme \ *-e!") l(i/2" \ elo) -*lo) f

'  l - \  / - \ '
donc ( t \_ t ' r * \_* ' )  - ;+  ( f re)  dans 1a topolog i .e  lndui te  sur  r r  espace

D  / - \  / - \
produ i t  L ' (SL)  x  R*  .  De m8me ( f ) " ' rg ) " ' )  - -  ( f re )  dans  la

m6me topologie .  Mais (  1o) et  1e lemme 2,I .  conduissent aux 6gr-

l i t6s i  u(f ,B) = 1im u(t l"),sl t)) = 1-l* . .r tr !"),s!t)) = 1i:n uo = uo,
n n " . n r l

d.onc u( f ,g) = ro p.p., d.ans SL.

1.1. Soit  f . . ,  2(-rU f ix6 et pour g eR, soitC0ROIIAIRE 2.1. Soit  f-  = f^ = f  el ' (-FL) f ix6 et

u(g) la solut ion de 1f in6quation (2).  l .  part ir  du lemme pr6cedent

on t rouve :  u(s1)  = u(sr )  e t  81 (82 -* - )u(s)  =  u(e1)  ,=  u(g2)  p .p.

d . a r r s  - f L ,  $ e e l e t , s z l  .
:

REwIARQUE 2.1.  Dansi  1e cas part icul ier  f l  = fZ= cGR le

corol la i re 2. I .  af i rme :  s i  on a deux 6coulements ident iques pour

deux fluides d.e B'ingham ayant 1es seuils d.e plasticitd g1 et

respectj-vement " E2 ( gf ( gZ ) i alors on aura 1e mSme 6coulement

' (c res t  b  d i re  l -e .m6me champ^ d .e  v i tesses  )  pour  tou t  f lu ide  d .e

Bingham ayant Ie seui l  de plast ic i t6 g €lef :eZ I  .

TH$OREIVE 2.1 Soi t  fe  L2(sL)  f ix6 et  so i t

et u(e) = o pour e ele* ,



DfMONSTRATION.

. . f B -

0n a d.f aPrbs 1t in6qua1it6 ae Nirenberg et Strauss( fZ]):

v l l  1  . ( c r t l  f l t  , .  i ( v )' " l r ( s L ) -  r ' - '  " ' r ' ( s I )I tr,. ') r,2(rr) \(ttr,\ ,rtn) 
l l

V rer2(sL-) , s

Bc = cttl f ,\ 

"r(rr)= c..,1\ f lt2, .' i ( v)
* ( I,-( -D)

pr" cons6quent

1e th6orbme I .2 '

(  11) g '2r 8c

f

S o i t  B  = ) 8 2 r O

haut gc€B et

existe g*= inf

'1

veH:( st.)  ,  oL ct) 0 ne d6pend que d'e 5I '  soit

;  p o u r  E V E ,  o n  a  g ' i ( v )  ) z  8 " i ( v )  =

7 f ( f , v ) [ ,  d ' o n c  s i ( v ) ' :  ( f , v ) ' V v e H : ( $ )  e t

u = o sat j-sfait b 1t in6quation ( 2) 
. 
' En appliquant

on obtient :

= + l r ( e )  =  0  '

les '  consid-erat ions d 'e Plus

un ensemble minordet d'onc i1
f u ( s ) = o l . D t a P r b s
d o n c  B + / .  B c R  e s t

B . 0n va montrer que :

(12 )  I  ) r go=9, .t( g)

It
= E

doit

= 0

, 1€ r6sultat

consid.erer les

s i g

t o 0

e s t  o b t e n u  d a n s ' l a

d.eux cas sui-vants

relat ion (  L l )  .
Vraiment '

s i  e * e "

a) #*" et b) S*( B" .

a)  es t  impos ib le  car  u (8" )  =  o  b

cont rad ic t ion  avec  la  d6 f in i t ion

b) Si g? gC soit Par absurd'e que

, t  - r '  - \  |
(13)  i1  ex is te  g) r8^ te l  q .ue u(g)  t '  o  '

p a r t i r  d e  ( 1 1 )  e t  d o n c  g c G B

*
d.e. g .

( 1 2 )  n r e s t  P a s  v r a i e  ,  c r e s t b.  d. i re
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Cornpte .tenu d.e ( 11) s (e" . Donc
- r  *  - 1

g  E L g  '  8 " J '
3.

Mais g'= j-nf B t

donc i l  existe une suite (Srr)n€N ;gn€B tel le que. gn-? gfrnais

g r*'lr( e) : R*--;H:( SL) est une fonction continue ( lemme 
:. 

t ' l

e t d . o n c o n a o b t e n u , , ( g * ) = t i m u ( s , , ) = 9 . l ' " c o n s 6 . q u e n t

, r (g*)  =  u(gc)  = O et  en appl iquant  le  corro la i re  2 '1 '  t  u(S)  = 0 t

. re la t ion qu i  cont ra id i t  (13)  .  (12)  est  d .onc just i f l6e.

Soit  s1,s2ef0 ,  g*)  te l  que u(s1) = u(s2) = u .  l '  par t i - r '

. , I

Si l f  on fa i t  v.= O puis v = 2u d.ans l r in6quat j -on (2) on trouve'

, /u (u ,u )  
+  g i (u )  =  ( f  ,u )  e t  donc  Jer ( t )  =  r t  a (u ,u )  +  g t i (u ) - ( f ,u )=

= - 
A "(uru) 

et de m8me manibre Jr^(u) = -ft 1furu) '  Al 'ors

J o ( u )  = J o - ( u )  G ?  r t ^ ( u , u )  * * r i ? 3 1  - ( f , u )  = f t a ( u , u )  + s r i ( u ) -
6 1 6 2 r

- ( i ,u )  e=+ (81-82)( i (u) )  =  0  .  Mai ; .  
_r1" ,  

:  I : " "u  
urdx = o  e

e  lg rad  u \  =  Q  € i ,  s  =  cons tan te€U jCSt - )eu  =  O ,  6ga l i t 6  qu i

eont ra id i t  (14)  ; ' i I  en r6sul te  quron doi t  avo i r  8L=82 et  donc

on a d6montr6. que u( st)

t iv i te de la fonct ion gF-)u(s) pour gep , 8* ) .

de 1a a6rini-tion d.e g* on a :

(  14) u + o

REMARQUE 2.2.  l ,e th6orbme pr6c6dent posbde les suivantes interpr6-

ta t ions  phys iques  (  pour  1e  cas  f  =  c€R )  :  on  n ta  pas  des  d '6 -

placements d.es fluid.es dans le cyli-ndre ciue pour des seuils d-e

p las t ic i t€  g  ( .  g* ; .  en  ce  cas  1es  6cou lements  sont  d . i s t inc tes

(  SF- , ru [g )  es t  in jec t i ve  )  ;  pour  d -es  seu i l s  d .e  p las t i c i t6  * r {

u(S) = 0 ' ,  d.onc l t6coulement est  b1-oqu6 ;  grF peut 6tre interpr6t6

conme un seui l  d.e plast ic i t6 cr i t ique qui  peut d"6pendre d 'e 0 ,  f

et lA . On peut pourtant d 6montrer : '  '
/
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IENIV 2,3. '  g* ne 'd6Pend Pas d" / .

pdr , lomsrRaTtoN.  
1 : r "  

fe r ,2 (C- )  ,  8€R+ , f ro  '  so i t  u ( f ,g , / )

Ia  so lu t ion  de  l t in6quat j -on  (2 )  .  0n  vo i t  que u( f ,8 , / )  =  0  €+

e j ( v ) ) ( f , v )  ,  V v € H : ( T L )  e = = >  g j ( v ) ) z  l ( f ; v ) \ ' , t " e H l t S r )

e t  pa r  cons6quen t  e * ( t r / u )  =

. a' =  i n f  l s Z o  l s i ( v ) > r ( f , v )  , t

a "  t .

Pour .-Ct f ix6 .r .nous somnes donc cond'uits b

f o n c t i o n n e l l e  r  t  > e * (  r )  ,  l z ( s t )  + R +  ;  n o u s

que lques  propr ie t6s  d .e  ce t te  fonc t j -onne l le .

Iro,IE ?-.g. 1;-->g*(f) est une fonctionnei]e convexe .

DfIXONSTRATION. Soit ft, f2 e T.,2( st) . 0n a ( ttr6orbme 2.1. ) :

u ( f t , B f , ( f r ) )  =  u ( f r g * ( f z ) )  =  0  e t  e n  a p p l i q u a n t  t : 1 e m m e  2 . 2 .

l c  segment  L ( t r - ,g * ( f l )  ) . , ( t *  g * ( f2 ) ) ]  on  t rou t : .  t  v re19 ,1 l  ,

u ( ( 1 - , \ ) f f  +  \ f r ,  ( 1 - ) t l e * ( f r \ +  l g * ( 8 2 ) )  =  0  .  M a i s  d r a p r b s  l a

d6f in i t ion de g *  
,  i l  en r6sul te  :

s*( ( 1- ,\.) fr * Arr) ( ( r- A)e*t rr) + t  ^ t r *  \/ \ 6  \  - r - c l
L

TI ldgREl,m 2.2.  f  r - - -+g+(f)  est  une norme cont inge sur f ,2( f , t )  .

Df iMOITSTEATION. D'aprbs les d6monstrat j -ons du th6olbme 2.)- .  et  du

l e m m e  2 . 3 .  o n  a  ,  g * i r )  =  i n r l g ) z o l " ( r , g )  =  O J =  i n f [ e > r o l

I  e i ( v )  ) r  { f , v ) ,  V ' €H} ( . sc )  I  
= -  j - n f  

t *>o  \  e i ( v ) ) l ( f , v ) \  I  
*  v  u } f

S o i t  f  =  0  ;  a l o r s  g  =  0  v 6 r i f i e  I ' i n 6 g a l i t 6  S j ( v )  > ,  ( f , v ) '

ve Hl tsr-)  donc e+(o) = 0 .  soj - t  ex(r)  = 0.  Alors g*( f ) i (v)  =o).

\ ( r , v ) 1  , Y r e H : ( 5 r )  d o n c  ( f , v )  =  0 , S v e  H ] ( s r - )  = > t :  o

i n r I E 7 o  \ u ( f , e , / )  =  o J =

ven : ( t " )  !  
=  * x ( r )  r . r e  d6pend  pas

consid.6rer
.  

. . , 1

6tudierons

1a

"l
v



1 ' l
! l l -

t nlt s.l

(  15)

? o u r . ( e R  ,  < f

g" ( " ( f )  =  in f  f s )zo  I
=  in r f  *> ,0  l f r i ( v )
= b( inr [dr,o I  E; t" l
Par cons6quent ,

a
est  dense 'g* "  f , ' (  s r )  )  . t.Par cons€quant ,

e t ( r ) ; o  € >  f = o

0,on  ob t  j -en t  :

e i ( v )  ) 7 1 (  a t , v ) ) ,  t v  e n ] ( s u )  ]
7\( r,  v)\  ,  t  'e H:( rr) j  =

> ,  1 ( r , v ) l  , S v e n l ( r ) j  = t x t  e * ( r )

(  15 )

(  17)

l e m m e  2 . 4 .

+ ,\,fr)

Pour J1 =

f € t 2 ( s t )

en r6sulte 3

A)e* ( f r )  *  l f  t r z ) ,  V  f 1 , f zGr ,2 ( s r - )

r  €o appl iquan ( fO) on trouve:

v

1,. part ir  du

g'h( ( r- ). ) r,

V  I e [ o , r ]  .
,

i 1

( r -
lz

( 1 5 ) , ( t 6 ) , ( 1 ? )  : +  f  r - r  d C r l  e s t  u n e  n o r m e
t

l , '(-Ct-) . ). partir de la d,6monstration d.u th6orbme
*

g ' ( f ) - < g c ( f )  =  c - , [ f l l e .  (  e . . , ) 0 d 6 p e n d e ' d e

s + est ,.,i" ,ro"*"'"oli5.*] sur l l"pr"" r,z(-n) .

REI{ARQUE 2.4.  g nrest  pas une norme 6qui-valente
o

de. l ' ( .n) ;  v ra iment  ,  s r i l  ex is te  
"z lO l " l  que

gur  1 r  espace

; ?2 . L .  i I  e n  r 6 s u l t e

-fL ) , donc

b ta norsne

( ra1 c r l l  f  l t  r .  <  e * (  f )c  
l ' ( * l .L )

Pour ( f - ) -  z  ar  base or thonorm6e-  n 'n  e i . ! 4ans '1r  espace

t .

ar

r,'( Jt) on' a :



- 1 2 '

v € H l (J}) (  (  fn,  t )  r r .l l f  l l  =  I  r  I  n € I \  Y l '  \ r l ] t v "  n  O'""l i t i :*Io"rrcients 
de Fouri-er de v e irlto ) pour la base'orthonorm6e

n € N e t ( fn, 
") 

-;- o il

( f n ) n e N  ) '

V t > O  , l q e N  t e l  q u e

d6nc s* t frr) = inrl 8)ro

Alors i l  en r6sulte que

'pas.  vra j -e .

, v

t l--€

soi t  venf tsrJ # O . Alors" j  (  v) 7O et donc

, \g i l * i \ .  t  =+\( : r r , ,v) \  <ei(v)  '
. '  1 .  .

,  $r6Hi (sr - )  ,  v  f  o

cons6quent (18)

{  n > ,

\  e i ( v )

g*t rrr)

;, \( frr, v) \

-Ar 0 et

J. e, ,
n r  e s t

- -rnrml.opprfm l rnrn\T nRS RltorTT m A mq
{  r  r \ r  ' r ' n . n  r n  l i ' l ' A I I U I \  U l f D  f f - u r r J u r : ' l n r u

Dan.s le cas particul-ier f = c €R , l!6ga1it6 (16) d'evient :

r ,  \  t r .g ( c )  = g r . r ' c )  =  c 8 ( 1 )  = a \ c \ o i r  
" = d ( r ) l o  

( v o i r ( 1 5 ) )

d6pend seulement d'e Sl- '

. Nous consid.erons un fluide de Singharn ayant le seuil de plas-

t ic i t$ 
'  

e7tA qui  est  soumis dans le cyl indre b '  une chute l in6ique

d e  p r e s s i o n  c  . ;  1 e  g r a p h i Q u e  d ' e  l a  f o n e t i o n ' c  ' _ - g + ( c )  =  a \ c l :

:  R--12R* ad.met les suivants interpr6tat ions physiques(voir  f ig '2 ' ) 'z

0

F i g .  2 .

t E r " )



.  ; 1 3 _  
:  .

a )  pou r  1es  po in tg  ( . rg )€R x  R*  avec  * r r f ( c )  (1a  zone  ha -
chur6e),Ie f luide 

-de 
Bingham ne se d.6p1aee pas d.ans re cytr indre.

b ) p o u r 1 e s p o i n t s ( c , g ) € R * R * & v e c g < ' g + ( c ) , t e f 1 u i d e d . e

Singham se d6p1ace d"ans 1e cylindre.
'  c )  6 tant  donn6 d)rorpour  1es chutes l in6 iques de press ion 

">a 
E

' les fluides de Singham ayant 1e seuil d.e plasticitd E se a6pracefit

-  
dans le cyl indre et pour 1es chutes l in6iques .d.e pressi.on
0-(c <6 =fr res f lui-des de Bingham ayant le seui- l  d.e plast ici t6

' g sont bloquds d.ans l-e cylindre.

d) 6tant donn6 6)10,les f luldes de Bingham ayant re seui l  d.e
p las t i c i t 6  g  te1  que  gapa lE \  se  ddpracen t  sous  l rac t i on  d -e
la chute l in6ique de pression 6 et les fruides de Bingham ayant
1e seui l -  de p last ic i td  g  te .1  Que g>rE = a l? t  ne.se d6placent  pas
sous ' l t ac t i on .de  ra  chu te  l i n6 ique  de  p ress . i on  E  ,
e) pour E<0 1e commentaire de d) peut Btre r6pdt6 b r-a cause

, .  de  l a  s ; rme t r i e  de  l r6cou lemen t  du  f l u ide  :  u (_ t )  =  u ( f )  ,
r ,  o
\ r  f  el ' (sD oi l  u(f)  est 1a solutoin de 1rin6'quation (z) po,r
g et 

f  f ixds.

f )  l es  r6su l ta t s  e t  1es  i n te rp r6 ta t i ons  de  a ) ,U) rc ) ,d ) ,e )  son t
l n d e p e n d e n t s  d e  l a  v i s c o s i t 6  / A ( v o i r  l e m m e  2 . 3 . )  .
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