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MIRCEA SOFONEA

SUR L'ECOULEMENT DU FLUIDE RIGIDE-VISCOPLASTIQUE DE BINGHAM

On-considére le probleme d'écoulemént laminéire'et stationnaire

. d'un fluide rigide-viscoplastique de Bingham dans une conduite
cylindrique. Dans 1'article on étudie une propriété- de 1'inéquaticz

vériationnelle qui décrit ce phénomdine et on'interprété physiquem-

ment les résultats obtenus.

1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Soit Oxlx2x3 un systeéme d'axes orthonormés et soit wune
conduite cylindrique ayant la section droite L% et les géné-
ratrices paralltles & Ox3 £ £ig.. L )s Noveg supposons que L

Cegh un ouvert borné de RZ doni la:frontidre [P ediine variété

unidimensionelle de classe Gt ’ ;(l; étent localement d’un geul .
_c8té de R ;

Nous étudierons le probleme de 1'écoulement d'un fiuide de.
Binghem ( pour la présentation des équations constitutivés de ce
modele nous rééomandons. [:l] ) dans la conduite cylindriqué ’
entre les sections Xy =0 et Xq= L> ( L>0) , & la cause

- d'une chute de pression. En supposant l'ecoulement statlonnalre et

laminaire s hotons 'Y= (o0l 300w ) e vecteur vitesse et p

la pression dans le fluide. 2 partlr du systéme général d'equatlons
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Pies- 1.

qui décrit 1'écoulement (les équations dﬁJmOuvement , les équations
constitutives et la condition d'incompressibilité péur le champs

de:’ yitesses ) et des conditions aux limite

a0 sur U xlo, 1)
: p(XB)\X3=O =70 |
p(XB)\X3=L = woglivon 0 BERA)

on a le résultat suivant ( d'apres [2jl) P

THEOREME 1.1. Si u est un chemp. de vitesses qui est solution

classique du probleme d'écoulement , alors u satisfait & 1'iné-

quation variationnelle :

(1) palu,v=w) + g 3(v) - 3w P ey, Y v EH (L)

ol on a consideré les suivantes notations.:
M - 1a viscosité du fluide CAsELRE, ¥or) 4y

g - le seuil de plasticité du fluide ( g&R , g30) ,




- 3 =

H%(S)) = iIAEIﬂKSl) \ W) =20 } ol Hl(Sl)'est'l'espace de
Sobolev d'ordre 1 “sur L3(N) et Y BRen) - afep) oo
la "trace" sur " 5 , :
é : Hi(&]).x H%(Il)-—————?fi y alu,v) = &'grad u grad v dx ;
S Hi(fl)—-———~>R o ala)i= % | grad v\é§ i

o

( 4 ) - le produit scalaire sur 1'éspace L2(Xl) e

-REMARQUE 1.1. L'inéquation (1) peut 8tre généralisé pér 1'inéquation

(2) - pau,v-u) + gi(v) - gi(w) P (f,v-w) , Vverln) ,

ol on a considéré fe:LZ(Sl) .‘Pdur le cas parficulier f - cER

on oBtient i'inéquation (1) qui moddle 1'écoulement dans une condu-
: ife cyiindrique du fluide de Bingham ; en ce cas , ¢ s'appelle

chute linéique dé pression . .

On peut aussi démontrer ( [27] ,vtjl )

THEOREME 1.2. 3} u.EHi(IL) solution de 1"inéquation (2) et u

est caracterisé par la condition

Jg(u) = in{ , Jg(v) oy
veH ()

o I, i HY() —R 3 = Fealv,w) +giv) = (£,) .

2. UNE PROPRIETE DES INEQUATIONS VARIATIONNELLES DE TYPE BINGHAM -

Nous considérons des inéquations, variationnelles de type (2)

(" appellds aussi des inéquations. de type Bingham) ; OUS SUpPPOSONS




70 fixé pour feL 2(Q) et geR, , soit u (£,8)€ HL(Q)

1a solution de 1'inéquation €2) .;

 E ) (Tt ¢ 12(N) x R;———»H%m_)' est

une fonction continue .

o

: 2 . :
DEMONSTRATION Soit f,,f,€l (SL) , &y 18, €R, et ulzu(fl,gl) ,

uz-u(f2,g2) 3 on obtient : :
v 0,

/pea(ul,v-u ) + glg(v) - gla(u e !V—ul)
N VERN(D) .

, /pka(uz,v-uz) + ng(V) - goi(uy) (f2,v-u2) ;
Si 1'on fait v = u, dens la premitre inéquation et v = Uy dans
la deuX1eme on trouve 3

‘/ua(u ~Uq,Uq= 2) + (gl—gz)ﬁa(u )= g(u 1) j}(fé fl’ul_uZ) , - doue
(3) ’/u.a(ul-uz,u -u2) < (£,-f5,u u2)'+ (gl—gz)(j(uz) —«j(ul))
Mais

(4) (£1-Tpwy-up) &W-Toll o &)\\“1"12\&2(_ ) L\\ 1’f2\\ 2(&)\ H’lm
et (gl-gQ)(a(u )= a(ul)) £ \gy-8,\| 3lup)=ilu\ =

\gl—gz\\ S(\grad ul - lgrad upl ) dx\
£)81782 Em \grad /ul\ = \grad ugxl dx /<\g1-82\ %\erad(ul-uz)\ dx < o
¢ \8y-gp| (¢ de) (g\grad(u w,) | ) = (mes ) \gl—gZ\a(ul—uz,ul u,)s
ol mesSl. 51gn1f1e la mésure de Lebesgue de L. Mais

a(u 17U Uy~ )/2 ( &Lgrad(ul—uz) grad(ul— 2) dx_)éb=

= ( }L_l grad(ul— 2l _%x)% &hug=us i ‘

,. donc-on a trouvé :

- .
YHO( )

(5 e A ) SN et e iy o :
i e _ 12\.1 2\\1%(9_)




) partir de (3) , (4) et (5) , on en déduit : .

~U,, Uy =U,) & W, =15\ - .+ (mes < 7 ‘
/(Aa(ul Wil u2) L\ 2\'\112(51)\\111 uz\\Hl(m+ meéﬂ)\gl ga\llug ug\}\%m\

Mais a est une forme coercive ( il ex:Lste °L> 0 -tel que a(v,v)>

2
' PEA R4 el Y VG_Hi(.D.) ). et par consequent
- (&) :
A ; ul-‘-lz'\\Hi(;Q)Q( \\flﬁfZ“Lg(ﬂ)%(mes = \glig.z\). \\ul-uz\\Hé(._Si). :
pour u; # u, on tréuve ' £ 5
; 2
W ug-u & (Y} £-E, |\ + (mesf) \gy-&,|)
g 2\.\}%(&) = = z\Lz(ﬁ) ‘ \&; .;-2\

ce qui finit la démonstration.

LEMME 2.2. Soit l,gl)eL () xR_ , (fé,_g"z)éLz(Jl); xR
et . (£,2) e’t§f19gl) ’ (fzygz)l , ol par I‘flsgl)a(fg’gz)l'
on a noté le ségment déterminé par les points '(fl,gl) et (f2,g2)

dans 1'espace produit L2(JL) T R - u(_fl‘-,gl) = u( f2,g2) = ug

Do dens. S0 alors “ubf,s) = U, P.p.-dans Sl

~ DEMONSTRATION. A partir de (2) nous pouvons gcrire

/ua(u » VU )+ t,:L;](V) - glg(u e (fl,v—u )N e Hl(JZ) et
Malug,v-ng) + g3(W) = gpilug) 7 (£,v-u) vveH1<m <
En ajoutant 1es dérnléres inéquations on obtlent
pelug,v-uy) + g +ey)3(v) - /z(gl+g2)a(u ) CRE+E) ,v-u)
N ngl(n) et d'aprds le théortme 1.2, on en déduit que u, est
la solution de 1'1néquat10n (2) pour g = /z(gl+g2) et = /2(f1+f2).
Mais (f,g) € [(fl’,gl)’(f2’g2)] et aiors il ‘exisgte” X}O' tel que
(£,8) = (1-X)(£],8) + N(f,,85). On a deux posibilités : '
B oodebonl ek opy el o,
Pour a) on a ('f,g)q_(fl,gl) . {%(fl+f2),1/z(gl-+g2) )] et pour b)
5 : w
on a (£,8) €[( M +1,) , Merren) » (fpigp)] - sois [(£{1E), (22,45



Sl

"1'un de ces deux sousegments mentionnés plus haut qui contient le

point (f,g) . On a :

(s ehhie L(f(l),g(l)) (f(l),g(zl))]

u(fgl),ggl)) = u(fgl),ggl)) = u; P-D- dans  S: ,
u; = u, D.P- dams” Sk . - .
Pour uniformiser les notations soit £, = fgo) - gl=’g§°) , Ty = fgoz
g5 = (o) ; en continuant ce procedé on trouve les suites de points
(f(ln),g(ln)) S CIRGONER, + (fén),g;n))neNCLZ(SL) xR, et
larsulte de fonctions- (un)ne:N CiH%(jl) ,avec les propriétée
}suivantes : » v
e). & ox tEiE e&f(n),gln)) ; (f(n),g(zn))_x , ¥ neN
(1) u(f(ln),g(n)) (f(n),gzn))m:)t s pep. - ¥ nEN
(8) u. = u

n ¥ o P.D. ,V nE.l\T .
. e e Sengpos
Soit _A - §xealny(®) Fua (Dt = (i) (R-0}) '
A est mésurable Lebesgue et mes A =0, % partir de (8). Soit
(=<} ; &
=\ A, 5 A est mésurable Lebesgue et on a

‘(‘9)‘ ' mes A”-: mes ( S?O An) & %.;O Iﬁes (An) it 6]

Soib = 60A=(,9_(>=J (\(,A—;;XG(A , ¥Mnen, done

w (=) = u, 1(X) ee = U (X) ; c'est & dire un(x) = -uo(x) ;
\ILnE;N « Par, consequent i xe SL \ :_\neN el que - (x)"?ﬁ u (X)}CA'
et (9) condult B mesixe& IneN tel que u (x) #u (x) ?X :

donc

o) = .. u, = u, P.p. dans s £ =



~La relation (6) conduit & :

| £-2lm) S easiyaln) aatn) Coplmiy
Py L e RN

L gde s clamd e Gl S gy L .
nf2 f I 2(&) “ ) \\Lg(&) ) \ > ' fl_ \\LZLYL)

L) e - nd 2 7ol a0 (o)
= 1/2n\\f2° "?lo “Lg(jl) et de méme \g gln \41/23 \g2° 9 b
(f<n)

donc ,gln))’—‘5‘9 (f,g) dans la t0pologie induite sur 1'espace

produit L (Il) xR _-. De méme (fgn),gzn)) e (fye) dans la
méme topologie . Mais (lo) et le lemme 2.1. condulssent aux éga-

1ités. : u(f,g) = lim u(fgn),g(n)) = lim u(f(n),ggn)) =:1im-u = ﬁo’
n n ; n-

diore. -l f,g) = u, Db.p. dans o

| = £, = £eI%(n) fixé et pour geR, soit

u(g) 1la solution de 1'inéquation (2). A partir du lemme précedent

COROLLAIRE 2.1. ‘Soit f

on trouve : u(gl) = u(gz) et gy &&y =ulg) = u(gy) = u(g,) p.p.
~dans D, Vg e g8 -

REMARQUE 2.1. Dans le cas particulier f. = f, = ceR  1le

il 2
corollaire 2.l1. afirme : si on a deux écoulements identiques pour

deux fluides de Bingham ayant les seuils de plasticité 81 et
- respectivement " g, ( g8, £ 85 ) ; alors on aura le m@me é&coulement
(clest & dire le méme champ. de vitesses ) pour tout fluide_ de:

Bingham ayant le seuil de plasticité .g'e[gl,gz'l

THFORMUE 2.1. Soit fe Lz(Q) fixé et,'soit. '/u$o fixe . Pour
ZER  soit u(g)‘la solution de l'inéquation “(é). Alofs il existe
ozt > 0 tel que gw——ulg) : R+*—~—~9H$(£1) 'est'ihjective pour
g éLO,g*') et uwleg) =0 éour g ELg‘* y }w") P



DEMONSTRATION. On a d'apres 1'inéqualité de Nirenberg et Strauss( [2]):

(£,v) P v <o NEY T

\ Lz(ﬂ)\ (s tieen 1 100

v feLZ(Q) N VEHi( (o) ol cl>0 ne déiqend que dev' LYoo S'oit

skt L giye, von eaigsilvl i g J0v =

= ¢4\ fl), b2, 5 j(v) » \(£,v)| , donc gg(v)‘} £,v) ,VVEiHi(Sl) et
: 5

par consequent .~ u = 0 satisfait & l'inéquation (2) . Bn appliquant

" 1e théortme 1.2. on obtient :
(1) g 2 & = wle)es @i .x

Eoit B = ngo' \ wie) =0 } . D'apres les considerat'igns de plus.
haut gcﬁiB et donc B:#-¢ i BCR estsul ensemble minor€et donc il

. existe g*z inf B . On ve montrer que :

(o) 25 —suer=0 -

Vraiment , si g = g, » 1e résultat est obtenu dans-la relation Gl

Si g-#:gc , on doit considerer les deux cas sulvants :
a) g>gc-' : - et b) g*<gc .

a) est imposible car u(g,) = O & partir de (11) et donc gceB",
"contradlctlon avec la deflnltlon de. g,rt R
b) =1 g<:gd sait par absurde que (12) n'est pas vraie , c'est 3 dire

(13) il existe gye tel que ulg) #0 .



oo

Compte tenu de (ll) gggc « Done s g ﬁ(:g*, g :\ Mai_s'g*= Jn L By

Ao
—> gjmais

donc il existe une suite (g )nisN ,gn €B telle que g

g vVgulg) = R+———9Hi(§L) est une fonction contlnue (lemme 2.1. )
et donc on a obtenu u(g ) = 11m u(g ) = 0 . Par conséquent f
w(gs) = u(g ) = 0 et en appllquant le corrolaire 2.1. s.ulbe)is ) ;
-relatlon qui contraidit (13) . (12) est donc Justlflée.
STe
Soit gl,gé&‘p i g’*) tel que u(gl) = u(gz) = WA partlr

de la deflnltlon de g* OfL - 88
(14) it b0 e ude o

=01kt on Eenb v'= O puis v = 2u dans l'lnequatlon (2) on trouve
‘/aa(u u) + gg(u) = 6L u) et donc (u) =,éfa(u u) + gla(u) =(fu)=

g ;) :
= —/g'a(u u) et de méme manidre J (u) = 7§’a(u,u) . Alors

&2 : :
ng(u) (u) & A alu,u) + gi(w) - (£,m) =/4 alu,u) + gyilu)-
-(f,u) <==> (gl-g2)(a(u)) . Mais jfu) = S grad uldx = 0 &

. J'L
& jgrad u\ = 0 & u = constanteel (SL)Q&; =0, égalité qui

contraidit (14) ; il en rémulte qu'on doit avoir g,=g, et donc
on a démontré que u(gy) = u(g,) =817 & » c'est é‘dire l'injecf

tivite de la fonction gw—ulg) pour gef0 , g" )

REMARQUE 2.2. TLe théordme précédent poééde les suivantes-inferpré—
tations physiques ( pour le cas f = déi{) : on n'a pas des dé— 
placéments des fluides dans le cylindre que bour des seuils de
plastlclte g <_g*, en ce cas les écoulemeﬁts sont distinctes
( gv—> ulg) est 1n3ect1ve ) 3 pour des seuils de plasticité g;;g,
‘u(g) = 0, donc 1'écoulement est bloqué ; g peut &tre interprété
comme un seuil de plasticité critique qui peut dépendre de 2R

et /pL. On peut pourtant démontrer :



‘= lO -

LEMME 2.3;' g* ne dépend pas de'/(l -

 DHEMONSTRATION. Pour feLé(R) , ge€R, , o, soit u(f,g, )
la solution de 1’inéquation (2) . On voit que u(f,g,/b() =0 &
g3 (V) ¥ (£,7) , ¥ veHAR) & &My (N, ¥veH(R)

et par conséquent g*(f,/f.) = inf%g),O \ u(f,g,/ﬂ) = O}.—:
= inf Sg),_O \ e £,%) e veHi(D_) E = g*(f) ,. ne déperid pas

de” /0
~Pour SL fixé ., nous sommes donc conduits 3 considérer 1la
- fonctionnelle = T Hg*(f): L2( o) '—-4->R+ ; nous étﬁdierons

quelques proprietés de cette fonctionnelle.

LEMVE 2.4. fs——.;.g*(f) est une fonctionnelle convexe .

DEMONSTRATION. Soit fl,fZ&Lz(Sl) s Aoiee B Soriiean u )

u(fl,g’t(fl)) = u(f2,g*(f2)) = 0 et en appliquant le lemme 2.2. sur

le segment [(fl,g*(fl)).,(f?g*(fz))] -on ‘-crouve_:' vaelp,a 1,
u((l—)\)f:L + )\f2, (1- )\)g*(fl\+ )\g*(gz)) = 0 . Mais d'apres 1la

définition de g* , il en résulte :

M- Mg A € (=N e ap waeliey) o

THEOREME 2.2, f \-———)g*(f) est une norme continue sur L2(Q) .

DEMONSTRATION. D'aprds les démonstrations du théordtme 2.1. et du 7

lenie 22355 onva o4 g*(f) = inf%g),o‘lu[f,g) = O?: inf§g>,0\
\ sl Ei) VVQI_%(&‘)E = inf {g),o \ st e, ) oy Hg(&?
~ Soit £ =0 ; alors g = 0 wérifie 1'inégalité gi(v) > (‘f,v) 5 v
V ve HYQ) done g%(0) = 0 . Soit £(E) = 0. Alors g (£)j(v)=03
3\, e (00 » done (£,7) = 0 5 Hewie B et =40




~ i
( H%(jl) est dense dans L2(§z) ) . Par conséquant |,
(15) ¢ o o

Pour L €R , oL O on obtient : : :
f(xf)=:mf{gzo ]g(ﬂ 2}Uxﬁvﬂ ,vvg%am)} =
.= inffgyo0 \ﬁ%ﬂv)>xfnﬁ\, ¥weE (s oo
= Winf $850 | BV 3 (£,9)] , ¥veria) ] =ixet(o .

Par conséquent ,
(ley ol il b e (P " Nuer | Nore 55(n) .

) partir du lemme 2.4. il en résulte :
B AIE E AR« (13- M (5 + xdn,) s Yererfan o,
_V‘XE{O,lJ . Pour X\ =%, en appliquan (16) on trouve:

rd

(17) B e coe e + gl o Vs 000500

CL5) CI6 ) C1T) ==%§ f‘k——_gg*(f) est une norme sur 1'espace
Lz(il) . X partir de la démonstration du théordme 2.1. il en résulte

g*(fﬁ\g.gc(f? = Cl“fﬁz(jl) [ c;?0 Qépende ~de .81 ) done

g* est une norme continue sur 1'espace IL2(L) .

REMARQUE 2.4. g n'est pas une norme équivalente & la norme

de L2(n); vraiment , 8'il existe c,%0 tél que

(18) o Nl S eeny - Ngalen)
L°(8H) ; , S

boup (f )

‘ g ' . 2
P o P . °
: y Pbase orthonormée dans l-espace LECn) cen a




=

7 : . : i : ' l
|\_fn“L2(&) L1, Fuenes kim0 o N acEEER) (£ Ve w
sont les coeficients de Fourier de VwaHi(Jz) pour la base -orthonormée
(fn)n‘cN ). Soit ve—}%(&) , v+ 0 & Alors: jv) =20 ot done =

: £ : i

¥yev0 ,3In €N tel que ¥ n» ng ’\Lﬁz%\é ¢ =—>\(-_fn,v)\ <ejlv)

. . . _ sl ;
donc g (£) = 1nf§\g>/0\ga(V)->,\(fn,v)\, fvell(n) , v ¢ 0 J<&,.
Alors il en résulte que g*(fn)——ﬁ~50 et par conséquent (18) n'est

.pas. vraie.

5. INTERPRATATION DES RESULTATS

Dans le casA particulier f = c&R , Mggalité (16) devient :
g*(d) = g*(l'c) = ¢ g (1) = al\c| ou a = -g*(l)#o (voir (15)) '
dépend seulement de <L .. :

Nous considerons un fluide de.Bingham ayent le seuil de plas-
ticité g0 qui est soumis dens le cylindre & une chute linéique

de pression c¢ ; le graphiQue'de la fenetion ¢ —>g (c) = alcl:

s R R admet les suivants interprétations physiques(voir Piged.)tc

&

T - ‘
\ - . /,g*m ciaey e

N
% e

olg)_ ; % (%\C)

v
e

: 0 : LE\°§
Pip, 2.
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a) pour lég points (c,g)ER x'R+Vavecgg>é?(c)v(la zone ha-
churée),le fluide de Bingham ne se déplace pas dans le cylindre.
b) pour les points (c,g)ER x R, avec g<:g (c)yle fluide de
Bingham se déplace dans le cylindre.

c) étant donné g ,pour les chutes llnélques de pression ¢ >c= g
les fluides de Bingham ayant le seuil de plastlclte g se déplacent

dans le cylindre et pour les chutes llnélques -de pres31on
0LeXo —5 les fluides de Bingham ayant le seull de plast1c1té
g sont bloqués dens le cylindre.

d) étant donné T 20,1les fluides de Blngham ayant le seull de

: plastlclté g tel que g<:g—a\o\ se déplacent sous 1l'action de

la chute llnélque de pression © et les fluldes de Bingham ayant
le seuil de plastlclté g te; Que g,,g = alc| ne se déplacent pas
" sous 1'action de la chute linéique de pression ¢ .

e) pour T <0 le commentaire de a) péut Btre répété 3 1sa cauée

de la symetrie de 1'é&coulement du fluide : ﬁ(-f) = u(f) , .
V‘fé:Lz(JIJ ot - ulf) -est la solutoin de 1'inéquation (2) pour
g et fixés. . | E .

i f) les résultats et les 1nterprétat10ns de a), b) elid), e) sont
1ndependents de la v1s0081té‘/pk(v01r lemme 2.3, )
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