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INTRODUCTION

La no%ion de module . A ~injectif a &té introduite
par Faifh dans le iravailf'[B], létude de ces modules
dtant ultériéurement developpée dans beaucoup de tra-.
vaux (voir par exemple e, e o) :

Lavnotién duale de module A* ~projectif a té in-
troduite dens le travail [11].

; Dans les travaux [3],[1l] on a montré que 1'étude
des modules As—injectifs sur un anneau arbiiraire est

équi§alent 8 1'étude des modules A -injectifs sur un -
' anneau semi-primaire.

Par la suite, dans le paragraphe 1 on met eh evi-
dence la'liaisqﬁrentre‘les modules A_finjectifg et les

modules',ﬁf-projectifs.



En utilisant le théorzme l;l du péragréphe 1,deans
le paragraphe 2 on démontre que toute catégorle de Gro-
thenéleck ayant un générateur artinien eut équivalente
avec une catégorie de modules sur un annesu artinien &
droite (théor2me 2,1). Dans la démonstration du théoréme .
2.1 ont été utilisés le théordme de Hopkins—ievitzki'
pour une catégorie de Grothendieck et aussi le théoréme
~de Gabrlbleopescu. (I1 est bien connu que le ihéoréme de
: Hopklns~Lev1tzk1 est 1ié & 1'étude des modules A -~in-
jectifs [11],[14].) '

Dens le paragfaphe‘3 sént donnés de nouveaux résul-
tats sur les = S3( A )-anneaux.

Dens le paragraphe 4 est étudide la'décomposition

e A T A S I s S G

primaire su sens de R.Gordon [5] des A -anneaux. On
obtient en particulier quelgues résultats de Lenagen et ﬂ

Moss [9] .

1. MODULES A -INJECTIFS ET MODULES [§~4PRCJECTIFS

SUR UN ANNEAU SEMI~PRIMAIRE

Dens .ce travail R désignera toujours un anneau
~unitaire et _Mod R 1la catégorie des R-modules & droite
unitaires;

Seilt B - une topologie additive sur R [16]; un mo-

dule M est F-de torsion si AnnR(x)éEF pduf tout x & M ;
s8i pour tout xelM,x # O, AnnR(x)¢]?,;M 8'appelle F~sans.
torsion., Soit L © M um sous-module de M. et x&l, alors

nous notons:



(L:x) = {AGR/X)\EM} et 1 —~{xeM/ (L; X)GF} ,
I1 est clair que si L yL' sont deux sous«modules de M ;
eleong. AL N1 =47 AL ‘

Désignions par Cp(M) 1l'ensemble Cp(M) = {L oM/ L™= p}.'
Il est clair que L™ = L <=5 M/L est un module F-sans

torsion.

CF(M) est un treillis modulaire complet pour la relation

d'ordre d'inclusion [2] ,[16] .
Si M =ARR nous avons le treillis CF(R) = {I idéal a
droite LI5= T )., Onwoit que si I est un idéal bila-
toreide R alors I~ est un iddal bilatere .
Nous dirong que M&Mod R est F-artinien (F-noethérien)
si Cp (M) est un.treillis'artinien (noethérien)

On sait [2] que si R est F- artlnlen (r~noethérlen) et
M est un module de type flnl alors M est F- artlnlen '
(F—noethérlen).

Soit Qp un R-module injectif ; 1'ensemble

= {I id¢al a droite / Hom(R/I,Q) = 0} est une topo-

1ogie_addifive sur R qui S'appelle la topologie co-en-

gendrée de Q. Dans ce cas si MeMod R, on dénote plus

. simplement le treillis Cp (M) par CQ(M).
: Q '

11 est bien connu 2k [16] que N(EC (M) si et
seulement si 11 existe un ensemble non-v;de AN tel que
0 — I/N ——a-Q :

Le module 1nJect1f Q s'appelle Zl(resp. A )wlngectlf

] [11] sl le trelllls C (R) est noethérlen (resp.

artlnlen)



: I1 est bien connu que si Q est A ~injactif,élors
Q est 2 ~injectif (voir [3] Ahe .

Si Q est un 1n3ect1f alors Q est ZS~1nJect1f =
Q % C)Q , ou Q. est un module A ~injectif indécompo—
i sablzegour tout 1é§I (voir [11],le corocllaire 4. 7 et 1e

.,théoréme 4.8,

Si A = Endp(Q) est 1'anneau d;endomorphiémes:de Q,
on dénote per Biend(Q) 1'anneau des biendomorphismes de
Q,-é?est—éédire Biend(Q) = EnqAﬂQ). On sait'[B],[lquue
si Q est un injectif, alorst est A -injectif <=» Q est
un A -injectif sur l'énneaurBiénd(Q) ;‘de plus, Biend(Q)
es£ un ennesu semi-primaire. »

| D¥icd on voii que 1'étude des modules Zx—injectifs
sur 1'snneau R est équivalente & 1l'étude des modules Z§~_
injectifs sur un anneau semi-primaire (nous rappelions

qu'un enneau A est semi-primaire si A/J est un anneau

semi«simple artinien et J est nilpotent,<oﬁ J est le ra-
dical de Jacobéon de A).

Aussi il est bien connu [ 3 ] ,[11] qu'un module 3 -
~injectif sur un anneau semi-primaire esi.uﬁ module 'zx -
“injectif .’ ‘

) Sdit maintenant Py uh R-module projectif; 1'en-

semble Fp= {1 idésl & droite / Homp (P,R/I)= 0} est e
"topologie additive sur 1Ténneau‘R; Le moduié- P s'appelle

' Z:*(resp. [fe)éprojectif [11] si le tfefilis‘C@ (R) est
3 "'P‘

=3
O
(6]
o
(o3
(6N
k
o
0]
b1
—~

"
&

[¢¥)

sp.artinien), Si'P est un module projectif
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de'pype fiﬁi, d'aprés'ie theondme 2.7 [10], B est A - '
projectif — ﬁ'ﬂ:)Pi , ol Pi.est un’ module zﬁ%-pro—
jectif'indécompOSabiZIpour tout i €1, i

~Aussi, si P est un module 2:*-projectif sur uh anneau
semi-primaire, alors P est. lfiwprojectif.
Dans ce paragfaphe on ‘met en evidence la liaison en-

' @k : *
tre les modules A -injectifs et les modules A\ -pro-

jectifs sur un enneau semi-primaire.

Théoréme 1.1 ‘- Soit R un anneau semi-primaire. Il existe

uné correspondance bijective entre 1'ensemble des types
dés modules A —injéctifs indécomposables et 1'ensemble
des types'des~méduleé C?'—projectifs indécomposables de
type.r Lini., .

Démonstration Soit Q un module A ~injectif indécompo-

. sable. Alors le socle 8, @ = S est un module simple.

Soit Py = s

Nous démontrons que FQ = FP . Pour cela nous moritrons

>0 1l'enveloppe projective de S [i]'. :

que si M€ Mod R, alors Hom(M,Q) = O ci:>Hom(PQ,M) = .0, En
effet, nous supposons que Hom(M,Q) = O, Si M # O, nous .
définisons sur M- -la filtration

M:Mojmllz e o 0 DlwIlD e ® 3
ol My =, J5M (' étent le radical de Jacobson de R),
- Comme R est sgml—prlmalre, Mk/Mk+l est un module semi-
simple pour tout k » 0. De plus, comme J est nilpotent,

11 existeiun nombre naturel n tel que:Mnn Qe



...bs«

Maintenent si Hom(PQ,M) # 0 alors il existe un ndmbre
naturel i ﬁel que Hom(PQ’Mi/Mi+l) #0 et par suite il
existe un module simple S'C M;/M, ., tel que Hom(PQ,S')

# Q.I Soit fe;Hom(PQ,S'), f #0 ; alors Ker £ et Keroc
vsont deux sous-modules maximéux de PQ.’ Si Ker T f Ker of,
.'alofs Ker £ + Ker f = PQ et comme Ker o est ﬁn<sous- :
module "small" de PQ [1] , on obtient que Ker £ = PQ et
par suite T = @5 cohtradiction. Donc Ker £ = Ker of et
rpér suite S'~ S. D'autre part, comme Hom(M,Q) =.O et
comme Q est injeciif, alors Hom(Mi/Mi+l,Q) = @epour-tout
i» 0 et donc Hom(S,Q) ﬁiHom(Sl;Q) = Q, contradiction.
Par suite Hom(M,Q) = O =) Hom(P(,M) = 0 .,

De‘la méme fagon on démontre que Hom(PQ,M) 20—
Hom(M,Q) = O. Par suite, comme Q. est A -injectif,alors
R est artinien par rapport & la topologie additivé EPQ-i
EQ s Yo PQ est un module Ar#projectif indécomposable
de fypé i Py .

Réciproquement, si P est un module ¢Q?—projectif indécom-
posable, alors d'aprds le théordme 27.11 RS R

ot e est un élément idémpotent primitif et de plus

© gR/eJ = S est un module simple. Si on pose Qp = E(S) et

comme P est l'enveloppe projective de S, on a Fp, = EQ ‘
S | - 12 i
Donc Qp est un module A-injectif., D'ici on voit, que : §

" les applications Q———aPQ.et P ’QP sont invérses

* 1'une de 1'autre. f.k s

Corcllaire 1.2 Soient R un enncau semi-primaire et Qg un
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module Z&—injectif indécqmposable. Alors il existe un
élément idémpotent et primitif e ER tel que .
Biend(Q) =~° EndeRe(Re)

Démonstration vSoitﬁP le module Af'-projectif associd b
Q. Alors il existe un élément idémpotent et ﬁrimitif eezﬁ
tel que P & eR. On dénote par F = FQ = FP 5 D}aprés le
lemme 2.7 [11], l'anneau de quotients RF de R par rapport
"3 F est égal b Biend(Q) et aussi dPapréé le corollaire’

3 soSI RF.ei Biend(PQ*) (PQ*'est le module "dual" de

P, , c'est-b~dire PQ% = Hom(Pq,R)). Comme PQ*:X Re et

Q
*® .
End(Py") gRe , alors Biend(Q) ~ End_p (Re).

2. SDES CAféGORIES DE GROTHENDIECK LOCALEMENT ARTINIENNES

Une catégorie de'Grothendieck e s'appelle
localement artinienne (resp. noethérienne) si elle a dne
jLéi , U € =, de géhérateurs artiniens
(resp. noethériens).

famille (Ui)

On peut mettre la question suivante: une catégorie
1dcalement artinienne ‘est localement noethérienne? Dans
le travail [15] J.E.Roos a construit un exemple par lequel

. 11 donne une réponse négative a cette question,

En échange si la famille (Ui)i<§1 des générateurs
artiniens est finie, alors U =‘C)Iii est un générateur
: : i€l

artinien de & et d'aprés le théordme’ d'Hopkins-Levitzki

pour une catégorie twoie [20] 1121 on déduit que U est



‘.objet noethérien et par suite %f est une catégorie lo-
calement noethérienne. A

Nous démontrerons dans ce paragraphe un résultat
plﬁs'fort | | ,
'Théoréme 28l T ISolent Qf une catégorle de Grothendleck

ayant une femille finie (U )5 i€l de générateurs artlnlens.
Alors % est équivealente & une catégorie des modules sur
un annesu artinien (& droite). " :

Démonstration U = C)IJ  est un générateur‘artiﬁien de

iel 4
¢, D'aprés le théordme d' Hopklns~Lev1tzk1 fimol- [12],

U est un obaet de 1ongueur‘f1n1e et par suite 1'annesu
/ﬁé EndngU) est semi-primaire. D'aprés le théoreme de
 Gebriel-Popescu [7] ! existe un squs—catégorie loca-
lisente cfgcz.Mod /x [4] tel que %f.eét equivalente
avec la catégorie quotient Mod A Al .S T:Modzx-¥—~>€f
est le foncteur ceanonique, alors T(A) =TU et par'sﬁite
j\.esi un annesau értinien par rapport & lé sous—éaté-
gorie localisante <€ . Il existe un module injectif Q
tel que dﬁ?zz{mMsMode / Hom(M,Q) = 0 } . Par suite Q
est un module A —iﬁjectif. Dfapréé le corollaire 4.7
[11] Q= @ Qg ob Q est un module A -injectif
'~1ndécdmpos2;§2 pour tout c( é‘A De plus, il existe un
nombre fini d'injectifs QO(.l Q‘ 2,...,Qﬁxn.tel que tout
' 1nJect1f Qe (<X'EA) est isomorphe h un 1nJect1f de 1a

. f&mille {le’Q.d’Z)'oo,Q a:}}. * - a i
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Si on dénote par Q' = ®ro : alors € ={ M€ Mod A /
' SR e

-Hom(M,Q') = o} Soit SoCi = sﬁ(QoC'i)(lsisn); Soc'i
sont des mcdules simples. .31 PbC. )Scx >0 est
1.t enveTOppe progectlve de SOC alors d'apres le théoréme

T, B = C) P& est un module ﬁf-~projectif de typé
Rinie. blloi noté oﬁ? {Mﬁ&Mod /A / Hom(P,M) = O }

alors dﬁ?P est une sous-catégorie localisante de Mod Ay,
En utilisant le théoréme 1.1 nous avons qué : C%Z% :Jﬁg..
D'apres le corollalre 5.2 J11), les propesitieons 2.5 et
2.5 Jael . Tiebiet V-: T(P) de %{7eét un géhérateur pro-
jectif artinien.'D'épfés le corollaire 1.4 [10] , la ca-
tégorie 'Zf est equivalente é la catégorie des A-modules

3 droite Mod A od A = End(V).

' Remérgue- Dans le travail [10]il a €&té démontré-le théo-

: ré@e d'Hoﬁkins@Levitzki pour une catégorie de Grothendiéck
87: s8i U est un générateur_artinien de %f,Aalors U est-

uhiébjet.noethérien.(ﬁne démonstratidﬁ trés simple de ce
théorzme est donné dens le travail [ 22)9) '

D aprés le théorzme 2.1 on déduit que le thdéoréme 4' Hopk1ns~
Levitzki pour une catégorie de Grothendieck est équlvalent
au théoréme dl Hopklns-Lev1tzk1 classlque tout artinien.é
droite est noethérien & droite.

Mais nous avons vu que pour démontrer ce résultat (c' est-
a-dire le théoréme 2.1)oonsa utlllsé le théoréme d' ﬂopkxns-

S Sk,

Lev1tzk1 pour une catégorle.



3, 2. (A)-ANNEAUX

Un anneesu R s'appelle S (A)-anneau [ 3] si E(Rﬁ)
est un module 3 (resp. A )-injectif. On sait'[Bj,[lI]
qug.tout A ~enneau est un 37 -anneau. ;

Déns le travail [13]on & démontré:que R est un
EQ(ZX)jannead ¢=£71‘anneaﬁ de pdlynémes R[X] est un .

S(/A)-annesu. Aussi, si @ est un module'EQ(resp; A
injectif et IéECQ(R)fest un idéel bilatére, alors R/I
est un X (resp. A )-suneau.

} Dans ce paragrapﬁe nous montrerqns que R est ﬁn
'zj[3)~anneQ1Z:::)i'aﬁneau des matrices Mn(R) est un
(A )=-anneau.
Lemme %,) Soit T:Mod R ——Mod S une éqﬁivalence de
catégories. Si Qg est un R-module, alors Qp est > VAP
injectif &) T(Q) est Qn S-module Z:{£5)~injec£if.

‘Démonstration Supposons que Q = T(Q) est.un module

T(A)-injectif. Si on dénote par U = T(Rp), U est un
générateur projectif de type fini (voir [1],théordme 22.15.
31 FQ est la topologie additive ¢o~engendré du module
injectif § ,alors le treillis Cx(S) est noethérien‘(resp.
artinien)._ Comme U est un S-module de type fini, alors

le treillis Cg(U) est noethérien (resp. artinien),

Soit IEECQ(R); alors i} existe un ensemble A tel que

0 >R/1 >Qf\. Comme le foncteur T est une équiva-

lence, alors on a la suite exacte O——4§T(R)/T(I)~——?T(Q)A

~(U) .

et par suite T(I)GECQ




ey ¥

§i I o8l =0 S S .. eet uﬁe chafne croissente
(resp. Qééroissantg) d'é1léments de CQ(R); alors
T(Il)§5 T(Iz)gg ... est une chaine croissanteA(resp;
décroissénie) d'éléments de CQ(U). Comme CQ(U) es£ un
treillis noethérien(resp. artinien),alors il existe un

nombre naturel n tel que T(in):T(I Y2 ovre o r@ ol con L OD =

n+l
tient que In=In+l=... + Par suite CQ(R) est un treillis

-noethérien (resp, artinien) et donc Q est un module. >,

(A)=injectif. Reciproquement, si Q est un module =
(Z&)~injectif,soit F:Mod S— sMod Bl et el e
propriété que F o T leMéd getToF@ly g . Ditied on:
obtient qué Q22 F(T(Q)). Comme F est une équivaience, .
alors T(Q) est uh mbduie > (A)=-injectif,

Corollaire %.2 Supposons que les anneaux R et S sont

'équivalents‘éu sens de Morita, Alors Restun X (A)-

anneau — S est un 2 () =-anneau.

Démonstration Soit T:Mod R ——Mod S une équivalence de .

catégories. Supposons'que R est un 2 (A )-anneau.Alors
T(E(RR)) est un S-module (A )~injectif. Comme'UzT(RR)‘
est générateur projectif de type fini,il existe un ndmbre

naturel n tel que u? = Sq @ s,

Comme nous avons les suites exactes O SS et
0 —U —»T(E(Rg)), alors on a la suite exacte
O-—9E(SS)-———+T(E(RR))n d'od on obtient que E(Sy4) est

un S-module > (A )-injectif,



Corolleire 3.3 Rest un 3 (A)-anneau (=M (R) est un

(A )-anneau.

4.. DéCOMPOSITIONS PRIMAIRES PCUR A -ANNEAUX

Dans le travail [5] Gordon & présenté une Versién
,pour les'décompdsitions primaifes utilisant la definitioﬁ
suivante pour la notion d'idéal-primaire;
Un idéal premier bilatére de R est agsocie évMR s;il e-
xiste un séus-module non-nul M' < M tel que ‘p = AnnR(M")
bour tout sous-module M" C:M', M" #9057 190n note par |
Ass(M) l'ensemble des idéaux pfemiers associés a M.
Un-moduie M est dit primaire si Ass(M) & un unigue élément.
Ljaﬁneau R s'appelle primaire si RR est un R-module & droite
primaire; un idéal bilatdre I de R s'appelle idéal primaire
si R/I est un anneau primaire. L'anneau R a une décompbéi—
tion primeire (au sens de Gordon (5] ) s'il existe G
igééux'primaires bilatéres I;5I5,000,I,-de R tel que
é:ilk = 0.
On ne sait pas si un;anneau no¢thérien & gauche et & droite
qdelconqué a une décomposition primaire.
- Uh‘anneauvR est dit irréductible si pour tout idéeux bila—
. téres I,J de R, I#C,J #0, dn @ nE + ot
~Lemme 4.1 Soit Run >.(A)-snneau (& droite). Alorslil

5 X y ! > : n
~existe les ldéaqx bitaleres 11,12,...,1n&te1§9ue é:&Ikz o

R/I, est un > (/A)-snneau irréductible pour tout 1 ¢kgn.




. Démonstration Le treillis CE(R)(R) est noethérien.

V'Soit &,ﬂz {iQCE(R)(R), I idéal bilatére /3 11,12,‘;.,,1'1)
ECE(R)(R). des idéaux bilateres tel que Ileﬂ Igf\,v..ﬂlp
et JR/Ik est un anneau irréductible pour tout lékgp } .
Si CE(R)'(R) -:g;f 2, alors Cp py(R) - ‘contient un élé~-
ment meximel I. Comme I¢ S, alors R/I n'est pas un
annesu irréductible ef par suite il existe deux idéaux
bilatdres I, et I, tellque I=I, NI, et I#I;,I#1,. D'ici
on déduit que I=T"= (I;N I,)"=INI,. Si on note J =I " et
J2=I’2V ; zaxlo‘_xrs-Jl,J2 sont idéaux bilétéres et Jy,95 €
CE(R)(R)" Comme J AL et J,#I, alors Jy,d, ¢ gf et par
suite J1=Alﬂ.Azﬂ s, op LA

Jp= BN B, N ...NB, od 4;,B,E

p’ 2
CE(R)(R), R/A; et R/Bj sont des annesux primaires,
Comme I = Alh Azﬂ...ﬂApﬂ B,N...NB, on op*’cie_nt une
contradiction. Donc & = @.

Lemme 4.2 Si R est un A ~anneau irréductible ,alors R
est un anneau primaire.

Démonstration Soit p,p'GAss(RR), Alors il existe deux

idéaux & droite U,V tel que p = Ann(U) et p' = A.nh(‘f). .
Comme (RU)h(RV) # 0, alors d'aprés le lemme 4.1 [11],
Ass((RU)N (RV)) # @. Soit QG Ass(RUNRV). I1 existe un
idéal & gauche O #Z WCRUNRV tel que g = Ann(W). _Comme.
(RU)p = O, alors Wp = O et par suite pcgq. De la méme

fagon on obtient que p'cq. D'aprés la proposition 4.5

A ) p=q et p': =q et donc p = p'. 5 i



s
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Théoréme 4,3 Si R est un A -anneau & droite, alors R

a une décomposition primaire.

Démonstration On applique les lemmes 4.1 et 4.2.

Un anneau R & dimension de'Krull (é_droite)'[6]
g'appelle K-homogéne si pour tout idéél 3 droite ICR,
I #0, K.dim I = K.dim R".

Corollaire 4.4 ([9), corollaire 14) .Si R est un anneau*

avec la dlmenglon de Krull (& dr01te) et K- homogene alors

R a une décomposition prlmalre.

Démonstration D'aprés le corollaire 2.4 [14] R est un

A-enneau & droite,

Remarque Dens le travail [9] le corollaire 14 est donné

quand R est noethérien & droite et K-homogene.

Coreollaire 4,5 - 81 R ©st un order® . dans un anﬂeau arti-

‘nien, alors R a une décomposition primaire.

Démonstration Eh effet R est un A . -anneau & droite

(woir [13) , le theéordme 2.4).

Remerque Le corollaire 4.5 est plus fort que. le fhéoréme
16" de [9] . v

!
f
H
i
|
{
S
a




T

o ®

 BIBLIOGRAPHIE

1. F.Anderson and K.Fuller, Rihgs and Categories'of
Modules, Springer-Verlag: New York~v
Heidelberg-Berlin 1973. |

2. T.Albu et C.NHst¥sescu, Décompositions primaires dans
les catégofies de Grothendieck commuta-

' tives I, Journal fUr die reine angéw,Math.
1976,280, 172-193.

o B C.Féith,'lnjective mOdules over Levitzki Rings (& pa-
raitre, Lecture Notes,Marcel-Dekker)

den iRy Gabrlel Des catégorles abéliennes, Bull Soc. Math

France ,1962,90,323%-448.

5. R.Gordon, Prlmary,dgcompos;tlon in fight noetherian
rings,Comm.in Algebra,2(1974),491-524.

6l R Gordon and J.Robson, Krull dimension, Mem.Amer, Math

‘ Bech 135(1974)

Towio- SER Gabrlel et N.Popescu, Caracterlsatlon de catégor1es

abéllennes avec générateurs et limites

exactes, G.R.Acad.Sci.Paris,1964,258,

8. C.Hopkiﬁs, Rings with minimal condition for left ideals,
'  Ann.Math.,1939,40,712-T50.

9. T.H.Lenagan and P.B.Moss,'oc~symmetric riﬁgs (preprint)

10. C.Néstéséscu Conditions de finitude pouf les modules;

Revue Roum.Math. Pures et Appl tomeXXIV, nr. 5
1979, 745 758,



ll.AC.Néstésescu, Conditions de finitude pour les modules II,
- Revué Roum.Math.Pures et Appl.tome XXV,nr.4
(1980) ,615-6%0. s.0h
12. C.N#ést#sescu, Théoreme de Hopkins pour 1eé catégories dé
. Grothendieck, Ring Théory,Antwefpul98d;88—93
‘Lecture Notes in Math.825,Springer.Verlag.
13. C.Ndstésescu, Anneadx de guotients et modules > (A)-
| iﬁjéctifs, (& paraitre,Comm.in Algebra).
14 C.Néstéséscu, Modules A -injectifs sur les anneaﬁx a -
‘ dimension de Krull, (& paraitre,cdmm.in'Aig.)
15 J.E.Roﬁs,.Locélly noetherian categories ahd generalized
strictlyjlinearly compact rings;”Lecture
Notes in Math.,92,197-227,Springer Verlag.
A-16. Bo Stensﬁrém, Rings of Quotients,An Introduction to

Methods of Ring Theory, Springer Verlag,1975

T

TSP




