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rNrRODUCTrOlt

La not ion de module.  A.* in jeet i f  a  d td in t rodui te

par  Fai th  dans le  t rava i l  [yJ ,  ld tude de ces modules

dtant  u l tdr ieurement  developpde dans beaueoup de t ra- .

vaux (vo i r  par  exennple 111]  , I , t lJ  r [ f+ ]  ) "

La not ion duale de module d -pro ject i f  a  d td in-

t rodu i te  dans  le  t rava i l  [ l I J .

Dans les t ravaux [ f  ] ,  [ f f ]  on a montrd que I 'd tude

des upduLee A *inject i fs sur un anne&u arbitraire est

6quivalent u 1'dtude des modul-es A - inject i fe sur un

anneau semiprinnaire. .

Par La suite, dano le paragraphe

dence la 'L ia isoq entne .Lee modules A
)&

modu les  d -p ro  j ec t i f  s .

L on met en evi-

- i n jec t i f s  e t  Les
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Sn u t i l i san t  le  thdorbne 1 .1  du  parggraphe l ,dans

le paragraphe 2 on ddnontre que toute catdgor ie de Gro-

t f renf ieck ayant un gdndrateur art in ien est .  dquivalente

avec une catdgor ie de moduleu sur un anne&u art in- ien b

dro i - te  ( thdorbne 2 .1) .  I )ans  la  c ldmonst ra t ion  du  thdorbme ,

2"L  on t  d td  u t i l i sds  le  thdorbme de Hc. rpk ins-Lev i tzk i

pour une catdgor ie de Grothendieck et  aussi  i -e thdordme

de Gabr ie l *Popoocu.  ( I1  es t  b ien  connu que le  thdordne de

Hopk ine-Lev i tzk i  es t  l id  b  1 '6 tude des  modu les  a  * in -

ject i fs [n]  ,  [ r+i  .  )

Dans le paragraphe 3 son! d'onnds de

tets  sur  les  X(  A ) -anneaux-

Dans le  paragraphe 4  es t  d tud ide  La  ddc .ompos i t ion

pr ima i re  au  sens  de  R.Gordon t51  des  a  -anne&ux.  0n

obt ien t  en  par t i cu l ie r  que lques  rdsu l ta ts  de  Lenagan e t

I f ioss  Lg  ]  .

IC

l", M_op,uLEg a -rNJEgrrg't pr MODUT,ES a :PBCJECTTIE

suR uN ANNEAU sEivlI:88LUAI-Bg

'  Dens .ce  t ravu i l  R  dds ignera  tou jours  un  anneau

un i ta i re  e t  Mod R la  ca tdgor ie  dqs  R-modu les  b  d ro i te

u n i t a i r e s .

$o i t  F  une topo log ie  add i t i ve  eur  R [ f0 ] ;  un  mo-

du le  M es t  F-de  to rs ion  s i  Anno(x)g t r ,  pour  tou t  x  6  M i

s i  pou r  tou t .  
" * t "  

t  t ,  Annu t l l  #  F ,  M  s 'apBe l le  F -ssns

tors ion.  Soi t  L  c  M txo,  sous] -nodu1.e.  de M et  r€M,  a1*ors

nous  no tons :

nouveaux rdsul-



t

( 1 , : x )  =  {  \ e R  /  x } a  u r J  e t  r i  = l  *  e v r  /  ( L t x )  d r } ,
11 est  c la i r  que s i  LrL '  sont  deux sous-rqodules de M ,
a l o r s  ( i , 0 1 , , ) -  =  ! l n L , - .

Dds ign ions  pa r  Cr (M)  l , ensemb l *  CF(M) .  =  
[ t  g  M /  L -  =  b ] .

I l  est clair  gue L- = !  <-> M/L est un moclule F-sans

.  to rs ion .

Ctr.  (M) est un trei l l is inod.ulaire cornplet pour la relgt ion

d ' o r d r e  d ' i n e L u s i o n  [ 2 ]  , [ 1 6 ]

s i  M  =  R*  nous  avons  le  t re i r l i s  cF (R)  =  
[  r  i dda r  b

dro i te  /  r -  =  r  ]  .  on vo i t  que s i  r  est  un iddal  b i la-

tbre de R 
' ,  

alors I-  est un idJal bi latdre o

Nous d i rong que M€tdod R est  F-ar t in ien (F*noethdr ien)

s i  C ,n (M)  es t  un  t re i l l i s ' a r t i n ien  (noe thd r ien )

0n  ga i t  [ 2 ]  que  s i  R  es t  F -a r t i n ien  (F -noe thd r ien )  e t

M est  un module de type f in i  a lors  M est  F-ar t in ien

(F -noe thd r ien ) .

Soi t  Q,  un R*urod.u le  in ject i f  I  1 'ensemble

F Q = { I i d d a 1 b d : r o i L e / H o n ( R , / I ' Q ) = o J e s t u n e t o p o -

"  log ie  addi t ive sur  R qui  s 'appel le  ra  topolog ie co-en-

gendrde de Q.  Dans ce cas s i  Me Mod R,  on ddnote ptus

s implement  le  t re i l l i s  C"  (M) par  C. . , ( tv l1 .' Q  r {

11 es t  b ien  connu [  21 ,  [ f0 ]  que I , r  €Ce(M)  s i  e t

seulement.  s i  i l  existe un err*"*Lle non-vide n teL que

O ------+ M/N ---+ d^ .

L e  n o d u l e  i n j e c t i f  Q  s ' a p p e l l e  E ( r e s p ,  A  ) . i n j e e t i f

l l ) , [ f f l  e i  1 e  t r e i l l i s  C 0 ( R )  e s t  n o e t h d r i e n  ( r , e s p .

a r t i n i e n ) .
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11 est  b ien connu que s i  Q est  A - in je .c t i f  ,a1ors

a  e e t  |  - i n j e c t i f  ( v o i r  [  ] ]  , [ r r l  ) .

.  S i  a  es t  un  i n jec t i f  a lo rs  Q  es t  A  - i n jec t i f  e>

A = .@_Qi ,  or) Qi est un moduLe A - iniect i f  inddcompo-
i € I t 4'  sab le pour  tout  i  €  I  (vo i r  [ r f ]  r fe  coro l la i re  4 .7 et  l -e

. t h d o r b m e  4 . 8 ) .

S i  [  =  Endr (Q) .  es t  1 'anneau  d iend .o rno rph isues  de  Q,

on ddnote-  par  B iend(Q) 1. 'anneau dee b iendomorphisme$ de

Q ,  e ' e s t - h - d i r e  B i e n d ( Q )  =  E n d ^ ( Q ) .  0 n  s a i t  I l ] , [ f r ] q " "

s i  a  es t  un  i n jec t i f ,  a lo rs  Q  es t  A  * i n jec t i f  < : )  Q  es t

un  A  - i n jec t i f  su r  L ranne&u  e iend(Q)  ;  de  p1us ,  B iend(Q)

. est un anneeu seni-primaire.

D ' ic i  on vo i t  que 1 '6 tude des rnodules A - i -n ject i f 's

su r  l - ranneau  R  es t  dqu iva len te  h  1 'd tude  des  modu les  A -

. inject i fs sur un anneau .semi-prinaire (nous rappel lons

qF'un anneau A est -semi:primaire- si A/J est uin anneau

semi-s imple ar t in ieh et  J  est  n i lpotent ,  o f i  J  est  1e ra-

d i ca l  de  Jacobson  de  A) .

Auss i  i l  es t  b ien  connu  [ :  ]  , [ f f  ]  qu tun  nodu le  Z -

inject i f  sur un ntt*rL semi-primaire est un module A

i n j e c t i f ,

.  So i t  mainten 'snt  PR un R-module pro ject i f  I  1 'en-r(
semble f , ,=  { I  iddat  b  dro i te  /  HonU(p, t t , / I1= 0 }  est  uner L

' t opq l ,og ie  add i t i ve  sur  L f  anneau R.  Le  nodu le  F  o 'appe iUe
.  - ) 6  ,  ^ * ,

Z ^  ( r e s p .  N  ) l p r o j e c t i f  l f f l  s i  l e  t r e i l l i s ' C , ,  ( R )  e s t
P,

noe thCr ren  ( r ' esp .a r t i n ien ) ,  S i  P  es t  un  noduLe  p ro jec t i f



de  l ype  f i n i ,  d 'ap r&s  le  thdo rbme '  2 ,7  f fO ] ,  f

pro ject i f  <- )  P :  @ P* ,  or )  p*  est  un-module
'  j r T  I

.  I C J

j ec t i f  i nddconpo$ab le  pour  tou t  i € f .

e s t

d
N *
-pro-

Aussi,  si  P es! un mod.ule l*-p"o jeet i f  sur un anneau

semi -p r ima i re ,  a lo rs  p  es t  C  -p "o jec t i f .

lans ee paragraphe on .met en evid,ence }a

t re  les modules A - in ject i fs  e t  les  nodules

ject i fs sur un &nneau seni-primaire.

Th6.o,r '9pe 1.1 '  soit  R un aRneau semi-primaire. r l  existe

une cof fespondance b i ject ive ent re  1 'ensemble des types

des modules A - in jeet i fs  inddcomposabres et  l ,ensemble .

des types des modules d -pro3ect i fs  inddcomposables de

type f ini- .

lggggelggli.g* Soit e un module A -injectif inddeonpo-

sable.  A lors  le  soc le  s5 Q = s  est  un module s imple.

Soi t  te-5- ,  S -> O I ,enveloppe pro ject ive de S t f  l

Nous d€montrons eue Fn = Fp.,.  pour cela nous montrons
v

que  e i  M€Mod R ,  a lo rs .  Hon( lU rQ)  -  e  ( - )Hon(pn rM)  =  0 .  Sn

ef fe t ,  noys supposons que Hom(Ui ,e ;  =  O.  S i  M f  O ,  nous.

ddf in isons sur  M 1a f i l t ra t ion

M  =  M o f  M l  =  . . .  = q a  =  . . .

l-
oi l  M* =.  J*M ( J dtant le radical  de , . Iacobson de R) .

comme R est ee.mi-primaire, M/Mt*r est un module semi-

s inp le  pour  tout  k  ) ,  0 .  De p lus,  comme J est  n i lpotent ,

l ia ison en-
^xu -pro-

iI existe un nornbre naturel- n tel eue Mr.n O .
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Maintenant  s i  Hom(PgrM) I  o  a lor$ i r  ex is te 'un nombre

natureL i  te l  que Hom(PU,Mi /Mint )  I  0  e t  par  su i te  i l

ex is te  un module s imple S 'c '  Mi /Mi* t  te1 que Hon(Pe'S ' )

f  o .  s o i t  f  6 H o m ( P q r s ' ) r  t  l  o  l  a l o r s  Y ' e r  f  e t  K e r o c

sont  deux sous-modules nax imaux de Pe.  S i  Ker  f  I  Keroc,

alors Ker c( + Ker f = Pe et conlne Ker oc est un sous*

module "smal1"  de Pe t f l  r  oo obt ient  que Ker  f  =  Pn et

par  su i te  f  =  0 ,  cont rad ic t ionn Donc Ker  f  =  Ker  cC et

par  .su i te  S '  a i  S.  Draut re par t r  comr ie  Hon(MrQ) = '  O et

comme Q est  in ject i f  ,  .a lors  
Hon(Mi /Mi+I ,Q)  = O pour  tout

L ) rO  e t  d^onc  Hon(S ,Q)  c r  Hom(5 l  rQ) .  =  O ,  con t rad ic t i on .

Par  su i te  i {om(M,Q) = O - )  Hon(Pe, 'M)  ;a  Q t

D.e l .a m€me f agon on ddmontre que Hom(Pe rM) = Q .:)

Hom(M,Q)  =  O . '  Pa r  su i te ,  co rnme Q es t  A  - i n jec t i f  , a lo rs

R est  ar t in ien par  reppgr t  h  1a topolog ie addi t ive Fo ;
' * Q

{q .  Donc Pe 
"st  

un nodule 
{-O"oject i f  

inddcomposable

d e  t y p b  f i n i ,

Rdc ip roquer ren t ,  s i  P  eg t  un  nodu le  d -p"o iec t i f  inddcom-

posab le ,  a lo re  d 'aprbs  le  thdorbne 27 . IL  [ f  ]  , '  P  ' !  eR

or )  e  es t  un"d ldmeni  iddmpotent  p r im i t i f  e t  de  p lus

eR/eJ = S est un module sinple. Si on pose Qn = s(S) et

c o m m e  P  e s t  I ' e n v e l o p p e  p r o j e c t i v e ' d e  S r . o n  *  F p  = ' e , , .

Donc Q,  es t  un  moduLe A- in ;ec t i f  ,  . J ) r i c i  on  vo i \  que

'  l -es. appl icat ions Q--rPn et P -->Q, sont inverses

' I  t  une de It  autr.e .  r \  --

!gl:gt!gire-l*2 Soient R un snneau semi-prirnaire et QR un



nodu le  A  - in jec t i f

616ment  iddmpotent  e t

Biend(e  )

Ddnonst rat ion Soi t  P

Q.  A lo rs  i l  ex i s te  un

te1 que P n.,  eR. On

'-:.|
1 -

inddcomposable.  A lors  i l  ex is te  un

pr i ro i t i f  e€R te l  que

.\.t ' E*duR* ( Re )

le  module d -p"o ject i f  assoc id h

dldroent iddmpotbnt et pr imit i f  e € R

ddnote par  F = Fe = Fp .  D 'aprbs le

d ' a p r l s  l e  c o r o l l a i r e '

es t  le  nodu le  "dua l "  de

) .  C o m m e  P ^ *  -  n e  e t
Ld

rv Erdu'u (Re ) ,

lemme 2 .7  [ f f J ,  l ' anneau de  quot ien ts  R"  de  R par  rappor t

h  F  e s t  6 g a 1  b  B i e n d ( Q )  e t  a u s s i

7.6 [ r r ]  ,  RF ru Biend(te*)  i rUx

Pe ,  c 'e 's t -b-di re te* = Hom(PerR)

nnd( lO*)  rg .  eRe ,  a lo rs  B iend(Q)

3r psq -c f$Gg.RrES pE- GRqrss$prECK TOCALEMENT A4gJljIENligs

Une 'ca tdgor ie  de  Gro thend, j -eck  V s 'appe l le

loca lement  a r t in ienne ( resp ,  noethdr ienne)  s i  e l le  a  une

f a n i l l e  ( U i ) i € I  ,  U i a  V  ,  d a  g d n { r a t e u r s  a r t i n i e n s

( r e s p .  n o e t h d r i e n s ) .

.  On peut  met t re '  la  ques t ion  su ivante :  une ca tdgor ie

locaLement  a r t in ienoo,€s t  loca lement  noethdr ienne? Dans

l -e  t rava iL  t l5 ]  J .E .Roos & cons t ru i t  un  exemple  par  l -eque}

i }  donne une rdponoe ndgat ive  a  ce t te  ques t ion .

$n  dchange s i  la  fami l le  (U i ) i  
e  I  des  gdndra teurs

ar t in iens  es t  f in ie ,  a lo rs  U =  ' .Q_Ui  es t  un  g6ndra teur
i € I  r

ar t in ien r i .e  7 '  e t  d 'aprbs le  th6orbmg'd 'Hopkins-Lev i tzk i

pour  une catdgor ie  (vo i r  [ fo ] ,  [ fz ]  I  on d6dui t  que U est



ob je t  noeth6r ien  e t  Par  su i f ,e

ca lement  noethdr ienne .

f f  ,st  une ca,tdgorie 1o-

Nous ddmontrerons dans ce parsgraphe un rdsultat

p lus  fo r t :

Soient  % unu cat6gor ie  de Grothendie ik
.

ayant  une fan i l le  f in ie  (Ui ) ie I  de g6n6rateurs ar t in iens"

Alore 7 est dquivalente b une cet6gorie des modules sur

un anne&u ar t in ien (h  dro i te) .

Pdmonstr?t ion u = .@-ui est un gdn6rateur art inien d'e
'  

i € I r

?  ,  D 'ap r l s  l e  thdo rbme d tHopk ins -Lev i t zk i  I  fO l  . ,  I  f e l  ,

U est  un ob jet  de longueur  f in . ie  e t  parrsu i te  l 'anneau

A = End 
€$)  

est  semi-pr imai re .  D 'aprbe le  th60rbme de

Gabr ie l - fopescu [  ?  ]  ,  i l  ex ie te  un sous-catdgor ie  loca-

l i  sante .e c Mod A [ 4 ]  tel  que V est equivalente

avec  la  ca tdgor ie  quo t ien t .  Mod  A  / r f r , .  S i  T :Moo  n - ,

qst  Le foncteur  canonique,  a lors  T(n)  = U et  par  su i te

n est un anneau art j-nien par rapport h la sous-catd-

gor ie  loca l isante ,4  .  I1  ex is te  un module in ject i f  A

t91 que ,4  = {ure I1 ,odA /  Hon(M'Q) = o }  -  P&r .  su i te  Q

e st un nodule'  A - ir i ;e ct i f  .  D. '  aprd s le corol laire 4 .7

[rf ;  a s @ Qe or) Q"6 est un mod'ule A - inieet i f
oc €A

inddcomposable pour  tout  6  €  A.  De p1uP,  i l  ex is te  un

nombre  f in i  d ' in je .c t i f s  Q cx^-  ,Q oc^r . . . .  rQ61^  te l  que tou t
* l  : ' 2  . * n

'  
i n j e e t i f  Q *  (  6  € . A )  e s t  i s o m o r p h e  h  u n  i n j e c t i f  d e  1 4 "

f amille { n t, ,q €2, . . . rq oJ.
iI



{t-" \.J *

s i  o n  d d n o t e  p a r  Q '  ;  . 6 n r . . ,  a r o r s  , r e  = { M € M o c l A  /
i = 1  

- - 1

H o m ( M , Q ' )  =  0  J .  S o i t  * * ,  *  s e r g o c i ) ( ] - < i - < n ) ;  d * *
1.

sont des modules simples, Si PoC. S o-----> 0 est

t ' enve loppe  p rc  j ec t i ve  de  s^ .  ; t ; " -  a ' *p l i "  l e  thdo rbme
n 

v\-i- 
)t-

1 .1 ,  P  -  @ P . , r  es t  un  modu le  A '  -p ro jec t i f  de  t ype'  
i = I  * i

f i n i .  s i '  o n  n o t e  . 4 p  =  t M € M o d  A  /  I I o m ( P , M )  =  0  ] ,

a . lors  , t<p est  une sous-catdgor ie  loca l isante de Mod A '

En ut i l isant Ie thdorbme 1.1" nous avons que ,4, =d{ ,

D 'ap rds  l e  co ro l l a i re  7 .3  [11 l  ,  l es .  p iopoe i t i o r ru  I  " ]  e t

2 .5  [ ro ]  ,  1 ' '  ob  j e t  y  =  f  (P )  de  Y  
"s t  

un  gdndra teu r  p ro -

jec t i f  a r t i n ien .  D 'ap rbs  l e  co ro l l a i re  1 .4  l fOJ  ,  I a  ca -

t6gor ie

h d,roi te

6  
"s t  

equ iva len te  h  la  ca tdgor ie  des  A-modu les

M o d  A  o r )  A  =  B n d ( V ) .

Remqrque.  Dans le  t rava i l  [ fO l i f  a  d td  c ldmont rd  le  th6o-

rdrae  d 'Hopk ins-Lev i tzk i  pour  une ca tdgor ie  de  Gro thend ieck

f :  s i  U  es t  un  gdndra teur  a r t in ien  de  % ,  a lo rs  U es t
. ; .

un ob je t  noethdr ien . (Une ddmonet ra t ion  . t rbs  s imp le  de  ce

thdorbne es t  donnd dens  le  t rava i l  [ fa l . )

D 'aprbe  1e  thdorbme 2 ,L  on  dddu i t  que }e  thdonbme d 'Hopk ins-

Levi tzki  pour une catdgor ie de Grothencl ieck est  dqu. ivalent

au  thdorbme d 'Hopk ins-Lev i tzk i  c lass ique:  tou t  a r t in ien  b

d r o i t e  e s t  n o e t h d r i e n  h  d r o i t e .

M a i s  n o u e  a v o n s  v u  q u e  p o u r  d 6 m o n t r e r  c e  r d s u l t a t  ( c ' e s t *

h-d i re  le  thdorbure  2 .1 )  on  a  u t i l . i sd  ] .e  thdordrae  d 'Hopk ins-
' _ . : . .  

r  _ ! j . .
"  '  

. a i ,Lev i tzk i  pour  une ca tdgor io .
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Dans ce paragrephe nous montrerons que

Z( A ) -anneau (_-) I '  anneau des matr ices

E( A ) -anne au .

Un &nne&u R s 'appel le  Z (  A)-Bnr Ie&u t : ]  " t  l (RR)
e s t  u n  m o d u l e  Z ( r e s p .  A  ) - i n j e c t i f .  0 n  s a i t  [ 5 l , L r r l

qug tout A *anneau est un Z -anneau.

Dans Le travai l  I  f l ]  on a ddmontrd que R est un

>l (A)-anneau <: ' )  1 'anneau d.e poLyndmes n[X]  est  un

Z ( A ) * a n n e q u .  A u s s i ,  s i  Q  e s t  u n  m o d u l e  E ( r e s p .  A ) -

i n  j ec t i f  e t  I €Ce(n )  es t  un  i c ida l  b i l a t& re ,  a lo rs  R / I

e s t  u n  X  ( r e s P '  A  ) - a n n e a u .

R est  un

( R )  e s t  u nn -

Soit  T:Mod R ->Mod S une dquival-ence de

e a t d g o r i e g .  S i  Q *  e s t  u n  R - m o d u l e ,  a 1 - o r s  Q *  e s t  ' t  ( A ) -

i n  j e c t i f  ( - )  f  ( a )  e s t  d n  S - m o d u l e  t  (  A  ) - i n  j e i t i f  .

DdUqqqlrql lqn Supposons que 0 = T(Q) est.un module

Z ( A ) - i n j e c t i f  .  S i  o n  d d n o t e  p a r  U  *  T ( R n ) ,  U  e s t ' u n

gdndra teu r  p ro jec t i f  de  t ype  f i n i  ( vo i r  [ 1 ] r th6o rbme 22 .L )

Si Fq est La topologie addit ive co-engendrd du module

in jec t i f  Q  ,a1ors  l e  t re i l l i e  C6(S)  es t  noe th6 r ien  ( resp .

ar t in ien) .  Comme U est  un S-nodule de type f in i ,  aLors

le  t re i l - I i s  C6(U)  es t  noe thd r ien  ( resp .  a r t i n ien ) .

so i t  l eCn(R) ;  a lo rs  i l  ex i s te  un  ensemb le  A  te1  que

O ---> R/I ---.>Qn . Conme le foncteur T. est une 6quiva-

lence , '  a lo rs  on  a  Ia  su i te  exac te  O- - -+T(R) /T ( I ) - - -+ f  (Q)A

* i  p e r  s u i t e  T ( I )  € C 6 ( U ) .
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S i  r .  E  r ^ =  - - - €  t  €  c h a l n e  e r . o i sL  -  Z 5  c  r  . 5 . 1 r , 5  r .  .  € s t  Q D €  c h a t n e  c r o i s s a n t e

h e  s p  .  d d c r o i s s a n t e  )  d ' d l d n e n t s  d e  C O ( R  )  r  a l o n s

r  ( I r )  5  r  G ) =  .  .  .  e s t  u n e  c h a f n e  c r o i s s a n t e  ( r e s p ,

d6  c ro issante  )  d 'd ldments  de  C6(U )  .  Comme C6(U )  es t  un

t re i l l i s  noethdr ien( resp ,  a r t in ien)  r  aJ -ors  i l  ex is te  un

n o m b r e  n a t u r e l  n  t e l  q u e  T ( I r r ) = T ( I n + l ) = . n .  d ' o r )  C I n  o b -

'  t i e n t  q u e  I n = f n * l 3 . . .  .  P a r  s u i t e  C e ( R )  e s t  u n  t r e i l l i s

.  n o e t h 6 r i e n  ( r e s p .  a r t i n i e n )  e t  d o n c  Q  q s t  u n  m o d u l e . . Z .

(  A ) * i n j e c t i f  ,  n e c i p r o q u e m e n t ,  s i  Q  e s t  u n  n o d u l e  D

(  A  ) - in  jec t i f  , so i t  F :Mod S - - - -+Mod R le  fonc teur  avec  la

propr id td  que F  o  T  d  lUod a  e t  T  o  l -  c l  lmod S .  D ' i c i  on .

o b t i e n t  q u e  Q  ̂ a  I I ( T ( Q ) ) .  C o m m e  F  e s t  u n e  d q u i v a l e n c e ,

a l o r e  T ( a ) "  e s t  u n  m o d . u l e  :  (  A ) - i n j e c t i f  .

ApfgUgUg_I-3 Suppqsons due les anneaux R et S eont

dqu iva len ts .au  sena  de  Mor i ta ,  A lo rs  R  es t  un  t  (A ) -

anneau( - )  S  es t  un  I  (A ) -anneau .

Ddmonstrat ion Soi t  T ;Mod R - - -+Mod $ une dquiva lence de

catdgor igu.  Supposons que R est  un Z (A)-anneau.Alors

f  (E (RR) )  €st  un l i *module :  (  A )  * in ject i f  .  Comme g=f (R*)

es t  gdndra teur  p ro jec t i f  de  type  f in i , i l  ex is te  un  norobre

nature l  n  te l  que Un =  S,  @ U '  .

Conrme nous avons les sui tes exactes 0 _--S, . - - -Un et

O -> g -2T (E (  RR ) )  ,  a lors on a.  la sui  te exac te

0 - ) E ( S S )  - - : T ( 0 ( R R ) ) n  d , o r )  o n  o b t i e n t  q u e  E ( S S )  e ? t

un S-moduLe > (A )* in ject i f ,
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C oro l la i re  3  . t Rest  un t  (A ) -anneau ( - )Mn(R)  est  un

I ( A ) - a n n e a u '

. a

4 . pEqoMrOsrJlJoNS PRrftlArRis PcuB a -AuIEAgx

Dans le travai l  t5] Gord.on a prdsentd une version

pour  les d6composi t ions pr imai res ut i l isant  la  def in i t ion

suivante pour  la  not ion d ' iddal  pr imai re  '

U n  i d d a l - p r r e r n i e r  b i l a t b r : e  d e  R  e s t  a e s o c i e  b  M n  s ' i l  e -

x is tp  un  sous-modu le  non-nu l  M '  C M te l  que p  G AnnO(M")

pour  tou t  sous-modu le  M ' r  c  Mr r  M"  I  Q.  0n  no te  par

A s s ( M )  I ' e n s e m b l e  d e s  i d 6 a u x  p r e m i e r s  a s s o c i d s  h  M ;

,  Un module M est dj . t  pr iJaaire s i  Ass{M) a un uni i lue dldment.

L . ' a n n e a u  R  s ' a p p e l 1 e  p r i m a i r e  s i  R R . s t  u n  R - m o d u l e  h  d r o i t e

pr ina i re ;  un  idda l  b i la tb re  I  de  R s 'appe l le  idda l  p r ima i re

.  s i  R /T  es t  un  anneau pr ima i re .  T , tanneaq R a  une ddcompob i -

t i o n  p r i m a i r e  ( a u  s e n s  d , e  C o r O o n  [ 5 ]  )  s ' i l  e x i s t 6  d e s

i d 6 a u x  p r i n a i r e s  b i l a t b r e s  I l , I Z t . . . r I '  d e  R  t e l  q u e
n
A rr .  = o.
k=I

On ne sa i t  pas  s i  un  anneau noethdr ien  h  gauche 'e t  h  d ro i te

que l -conque a  une odconpos i t ion  pr ima i re '

Un &nneau R est  d i t  i r r6duct ib le s i  pour tout  iddaux bi la-

t b r e s  I , J  d e  R ,  I / C . J  * O ,  o n  a  I n J  I  C .

! gggg_{ -J  So i t  Run  t . (A ) -anneau  (b  d ro i te ) .  A lo rs . i l

.  e * i s te  1es  i . ddaux  b i l a tb res  r l r I  Z t . , .  r l n i r t e l  -que  A  ro=  0 .
k=I '*

.  R / I , -  €s t  un  Z  (  A ) -anneau  i rudduc t ib le  pour  tou { ,  . 1  ( k -<n '
' i f

I

I
, l

I
I
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Lo  t re i l l i s  Cn  (n )  (R)  es t  noe thd r ien .

C n  ( R )  ( R )  ,  I  i d d a l  b i l a t b r e  /  3  I t r l z ,  " .  .  , I p

S o i t  p r p ' €  A s s ( R R ) .  A l o r s  i 1  e x i s t e  d e u x

I  0 ,  a l o r s  d ' a p r b s  l e  l e n m e  + . 1  [ f f ] ,

f r ,  S o i t  e €  A s s ( R U n R V ) .  1 1  e x i e t e  u n

I t#cRU fl RV te1 que q ; Ann(W) " .0omme

Wp s 0 et  par  su i te  pcq.  De la  n6me

q u e  p ' c  q .  O ' a p r b s  L a  p r o p o s i t l o n  4 ' 5

e t  d o n c  p  F  p t .  - : '

i d d a u x ' b  d r o i t e  U , V  t e l  q u e  p  =  A n n ( U )  e t - p '  a  A n n ( V ) .

D6monst ra t ion

Comme (RU) n (RV)

A s s ( ( R u ) n  ( R V ) )  I

idda l  h  gauche 0

( R U ) p . =  0 r  a l o r s

fagon on obtient

[11]  ,  p=q et  p '  =q

€  C f  (R)  (R l  des  i ddaux  b i l s tb res  te l  que  I ' I 1 f r  IZ ,A  . . .  A  tp

et R/Ik eet un .anne&u imdductible pour tout 1 < k -( P ]  '

S i  c g ( R ) ( R )  -  V  f  0 ,  a l o r *  C E ( R ) ( R )  * f f  c o n t i e n t  u n  d l - d -

ment  nax i .na l  I ,  Comrne I (  V,  a lors  R/T n 'est  pas un

anneau i r rdd.uct ib le  e t  par  su i te  i l  ex is te  deux iddaux

b i l a t E r e s  1 1  e t  I '  t e l  q u e  f ' I l .  f i  l z  e t  L f l * .  r r f * z .  D r i c i

on dddui t  que I= ' I - '  ( I tn  I2) -=I in I i  S i  on note . I r= I i  e t

, l  , = I i  ,  a lo rs  J1 rJ2  son t  i ddaux  b i l a tb res  e t  J t  , J2€

Cg(n ) (R) . .  Comme JL I I  eL  J r l I ,  a lo rs  J t , J2  #  V  e t  qa r

s u i t e  J r = A r O . A z f l . , . f l A p ,  J Z =  B t n 8 2 o ' . . f l t s *  o r )  A i r B j c

cn (n )  (R) ;  R /A i  e t  R /83  son t  des  anneaux  p r ima i res '

comme r  = Al i  AzA . .  .  O Apn Bl  A ,  , .  f lB I ,  on obt ient  une

c o n t r a d i e t i o n .  D o n c  X '  =  6 .

I ,gg$g.4.2 Si  R est  un A -anneau i r rdduct ib le  ,a lors  R

est  un anneau pr ina i re .



*  , i L t *

' 1 1 .  r  . . . . -

T4$ofbqg. 4. ' -? Si R est un [  -anneau b droite, alors R

a 'une  ddcompos i t i on  p r ima i re .

DjUro4s lqq! ry4 0n appl ique lee lemmes 4,1 e l  4 .2 .

Un snneau R b d imension de Kru l l  (h  dro i te)  [O]

s 'appe l l e  K -homogbne  s i  pou r  tou t  i dda l  h  d ro i te  I . cR ,

r  /  Q ,  K . d i m  r  =  K " d i m . R  .

Core l ,La lTe 4- . {  (  t9 ] ;  coro l la i re  14)  S i  R est  un anneai : . ,

avec  la  d imens ion  de  Kru l l  (h  d ro i te )  e t  K -homogdne ,a lo : i s

R  a  une  ddcompos i t i on  p r ima i re .

L{monsUlat ion D'aprbs le  coro l la i re  2 .4 [ f+ l  ,  R est  un

A-anneau h dro j . te .

.Renagguq.  Dans le  t rava i l  I9 l  re  coro l la i re  14 est  donnd

quand R est  noethdr ien q dro i te  e t  K-homogbne.

!.ggg}}g.}rg-A.! Si R est un order d.ans un anneau arti-

n ien,  a lors  R a une d.dconposi t ion pr imai re ' .

g fnpps l ra t ion 
'  

En .e f fe t  R est  un A -enneau h dro i te

( v o i r  [ 1 ? l  ,  l e  t h d o r b m e  2 . 4 ) .

Eemalqge Le coro l la i re  4 .5 est  p lus for t  que.  le  thdorbrne

16  de  t9  l  ?
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