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WEIGHTFD IROJECTIVE SPACES AS AMPLE D  I  V I S O R S

A l e x a n d r u  B u i u m

1 .  I J r t . r o d u c t i o n ' .  C o n s i d e r  a  s e q u e n c e  y o  C  y t  C  y z  C  . . .
o f  p r o j e c t i v e  v a r i e t i e s  o v e r  a  f i e l d  K  s u c h  t h a t  y o .  i s
a  p r o j  e c t i ' v e  s p a c e  o f  c j i m e n s i o n  a t  l e a s t  3  a n d  y i _ 1
i s  a n  a m p l e  C a r t i e r  c l i v i s o r  o n  y  is o r  o n  y ,  f o r  e a c h  i > I ,  I f
a l l  y i '  

"  
a r e  a s s u m e d  t o  b e  s r n o o t h ,  i t  f  o 1 1 o w s .  b y  

f r  
" lt h a t . e v e r y  y .  m u s t  b e  i s o m o r p h i c  t o  a  p r o j e c t i v e  s p d c e

a n d  e a c h  Y .  -  i s  . ^ n r : . ; n n r  : -i - I  i s  c o n t a l n e d  i n  y .  a s  a  h y p e r p l a n e .  N o w
i  f  w e  a r  l o w  y i  t  o  h a v e  n o  r m a  1  s i  l g r r u  , ^ r . ; : "  ,  , ;  

" ' ; ; ; r ;

,  r - t
b t r z  L I J  t  h a  t  - y l  .  m u s t  b e  i s o m o  r p h i c  w i  t  h  t  h e  p r o 3  e c -

Y o  i s  c o n l a i n e d  i n  
" 1  

a s . t h e  h y p e r p l a n e  s e c t i o n  a t  r n -
f i n i t y  i n  t h a t  c o n e .  B y  [ a J  s u c h  

"  
y '  m a y  b e  i c e n r i f i e c ,

w i t h  t h e  w e i g h t e d  p r o j e c t i v e  s p a c e  p ( f , . . , I , q )  f o r  s o m e
n a t u r a l  g .  T h e  a l m  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  p r o v e  t h a t  i n  t h e
a b o v e  c o n t e x t ,  e v e r y '  y i  m u s t  b e  i s o m o r p h i c  t o  a  w e i g h -
t e d  p r o j e c t i v e  s p a c e ,  m o r e .  p r e c i s e l y  t h a t  t h e r e  e x i s t s  .
a  s e q u e n c e  o f  r l a t u r a l  n u m b e r s  g l  , Q  2 , . .  s u c h  t h a t  e a c h
Y ,  i s  i s o m o r p h i c .  t o  p ( I ,  . . , l , Q r  , .  . , g t )  a n c l  e a c h  y i _ l
i s  c o n t a i n e d  t :  y i  i n  a  n u . r . " i  w a y  i  

" " e  
c o r o r l a  r y  4 . 2  ) .

T h e . r e  a r e  t w o  f a c t s  w h i c h  r e a d  t o  t h i ;  :  f i r s t  a  c e r t a i n
n r o p e r t y  o f  t h e  s i n g u r a r i t i e s  o f  w e i g h t e c r  p r o j e c t i v e  s p a c e s
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( s e e C o r o l l a r y 2 . S ) a n d s e c o n d a G r o t h e n c l i e c k - L e f s c h e t z -

t y p e  r e s u l t  (  s e e  P r r o . p o s i t i o n  3 : 2  )  w h e r e  s u c h  
" ] n n u I a -

r i t i e s  a p p e a r .  I n  f a c t '  t h e  r e s u l t s  w e  p r o v e  t n  f z  
a -

: '

b o u t  t h e  d i v i s o r  c l a s s  g r o u p  o f  w e i g h t e d  p r o i e c t i v e  v a . -

r i e t i . e s  a r e  s t r o n g e r  t h a n  w e  n e e d  f o r  o u r  p u r t ' o s e ;  h o w e v ' e r

t h e y  h a v e  s o m e  i n t e r e s t  i n  t h e m s e l v e s '

-  ' T h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r  w e  w i l I  u s e  t h e ' f o 1 - l o w i n g  n o ' -

s c h e r n e  w '  C o h ( r r i ) '  w i l I  m e a n
t a t i o n s  f  o r  a  n o e t h e r i a n  s c n e n e  Y U  '  r ' u r ' \ r '  / ' '

t h e  c l a s s  o f  c o h e r e n t  s h e a v e s  o n  w '  L F ( \ l J )  * i l I .  m e a n  t h e

c l a s s o f c o h e r e n t } o c a l . l . y f r e e s h e a v e s c n , v { , P ( ' ' J / ) w i 1 1

m e a n t . l . r e c l a s s o f i n v e r t i b l e s h e a y e s o n w a n c . i f . . W i s

i n t e g r a l  a n d  n o r m a l '  c ( l v )  T i l l  m e a n  t h e  c l a s s  o f  c o h e r e n t

'  
r e f  l e c t i v e  s h e a v e s  o f  r a n k  o n e  o n  V /  '  R e c a l l  t h a t  r i c ( l v )

a n d  C 1 ( ! V )  a r e  t h e  g r o u p s  o f  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f

P ( 1 f , 1 )  a n c l  C ( w )  r e s P e c t  i v e l - Y '

G i v e n  a  n a t u r a l  k  w e  w i l l

t h e  p r o p e r t Y  ( 9 r . )  i f  f o r  a n Y

p r o f  F  * V  
i n f  (  l <

s a y  t h a t

x € W ' . w e

\
,  o l - m  ,  x )

F  €  C o h ( ! ' / )  h a s

h a v e '

F  w i l l  b e  c a l r e d  o o h e n + 4  a c a u r a y  i f  i t  h a s  ( s r . )  f  o r  a n y

n a t u r a l  k .

' A 1 1  v a r i e t i e s w i l l  b e  s u P P o s e d  t o  b e i  r  r e d u c i b l e  .



ar  p  rope  r r  y_ (  SS  ) - .  Le t  | l i
n o e t h e r i a n  i n t e g r a l  n o r m a l  s c h e m e .  I t  i s  l c n o w n  h r y
t h a t  e v e r y  m e m b e r  o f  C ( w )  h a s  ( S Z ) .  L e t  u s  m a k e
f o l l 0 w i n g  c J e f i n i t i o n  w h i c h  w i l l  r e v e a l  i t s e l f  i n

t r y  i s  s a i d  t o  b e  s t  r o n g l y  ( S S )

h a s  ( 5 3 ) .  A  n o e t h e r i a n  n o r m a l

s t  r o n g l y  ( S g )  j . f  S p e c  n  i s
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D E F i N ] T I O N  2

m e m b e r  o f  .  C ( l , V )

A  i s  s a i d  t o  b e

R E I 4 A R | < S  z Z ; 2 . I ;  f f  V i  i s

C o n v e r s e l y ,  
_ + f '  W  h a s  ( S S )

t h e n  W  i s  s t r o n g l y  ( S 3 ) ,

s t r o n g i _ y  ( S S )  i r  h a s  ( 5 3 ) .

a n d  i t  i s  l o c a - 1 - 1 y  f a c t o r i a l

b e a

t l
t h e

?

9 s  :

i f  a n y

d o m  a i n

s t  r o n g l y  ( S S )

i.

.  2 , 2 , ? .  W  i s  s t  r o n g l y  ( S U )  i f  a n d  o n l y  i f  f  o r
a n y  x  S  w ,  t h e  l o c a l  r i r -  n  6 + F ^ _ _ 1 . _  r ^l g  - * , *  s t r o n g l y  ( S g ) ,
r n d e e d  i f . w e  s u p p o s e  ' v  i s  s t r o n g l y  ( s s )  a n c t  i f  g  i s  a
d i v i s o r i a L  

. i d e a l  i n  O  y l  t h e n  t h e  
" r . S e c t i o n  

.  
a r r * )  _ a

- ; ' c 1 (  0  ^ , r l )  s h o w s  . 1 " .  t h e r e  e x i s t s  a  s h e a f  F  €  c ( r , , y )
s u g , h  t h a t  F ,  t  g  a n d .  h e n c e  g  h a s  ( s g ) . T h e  c o n v e r s e  i s
o b v i o u s .

' a

? ^ . 4 . ,  A  n o e t h e r i a n  n o r m a l  c l o m a i n  A  i s  s t  F o [ - .
g l y  ( s 3 )  i f  a n d  o n l y  i f  i t  h a s  ( S g )  a n d  n g  p r i m e . o f  h e i g h t

>  3  i s  a s s o c i a t e d  t o  a n  i c r e a l  g e n e r a t e d  b y  t w o  e r e m e n t s . .
T h i s c o m e s f r o m t h e f a c t t h a t a n Y d i v i s o r i a 1 i d e a 1 a 1 n

A  i s  i s o m o r p h i c  a s  a n  A - m o d u l e  t o  a n  i d e a l  0 f  t h e  f o r m
f A n  g A  w i t h  f , g  €  A ,  h e n c e  o n e  m a y  c o n s i d e r  a n  e x a c t
s e q u e n c e  3

-':o - . )  a -? fA (Dga ->A 
-> A/( fA+gA) __> O



a.nd..ou r

Q U € I 1 C €  r

2 , 2  . 4 .  L e t  u  : W  - - 4  V  b e  a

' '  ?  e g r a l  n o r m a l
m c l  r r r h i s m  o f  n o e t  h e  r i a n  i n t

j - s  s t r o n g l y  ( S f ) '  t h e  s a r n e  h o l d s  f o r  V

- o \ '  2 q s l i m e  t h a t  ! V = S P e C  B

r n c l e d d ,  b y  R e m a r k  2 ' 2 ' 2  w e  m a y  a g s u m e

a n c l  V = S p e c  A ,  w h e r - e  A  a n d  B  a r e  n o e t h e r i a n  n o r m a l

d o n r a i n s . ' N o w  i f  t h e r e  e x i s t e d a  p r i m e  . P  e . S P e c  A  w j - t h

h e i g h t  g V 3  a n d  e l e ' m e n t s  f  ' g  € A  s u c h  t h a t  ' P '  n -

6  A s s ^  ( A / {  f A ' + g A )  )  '  t h e n  t a t c i n g  a  r n l n i m a l  p r i m e  g  €

'  .e .  spec  B conta in inE gB we rn rou ld  se t  bv  t t l : i "1 "  t ! ' ' " '

h e i g h r g T r 3 , n q g € A s s " ( B , / ( f a + g B ) ) ( s e e L z J ) w h i c h

i s  a  c o n t  r a d i c t i o n  '  '

A .

a s s e r t i o n  f o l l o w s  f r o m  t h e  1 ' o c a 1  c o h o m o l o g y  s e -

f a i t h f u l l Y  f l a t .

s c h e m e s .  I  f  " \ l /

Y J e  w i l l  g i v e  n : *  a  c r a s s  o f  s t r o n g r y  ( s s )  s i n g u l a r i t i e s

( i i e .  n o n - r e g u l a r  l o c a I  r . i n g s )  w h i c h  a r e  n o t  5 j e n e r a i l y

f a c t o r i a l .

L e t  K  b e  a  f i e l c l ,  q  =  ( 1 o " " 0 . J  a n d  o ;  ( d l " " 0 , " ' ,

s y s t e m s  o f  n a t u r a l  n u m b e r s  '  s  =  o  L t o '  ' ' ' t '  J  t h e  g r a d e d

p o l y n o m i a l  a l g e b r a  o v e r  K  w i t h  c J e g  T i  =  q i  f  o r  i = O  '  '  '  l ' '

- F 1 , . . , r "  € . ,  h o m o g e n o u s -  p o l y n o m l a l s ' r  A  = - s / . ( F r l  " F " ) '

a n c l  l e t  t o , " ' t r  b e  t n e  i m a g e 5  o f  T o " " T r  i n  A -  T h e

s c h e m e  X  =  P r o j  A  w i l ' l  b e  c a l l e c l  a  w e i g h t e d  p r o i e c t i v e

s c h e m e .  F o l l o w i n g  [ t ]  t h e  s c h e m e  P ( Q o " ' Q ' )  =  P r o j  S  w i l l

b e c a ] . l e c l i h u W e i g h t e d p r o j e c t i V e s p a c e o f t y p e ( q ) . I f

, r : . , F s  f o r m  a  r e g u l a r  s e q u e n c e  i n  S '  w e  s a y  a f t e ' [ t )

t h a t X i s a w e i g h t e d c o m p l e t e i n t e n s e i t i o n o f t y p e ( q ' d )

i f A i s a r e g u l . a r r i . n g c u t g i c e t h e r . n e x l n a ] " 1 r r e ] . e . z a n t



E- J -

a?

0  , t n l

w e  s a y  a f t e .  [ a ]  t h a t  X  i s  q u a s i -

N + 1  b e  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  m e m b e r
7
J  g u n e r a t i n g  t h e  K - a I g e b r a "  A .  W e

a l i z e d  (  o r  X  i s  n o r m a l i z e c t )  i f  a n i
, . ( 7h a  s e t  I  e . ' , . , q r  J  h a v e  n o  c o m m o n  p r

( L '

a n y  i n t e g e r  n  . c o n s l d e r  t h e  s h e a f

.  T h e s e  s h e a v e s  a r e  c o h e r e n t  o n  X

a r e  c o h e r e n t  o n  p  -  p i g o , . , Q . )  
. b y

i d e a l  $

N o w  l e t
(
J t ^ , . , t _c u r

A  i s  n o r m

be ' rs  o  f  t

.  s o r s .  F o r

. P.  =  A ( n )

s m o o t  h  .

s i h

s a y  t h a t

m e m -

i m e  c J i v i -
n

U * { n )  =

s i n c e

[rJ .

.  
P R O P O S i T I O N  2 : 3 .  S u p n o s e  X  ?  p r o j  A  i u  q  w e l g h t e d

p r o j e c t i v e  s c h e m e  s u c l r  t . h a t  A .  i s  n o i ^ m a l i z e d  a n d  f a c -

t o r i a l .  T h e n  :

I )  F o r  a n y  i n t e g e r  n ,

r a n k  
. o n e .

'  
2 )  F o r  a n y  i n t e g e r s  f l , f r  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  t h e

c a n o n i c a l  m o r p h i s m  O * ( n ) @  O 4 i l  - '  >  O * ( n + m )

t o  t h e  r e g u l a r  ] o c u s  o f  X  i s  a n  i s o ' m o r p h i s m .

I f  i n  a d d i t i o n  X  i s  n o r m a l ,  t h e n  :

3 )  C I ( X )  i s  c y c l i c  g e n e r a t e d  b y

4 )  P i c ( X )  i s  c y c l i c  g e n e r a t e c t  b y

s o m e  k .

R E M A R K S  1 )  A  i s  f a c t o r i a l . f o r  i n s t a n c e  w h e n  X .  i s

O l n ) .  i s  r e f  l * " i i r r " ,  o f

O*t t ' t .

O x ( n )  f o r

a  q u a s i - s m o o t h  w e i g h t e d  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  w i t h  d i m  y ) - 3

z )  r f  p  i s  n o r m a r i z e d  a n c r  e a c h  q .  i s  
( s e e [ 3 J )

, J

l e s s  t h a n  a n y  d i ,  t h e n  X  i t s e l f  i s  n o r m a l i z e d .

3 )  I n  t h e  c a s e  X  =  P  t h e  p r o p o s i t i o n  f o -
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I l o w s  b Y  c a  r e f  u 1 " 1 Y  c o m b i n l n g

[ r7 , [uJ  
and [ t ]  '  However  '

q u i r e s  a n o t h e r  a P P r o a c h '

s e v e r a l  f a c t s  f r o m

o u r  g e n e r a l  c q s e  r e -

P r o o i  o f  t h e  P r o p o s i t i o n  '  F i x  t w o  i n t e g e r s  r l  ' f f i

a n d  d e n o t e  b y  0 * 1 n 1  O * ( n )  t h e  i m a g e  o f  t h e  m o r -

jnr . , , .  0  * t i l  @ 
'O*t i l  -> O*(" l i )  t : " : :

?  - e n e r a t o r s  f o r ' t h e  K - a 1 -
t o , . . , t N  i s  a  s y s t e m  o t  g  

b e  o n e  o f

n " O . u  A ,  w i t h  m i n i m a l  N '  a n d  l e t  f

t h d s e  g e n e r a t o r s '  P u t  B  =  A f  '  H

a n d  l -  =  u - l n .  l n J e  p r o c e e d  i n  e ' e v e r a l  s t e p s  :

I t " p . f  . .  t o " " t N  a i e  p r i m e  e l e m e i r t s  i n  A "

l n d e e d  i t  w o u l - t j  b e  s u f  f  i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t ' t h e y  a r e

i r r e d u c l b l ' e . .  N c w  i f  f o r  i n s t a n c e

'  
t o  =  F ( t o "  " t N ) G ( t o  "  " t N )  -

F  a n d  G  b e i n g  h o m o g e n o u - s  n o l V n o l i a I s  i n  S  '  t  h e n

b y  t h e  m i n i m a l i t y  o f  N '  w e  g e t  t h a t  T o  m u s t  o c c u r

i n  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  p o l y n o m i a l s  F  o r  G '  r f  n o n

o f  F  o r  G  b e l o n g s  t o  
1 '  

w e  g e t  t h a t  d e g ( F c )  >  d e g ( T o )

a n c i  s i n c e  T o -  F G  €  ( F 1 "  " ' * )  
i t '  f  o L l o w s  t h a t  T o  € '

:  -  *  n  u r h i  c h  c o n t  r a d i c t s  a g e '

€ ,  ( \  
1 .  

.  ; F u )  '  h e n c e  t o =  o  
. 1 h t " h  

c o n t  r ' a d i c t s  a g a i n

t h e  n i n i m a l i t y  o f  I ' l  '  H e n c e  F  o r  G  i s  i n  K  a n d  w e

a r e * r - .  
w e h a r r e  B - n - , n  = l ' n L - n - * l  

- t " t t G ' o I
T i r e  i n c l u s i o n  "  e  "  i s  o b v i o u s . '  T o  p r o v e  "  2  

u '  s U P p o s e

f  o r  i n s t a n c e  =  t  , t a l c e  y  =  
. a / b  G '  

! - n - *  
w i t h

Y B n B T  G  B o  s u c h  t h a t  a  ' b  S  n  a n d  f  i x  a n  i r r d e x  i

b e t w e e n  1  a n d  N '  S i r r c e  A  i s  n o r ' 1 4 -



i n t e g e r sl i s e d ,  t h e r e  e x i s t

s u c h  t  h a t

e o , € 1 ,  . , € i _ l ' e i * 1 ,  . , e N

h h h h h, ' . o , . ' 1 ,  . , , r . - I , h i + I r . , h N  s u c h

" j  
q j

j = o

: * i

N o w  t h e r e  e x i s t ' i n t e g e r s

t  h a t

j = o
j + i

a n d  h o *  
" o  {  d ,  h : i  e ,  )  O ,  i = l  ,  .  

: i - l  , i + 1 ,  .  , N .  p u t

k j =  h j *  e j - '  f o r  j = O , . . N ,  i * i .  I t . f o I l o w s  t h a t  t h e

e l e m e n t '  
k ,  k ,  -  k .  k ^ .  - k

.  z  =  . ; t . . . ; : i t . ; l i t . . . * *  / . ; ' ' o
b e l o n g s  t o  B l .  H e n c e  ( a / b ) = n * t  €  B o  a n c t  i f  w e  w r i t e

r  r . .  -

b  =  a o o . . a * * "  w h e r e  a j  d o e s  n o t  d l v i d e  c  f . o r  a n y
r .

j = O , .  .  , N , .  i t  f  o l l o w s  t h a t  a r t  d i v l d e s  a  
. a n d  

c  d i -

y i d e s  a  t o o  l n  t h e  r i n g  A . S i n c e  t h i s  r e a s o n i n g
r

w p l k s  f o r  e v e r y  i = I , . , N ,  w e  g e t  t h a t  b  d i v i c t e s  a t  o
o

i n  A ,  h e n c . e  a / b €  
f _ n _ r ^ t  

=  B - . n _ *  a n c f  w e  a r e  c J o n e .

S t e p  3 .  T h e r e  i u "  
" . c a n o n i c a l  

i s o m o r p h i s m

Y  , I v € L - n - ,  l r t n t r t  t o l - r H o m ,  i u n t r , B o )- o
C l e a r l y ;  Y  i s  i n j e c t i v e .  T o  p r o v e  t h a t  f  i s  s u r j ' e c -

t i v e ,  t a k e  u  €  H o m g - ( B n B r , B o )  ;  s i n c "  L o  i s  t h e  f  i e ' l d

o f  q u o t i e n t S  o f  .  B o  a n d  B n B n . ,  t r o a o  =  L n * r ,  w e  m a y

c o n s i . t " r  t h e  i n d u c e c l  m a p  O  (  H o m t  (  L n * r , L o )  .  B u t  s i n c e
. o

L n * *  i s  a n  L o - v e c t o r  s p a c e '  o f  d i m e n s i o n  o n e ,  u  m u s t
- :  . , . i *

b e  t h e  m u l t i p l i c a t i o n . w i t h  a n  e l e m e n t  y  €  L _ n _ ,  a n d '

w e  a r e  d o n e  ,

o
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S t e p  4 , T h e  r e i s a

--)

c a n o n i c a l  i s o m o r P h i s m

H"' O*( O*tn) O^(^1 '  O*') ,

a r e  r e f l e c t

s t e p s  2  a n d  3

a b o v e  f o r m u l a

a s s e  r t  i o n  2 )

i v e ,  :

;  t  h e  r e f  l e c t  i -

,  p u t  t _ i n g  m = O  .  .

a n d  i t :  s o u r c e

s u r j e c t i v i t Y ,

0*t i l r ,  0x( ' )  I  nug x a7 A*( I
n + m ) l

a n d

i t

R e g  X

'  , '

0  * ( n l  O  x ( ' )  I n " g  x  1

O  * ( - n  
- m  )

r n  p a r t i c . u l a r ,  O 1 " )

T h i s  c o m e s  f r o m  t h e

v i t " y  f o l - l o w s  f r o m  t h e

. S t e P - 5 .  P r o o - f  o f

' T h e  c a n o n i c a l  m a P

j . s  i n  j  e c t  i v e  b e c a u s e  i . t  i s  n o n z e  r o

a d  r e s s  a r e  i n v e  r t  i h l ' e  ' T o  p  r o v e  t  h e

w o u l d  b e  s u f f i c i e n t  t o '  P r o v e  t h a t

=  0 X ( n * m ) l n e g . x .  
B t r t  t h e  s h e a v e s  a b o v e  a r e  b o t h  i n v e r -

t i b l e  a n d  h a v e  t h e  s a m e  d u a l  b y  s t e p  4 '  H e n c e  t h e y  a r e

e q u a l  a n d  w e  a r e  C o n e  '

g j e p  6 .  P r o o f  o f  a s s e r t i o n s  3 )  a n d  4 )  '

'  t l o t e  f  i r s t  t h a t  4 )  i m m e c l i a t e l y  f o l l o w s  f  r o m  ' . ]  
" i n " "

. P i c ( X )  G  C 1 ( X ) .  T o  p r o v e  3 )  i t  i s  s u f  f  i c i e n t  ' t o  p r o v e

t h a t  P i c (  R e g  X )  i s  c y c l i c '  '  a n d  1 t  i s '  g e n e r a t e d

, A  r  ^ r  -  - ^ - ^ L - i a

b y  0 ^ ( 1 ) l n u g  x ' . c o n s i d e r  
t h e  m o r p h i s m s

s p e c  o \ l g ]  =  s P e c ( @ n e z r 9 l n ) l  - '  
I

:F>" spec( € ,., ,. o O*( n ) ) -&7 x

1 ( * " n  x )
w h e r e  g  i s  t  h e  i r r e l e v a n t  j ' c l e a 1  o f  A  '  P u t  V = v

a n d  ! v = u - t ( U ) .  B y  1 )  a n C  ? - )  i t  f o l l o w s  t h a t  V  i s  a n

A i - b u n c l l e  o v e r  R e g  X ,  h e n c e  F i c (  R e g  X  )  g  F ' j i c ( V )  '

O n  t h e  . o t  h e r  h a n d  t h e  m o r p h l s m  U /  - )  V  i s  t h e  o p e n

i m m e r s i o n w l - r i c h c o r r e s p o n d s t o t h e e x c i z i o n o f t h e s u p p o r t
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o f  t h e  z e r o  s e c t l o n  -  o = s  €  H o ( r < e g  x ,  O * ( 1 )  ) .  s i n c e

c 1 ( ! v )  =  c I ( A )  =  o  w e  g e t  t h a t  c ] ( v )  i s  g e n e r a t e d

b y  t h e  s u p p o r t  o f  s  a n d  t h e  a t i s e r t i o n  3 )  i s  p r o v e n .

P R O F O S I T I O N  2 _ 4 . .  I f  X  i s  a  q u a s i - s n o o t h  i n t e g r a L

-  
w e i g h t e d  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n ,  t l ' i e n  O * t " l  a r e

C o h e n - M a . c a u I a y  .

r 1
P r o o f  .  A c c o r d l n g  t o  L 7 ) . i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e . "

t h a t  f o r  a n y  c l - o s e c l  p o l n t  x  €  X ,  p r o t  O ^ (  n ) x = p = d i m  X .

I t o w  b y  
L r l  

t h e r e  e x i s t s  a  m u l t i p l e ' k  o f  Q o , . , e . .
A

s u c h  t h a . t  U r . t t r )  . i - s  a  v e r y  a m p l e  i n v e r t i b l e  s h e a f

o n .  p  -  p ( Q o , . , 9 . )  a n d  s u c h  t h a t  O  r ( n )  @  O 4 ^ U )  =

=  A  r ( n + m k  )  f  o r  a n y  i n t e g e r s  f f , t n .  L e t  i  :  X  c - - . . a  J f

b e  t h e  j - l . m e r s i - o n  o f  X  i n t o  a  s m o o t h  p r o j e c t i y e

s p a c e  t f  c o r r e s p o n c t i n g  t o  t h e  v e r y  a m p l e  s h e ' a f  C r t r . l .

=  H i ( J i -  , t * (  O . " ( n ) a O * ( - m k ) ) )  =  H i ( x , O x ( n - m r < ) )

T h e  } a s t  g r o u p  v a n i s h e s  f  o r  j = 1 , . , p - f  
? n , J  

m > > O  ' b y

T h e n  f o r  a n y  i V  O  w e  h a v e  :

f t u , { n
H r ( J l  , ( i r e  u * ( n ) ) &  u d ( - m ) )  =

J I

h e n c e  p r o f  , *  O ^ ( n ) r 7 r  I  f  o r  a n y  c l o s e d  p o i n t  y ' e i f  . '

t a ]  .  c ) n  t h e  o t h e r  h a n d  0 1 " )  a r e  t o r s i o n  f  r e e ,

N o w  b y  f a , e ^ p . & l ]  r u  g e t  t h a t  p r o f  t r 9 * ( n ) u  ) 7  p  f  o r
P

a n y  c l o s e d  p o i n t  y  e  J I  h e n c e p r o f  O * ( n ) x V p  f o r

a n y  c l o s e d  p o i n t  x  6  X  a n d  w e  a r e  d o n e .

C O R O L L A R Y  2 . 5 .  L € t  X  b e  a  w e i g h t e d  c o m p l e t e  i n t e r -
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l .  .  - r -' ' g e c t i o n  
o f  d i m e n s l o n  / /  J '  v Y I r r v ' '

s i - s m o o t h  a n c l  n o r m a l  '  T h e n  a ' l 1  i t s  s i n g u . l a r i t i e s  a r e '

s t  r o n g l Y  (  S S )  .
:

s i n g u l a r i t i e s  w h i c h  a p p e a r  o n  s u c h  v a r i e t i e s '  O n  t h ' e

o t h e r h a n c | , e V e n t h e s i m p . l . e s t o n e s f a i l t o b e f a c t o -
) c -

r i a t  ( 1 o o k  f o r  i n s t a n c e . a t  t h e  v e F t e X r o f  t h e  p r . o J €

l f  a  P r o i e c t i v e
t i v e  c o n e  o v e r  a  V e r o n e s e  e m b e C d i n g

s p a c e )  '
' 5

.  3 .  r e p a r a t i o n '  T h e  m a i n  i d e a

i n  p r o v i n g  t h e  r e s u l t  a n n o u n c e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n

c 1 9
( s e e  a r s o  $ + ;  i s  t o  e x t e n d  e v e r y  C / " r ( n )  ( * l " r e  Y '

i s  s u p p o s e c l  t o  b e  a  v u e i g h t e d  p r o i e c t i v e  s p a c e )  ' t q  
a

a n k  o n e  t  ,  
r * r - m o C u l e  

'  T o ' d o  t . h i s

n e e d  t h e  P r e P a r a t i o n  b e l o w

W e w i l l m a k e u S e . s e v e r a l t i m e s o f t h e f o l l o w l n g :

L E M M A  3 . 1 .  I f  W

o p e n  s u b s e t  i n  F

rvi t  h Prof  =F 77 n+ 2

Hi 1fr ,F

w h e r e  F  =  F l W .

T h e  p g ' o o f  o f  t h e

s p e c t  r a I  s e q u e n c e

! s  - a  n o e t h e r i a n  s c h e m e  '  V J

a n d  Z  =  . i l \ ! V ,  a n d  1 f  F  e

f o r :  s o m e  P o s i t i v e  i n t e g e r

i s  a n

C o h ( w )

n ,  t h e n

)  =  H I 1 l v , r 1 f o r  i = O , . . p t ' l

l e m m a  ' i s  s t a n d a r d ,  u s i n g  t h e . L e r a y

a n d  t h e  l o c a l  c o h o m o l o g y  s e q u e n c e  '



s t a t e

i n f

-  1 1 -

t h e  m a i p  i n g r e c J i e n r  o f  t h e  p r o o f  o f  t h e

4 :

N o w  w e

r e s u l t

t i v e  s c h e m e  w h i c h

P R O P O S I T I O N  3  . 2 . L e t  Y  b e  a n  i n t e g r a l  K - p r o j e c -

i s  a n  a m p l e  C a r t i " e r  d i v i s o r  o n  a

n o r m a l  i n t e g r a l  l < - p r o j e c t i v e  s c h e m e  i .  p u t  y = R e g  ?

a n d  r e t  . J  b e  t h e  s h e a f  o f  i c e a l s  o i  V  o n  f .  s u p p o s e

t h a t  :

1 )

2 )

Then :

a )

c o d i m  ( X

b )

a n d  a n y

o p e n  n e i g h b r o u  r . h o o c l  U  o f  y  i n  f  ,

H i ( ? , l ^ / l m + l ,  =  e  f o r  i = r , z  a n d  n V I ,

V  h a s  ( . R . )  a n d  ( s a )

F o r  a n y

\  U , X )  V

T h e r e  i s

Q l a s s  i n

4  ;  i n  p a r t i c u l a r ,  V

a n  i n j e c t i v e  m o r p h l s m

C 1 ( Y )  w h i c h  h a s  ( S S )

h a s  (  R s )  .

B:c1( l ' )  - rc r (7 )

b e l o n g s  . t o  t h e

r t .

r1
l m a g e  o r  a  .

. ;

l r o o f  .  V d e  p r o c e e d  i n  s e v e r a l  s t e p s .

S t e p . 1 .  P r o o f  o f '  a )  .

P u t  . Z  =  ?  I  v  =  t h ;  g i n g u l a r  l o c u s  o f  y .

L e t  x  b e  a  g e n e r i c  p o i n t  o f  a n  i r r e c l u c i b l . e  c o m p o -

n e n t  o f  . r  =  [ \ u .  r f  i l ^ r  =  /  t h e n  W g  i r ir r /

w h i c h  i s  a f f i n e ,  h e n c e  x  m u s t  b e  a  c l o s e d  p o i n a  
I-  

d i n O ^ , x ) / 4 . I f  t h e r e  e x i s t s  a  y € l x J n zX  a n d  t h e n  d i n  ( 9  . .  )  a -  t t  r h e r e  p :  ' ;  I

n
p u t  A  =  0 , , ;  a n c l  l e t  p  ,  a  a n d  t A  t h e  i d e a l s  i n

Y t A  
-

A  c o r r e s p o n d i n g  t o  { " 3 ,  z  a n d  . ?  r e s p e c t i v e l y .  S i n c e
--'.:

{ . " }  , ^  Y  I  z  w e  g e t  h e i g h t  ( g +  t a )  7  h e i g h t  g  a n d  s i n c e

p r o f  ( A / t A ) o ) ,  4  f o r :  a n y  g  € S p e c  A  w i t h  g ?  a  w e
5

g e t  h e i g . h t  g ' V  5 .  N o w  s i n c e  w e  ' h a v e  h e i g h t  ( g + t A )  I
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+

4

' z
: . " i h e i g h t  g

i.,r. , ---

h e i g l " r t  I 7 r

I  i t  f o l l o w s  t h a t

a n d  $ J e  a  r e .  d o n e  .

d i'm x , r  =

. -r y  c - 1  Y  b e  t h e  c a -

t h e  f o r m a l  c o m P l e t . i o n
.  P u t  X  =  I r Z ,  I e t

n o n i . c a l  i f i l m e r s i o n  a n d  l e t

o f ' 4  a l o n g  Y .

A }

s t e p  2 .  . P i c ( i l  - '  
P i ' c ( Y )  . i s  

a n  i s o m o r p h i s m  '

- . 1  i  -  m  
' r n + l

'  
i r . ,  a m  z  . f f i * 1 . , ) = H t ( y , J , " r / J "

B y  L e m m a  5 . 1  w e  h a v e .  H - ( Y ' J f Y /  J  l Y / - '  t : ' "

= . O  . f o r  i = L , . Z  a n c l  n 7 /  l ' N o w  w e  c o n c l u c l e  b y  
f O ' ' x p  

X

. S t e p  3 .  F o r  a n y  F €  L F ( X )  w e  h a v e  a n  i s o r n o r p h ' i s m

H o 1 x , r ;  - ! ^ t  H o 1 i , l i .

s e q u e n c e  o f  t h ' e  f o r m
.  S i n c e  w e  h a v e  a n  e x a c t .  s e q u e n c e  o l

o  F  E r l x  e )  e z l x  r a i t h  E I , E 2 a . L F ( X )  a n d

s i n c e  H o  i s  l e f t  e x a c t  '  w e  m a y  s u p p o s e  t h a t  F  i t -

s e l f  i s  t h e  r e s t r i c t l o n  o f  a  s h e a f  F € l r ( i ) .  F o r  a n y

t e s e r  m .  d e f  i n e  F ( m Y )  =  r e p 1 t t V l l x ]  a n d  F . * = F / r T " t '

! ' J e  g e t  a n  e x a c t  s e q u e n c

H o ( x , F ( - m y )  )  - +  H o ( x , F )  - t  H o ( x , " )  - H l ( x ' F (  - m Y )  )

N o w  b y  L e m m a  3 . 1  w e  g e t  H i ( x ' F ( - m Y ) ) = H i ( [ ' F ( - m 7 ; i = g

f  o  r  i = r , 2  a n d  *  7 )  o ,  h e n c e  H o ( f  ' ? ) =  ' t ' *  H o ( x  ' F * ) =

=  n o ( x , r ) .

$ t  e o  4 .  \ " i  e  h a v e  L e f  (  X  , Y  )  '  I n  p a  r t  1 c u l a  r  '

A
X

j :

b e

\ -  . :
) -

I

r J .

by  l :  , u *p . * t ]



P i c ( U )  - )  P i c ( Y )

h o o c l  U  o f  Y  i ;

-  l 3 -

i s  i n j  e c t  i v e

x ,

f o r  a n ) /  n e : - g h b o u r -

s t a n c l a r d  i f  w e  u s e  t h e  P r e c e d i n g

) .

C o h ( Y )  ; '  i f

=  i . F  e  C o h ( . Y )  f o l- *
1

P - j r F = O  w e g e t

: - -
H ' ( Y , F ( m Y ) )  f o r

p r o f  F * r r  2  f o r  a

T h e  p r o o f

s t e p s  (  s e e

S t e p  5 .  I f  F C

i n  a d d i t i o n  R I i r F

H i ( Y , F ( m Y )

e x a c t  s e q u e n l e  o  - >  F ( - m Y )

e i v e s  a n  e x a c t .  s € Q U e n c e

t  h e n  J r F  €

t  h e n

f i n i t e l y  d i m e n s i o n a l -  o v e r  K  f o r  i = O , I

O  f o r  i = O , l  a n d  m ( O

O  f ' o r  i = l  a n d  m > ) O

i s

[u]

L F ( Y )

= O

, = {

f+,
3 . 1

d .

l o w s  f  r o n

b y  I e m m a

i = L , 2  a n

n y  c l o s e d

T h e  f a s t  t h a t  F
't

E x p . V I I I J  .  N o w  i f

t h a t  H i ( v , F . ( m Y )  )  =

w e  a r e  c o n e  s i n c e

x € ? .

p o i n t

1
a n d  R * j * F = O

o v e r  K  f o r  i = C

i

s t e p  6 .  r f  F e  r - r 1 i ; ,  P  =  F e O ,
; A A

t h e n  H t ( k , , F  ) '  h a s  f i n i t e  d i m e n s i o n

f*

P u t  F * =  t / r T . . 7

H l v , F ( - m y ) )  - )  u i ( x , F m + 1 1  - - - ' m  t H i ( x , t r )  -

'r

B y  s t e p  5 ,  , f i  i s  b i j e c t i v e  t " :  
^ * :  

o  a n c j  ' i

i n j e c t i v e  f o r  m ) > o .  H e n c e  H o ( i , F )  = < J l L , H o ( x ' F m ) =

=  H o 1 ' x , F n ,  )  f  o r  s o m e  t o .  s i n c e  
I  

* " , * , t ; )  
I  r  ' s a -

, I ,

f o r  m a n d  c o n s i d e r  t h e

-  F * * I  - t  F ,  -+  O .  . .wh ich

iu _
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1

€  H r ( x , F -  )  ,  f o r  s o m e  t l
' , .1

i

:  . w 6 u i c l  b e .  s u f  f  i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t  H ' ( X , F r )  h a v e

r f l i t e  c l l m e n s i o n  o v e r  K  f  o r : .  i = O , 1  a n c l  n  ) 7  l .  U i  e

, , a + i n n  n h  m  s  f c l l . o w s- o c e e d  b y ' i n c l u c t i o n  o n  m .  I f  m = l  t h i
L '

r o m  S t  e p  5 .  T h e  i n c l u c . t  i o n  s t  e p  f  o 1 l o w s  f  r o m  t  h e

( a c t  s e q i i e n c e  a b o v ' e

s T t e s  t f r e  t 4 i t t a g - L e f  f  l b r

5 ,  1 3 . 3 . 1 1  t h a t

r l t f  ,  F )  = , r i g  Hr1x , r
\ m

c o n d  j . t  i o n  ,  i t  f  o 1 l o w s  b Y

1

_ )  = A - * ,  H ' ( x , F - )  €
m '  n V n L  m '

( i . e .  t h e r e  e x i s t s  G  e

,\,
t -  )  .  C o n s e q u e n t  l Y  ( l r y  a

t h e r e  e x i s t s  a  n e i g h b o u r -
t\

C  E  €  L F ( U )  s u c h  t h a t  E g

p r o v e  t h a t  t h e r e

/\,
- t f , 4 O

F  e  L F ( l ) ,  F  =  F o  O "  a n d  R 1 3 " r = o

) '

' i

* p  7 .
,!,

h e n  t

3  c o h ( x )

t a n d a  r d

ood '  U F .

g e b r a . l s a b l e
-/\.

h  t h a t  G  :

, - - l

,  see  L6J  )

i n X a n

I f

is  aL '

s u c

t  r i c k

o f Y

T c  p r o v e  t h i s ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o

x i s t s  a n  e x a c t  s e q u e n c e  i n  L F ( X )

o  < m ' - >  f( n ' )

d . t h  E €  l - F ( X )  a n c l  R l 3 * M  =  o  r v h e r e  M  = 7 f t o 0 " '  I n -

l e e d ,  s  j . n c e  T f A  
s a t i s f  i e s  a g a i n  t h e  h l n o t h : s i s  

" j

i t  ep  7  ,  one f  inc js  an  exac t  sequence L  -a  E  - )  J '  - - :>  O

u i t  h  L  €  L F  ( X  )  a n C  v v e  m a y  c o n c l u d e  b y  a  s t a n d a  r d

:  r i .c l< (  see F I ) .

T o  p r o v e .  t h e  e x i s t e n c e  o f

: o n s  j " d e r  t  h e  e x a c t  s e q u e n c e

t  h e  e x a c t  s e c l u e n c e  (  t {  )

C  # ?  F t t n - l - ) Y )  - r , . F ( * v )  - "  F ( m Y )  - >  O

r v h e r e  F ( p "  )  =  F o  f * * (  
p v ) ^ ]  f  o r  a n v  i n t e s e r  P '

a n t j  d  p r i e c e  o f  t h c  l o n g  e ' x a c t  s e o u e n c e  !
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* o t { ,  F ( m Y ) )  -  : .  } H o ( v ' F ( r n Y ) )  * ) * t t i " F (  ( m - r ) Y ) ) - }

t * ,  
* t t i ,  F  ( m Y ) )  - o t t 1 ( Y , F ( m v ) )

. . 1  t  f  o r  m  2  C ,  h e n c e  V *  i s

B y  s t e p  5 ,  H r ( Y  ' F ( n Y )  )  =  o  i 6 r  m  > :  v '  " - - " - -  
.  - *

s u r i e c t i v e  f o r  m ) ) o '  B y  t h e  a c ! 3 u n c t i : n  t o t * " : . ' .

n l i r ( F ( n f / ) )  =  ( n l j * F ) ( m Y )  =  o '  h e n c e  w e  m a y  a p p l y

s t e p  6  t o  , F ( * " )  a n c l  v v e  g e t  t h a t  f  o r  m  ) )  O  '  t h e

I  1 . d  F  ' 1  a  d e s c e n d i n g  s e -

s e q u e n c e  1 d r m , .  
* t ( i " F 1 m Y ) )  I  *  

i s  
:  - : " " : ^ " : ,

q u e n c e  o f  n a t u r a l  n u m b e r s '  s o  i t  m u s t  b e c o m e  c o n s t a n t

f  o r  l a r g e  m  ' C o n s e q u e n t  l y  '  u m  b e c o m e s  s u r  j e c t  i v ' e  f  o r

m  ?  m o  f o r  a c e r t a i n  f r o '  g i n c e  b y  S t e p ' 5 ' 7  =  j " F
;

- " =  ^ * :  : r  m  ? -  f i r  s u c h  t h a t  F ( m V )

i s  c o h e r ' e n t  ,  t h e r e  e x i s t s  a  m  ? /  * o  s u c h  t h a t  ? t

. i s  g e n e r a t e d  b y  a  f i n i t e '  n u m b e r  o f  9 1 o t " r a 1  ' s e e t i o n s

, 1 , . . , " k  €  r r o ( V , F 1 m v ) )  ^ g i v r n g  : , 1 " " t  

s e q u e n c e  '

. O

s ince  .P ro f . zF1 'n11  
>7z  qnd  * " t<d7  ?3  we-$ -e t - -

. b y t h e . 1 o c a } c o h o m o 1 o g y 5 e q u e n c e t r . a W - , - . . .

. w h e r e  N  =  N '  l v '  
s e l e c t i n g  t I " ' t l t  €  H o ( t  '  F  ( m Y ) )

s u c h  t h ? . t  u r ( t o ) . :  t i l v  f o r  i = r " ' k  w e  o b t a i n

a  m o r l p h i s m  , r . k  Y  t y .  - . ,
d I -L' 'F1*v)

x t - \ P

s u c h  t h a t  Y o  O ,  =  f  I  Y '  
B y  f ' l a l < a y a m a  s  ] e m m a '  I

m u s t ' . b e  - s u r j e c t i v e  " n o  

t ' l  

w e  s e t  ' {  =  k e r  f  '  w €  o b -

' v i o u s l y  g e t  . t " f  
O  @  V  ' =  N '  N o w  w e  a r e  c l o n e  b y  p u t t i n g

o  =  d * ( : m Y ) .  -T n ,  = t . d ' ( - m Y )  a n d  E  =  v x \ - r " I /

F i n a I I Y ,  i t  w
w e  g e t

i.l.
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an  in j  ec t . i ve .  morph ism , * - -  .  :  .
c r 1 i 1  =  l i q , ,  P l c ( u )  )  P i c ( Y )  =  c l ( V )

( w h e r e  U  r u n s  t h r o u g h  t h e  s e t  o f  a l l  o p e n  n e i g h b o u r -

h o . o d s  o f  Y  i n  R e g  X  \  Z )  w h o s e  i m a g e  c o n t a i n s  e V e r y

c l a s s  i n  C I ( Y )  w h i c h  h a s  ( S S ) .  T h e  p r o p o s i t i o n  i s

p  r o v e n . .

' C O R O L I A R Y  
3 . 3 .  U n c l e r  t h e  h y p o t h e s i s  o f . p r o p o s i t i o n

3 . 2 ,  i f . w e  a s g u m e  t h a t  Y  h a s  o n l y  s t r r o n g L y  ( S S )

s i n g u l a r i t i e s ,  t h e n  t . h e r e  i s  a n  i s o m o r p h i s m

g :  c l ( i 1  3 ,  c 1 ( 7 )

R E I " I A R K  3 . 4 .  T h e  m o r p h i s m  0  f r o n  ( 3 . 2 )  a n c J  ( 3 . 1 )

1 s  a  ' n a t u r a l "  o n e  s l n c e  i t  c o m e s  f r o m  t h e  r e s t r l c -

t i o n ' m o r p h i s m  P i c ( R e g  X )  - >  P i c ( K e g  Y ) .

'-_

4 . l , i a i n  r e s r " r l . t .  W e  w i l l  p r o v e  n o w  t h e  f  o l l o w i n g  :

T H E O T F M  4 j 1 .  S u p p o s e  Y  i s  a n  a m p l e  C a r t i e r . d i v i -

s o r  o n  a  n o r m a l  p . f  o j e c t i v e  v a r l e t y  X  o v e r  a  f  i e l d  K .
- l - - t

r f  Y  =  p (  Q o ,  .  , q r )  =  P r o j  * L t o ,  .  , t .  J  
w i t h  d e g  T i =  e i

f  o r  i = O , . ,  r  a n c J  i f  ?  i s  n o r m a ' I i s e d  w i t h  c o c l i m ( S i n g  ? ,

Y ' )  V  4 ,  t h e n  t h e r e  e x l s t s  a  n a t u r a l  g r * I  s u c h  t h a t

X  .  j - s i s o m o r p h i c  t o  p ( g o , . , Q 1 , g r * l ) = p . r o j  O [ t o , . . , T r , T . * l ]

w i t h  d e g  T  =  Q .  f o r  i = O , . , F + 1 ,  X  i . s  n o r m a l . i s e d  a n d
i - t r : { -

c o d i m ( S i n g  X ,  X )  V  4 .  F u r t i r e r m o r e  t h e  i n c J . u s i o n  Y C  X
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c o  r  r e s p o n d s
. r
t < l r ^ , .

t- \)

I e a v e s  T ,
].

t h e  n a t r ' r r a 1 -  s t i r j e c t i o n

. w h l c h  s e n C s  T  
r *  1

r )  f i x e d .

s u c h  t h a t

s l o n  d

v i s o r  o n

q u e n c e  o f

Y .  w i t h
L

P ( 1 , . . , 1 , 9 1  , . , Q 1 )  =  P r o :  o [ T o , . , T c !

w h e r e  d e g  T o = .  . =  
. d e g  

T d =  I  a n d '  d e g  T O *

i  >  l .  F u r t h e r m o r e  ,  f  o r  i  7 r  L  t h . e  i n c l u

C  Y .  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  n a t u r a l  s u r i e c t

? ' r l , - 1
o l t o ,  .  , t . , * r J  - >  K L r o ,  .  , T d + i - l  J  u r h i c h

i n t o  z e r ^ g -  a n d  l - e a . . , e s  T t  (  t <  <  d + i - I  )  f  i

-r

" T 6 *  i  J

f.o r

Y .  , C
l - I

t.t*t 
.

.  y  < - - ;  X  be  the  cano-

t o

' t  a ]

( i  €

o[t"  "  'Tr .nr l  * '

i n t o  z e r a  a n d

C O I O L L A , L Y  4  . 2 ,  S u B p o s e  Y o  4  Y l  C  Y  Z  C  " '  i s  a

s e t : u e n c e  o f n o r r n a l  p r o j e c t i v e  v a r i e t i € s  o v e r  a  f  i e l d  K

Y ^  i ' s  a  s m o o t h  p r o j e c t i v e  s p a c e  o f  . d i m e n -
o

3  a n d  e a c h  
" Y . - I  i "  a n  a m p l e  C a r t i e r ' d f -

Y .  f  o r  i  7 r  ! .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  s e -
t

n a t u r a l  n u m b e r s  Q 1 , Q 2 ,  . . .  s u c h  t h a t  e a c h

i  7 z  I  i s  i s o m o r P h i c  t o

T' ' d + I '

. =  O .
J  

' J

s i  o n

i o n

s e n d  s

x e d .

P r o o f  q - f  t h e  t - h e o r e m .  L e t  t

n i c a l  i m m e r s i o n , ' I  :  
R e g  T ,  z  =  S i n g  ? ,  X  ;  I ' f  z  a n c l

j  b e '  t h e  o p e n  i m m e r s i o n  f  < - - 2  P = 7 .  g V  [ S ]  w e  g e t  t h a t

P i c (  Y )  x . 7 L  a n d  i s  g e n e r a t e d  b y  s o m e  d r t  
" )  

'  H e n c e

r r  O 1 ( ? )  =  O r g )  f  o r  s o m e  t  V  l . r / / e  s e t  u v  [ s  J  '  t h a t

H i ( i  , . 0 i ( - * V ) )  =  H i ( p  ,  O  p ( - m t ) )  =  o  f o r  i = r ' 2  a n d

n  € 7 L  ,  h e n c e  t h e  c o n d i t i o n  1 )  1 n  P r o p o s i t i o n  3 ' 2

i q  f  u 1 f  i 1 1 e d .  T h e  c o n c J i t i o n  2 )  i n  P r o p o s i t i o n  3 ' . 2

f  o l l o w s  f  r o m  t  h e  f  a c t  t  h a t  .  P  i s  c o h e n - l ' l a c a u l a y .  S i n c e

O  4 t l  i s  r e f  l e c t i v e  o f  r a n k  o n e  ( b y  P r o p o s i t i o n  2 . 3 )

a n d  s i n c e  i t  h , a s  ( s s )  (  b y  P r o p o s i t i o n  2 . 4 . )  r ' r e  g e t , , ! Y
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.

e . o i i o s l t ' i o n  3 , 2  t h a t  t h e r e . e x i s t s  a n  o p e n  n e i o h -

b o u h o o c l  U  o f  Y  i n  R e g  X  \  Z  a n d  t h e r e  e x i s t s

a s h e a f  L G . P ( u )  s u c h t h a t  L l v =  0 r ( r ) l v ' B y

-  r  ^  ^  L .

P r o p o s i t l o n  3 , 2  w e  a l s o  h a v e  c o d i m l X  :  u  '  x )  Z  4

a n c l  . P i c ( L ' )  -  F i c ( Y )  i s  i n j e c t i v e  '  r f  h ' u  < - )  r

l . ^ ! ^ . - . ^ F

i s  t h e  c a n o n i c a l  l m m e r s i o n '  p u t  f o r  a n y  i n t e g e r  m '
/ - \

, ( m )  =  h * ( L t  * ) .  B y -  L o , r ^ r . v r r r ]  
w e  g e t  t r r a l  F \ " ' / €

'  *  
' ( m )  >  2 '  T h e *  f o r l o w i n g

€  c o h ( x )  a n d  p r o f r - .  u ' F ' " ' ?  
e '  I n e  r u r " t ' . r v v r r r v

s t a t e m e n t s  h o l c l  :

t - \  ' { - t  : - & ^

r )  F ( m )  I  ?  
=  C / r ( m )  f o r  a n '  i n t e g e r  m  '

r n r - l e e c l ,  s i n c e  z  C  f r  u ,  i t  f c l l o w s  t h a t  F ( t )  |  Y

h a s  p r o f  7 7 ?  i r i  Z . O n  t h e o t h e r h a n d t h i s h o l d s

a l s o  f o r  O  , t i l .  
s i n c e  F ( * )  I  ?  a n d  O  

r t ^ )  
a r e

- j

c o h e  r e n t  ,  i F l

p r o v e  t h a t
' n

=  u , ( r )  l Y

o r C e r

, ( m ) . 1
C D n

t o  c h e c l <  I )  i t  i s  s u f f i c i e n t

y  =  0  p ( * )  / v :  B u t  ' ( m ) l  v =  L l

o r ( m )  | v  ,  b y  P r o p o s i t i o n  2 ' 3 ' '

t o
O m
Y

p o s i t i o n  2 . 3 .

3 )  I f  n , Q

.  ( m \  ' - ( p )
t h e n  F \ " " ' =  F \

T h i s  f o l l . o w s

=  p ( n ) 6  , ( 9 t ) ,

I r r  P a r t i c u l a r

s u c h  t h a t  6 = e t + p r

F ( r n ) =

!L

a ' n d  f  r o m  t h e  e c l u a l i - t Y

v a l l c l  s i n c e  i t  i s  v a l i d

. - ' l
a s  i n  [ t j  

w e  g e t  t h a t

o n  L r  .

z )  , ( m t )  -  O i t t V l  f o r  a n Y  i n t e g e r  a '

S i n c e  t h e s e  s h e a v e s  a r e  c o h e r e n t  a n c l  h a v e  p r o f  )  2

i n  i : ,  u ,  i t  i - s  s u f  f  i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t  t h e i r  r e s -

- . t r i c t i o n s  
a t  U  a r e  u q ' - o t '  B u t  s i n c e  t h e i r  r e s t r i c -

t i o n s  a t  U  a r e  i n v e r t i b l e  a n c l  P i c ( U )  - >  P i c ( Y )  i s

i . n j e c t i v e ,  i t  i s  s u f  f  i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t  L  I  v &  
m t  =

0 X ( t V l  I  v  .  B u t  t h i s  f  o l l o w s  i m m e d i a t e l y  b y  P r o -

, p  a r e  i n t e g e r s
n

6 '  C t  I ( q y ) .

f  r o m  2 )

w h l c h  i s

,  e x a c t  1 y
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* t ( - ( t n ) )  = - e  f q ,  * < f  o .  N o w  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

a . z  O V r - V t  L >  O x  - )  O y  - '  o
r  €  H o ( F ,  O  X ( V )  )  ,  y e l d s  a n  e x a c t  s e q u e n c e

r  ( ' )@ O X(  -? )  =  r  (  * - .  )  f . ,  r  ( ' )  - ;  Or ( ,  . .4  o

S i n c e  i n  a n y  p o i n t  x  €  X  ,  t  h e  m o r p h i s m  , " . (  t - t  )  _ >  F

m a y  b e  i d e n t i f  i e d  w i t h  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  w i t h  r ,  *
i n  t " ( t )  a n d  s i n c e  , ( m )  a r e  t o r s i o n  f r e e ,  w e  g e t

t h a t  , ( m - t )  - : r ,  , ( m )  i s  i n j e c t i v e .  H e n c e  w e  a e t

( m )
x

0

a n  e x a c t  s e q u e n c e  o  - )  f ( * -  , ( m ) _ : _ "  O r ( m ) _ + O .
T a k i . n g  t h e  l o n g  c o h o m o l o g y  s e q u e n c e  a n d

1 ^a c c o u n t  t h a t  H * t  A  r ( m )  )  =  . O  f  o r  m  e

w e  g e t  t h a t  H I l r ( m - t ) ,  - > n 1 ( r ( m ) )

t  a k i n g  i n t o

Z- ( see [s7 |
i s  s u r j e c t i v e

w h e  r e

BY [ 'J

f  o r  a n y  
:  e 7 / .  v / e  o b t a i n  a n  e x a c t  s e q u . e n c e  o f  g r a _

d e d  a l g e b r a s

c  - ) B  o  r . t s - )  @ ^ V o H o ( p , ' O p ( r ) ) _ > o

@ ^ > a  u o ( p , O r ( , n )  =  o [ t o , . , T r l =  s

i t  i s  a

B  i s

, d e g T

B  = . @  _  -  ^  H o ( x , t ( . ) )m  7 z U
w e  h a v e

=  @  n > e H o ( u , t  t * 1 .

w i t h  d e g

f a c t '  t h a t

p h i c  a s  a

x E  P r o j  B

T i =  q i  f o r  i = 0 ,  .  , r  .  N o w

t h i s  s i t u a t i o n  i m r r l i e s  t h a t

g r a c i e c l  a l g e h r a  w i t  h  r [ t ]

,  t h e  t h e o r e m  i s  p r o v e n .

s  t  a n d a  r d

i  s o m o  r -

=  t .  S i n c e
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REFFERE.NCES,

I N C F T E S T  P  r e P r i n t
L . B S d e s c u  o n  a m P l e  d i v i s o r s ' I '

S e r i e s  t ' l o  '  L 7  (  1 9 B o )  '

C . D e l o r m e  -  E s p a c e s  p r o i e c t  i ' f s  a n i s o t  r o p e s  '  B u 1 1  '

5  (  1 9 7 5  )  ,  P P  ' 2 o 3 - 2 2 3  '

t r . D o l g a c h e v  -  V f e i g h t e d  p r o i e c t i v e  v a r i e t 1 e s  t

t o _  a P P e a r

c k  -  C o h o m o i o g i e  i o c a l - e  c i e s  f a i s c e a u x
^ t * ' : " : r . " : . : t " ;  

: . : " . ; " "  o "  Le rsche t z  r ocaux  
"e t

g l o b a u x ,  l i o r t h - L l o l l a n d  '  A m s t e r c i a m  (  f 9 6 B )  '
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