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SUR LA SOUS-CATEGORIE LOCALiSANTVASSOCIE, A UN
IDEAL BILATERAL PREMIER DANS UN ANNEAU NOETFERIEN

y (A DROITE)

paf Popescu Nicolae

INTRODUCTION

Dans leur ouvrage 6 Lanltek ét Michler ont caracté-
‘ risé de systéne localisant (vqir[2],[9]) a4 droite F associé
3 un ideal prenierlg_d;un anneau noethérien é droite, comme
le systéme localisant associé€ au systerne rultiolicatiffgif)=
{aER ainsi que xa{g.z)xgg}. Dans note [IQ] nous avons signaler
guelques conditions nécessaires et suffisantes ainsi que Rp
1’anneau des quotients de R que rapport 3a ¥, soit un anneé; de
fractions de R par rapport éctip). Dans une lettre, A.Hudry m’a
signalé que note [10] contient quelques fautes, mais que ne sont
pas que d’importance secondaire,
Dans ce travail nous donndns une outre formulation
des resultats de[io} avec. le demonstration. Notre but est d?’initié

un €tude intrinseque de quelques classes des anneaux ncethériens a

droite,de point de vue de la localisation.

1. Yuelques notations et définitions usuelles

Dans tout ce qui suit, R designe un anneau unitaire
mais pas nécessairement commutatif et Mod R, la catégorie des R-mo-

dules a droite unitaires. Le lecteur vcudra bien se raporter a[Z}



" au bien a[b}pour les notions comme: sous-catégorie localisante

de Mod R, systdme localisant d’idéaux a droite de R (au bien en-

semble topologisant et idempotent d’idéaux a droite de R). I1 est

kien connue qu’il existe une correspondence biunivoque entre les

sous-catégoriez localisantes de Mod R et les systémes localisantes
des idéaux a droite de R (voir[i] ou bien[9]). Si ¥ est une sous-

catégorie localisant de Mod R, notons par F le systéme localisant

associé a F par le correspondence ci-dessous. Nous rappelons qu’un
idéal & droite a de R sera dans F si et seulement si Rfa€¥ .

Si X est un objet de Mod R, notons par E(X) l’en- }
veloppe injective ae X, de méme, par.;; notons la soqucatégorie
localisante constitué par tous les R-modules Y ainsi que‘HomR(Y,E(X))

=0.

Sait ¥ une sous-catégerie localisante de Mod Ry
notons:

- Mod R/F la catégorie quotient de Mod R relati-
vement élgnT: Mod R——>Mod R/E le foncteur canonique et S un
ddjoint a droite de T (cf.[z}au bien[é]). T est un foncteur exact
et S_pleinemeﬁt fidele.

- si X est un object de Mod R, Xp sera 1le mcdule
des quotiehts de X, au. localisation de X, par rapport a F (cf.[i],
[éljé]). Particulidremerit Ry est un anneau (anneau des quOtients,
au l’anneau de localisation de R par rapport a F) et on a toujours
un morphism d’anneau u:R->R; et le suivant diagramme des categories
et foncteurs i

MoclRé = Mod/é
Hls g = e

(1) i
T Ry

s : : . X :
ou u*_ est foncteur restriction relativerent a u, u” la tensorisa-




tion avec Rp., S'adjoint & droite de T’. De méme T’ est un foncteur

exact et S’ est pleinement fidele. On a: | =
Myst~ g,

Une sous-catégorie localisante F de Mod R s’appele=. .
rait parfaite si et seulement si les foncteurs S’ et T’ dans le-
diagraxrme (1) donnent une équivalence des catégcries.

Il est facile de voire que si R est par example un
~anneau dedekindienne (voire[9]) alors tout sovus-catégorie locali-

sante de Mod R est parfaite.

2. Sous-catégories localisantes preridre

Une sous-catégorie localisante ¥ de Mod R s'appele-

rait premieére si et seulement si le catégorie quotient

€= mod RAE

contient un objet simple U dont l’enveloppe injective est une coge-
nerateur de?. ‘Nous voulons donner quelques caracterisaticns des
sous-categories localisantes premiers.

Spit F une sous-catégorie localisante de Mod R. Un

R-module X s'appelerait.@:—critique si X est non nul, X ne contient’
pas des sous-modules non-nuls de F et pour tout sous-rodule ¥! de X,
X’#-O, on a X/X'€F. I1 est facile de voire que X est y—critique si
et seulerent si l'object T(X) de la catégorie Mod R/F est simple.

. . P el 2 : 5 z ; I% 9~7
Eviderent tout cbject F-critique est irreducible (v01r£9]ou“94\.

Un idéal a droite a de R s'appelerait }':-cocritique si et seulerent

si R/a est un object %’—critique.



si a est un idéal a dreoite de R} notons par Py la sous-
catégorie localisante de Mod R formée par tous les R-modules X tels
que homp (X, E(R/a))=0, Il est facile de voire qu’in ideal & droite
b de R appartient a F_ i(le systere localisante assoc1é a F ) si et
seulement pour tout deux éléments xl'XZER tels que xl¢a 11 ‘existe
un élénent yeR ainsi que x,y@a et x,yeb.

Soit I un object injectif indecomposable de Mod»R.
D'apprés[ﬁ] on appelle coeur de I1 et 1l’on désigne par C(I) l’inter-
‘section c=(Ker f des noyauy Ker f des endomorphisms £ de I tels que
Ker f#0. D'éprésii] on soit qu’une élérent 0#J€Il appartiént a C(I)

si et seulement si 1’idéal a droite

Ann (x) ={aéR/xa=0 }

annulateur de x est maximal parmi les anmulateurs des élérents non
nuls de I.

On a le résultat suivant

Théorene 2.1. Soit F une sous-catécorie localisante Mod R.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) ¥ est une sous-catégorie localisante preriere
2) Il existe un idéal & droite a de R; F-cocritique ainsi

que ?=Fa.

l

-'3) Il existe un R-module Y, F-critique, ainsi que ¥’=Fy'
4) Il existe un object injectif et indecomposable,

I dont le coeur est non-nul, ainsi que Tr?'l.

Preuve 1)=)4) Soient U un object simple de E2voa R/
et Q=E(U), l’enveloppe injective de U dans %) Nous utiliserons le

diagramme (1)). Il est.;bien connue (voirﬁ ]} [9}) que I=S(Q) est

e



un object injectif indecomrposable de Mod R; ll’objéct V=S (U) est le
coeur de I. En effet, si X est un sous object non nul de V, on aé-
duit que T(V[X) =0, ¢’est~a-dire V,(XG?'. Donc si.er aldrs xR est
un sous-object de V, tels que pour chaque sous-object XcxR, X#0, on.

a
xR/, C Vi S

donc xR/xé'T.
Maintenant, si 0#xeV, et Ann(x) n’est pas maximal parmi
les annulateurs des élérents non-nuls de V on déduit que Ann(x) C

Ann(y) avec Ovy¢V. Alors l’application
b A B s 8 Vi

définit une homomorphism de R-moduls f:xR =2 VR dent noyou n'est
pas nul. Alors on voit que yR=xR/Ker f@F, ce qui est absurd, V &tant
un object F-fermée (voir[Z] ou[9]) 5

D’autre part raintenant il est facile de vecire que le
coeur de I n’est pas nul et il coincident avec V. L’équalité
F=FI résulterait, parce que T(I)=Q est un cogenerateur injectif_ de
g.

Les autres implications sont evidents (voir [éj) .

Soit ?7 une séus—cate’gorie localisante premiere de Mod R; .‘
un olject injectif indecomposable T tels que T:?T s'a.ppelerait- 1

injectit indecorposable de definition pour F. 11 est facile de voire

que I est unique a un isomorphisme pres

Corollaire 2.2. Soit I un object injectif indecorposable |




de Mod R dont le coeur n’est pas nul.
Alorsf?} est un sous-catégorie'locélisante premiére de
Mod R, et tout sous-catégorie localisante preriere est de tel fa-

con.

Corollarec 2.3. Sbit R un anneau noethérien a droite.

Les sous-catégories localisantes premieres de Mod R sont en corres-

'pondence_biunivoque avec les types des objects ihjéctives indecom-
posables de Mod R.

En effet d’aprés la définition du coeur on voit tout
object injectif indecomposable de Mod R, R noetherian a droite,

a son coeur non-nul.

Corollaire 2.4. Soit R un -anneau. Dans la catégorie

< Mod R existe toujours des spous-catégories localisantes preriéres:
En effet si m est un idéal & droite maximale de R,
E(R/m) est un object injectif indecomposable dont le coeur n’est

pas nul.

Corollaire 2.5. Soit R un anneau cormutatif. Un object

injectif indécomposable I de Mod R a le coeur non-nul si et seulement

si I est 1l’envelloppe injective d’un module R/p ou p est un idéal

prenier de R. Particulairement les idéaux preriers de R sont en
correspondence biunivoque avec les sous—catégories localisantes
preriéres de Mod R.

Il est bien connue cue si R eét un anneau comrnutatif et
p un idéal preniier de R, alors le scus-catégcrie localisante (pre-

—

midre) F associe a p est parfaite. Cette affirmation n’est pas

g

toujours valable pour les anneaux noncorutatifs.-I1 est intéresant

de savoir qu’il sont les anneaux R tels que tcut sous-catégorie

e



localisante premigre de Mod R est parfaite. Dans ce qui suit nous

~essayerons de faire quelques contributions a cette probleére.

gl # ——

Théorere 2.6. Soient R un anneau artinien 3 droite, &

une sous-catégorie }ocalisante'premiére de Mod R} I un object in-
jectif indecompbsable de definition pour F, et U 1le coeuf de I,
. Notons par RF 1’anneau de quotients de R relativement a Qret,par
JiiR—aRF le morphisme canoniques des anneaux. I et U sont de fagon
canoniques des RF-modules a droites. Les assertions suivantes sont
equivaleﬂtes: »
1). ¥ est une sous-catégori; localisante parfaite

2) U est canoniquement un‘RF‘mO&uleusimpﬂe: G T AL A SEY e

Preuve. Considerons le diagrarme (1).
1 ::>2) d’aprés la définition .d’une sous-catégorie lcca-
lisante parfaite et la théoréme 2.1.

2) =»1) De l’isororphisre fonctoriel:
(2) s g

on voit que S’'T(U)=U’ est un RF-module dont restriction des scalai-
~TYes a R est isomorphe a U; U’ est la structure de_U corme RF-module.
Nous souposons que U’ est un Rp-rodule simple.
De 1l'’isomorphisme (2) on ‘'voit que RFC:aS'T(R).
L'object T(R) de Mod R/¥ est artinien (voir[?] au[ﬂ]),

donc il a une suite de corposition:
O =XL£XC .-+ 2C X =T(R)

dont tous les facteurs de composition sont isomorphes a T(U), .le



seul type des objects simple de Mod RﬁF; I1 est facile de voire que
les sous-objects

o=s{%.) C TGl o €505 =ST(R) =Ry

donnent un suité de composition de Rf,}dont tous les facteurs de
compbsition sont isomorphes a S'T(U)=U'. Dtici on dédui£ que pour
tout idéal a droite a de Ry, le rodule Ré/g a une suite de composi-
tion dont les facteurs de compositions sont isomorphes a U’, c’est-
a-dire T'(RF/gi#O. pDonc T’/ est un foncteur fidéle et il établie
une équivalence de catégories. Finalementgf une sous-catégorie lo-
calisante parfaite. '

Nous ne savons pas si le Théoréme 2.6 est valable pour

les anneaux noethériens a droite.

3.Systémes multiplicatifs dans un anneau

Soient R un anneau et C un systéme multiplicatif de R.

On dit que C est permutable & droite si pour tous deux

éléments x€R, s€C, il existe deux éléments x'€R, sS’€C ainsi que

sx! = xs!

On dit que C’ est simplifiable- & droite si pour tous deux

éléments x€R, s¢C ainsi que sx=0, il existe un élément s’€C tel
que xs’=0. T

Un systéme multiplicatif C de R qui est en mére temps

permutable et sirplifiable a droite s'’appelerait systéme Ore a
droite.

Si yeR, notons

S LA s



(O:y)={;</xcR, ainsi que yx=0}

(0:y) s’appelerait l’annulateur & droite de y.

Propésition 35X, (Goldie[3]). Soient R un anneau et C un

systéme multiplicatif et permutable & droite de R. On suppose que
R vérifie la condition suivante: toute chaine asscendente des annu-
lateurs 2 droite des &léments de C, est stationnaire. Alors C est

8ussi un systéme simplifiable 3 droite.

Preuve. Soient x€R et seC-ainsi que - sx=0..Selon-1’hypo-:. '
these, pour tout nombre naturel k)l i1 existe deux élérents

I’kf R, s,€C ainsi que

s"‘; = IAA

On voit que SA+‘Xk Axdy =0 ¢ C'est-a-dire 'xke (0 /Jg'H)

D’apres l hypothese, il existe un nombre naturel n tel que
(0:s™y=(0:s"t 1y
Donc on a xrf(O:sn), - 1 'A'”‘zm: XA =2

Donc C est simplifiable & droite.

Corollaire 3.2. Soit R un anneau noethérien a .droite.

Alors tout syétéme multiplicatif de R, permutable 2 droite, est

de méme simplifiable a droite, c’est-a-dire un systerme Ore a droite.



4, La sous-catégorie localisante preridre associde

& un idéal bilatéral prerier dans un anneau noethérien & droite

Dans ce ;zui suit R sera un anneau nothérien 3 droite et
P sera un idéal premier bilatéral de R. On sait alors (voir[Z]au
bien {9]) que l'ehveloppe injective E(R/g) est une somme directe
finie des injectives indecomposables isomorphes entre eux. Donc
on voit . que %;L=$ est une sous-catégorie localisante premiére ‘de ;

Mm R.

Notons:
f{_ﬂ)t {A/&éR tel que la condition £Z €A

irplierait ’)(GZ'L} _ .

On voit que f//v) est un systéme multiplicatif
d’élénents de R. D’apres l; théoréme de Goldie. (voir[zj, [3], au
bien{9}) un élérent ceR appartient hf{p) si et seulement si
l’irage de ¢ dans les anneaux quotient R/E est un élément re:;;ulier.

D’ici on déduit que pour tout élément cef(p) on a de méme:
si x€R et XC@? alors xep.

Soit F=Fp le systéeme localisant des idéaux a droite de
R, associé a ';3:"_ . Dans leur ouvrage[G], Lambe/é et Michler ont

montré le résultat suivant:

Théoreme 4.1. Un idéal a droite a de R appartient a F

XCe &
si et seulement si pour tout xgR il existe ce‘g(p) tel-quem

Si a est un idéal a droite de R est xeR, notons:




(g:x)={y/ch tel que xyeg}

D’aprés le théoreme 4.1 resulte que a€F si et seulement

si pour tout €lément x¢R on a
(g:x)ncﬁg) z= ¢

Soient RF=RF 1’anneau des quotients de R par rapport
: 7.8 ‘ :
a F et u:R—-)RF 1’ homomorphisme canonique des anneaux-S<{ a est un

idéal a droite de R notons:
§F=gg/yeRF tel que il existefuh idéal ber

ainsi que ybsu(a)

ap est un idéal a droite de Rp; on voit facilement que
gGF’si et seulement Si ap=Rp.

Soit a un idéal a droite de R, Le résultat suivant
contient des conditicns nécessaires et soufisantes ainsi que
1’anneau Ry l'anneau des quotients de R par rapport & F est un
anneau clasique des fractions a droite de R par rapﬁort a g%p)
(voif[z], ou bien[9]) pour la notion des anneaux clasique des
fractions a dreites, au qui egt la rére chose,‘ﬁﬁp) esteon syste=

me Ore a droite. Notons que d’autres résultats sur le mére sujet

sont exposés dans[ﬁ].

Théoreme 4.2, Soient'p un idéal bilatéral premier .de
R,I un injectif indecomposable contenue dans l’enveloppe injective
de R/p, U le coeur de I et Rp 1’anneau des quotients de R par

rapport a F=§\. Les assertions suivantes sont équivalentes: .
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1) .Chaque idéal a droite de R, F-cocritic contient p.
2)‘g est contenue dans 1l’annulateur du U.
3) Chaque idéal a droite de R,F-cocritique est premier
4) %ﬁp) est un systeme multiplicatif permutable a
droite.

5) F est une sous-catégorie localisante parfaite et

Pp est un idéal bilateral de RF
6) U est un Rp-module 51mp1e et pp est un. ideal'biiaté-

ral de RF'

preuve. L'équivalence 1X=>2) est évidente parce que
les fdéaux a droite F-cocritique sont exaterents les annulateurs
des é&léments non-nuls de U.

1) =»3). Soit a un idéal a droite F-cocritique;
alors a pca. Soit x,y€R tel que xRy¢a; si x¢a alors ¥ l'irage
de x dans le module R/a est un éléwént non-nul, et y sera un annu-
lateur de sous-module xR du R/a. Evidenent‘g estlle plus grand
idéal bilétéral du R gqui est lfannulateur d®une sous-module de U.
D’ici on voit que y€Amm(xR)cp, donc yea, parce que pga d'apres
1’hypothese, En conclusion a est un idéal a droite premiere.

3) =) 4)., D’abord nous montrons que pour chague .é1ément

(p)., 1;idéé1 3 droite cR appartient a F. Pour cela soit

ce%?qn; supposons par contraire que cRéF. Alors il y a un idéal
a droite a de R, ainsi que cRca et a est raximal parmi lés idéaux
2 droite de R.qui n’appartient pas % F. Evidement a sera F-cocri-
tique et d'apres 1’hypotheése, a est premiere. Parce que a est’ E=
cocritique on veit que a est irreducible pt E(R/a est iscrorphe
47I.Nous identifierons R/a avec scn image par un lsomorphisme
E(R/gﬁzi._D’aprés la définition du I il existe des élémrents xeU
ainsi que AMM(x)2p . |« que I est coirreducible il y a des &lérents

non-nuls yé€R/a tels que Ann(&h;p.




"soit r un élément de R dont im,gge dans R/_zi est un élément y tel

qgue Ann (ylg_?. Alors
(3) Ann (y)=(a:r)2p

L'é gallté (3) montre que rpga, Or eqﬁlvalent pour toﬁt
: tc—p on a : ‘rkt ca. Voit que r¢a on déduit que tﬂa pour tout ts'p, 2a
étant premigre. Donc pga et anf(p ;t¢

D'ici resulteralt que a€F. En effet si seR, il y a des
éléménté s'cR et c %lp) ainsi que sc’~cs’e p. Voit que élcs'e_p_cg.
on déduit que sc¢a, c’est-a-dire (a:s)ﬂﬁp,}fﬁ.' Donc éeF, en contra—
diction avec la deflnltion de a. Par sulte l’hypothese que pour
ccca;_)), chF est false. Donc cREF pour tcut céﬂp)

Malntenant, nous prouvons Jque f&fd est un systére pers
mutable & dr01te. et d’apres le Proposition 3.1 f(p) sera un syste-
me Ore a droite. En effet si c€ﬁp) et xeR, alers. (cRix) EF, donc .
(cR:x){)c(ﬁp)=¢ cl’est-a-dire il existe un élé'r-ent c'g%o(p) ainsi que
xc’=cx’¢€ cR.

4)—":}5) D’apreés le Corollaire 3.2 on voit que g(p)' est
un systeme Ore a droite de R. Alors, dtapres [2]0r[9} on déduit que
RF 1’anneau des quotients de R par rapport a F est un-anneau clas-
sique des fract:.ions de R pai: rappert a cf{p) , le morphisme canonique
usR—>R; est un epimorphisme plat a droite et F est parfaite. Dans
ce cAas, un idéal & droite a de R appartient a F si et seulerent si
AA(@)Rp=R} . Montrons que pp est un idéal bilatéral de Rp. Soit, pcui:

cela XEpF, chF, voit que RF est un anneau classique des FI“*(‘*‘lC"‘lS

3 droite de R par rapport a ‘g(p), On. a:s

x =M@ (c)”

i —”,(b),u(d)—l COde(p)' a,béRo
Yois :



s=Eatdre=
- L'appartenence xe‘-pF, montre que a€p. On a:
oy = UbET @)

~Voit ".que f(p) est permutable a droite on voit qufil

existe d’es éléments a’€ R, 'c’eg_g) ainsi “que
/tl(d»)"1\1(a)=u‘(a")u(clz")"l

D’ici on déduit que a'¢p, et on a
.Yx=A(b)u(a")ti:(i:'-)g(';cgt:z-(ba')u(cé')_l

Eviderent, bakig et necessairerent Y¥€Pp. En conclusion
Pp est de rére un idéal & droite de R, c’est-a-dire un idéal bila-
téral.

5)==>6) D’apres la définition d’une sous-catégorie lo-
calisante parfaite et d’apreés le Théoreme 2.l,0n voit que U, le

coeur du I est uni.R_-module simple.'

E
6)=92).Dfabord nous voulons montrer qu’il existe des

&léments non-nuls xe€U ainsi que xpp=0, c'est-a-dire l’annulateur

du x . dans 1’anneau Ry contient‘gf. En effet, d’apres la définition

du U, L1 existe des éléments non-nuls x€U, ainsi que gg=0. Soient

x un tel &lément de U et of un &lément de pp. Supposons par absurd

gque x#0. Alors pour tout/SG RF on voit que o(/}e_pF et il existe

un é€lément cﬂf(p) ainsi que o(/?’a(c)‘j(—g_)), ou corme d’habitude

u:R-—»RF est le morphisme canonique. Mais alorsIXOQBJLCc)=a.Donc,

on veut gue x@{ est un élément de U, dont annulateur dans R appar-

tient & F (voit le théoreme 4.1), contradiction avec la définition

du U. Par consequence, si xe¢U, est tel que xp=0, alors xpyp=0.



Maintenant cohsiderons-les sous-énsémble- Ut aduin U

. forme par les éléments x, ainsi qﬁe ﬁPF=0. D’aprés ci-desus, ©on

veut que U’'#0 et d’aprés 1l'hypothese queigF'ést”bilaterai-on déduit——
que ﬁ' est un RF—sous-module du U. Voit que U est simpié/bgifﬁ
1’hypothese on déduit que U’=U, c'’est-a-dire pour tout &lément xeU,
on a xpp=0. D'iéi on déduit facilement que p est contenue dans

1’annulateur du U.

5, Le cas des anneaux artiniens

Dans le qui suite R sera un anneau artinian a droite. -

' “'On sait que R est aussi un anneau-noethdrian . a- droite et- il existe: ««

un correspondence"biunivoque entre enserble (fini) des R=mocdules. .
simple (deux a deux non-isomorphiques) et enserble des idéaux pre-
mier bilateres de R (%oir(zlor bien[9i) Le théoreme 4.2 se parti- .

culairisent dans ce cas sous le forme suivante

Théorene 5.1. Soient p un idéal bilatéral prerier de

R,I un injectif indecomposable contenu dans- l’enveloppe injective
de RAE' U le coeur de I, K 1'unique module simpie contenu dans I
(et donc dans U) et RF 1’anneau des quotients de R par rapport a
F=Fp. Les assertions suivantes sont équivalentes;
- 1) L'’inclusion cancnique KeU est-un isororphisme
2) p est 1*annulateur de U
3) Chaque idéal a droite dé R, F—cocritiQue est maximal.
4) Chaque sous-catégorie localisante de Mod R qui con¥
tient K, contient de méme U.
. 5) Chaque sous-catégorie localisante de Mod R qui

contient K, contient de méme l’enveloppe injective de K.



Preuve. b'implication 1y =N 2). estevidernite"
Voit que chaque idéal 3 droite de R, F-cocritique est

1’annulateur d’un élément de U, résulte équivalence 1X=53).

e
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P —_ 2)=)3). Soit a un idéal & droite, F-cocritique de R;

voit que a est lfannulateur d’un élément de U, on a l’inclusion
pgca

D’autre partie, p étant l’annulateur de K, on voit que.

e

p est 1l’intersection d’un nombre finie d’annulateur des &lérents

de K, donc on a

g
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)

a
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m,; v léien étant idéaux makimaux é droite de R. On
déduit que R[g est con;enue corme sous-module dans le module

ﬁ@gn » donc R/p est un nodule semi-simple. Par consequence,
R;;’est de néme semi~simp1e.‘Mais tout idéal a droite F-cocritique
est coiréductible ce qui montre que R/a est nécessairement simple,
donc a est maximal.

L’implication 1)=p4) est &vidente.

4) =>1) Sort}[]a sous-catégorie locallsante de Mod R
engéndré par K (v01r['9]) (R sera la plus petite sous-catégorie lo-
calisante de Mod R qui contient K).

D’aprés la Théoreéme 2.1 on sait que U/K est un object
de ¥, et d’aprés 1l'hypothese 4) il est de mémre un obﬁect de A, qui
est une contradiction si‘K¢U. Done nééessairerent-K=U.

1){?6) F étant un sous-catégorie localisante premiere

de Mod R on sait que Mod R/F a un seul tybe des objects simples..

En utilisant la diagramme (1) on voit que T(K) est un object sinple




de Mod R/F et d'apres 1) on a 1’isomorphisme canonique:

K=ST (K) : =

De néme I est canoniquenent isomorphe avec ST(I)

Mod RA® étant une catégorie artinienne, on déduit que
T(I) a une suite Loewy, c’est-a-dire une famille croisante'{'N'.,,}”<
de objects, indexes par les nombres. ordinaux, tels que
(JWL= T(I) et Ny, /N, est nul au isomorphe avec T(K). D’ici on
déduit que I a de mére une famille croisante {M S de sous-modules
tels que U/\L I, et Maryo /M est nul au isomorphe avec K.

Malntenant soit A une sous-catégorie localisante de
Mod R qui contient K., Soit M le plus grand sous-object de I con-
tenue dans A. Nous montrons que M=I. En effet si M#I soit « le plus
grand a nombre ordinal tel ‘que M & Mo~Voit que My est raxiralsidans

My4q ©On déduit que MAM,, = M,. Donc on a:

et g H"*'/‘n,‘,nm = M"”//‘f.f

Mais MtMog, /ps est canoniquerent contenue comrme sous-
module dans I/M, ce qui est une contradiction. Donc nécessairerent
M=I et 1) =>5).

D’autres imrplications sont évidents

g.e.d.

Un anneau R s'’appelerait local 3 droite si 1la catégorie

Mod R est une catégorie locale, c’est-3-dire Mod R a un seul type
des rodules sinples (dont enveloppe injective est un cogénerateur

de Mod R). Un idéal a droite a de R s’appelerait cocritique si la

sous-catéyorie localisantef;; (associa a systeéeme localisante F)

—
—

est prenier a droite (dans ce cas g_est.g;-cocritique).

Mod 46620
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En utilisant des résultats ci-dessus nous pouvons donait

une caractérisation & une classe des anneaux artiniens a droite.

- B

Théoreme 5.2, Soit R un anneau artinien a droite.

8 Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) R est un produit direct des anneaux locaux a droite.
2) Toute sous-catégorie localisante de Mod R est stable

aux enveloppe injectives.

3) Tout idéal a droite cocritique cde R est raximral.

Preuve. L’é&quivalence 1)¢=>2) est une consequence
d’une théoréme plus générale {voir[9£, ch.V, Théoreme 6.9) .

L'equivalence 2)¢&>3) résulte d’apres Théorere 5.1
et d’aprés le fait qui tout sous-catégorie localisante de Mod R

est engendre par tous les objects simrples dont le contient.

Corollaire 5.3. Tout anneaux artinien cormutatif est

un produit direct des anneaux locaux.

Preuve. En effet on voit que dans un anneau commuta-
+:f tout idéal cocritique est premier, et tout anneau local a droi-

te, cormutatif est local.

INCREST
Edul Pdcii 220, Bucuresti,sect.7?
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