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SUR LA SOUS-CATfGORIE LOCALISANT ASSOCTE, h tW

IpgAL Blr.ardnal pREI'irER DANS [N ANNEAIT XOCTEdRTEN-k

JA pRorrEJ

par  Popescu  N ico lae

INTRODUCTION

Dans leur  ouvrage 6 Larnbek et  Mich ler  ont  earact6-

r is6 ce systbn.e Local isant (vo. ir  [rJ,LnJ ) h droite F associ6

a un ldeal prenier g dtun anneau noeth6rien .h clroi te, comme

l e  sys tEn^e  l oca l i san t  assoc i6  au  sys tbn 'e  r . u l t l o1 i - ca t i  t ( t i l - -

faeH ainsi que *.€g =) x€81. Dans note t t t ]  no'us avons siqnaler
L

que lques  cond i t ions  n6cessa i res  e t  su f f i san tes  a ins i  c rue  on

Itanneau des quot ients Ce R gue rapport  b F,  soi t  un rr , r r"ui  d.
- e

f r ac t i ons  de  R  pa r  rappor t  d  ( , 1 (p ) .  Dans  une  l e t t re ,  A .Hudry  m 'a

s ignald que note [ roJ cont ient  quelques fautes,  rna is  que ne sont

pas que dt inrpor tance secondai re.

Dans ce t ravai l  nous donnons r rne outre for rnulat ion

des resul ta ts  au [ fO]  avec le  dernonstrat ion.  Notre but  est  d ' in1. t i6
L )

un 6tude in t r inseque de quelgues c lasses des anneaux ncethdr lens b

dro i terde point  de vue de la  local isat ion.

1.  u ,uelLues nol j r l iong gt  d6f in i t - i .e ls  t lggg1l_qg

Dans  tou t  ce  qu i  su i t ,  R  des igne  un  anneau  un i ta i re

mais pas n6cessai rement  commutat l f  e t  Mod R,  la  cat6gor le  des R-mo-

r 1
d u l e s  b  d r o l t e  u n i t a i r e s .  L e  l e c t e u r  v c u d r a  b i e n  s e  r a p o r t e r  a l 2 l'  L  ) .
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au b ien ^ [ r |pour  les not ions comme: sous-catdgor ie  local isante

de Mod R,  systbnre local isant  d t ld6aux b dro i te  de R (au b{en en-

semble topologisant  e t  idernpotent  d t ld6aux a dro i te  de R) .  I l  est

b ien connue qur i l  ex i .s te  une correspondence b iun lvoque entre les

sous-cat6gol ' ies locallsantes de l, lod R et les syst6rnes localisantes

des id6aux a droite de R (voir[Zl ou bienlrJl  .  Si f  est une sous-

cat{gor ie local isant de Mod R, notons par F le systbme local lsant

associ6 a $! .  par ]e correspondence cl-dessous. Nous rappelons gutun

id6al  i  droi te g de R sera dans F si  et  seulement s i  n/gef

S i  X  es t  un  ob je t  de  Mod R,  no tons  par  E(X)  J 'en-

veloppe in ject ive de Xr de m6me ,  pu,  T2q notons Ia sous-cat6gor ie

loca l i san te  cons t i tu6  par - tous  l i : s  R-modu les 'Y  a ins i  que HomR(YrE(X)

= 0 .

Sa i t  F  t  t t "  sous -ca t6Eor ie  l oca l l san te  de  Mod  R ,

n o t o n s :

-  Uoa n / f  1a  ca t6gor ie  quot ien t  de  MoC R re la t i -

venient h $rT: l, lod R--+Mod R1} 1e foncteur canonlque et S un

ad jo in t  b  d ro i te  de  T  (c f .  
[Z lau  b ien f r ] l .  T  es t  un  fonc teur  exac t

ei .  S p le inenrent  f idbLe.

s l  X est  un object  de l4od Rr  Xf  sera

des quot ients  de X.  au.  iLocal isat ion de Xr  par  rappor t  b  F

le rnodule

t " f . f { ,

au

un

e t

[ r ] rp l  ,  .  Part icul ibremeri t  Rn est  un anneau (anneau des quot ients,

de Local isat ion de R par rapport  e F) et  on a toujours

dtanneau rr3R-tR, et  Ie suivant diagramme des categor ies

4)t

X;:rp/y%
a u.' ,# r. t enso r i sa -

L,  anneau

niorphism

foncteurs

I'1od q fIod E,
( r )

oir  u est  foncteur restr ict ion relat ivenent
r
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t i o n  a v e c  R 1 , r  s t a d j o i n t  b  d r o i t e  d e  T r . , D e  n 6 n e  T ,  e s t  u n  f o n c t e u r

e x a c t  e t  S t  e s t  p l e i n e m e n t  f  l d e l _ e .  O n - a :

& x S ' E 5 .

une sous-catdgor le  local isante S de Mod R srappele+

ra i t  pg r fS l tg  s i  e t  seu le rnen t  s i  l es  fonc teu rs  S t  e t  T r  dans  l e -

d iagrannre (1)  donnent  une 6quiva lence des catdgcr j_es.

r l  est  fac i le  de vo i re que s l  R est  par  exarnpre un

anneau dedeki .nd ienne t r ror ro[oJ l  arors tout  sous-car6gor ie  ro"r i i_ j
L J

sante de Mod R est  par fa i t .e .  , . . , . .

2. 9q"-ggt6g.9l iqs l o c a l i s a n t e s  n r e n i b r e

Une sous-cat6gor ie 1ocal i -sente F Au Mod R stappel . .e-

ra i t  p reg ib lg  s i  e t  seu le rnen t  s i  l e  ca t6go r ie  quo t i en t

g= Mod R7g

con t i en t  un  ob je t  s imp le  U  don t  l t enve loppe  i n jec t j - ve  es t  une  coge-

ne ra teu r  A "  F . 'Nous  vou lons  donner  que lques  ea rae te r i sa t i cns  des

sous -ca tego r ies  l oca l i san tes  p remie rs .

Sgi t  F * .  sous-catSgor ie  local lsante de Mod R.  Lrn

R - m o d u l e  x  s ' a p p e l e r a i t F - c r i t i g u e  s i  X  e s t  n o n  n u r ,  X  n e  c o n t i e n t '

p a s d e s s o u s - n ' Q d u l e s . . o f f i * . p o u r t o u t s o u s - r r o d u 1 e Y | d e X '

X ' # 0 ,  o D  a  x / x ' € g f  .  I 1  e s t  f a c i l e  d e  v o i r e  q u e  X  e s t  $ - c r i t i c u e  s i

e t  seu l -enen t  s i  1 ' ob jec t  T (X )  de  l a  ca t6go r ie  I ' i od  R /F

Ev ic len  en t  t ou t  cb  j ec t  f - c r i t i que  es t  i r red t r c ib le  ( vo j . : :

Un  1d6a1  h  d ro i t e  a_  de  R  s f  appe le ra i t f - coc r l t l que  s i

s i  R /a  es t  un  ob jec t  f l - c r i t i que .

e s t  s i n p l e ,

, i  7^,.  ! l  ?,,
C ' J " " t ' - ' .

e t  s e u l e n e n t
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Si l  a  est  un id6al  b  dreoi te  de R,  notons par  F.  la  sous-

cat6gor ie  local isante de Mod R formde par  tous les R-modules X te ls

que  t i on* (X rE(R /a ) )=0 .  I 1  es t  f ac j - l e  Ce  vo i rb  qu ' f i n  l dea l  b  d ro i t e

g  d "  R  appar t i en t  a  
\ l t r e  

sys tbne  l oca l i san te  assoc i6  a  F  )  s i  e t
. _ . 4 '

seulement pour tout  deux 6l6ments x1rx26R, te ls que 
" t lg 

1l  existe

un 616n.ent yeR ainsi  que xrVla et  xry6b'

soi t  I  un object  in ject i f  indecornposable de Mod R.

UtaeprEsfTJ  on  appe l le  coeur  de  I ,  e t  l fon  d6s igne par  C( I )  I ' i n te r -

sect ion C=OXer f  des noyauy Ker t  des endoniorphisms 5 Ce I  te ls que

_&ef f t 'O. oraprbsfZ]  on soi t  quf  une 616nent O*f i l  appart ient  a C(I)

s i  e t  seu lement  s i  I ' i d6a1 b  dro i te

Ann (x )

annulateur  de 3C est  maximal  parrn i  les anr iu la teurs Ces 6 l6rnents non

n u l s  d e  I .

On  a  l e  r6su l ta t  su i van t

Th6orbn ie  2 .L ,  So i t  g  une  sous -ca t6oo r ie  l oca l i san te  Mod  R .

Les asser t ions su ivantes sont  dgulva lentes:

f " )  F est  une sous-cat6gor ie local isante prenibre

2)  r l  ex is te  un  id6a1 b  dro i te  g  de  F ;  F-cocr i t ique  a ins i

que f,=F..

3)  I I  ex is te un R-rnodule Y1 f -cr i t ique,  a lns i  que { f=F '

4 )  I 1  ex i s te  un  ob jec t  i n jec t i f  e t  i ndecomposab le ,

I  don t  l e  coeu r  es t  non -nu1 ,  a ins i  q t te  94 r .

+r-l*.=o ] '

Preuve

e t  Q = $  ( U )  ,  1 ' e n v e l o P P e  i n j e c t i v e  C e

d iag ra rnme (1 )  ) .  I 1  es t  b ien  connue

11 -.)a) soient U un object sinr: le ae F=uod R/Y

[ '  dans

r
(voir  [2

@

) ;

N o u s

['J,
u t i l i s e r o n s  1 e

q u e  I = S  ( C )  e s t
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un object  in ject i f  lndecornposable

c o e u r  d e  I .  E n  e f f e t ,  s i  X  e s t  u n .

de i4od R;  I rob ject

sous  ob jec t  non  nu l

duit  gue T Nlxl  =0r c,esr-b-dire v/xeg.

sous-object de V, tels que pour chaque

Donc sl . xeV

sous-ob jec t

V=S (U)

de V,

a lo rs

XCxR t

e s t  l e

on d6-

xR est

X l0 ,  on
un

a

*R/x a v/x

donc xR/ *€f .

Maintenant,  s i  0f  xe\ j r  €t  Ann (x)

les  annu la teurs  des .616nents  non-nu ls  de

Ann(y)  avec  0*ycV.  A io rs  l rapp l i ca t ion

n 'es t  pas  rnax ima l  pa rm i

V on dddui t  que Ann (x)  C-

Xf rl.:a-+--------+ y1.

d6 f  i n i t  une  homon iosph ism de  R- rnodu ls  f  : xR  -= )yR  don t  noyou  n res t

pas  nu l .  A lo rs  on  vo i t  que  yR=xR/Ker  f€F r  c€  qu i  es t  absu rd ,  V  6 tan t

un object F-fern,6e (voir [rJ ""frJl  
.

Dtautre part  r ra intenant i l  est  faci le de vcire que le

c o e u r  d e  r  n ' e s t  p a s  n u t  e t  i l  c o i n c i c e n t  a v e c  v .  L r 6 q u a l i t 6

F=FI  r6su1tera i . t ,  parce  que T( f  )=e  es t  un  cogenera teur  in jec t l f  de

Les  au t res  imp l ica t ions  sont  ev idents  (vo i r  
FJ l .

Soi t  f  une sous-cat6gor ie local isante prenibre de l , lod R;

un  oh jec t .  in  jec t i f  indeeomposab le  r  te ls  q t :e  fS ,  s rappe lera i t  r :n

in iec. ! i t -  ipcegonrrosable-dg eef]ni t ion_pou! F" r  1 est  faci le de voj . re

que I  est  unique b un isomorphj-sme prbs

g.grEtlgi !9 ?22- soit  r  un object injecri f  incleconposaLre
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de Mod R dont  le  coeur  n tes t  pas  nu l .

Alors f  est  un sous-cat6gor ie local isante prenibre de

Mod R, et  tout  sous-cat6gor ie local isante prerni-bre"est  de tel  fa-

90n -

Coro l la rc  2 ;3 ,  So i t ,  R  un  anneau noeth6r len  b  d ro i te .

Les sous-cat6gor ies local lsantes premlbres de Mod R sont en corres-

pondence. biunivoque avec les types Ces objects in jbct lves indecorn-

En ef fet  d 'aprbs la ddf in i t ion du coeur on voi t  tout

object  in ject i f  indeconposable 'de Mod R, R inoether ian b droi te,

a  son coeur  non-nu l .

Corol lq i Ig_?:g:  Soi t  R r ln  anneau.  Dans la  cat6gor : ie

: , ,Mod .R  ex j - s te  tou jou rs  des ' sous -ca tdgo r ies  l oca l i san - tes  p ren iE res :  . . . :  r n . ' , , i , i

E n  e f f e t  s i . S  e s t  u n  i d 6 a 1  b  d r o i t e  m a y i m a l e  d e  R ,

g ( n / g )  e s t  u n  o b j e c t  i n j e c t i f  i n d e c o n p o s a b l e  C o n t  I e  c o e u r  n ' e s t

p a s  n u l .

Cgfo l fa i re  ?:L Soi t  R un anneau cormutat i f  .  t ln  ob ject

in ject i f  ind6composable f  de Mod R a le  coeur  non-nul  s i  e t  seulement

s i  I  es t  l t enve l l oppe  i n jec t i ve  d 'un  mcdu le  R /p  o r r  p  es t  un  i d6a l

prenr ier  de R.  Par t icu la i ren,ent  les id6aux prerc i -ers  de R sont  en

correspondence b iun ivoque avec les sous-cat6gor ies Joeal isantes

. \prenidres de I '{od R.

I 1  e s t  b i e n  c o n n u e  g u e  s i  R  e s t  u n  a n n e a u  c o m n u t a t i f  e t

q  un  i d6a I  p ren i i e r  de  R ,  a lo rs  1e  scus -ca t6go r ie  l oca l i san te  ( l r r : e -

m ib re )  F  assoc ie  a  p  es t  pa r fa i t e .  Ce t te  a f f i r rna t i on  n 'es t  pas
-

t o u j o u r s  v a l a b l e  p o u r  l e s  a n n e a u x  n o n e o n u t a t i f s . - I l  e s t  i n t 6 r e s a n t

de  savo i r  gu ' i I  son t  l es  anneaux  R  te ' l s  que  t cu t  sous -ca t6go r ie

, iri

j

l
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local isante prenr lEre de t4od R est  parfai te.  nans ce qui  sui t  nous

essayerons de fal-re guelques eontr ibut ions a cet te problbne.

Th€orEne 2.9-.  solent R un anneau art ln len h droi te,  g

une sous-cat6gor le local isante prerr ibre de Mod R, f  un object  in-

ject i f  indecomposabre de aer inr t lon pour F,  et  u le coeur ce f  .

Notons par R* l 'anneau de quot ients de R relat ivernent a f  et  par- f '

l l :R-+nt 1e nrorphi.sme canoniques des anneaux, I et U sont <le fagon

canonlques des R"-modules b droi tes.  Les assert j -ons suj-vantes sont

equ iva len tes :

1)  g  es t  une sous-ca t6gor f ;  loca l i san te  par fa i te

z',) u est canoniquement un Rr-nno-&utre.. lsin"rp[e:, i :  : i : : : . ]  , :1:,.r\ , .  -$lf ] i4tJ.t(*

l reuve:  Cons ioerons  Ie  d iagranne ( .1 )  .

X =)zl  d 'aprbs la cdf  in i t io i i  .d 'une sous-cat6gor ie lc-ea'-

l i s a n t e  p a r f a i t e  e t  l a  t h 6 o r b n ' e  2 . ! ,

2 )  =+ I )  ne  f  i sor .o rph is r . .e .  fonqtor le1 :

& t s t  n  s

on voi t  que S 'T(U)-U'  est  un Rr , -m.odu]e dont  rest r ic t j -on des scala i . - .

res a R est  isomorphe a U;  t r ,  est  la  s t ructure de U corr .me R"-module.

Nous souposons gue U, est  un Rr-rnodule s inptre.

D e  I f  i s o m o r p h i s m e  ( 2 )  o n ' v o i t  q u e  R r i  S r T ( R ) .

L 'ob jec t  r (R)  de  Mod R/g  esr  a r t in ien  (vo i r fzJ  a" [gJ l  ,

donc  i l  a  une  su i te  de  compos i t i on :

O  =  X o C X , ,  c , . -  -  .  . C X r r = r 1 p 1

don t  t ous  l es  fac teu rs  dd  compos i t i on  son t  i . so rno rphes  a  T ( t , ) ,  . l e

(2 ' , )



seul  type des objects s imple de Mod'Rf l .  11 est  faci le de voire que

o=s(y.)

Les s.ous-objects

S'k,) c c S'$) =lrrP ERr

donnent un suite de composltion de Rr; dont tous les facteurs de

. t

composi t lon sont j .somorphes a S'T(U)=Uf .  Dr ic l  on d6dul t  que Pour

tout id6al b d,roite g de R"r Ie rnodule Rr/e a une suite de composl-

t l -on dont les facteurs de eomposi t ions .sont J-somorphes a Utr  ctest-

a -d i re  T ' (RF/g)10 .  Donc T /  es t  un  fonc teur  f id61e e t  11  6 tab l ie

une 6quivalence de cat6gories. Flnalement F r-rne sous-cat6gorie 1o-

ca l i san te  par fa i te .  4 .a6 : . . .

Nous ne  savons  pas  s i  le  Th6orbme 2 .6  es t ' va lab le 'pour

l e s  a n n e a u x  n o e t h 6 r i e n s  h ' d r o i t e .

d B

3..syg!=neg mu-1tip]1ca!Lfs dgns gq anneaq

Soient R un anneau et  C un systbrne mult ip l icat i f

On dit que C est @elJg sf Pour tous

6l6rnents >&fRr s€C, i l  existe deux 6l6ments x '€R, s '€C ainsi

C

l {

!*

\g

i ?

i,t
ii;.

:l

1t
i t

It
. I

13

i 1 {
) t
t
i

t zr t'
i

d e  R .

deux

que

s x t  =  x s '

On d i t  que Ct  es t

dl"6ments x€R, sCC ainsi  que

q u e  x s ' = 0 .

Un systErne mult ip l lcat i f  C f ,s R qui  est  en mene temps

permutable et  s inpl i f iable b droi te srappelerai t  systBmg-Ore b

Crgilg.

slggHfieble.a gloilg si pour tous deux

sx=0,  i I  ex is te  r tn  6 l6nent  s '€c  te l

Si  yfR, notons



9

( 0 : y )  s t a p p e l e r a l t  d e  y .

P.ropoglElgn 3.1.  (Goldlel t ] t .  solent R un anneau et  c un
systbrne nrul t ip l icat i f  et  pernutabr.e b drorte de R. on suppose que

R v6r i f ie la condi t ion suivante:  toute chaine asscendente des annu-
la teurs  h  d ro i te  des  6 l6nents  de  c r  €s t  s ta t ionna i re .  Arors 'c  es t
oussi  un systbrre s impl i f iable E droi te.

-  Preuve. Solent x€R et  s€C-. ,a inst iqu.g, . ,sx=0l , ,Selon.1. j l , rhypo=ir , ,  *

these '  pour  tou t  nonbre  na turer  k>1,  i l  ex is te  deux  6r6nents

I fa * ,  sO€ C ainsi  que

(0:y)  =$/* .* ,  a i .nsi  er .  y*=O ]

t t ^n= 7A;

on vo l t  que 
" l * t  

^k= AthX=o i  c ,est -b-d i re  Xkn (o,azt t -

D'aprbs l thypothese,  i l  ex is te un nornbre nature l  n  te I  que

( o : s n )  = ( o  3 " t * 1 )  =  . . .

D o n c  o n  a  x f , ( 0 : s n ) ,  i . e .  , g n 7 . o . =  X A n = o

Donc  C  es t  s imp l i f l ab le  b  d ro i t e .

cgrof la i re J.2,-  soi t  R un anneal l  noeth6r ien b <iroi te.

A lo rs  tou t  sys tbne mul t ip l i ca t i f  ce  R,  pernu tabre  h  d ro i te ,  es t

de  m6n ie  s inp l i f iab le  h  d ro i te  I  c 'es t -b -d i re  un  sys tbne Ore  b  d ro i te .
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4.  Lg so_us-cat6gor ig_ Iocal isante prenible _grssogide

l  u!  id6.a1 bi la!6ral  p5gl leqjans, gn anneau ngethdr j .en 3.droi-re

Dans ce qui  sui t  R sera un anneau noth6r ien b droi te et

E 
sera un tddal  prenier bl latdral  de R. on saLt alors (voir [Z]au

t . ,
blen 

[9J ) 
que l 'envetroppe lnjective E (R/p] est une sonne dlrecte

f ln ie des in ject ives lndecomposables lsomorphes entre eux. Donc

on voi t  que AJF est  une sous-cat6gor ie local lsante prernibre de' i -

Mod R.

No tons :

€utl = t*/ Ee R rel que la eonditlon E7 e -/L

7
inp l iera i t  Xe I tJ

On voit  que €h.l  est un systEne rnult lpl lcari f

d '616nents  de R.  Draprbs rJ tndorbme de Gorc ie  (vo i r / iJ ,  [ tJ ,  au. L

( - 1  -  @
b ien f  9 f  )  un  616nent  c€R appar t ien t  b -5 tp l  s i  e t  seu lement  s ir )

l t inage de c dans les anneaux guot lent  R/p est  un 616r,nent regul ier .

D' ic i  on d6dul t  gue po.ur"  tout  6 l6nent ce€b, on a de m6me:

si x€R et xc€fi,  alors x€p,
h

Sol t  F=Fo le  systbme local lsant  des 1d6aux b dro i te  de

R, associ6 dTlr.  
-o"r," 

leur o,r.rr .s"foJ, mnnbe{ et Mlchr.er ont
, r

montrd le rdsul tat  suivant:

Thdorl le {*1* Un iddal b droite a de R appart j .ent h F

: l

-:
ir
' l

I
a ; l

: l

i
I

.  . r  r X C e * -
s i e t s e u 1 e n i e n t S i p o u r t o u t > € R i 1 e x j . s t e c e € t p l t e 1 q u e W -

S i  a  e s t  u n  i d 6 a l  h  d r o i t e  d e  R  e s t  x e R ,  n o t o n s :
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(g:x)=fr/t.* tet que *vegJ

DtaprEs le th6orbme 4.1 resul te que a6!"  s i  et  seulement

si pour tout 6l6rnent x€R on a

(E:x) O€tp f p

Soient RF=Rr,_ l tanneau des qrroti 'bnts de R par rapport+/t-
h r  et  u:R+RF r 'homom5rphisme canonlgue cies anneaux.s< g est  un

i d6a1  h  d ro i t e  de  R  no tons :

a ins i  que  y l su  (g )

4 p  e s t .  u n  i d 6 a l  l  d r o t t e ' d e  R F r  o n  v o i t  f a c i l e m e n t  q u e

gFF  s i  e t  seu le rnen t  s i  3 r r=Rr .

So i t  g  un  i d6a l  b  d ro i t e  de  R ,  Le  r6su l ta t  su i van t

con t i en t  des  cond i t i cns  n6cessa i res  e t  sou f i san tes  a ins i  gue

l tanneau Rur  l 'anneau des quot ients  de R par  rappor t  h  F est  un

anneau c las ique des  f rac t ions  b  d ro i te  de  R par  rappor t  a  Kp)

tvo;{r[zJr ou uienfrJ) pour 1a notion des anneaux clasique des

f r ac t i ons  b  d ro i t e ) r  au  qu i  es t  I a  r , 6ne  chose ,  t p )  es t  un  sys tb -

me Ore b dro i te ,  Notons que dtautres r6sul ta ts  sur  le  m6rce su jet
-  r - ' t

s o n t  e x p o s S s  d a n s [ 6 J ,

T b 6 o r b n e  1 . 2 .  S o i e n t  p  u n  i d 6 a l  b i l a t 6 r a l  p r e n ' i e r . d e

Rr f  un  i n jec t i f  i ndecomposab le  con tenue  dans  l . t enve loppe  i n jec t i ve

de  R /p ,  U  l . e  coeur  de  f  e t  R ,  l r anneau  des  quo t i en ts  c le  R  pa r

rappor t  h  F=Ft .  Les  asser t ions  su ivantes  sent  Equ iva len tes :
I

c l  *
$p=lYl  y€Rn te l  que i l  ex is te un id6a1 lena \ t t
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1) .Chaque 1d6a l  b  d ro l te  de  R '  f -cocr t t i c  con t ie t t t  3 '

Z l  !  es t  con tenue.dans  I tannu la teur  du  U '

3) Chaque id6al-  b drol te de R'S-cocr l t ique est  prernLer

Al  €fpl  est  un systbme mult ip l icat i f  permutabte b

droite -

5) 9f  est  une sous-cat6gor le local l -sante parfai te et

1 )  + 3 ) .  s o i t  a  u n  i d 6 a 1  b  d r o i t e  $ - c o c r i t i q u e ;

.pf  est  un ld6al  b i iateral  de Rr '

6 )  U es t  un  Rr -modu le  s lnp le  e t  ! r  es t  un  id6a l  b i la t6 -

ra I  de  RU.

EISgye,:- Lr6quivalence LY->2\ est 6vidente parce que

Ies {d6aux }  droi te $-cocr i t ique sont exdenents 1es annulateurs

des 6l6ments non-nu1s Ce U'

a lo rs  a  !g :a .  so i t  x r yeR te1  que  xRygg l  = i  x /a  a lo rs  i ;  l t j - nage

de x dans le  module R/g est  un 6 l6rent  non-nul r  e t  Y sera Lrn annu-

la teur  de sous-module xR du g/9.  dv ic lerent  p  est  le  p lus grand

id6a l  b i l a t6 ra l  du  R  qu i  es t  l f annu la teu r  d rune  sous -modu l ' e  de  L ] '

D. ic i  on vo i t  que y€A;nTt(y f t )€Pr  donc Yegt  parce que pga dfaprbs

I rhypothese,  En conclus ion g est  un id6aL b dro i te  premibre.

3 ) = > 4 ) . D ' a b o r d n o u s m o n t r o n s q u e p o u r c h a q u e . 6 } 6 m e n t

c e € $ | ,  1 r i d 6 a 1  b  d r o i t e  c R  a p p a r t i e n t  b  F .  p o u r . , c e l a  s o i t

ce€Wli  supposons Par cbntralre que cndf"  Alors i I  y a un id6al

a droite 11 de R, ainsi que cR€q et g est n'axirr 'al parrnl les id6aux

b dro t te  de  n .qu i  n tappar t ien t  pas  h  F .  Ev idernent  3  sera  F-cocr i -

t ique  e t  d taprbs  l rhypothbse,  a  es t  p remibre .  Parce  gue g  es t  F-

cocr i t igue  on  vo i t  que .1  es t  i r reduc ib le  e t  E  (R/3 ]  
" " t  

i scnorphe

H:: I .Nous ident i f ierons R/a avec scn image par un isornorphlsrr 'e

n(g /9Ft .  D 'aprEs  la  dSf in i t ion  du  I  i l  ex is te  des  d lEnents  xeU

ains i  que A/ t t t t (x )2p .  Uu q , r .  I  es t  co i r reduc ib le  1 I  y  a  des  6 ldn"ents

non-nu1s  y€R/3  te ls  que enn(Y)2P '



un 6l6nient de R dont

(VDf . Alors

t 3

lrnage dans

enn (y) = (a: r)ZP

s'69a11t6 (3) mont:e que Ep€ar

a : rRtgg. Voit que rfa on d6duit

premibre.. Polrc pga et anfGJ*P.

D' l c i  r 6su l - t e ra i t  que  gdF .  En

est un 6l6ment Y tel"

or 6quivalent Pour tout

Ique t'a pour tout tlP, .3

e f fe t  s i  seR l  i l -  Y  a  des

R/gSolt r

que Ann

( 3 )

tep on

dtant

6l6rents stcR et  cC€t!  a insi  que sc ' -cst€j .  Voi t  g:"  *cs '€3-c1!r

on  d€du i t  que sc !a '  c ,es t -b -d i re  (a :s )O&i l+ f . 'Donc  3€F,  en  cont ra -

dict ion avec f1 df f in i t lon de g.  Par sui t .e l :hyp":hese que pour

c C f i p ) ,  c n f r  e s t ' f a 1 s e .  D o n c  c R G F  P o u r  t c u t  c  e  f , p )  '
?/)

Maj-ntenant ,  nous prouvons . {ue E-%) est  t ln  systbre per-

' * )  - \
mu tab le  b  d ro i t e r  € t  d rap rbs  l e  P ropos i t i on  l . t  €@ se ra  un  sys te -

m e  O r e  l  d r o i t e .  E n  e f f e t  s i  e e € \ i l  e t  x e R ,  a l o r s  ( c R : x )  € r '  d o n e

(cn :x ) r l f , (  i l=?  c 'es t - l -d i re  i1  ex is te  un  616rent  c '€ f f ip )  a ins i  que

xc t  =cx€ cR.

4) : )5 )  Draprbs  Ie  Coro l la i re  3 .2  on  vo i t  gue Sfp f  es t

systbne Ore b droi te de R. Alors,  <i 'aprE"[r lot{{  ot t  d6dul t  que

lranneau des quot ients de R par rapport  b F est '  unranneau clas-

sique des fract ions d,e R par rappcrt  b €Wl,  le rorphisme canonicrue

u : R - ? R F e s t u n e p i m o r p h i s m e p l a t b d r o i t e e t F e s t p a r f a i t e ' D a n s

ce cas, un 1d6a1. h droi te 
"g 

de R appart ient  e F s l  et  seulenent s i

,uQlRrTRt .  Mont rons  queJr  es t  un  ld6a l  b11at6ra1  de 'Ro '  So i t '  pour

c e ] . a " € 3 r , , Y € R F , v o i t q u e R F e s t u n a n n e a u c ] a s s i q u e d e s f r a c t i c n s
t

l  dro i te  de R par  rappor t  
-a-  

6(p)  '  on a:

= l ( u ) / { ( c ) - 1

=rLtblt/(d) - I

un

Rr

x

v
s r a  c € ( n ) ,  a ' b € R -
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t,appartenence x€f , montre que a€P. on a:

- yx = l(b r/t@1''7^(u)/t\ct'

. . -Voi t  que €Wl est  perrnutable b droi te on voi t  qur i l

ex is te  des  616ments  a '6R,  c 'e&p)  a ins l 'que
, , t

.U  (d r - lu  (a )  =u  (a t . )  u  (c  t  )  
-1

Dr ic i  on  d6du i t  que  a t€  p ,  € t  on  a

yx=,4(b) u (a') t i";fr"t" toa' ) u (ci' ) 
- I

.Evidernent,  bakS 
"t  

necessairernent yx€pF. En eonclusion ;

F-  es t  de  npn,e  un  id6a l  b  d ro l te  de  R.  c 'es t -h -d i re  un  1C6a1 b i la -
- F :

t6 ra1 .

5 1 : ) 6 )  D t a p r b s  I a  d 6 f l n i t t o n  d r u n e  s o u s - c a t d g o r i e  I c -

cal isante parfai te et  dtaprbs le Th6orbme z.Lion voi t  gue U, le

coeur du I  est  uni .Rr-module s i rnple.

6 )=)Z) .Drabord  nous  vou lons  mont rer  qu ' i1  ex is te  des

6ldments non-nurs xeu ai 'nsi  que x3r '=0r ctest-b-cl l re I tannulateur

du x ,  dans  l ranneau R"  cont ien t  Pr .  En e f fe t ,  d taprbs  Ia  d6 f in i t ion

du U, i l  existe des 616rnents non-nuls xetJ,  a insi  que {g=0. Soient

x un te1 6tdment de U et  c(  un 616nent d":" .  Supposons par absurd i

que x4+L. Alors pour tout  / t ,  * ,  on vol t  queoa/763f et  i l  existe

r :n  616ment  c (  € tp l  a lns i  queap4(c)eAn) r  ou  conme d 'hab i tude

u :R- *R"  es t  I e  no rph i sme canon ique .  Ma ls  a lo rs  XqPtKC)=Q.Donc ,

on veut que x6( est un 616nent de f ', dont annulateur dans R appar-

t ien t  b  F  (vo i t  ]e  th6orbme 4 .1) r  con t rad ic t ion  avec  la  d6 f in i t ion

du u.  Par consequence, s i  xeu, est  te l  que x!=0, alors > ' i1rF=0.
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Ma ln tenan t  cons ide rons  l es  . sous -ensenb le t  t l '  du  [ '

. . f o rme  pa r  I es  6 l6men ts  x ,  a ins i  que  x .g r ,=O.  D tap rbs  c i -desus r  oD

veut  que U' f  0  et  d taprbs 1 'hypothese gue-P'  est -b i la tera l  on d6dUiJ--
3  E  

- - - - - t '

que Ut est un R',-sous-module du U. Volt que tI e-s--!-si-ng16-$tar

Irhypothese dn dddul t  gue t l t=Ur ctest-b-dlre pour tout  6 l6rnent xet l r

on a xF-=0, D, ic i  on d6dui t  faci lement que P est  eontenue dans
- t

1 'annu la teur  du  U.

5 .  Le  cas  des  anneaux  a r t i n iens

Dans  l e  qu i  su i t e  R  Sera  un  anneau  a r t i n ian  h  Cro i te ,

i ;Lr ' : i ' ' ' ;" '  . :" r i 'Oh' sai ' t  que'"R est aussi un anneau"noethdr-d"an'.h.Cr,o{te',e.t. . i l  exi-*tgrrr,9', ,

un correspondenceL u iun. ivoque entre enserb le ( f  i -n i  )  c les F-rnoCules

s in rp le  (deux  b  deux  non - i somorph iques )  e t  enseFb le  C .es  i c j 6aux .  p {e :

:  
n r i e r  b i l a re res  de  R  

Qo i r f z ]o r  
u i . n [o ] ) .  Le  th6o rb rne  4 .2  se  pa ru i -  ,

1 ^  € ^ - * ^  ^ . . . i  t ' - - # a

cu la i r i sen t  dans  ce  cas  sous  l e  f o rne  su i van te  . : ' - , r . ; : l

T h 6 o r b n e  5 . 1 .  S o i e n t  p  u n  i d 6 e l  b i l a t 6 r a 1  p r e n i e r  d e

Rr I  un  i n jec t i f  i ndeco r i rposab le  con tenu 'dans  1?enve loppe  in jec t i ve

de Rr /p,  U l -e  coeur  de I r  K l run ique nodule s i rnp le contenu dans I

(e t  donc dans U)  . t  Rf ,  l tanneau des quot ients  de R par  rappor t  e

F=F^ .  Les  asse r t i ons  su i van tes  son t  6qu iva len tes :
v-  

l )  L t i nc lus ion  cancn ique  KEL '  es t -  un  i sono rph is rne

2 )  ;>  es t  l t annu la teu r  de

3)  Chaque iddal  b  dcoi te  de R,  F-coer i t ique est  n- 'ax imal-

4 )  C i raque  sous -ca t6Eor ie  l cca l i san te  Ce  l ' l c r l  R  q r - r i  con -

t i en t  K ,  con t i en t  de  n '6ne  U '

5)  Chaque sous-cat6gor ie  local isante de l t4od R qui

con t i en t  K ,  con t i en t  de  n - ,€me I tenve loppe  i n jec t i ve  de  K .
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Preg: r€ .  & , i *p l i ca t lon  1)  => 2) ,  es t  6v idente-

Voi t  que chaque ld€al  h drol te de R, F-cocr l t ique est

' l tannulatetrr  d,un 616ment de U, r6suJ"te 6gulvalence 1(=)3),'=\ ,----=-\
--

>--=?1-)  3)  .  Soi t  a.  un td6al  b droi te,  F-cocrt t ique de R;..-----------.-

vol t  que E est  l 'annt i tateur drun 6r6rnent de u,  on a l r lncruslon

P  € a .

Dtautre par t ie ,  p  6tant  l tannulate,ur  de Kr  oD voi t  que.  :

p  es t  l t l n te rsec t i on  d tun  nombre  f l n le  d tannu la teu r  des  616nen ts

de K, donc on a

8  =  A 4 " '
\  C : '

.  
Er .  

r  1- (1.<n 6tant  ld6aux naximaux"  b. f lso igs de R.  On

d6dui t  que R, /p est  contenue con.me sous-r rodule dans Ie  rnodule i

@ l( / ru. ,  ,  donc R7p est  un nodule semi-s in",p1e. par eonsequence,
l , = t  

'  * . {

R/g est  de n€n ' ,e  ser , i -s imple.  l4a is  tout  id6ai  b  dro i . te  ! ' -cocr i t ique

est  co i rdduct ib le  ce qui  montre que Rr /a est  n6cess.a i rernent  s lmple,

donc a est  maximal .

L t imp l i ca t l on  1 )  = )a l  es t  6v lden te .

a1 :)1) soi t  4.  f .  sous-cat6gor ie local isante de l r tod R

eng6ndr6 par K lvoir [9]  ) (2{  sera la  p lus pet i te  sous-cat6Eor ie  lo-

cal isante de Mod R qui  cont ient  K).

Dtaprbs  la  Th6orbn- ,e  2 .1on sa i t  que U/K es t  un  ob jec t  :

de  !F ,  e t  d 'aprEs  l thypothese 4)  i l  es t  de  n6r r .e  un  ob jee t  c " ,Q,  gu i

es t  une cont rad ic t ion  s i  K+u.  Dcne n6cessa i re r ren t  K=tT

1)f f>5) F.6tant un sous-cat6gor ie local isante prernibre
l r

de Mod R on 
" t i t  

guu  Mod RzF a  un  seur  type  des  ob jec ts  s i rnp les .

En u t i l i san t  la  d iagramme ( f  )  on  vo i . t  que T(K)  es t  un  ob jec t  s inp le

I
I

t
I
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1)  on  a  I t i somorph isme canon lque:

. ,f-:.iir! l':t

5t* t*t

De nr6me r est canonl-quernent isornorphe avec sr(r).

Mod R/F 6tant une catdgorie artlnlenne, on d6duit gue ).-- '
r ( r )  a une sui te Locwy, crest- i -d i re une fanl l le croisqn-t l - -L

de objects,  indexes par les nombres. orcl inaq;,  ters que

UNr= T( r )  e t  Nnr ,  / i { .  es t  nu1 au  isomorphe avec  T(K) .  Dr ic i  on

d6duit cjue r a de rn6n'e une famille croisante f"..!"a" sous-moclules
' t t

teJ 's  que 
Vt ' la=t  r  e t  tLr r l /Hn est 'nu l  au isomorphe avec K.

Maintenant  so iL 4.  une sous-ca.L6.gor j .e . . local lsant .e  de. .  -

Mod  R  qu i  con t i en t  K .  so i t  M  le  p I r - r s  g ranc t  sous -oh jec t  de  r  con_

tenue dansr-Q,  Nous montrons que lv i=r .  En-ef fe , t  s i  v* r  so i t  o(  le  p l :us

grand a nombre ' .ord ina l  te ' l - ,gue Mr<gM."- 'vo i . t  que i r .  est  n"ax inal , ;dans

Mn*, on ddduit que t"104*r, = Mc. Donc on a:

M + n**,/14 = Hxr,/H*,,nh 7 hn*,/y'/.e k

Mais M+Mo(ff /s1 est canoniquenent contenue conme sous-

module dans r /M, ce qui  est  une contradict ion.  Donc n6cessairenent

M = I  e t  1 )  + 5 1 .  .  . :

Dtau t res  i np l i ca t i ons  son t  6v iden ts

q . e .  d .

un  anneau  R  s tappe le ra i t  l oca r  h  c i ro i t e  s i  l a  ea t6go r ie

t4oc l  R  es t  une  ca t6go r ie  l oca le ,  c res t -h -d i re  Moc  R  a  un  seu l  r_ype

des  noc lu les  s in ,p les  (don t  enve loppe  i n jec t i ve  es t  un  cog6neraLeur

de  l 4od  R) .  un  i d6a l  h  d ro i t e  a  de  R  s 'appe le ra i t  goc r l - t i gqe  s i  l a

sous -ca t6go r ie  
.  
l oca l i sanao  F .  (assoc ia  a  sys tb rne  l oca l  j . san te  Fo )

es t  p ren , i e r  b  d ro i t e  (dans  ce  cas  a  es t  F " - .o " r i t i que ) .

l l . nN,J,- ' l 'bbLb
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En ut i l isant des r6sul tats c l -dessus nous pouvons donai t

une caract6r isat ion b une classe des anneaux art in iens b droi te.

th6orbrne 5.2,  Sol t  R un anneau art in ien b droi te.

Les assert lons suivantes sont 6quivalentes:

produl t  d i reet des anneaux locaux b droi t 'e.. - - - -__.. . .  1)  R est . .  un

2l  Toute sous-cat6gor ie local isante de Mod R est  stable

aux  enve loPPe in jec t i ves .

3) Tout id6al  b drol te coci i t igue ce R est  rnaxinal .

:.

l rs:uve. Lr6quivalence 1)€)e) est  une consequence

d'une thdorErne plus g6n6rale tvofr  [Of ,  Ch.V, Th6orbre 6.9) .  
'

L tequ iva lence 21Q)3)  r6su l te  d 'aprbs  Th6orbre  5 .1

e t  d raprbs  le  fa i t  qu i  tou t  sous-ca t6gor ie  loca l i san te  de  l l0d  R

est  enEendre  par  tous  1es  ob jec ts  s inp les  Cont  1e  cont ien t '

Cogqf lagg-5-:..3.r- Tout anneaux artinien corr"mutatl r, est

un produi t  d i rect  des anneaux locaux.

preuvg. En effet on voit que dans un anneau corunuta-

t : f  - . tout  iddal  cocr i t ique est  pren' ' ierr  €t  tout  anneau local  h droi-

t€ ,  coromuta t i f  es t  }oca  l .

INCREST

E d u l  P d c i l  2 2 0 ,  B u c u r e s t i r s e c t . T

C o d  7 7 5 3 8



19

F T B L I O G R A P H T E

Bourbak i ,  N . r  A lgbbre  cormuta t ive ,  ch .3-4 ,  Hermann,  par is  196r .
Gabrlel ,  p. ,  Des cat6gor les abdl iennes, Eulr .sociMath.Franee

9 0  ( 1 9 6 2 )  ,  p p . 3 2 3 - 4 4 8  .
l ' l

[3J Goldie A' I ' l ' ,  The structure of  noeth6r ian r ings.  Lecture Notes
i n  M a t h . V o l . 2 4 6  ( I 9 7 2 )  ,  p p . 2 l 3 _ 3 2 1 .

r . l

La l  Go ldnan ,  a . ,  R ings  and  modures  o f  guo t i en ts .  J .A lgeb ra  l 3
( 1 9 6 9 ) ,  1 0 - 4 g .

? r

[5J  ' Jacobson,  N. ,  s t ruc tu re  o f  r ings  A. iu .s .  co l r .pubr lca t ions .

V o l , 3 7 ,  1 9 5 6 . i , t c r i  ? i  i : . i

F r
[ 6 J  L a n ' b e k ,  J . i  M i c h l e r ,  G . ,  T h e  T o r s i o n  d l e o r y  a t  a  p r i m e  i d 6 a 1

o f  a  r i g b t  n o e t h 6 r i a n  R i n g - .  J , A J g e b r a  2 5 ( I 9 7 3 \  , .

r  1  
3 6 4 _ 3 8 9 .

I t J  L e s i e u r  ,  L - ,  c r o i s a t ,  R  . ,  c o e u r  d r u n  r n . d u r e  J o u r n . d e  l v l a t h .

r  1  
t o n e  4 2  ( 1 9 6 3 )  '  p p '  3 6  7 -  4 0 7  '

l , 8 J  P o p e s c u l  N .  r  L e  s p e c t r e  l  g a u c h e  d r u n  a n n e a u .  J . A l g e b r a

1 8 ( 1 9 7 1 ) ,  P p . 2 1 3 _ 2 2 8 .

[ t ]  Popescu,  N.r  Aber ian categor ies v , , i th  Appl icat ions to  r ings

[ to] sur

and modu les  0 .M.s .Monog: raphs ,  Acacern ic  p ress  1973.
1 'anneau des  guot ien ts  d fun  anneau noethdr ien  (a  d ro i te )

par  rappor t  au  sys tbre  roca l i san t  assoc i6  a  un
1d6a I  b i  latera 1 prernler .  C. R. Acad. Scl  .  par is

t o m  2 9 ?  ( 1 9 7 6 )  p p  .  9 6 7 _ s 6 s .

lrl
P]




