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UNE GnNBRArrsAfrON Du rHdoR$ffiB D |OMISSION DS$ IIPEg

George Georgescu

],e thdorhnne deofloLssion dee types pot: '" Ies 416&*
F n

breecyl lndr iq.ues est  ddmontrd en [?. ! .  Une d6-

nronetrat ion du t i rdorbme d,rorr ission d,es types
'  

formuld dans les arg&bres polyadiques est  donnde
r ' t

en [ 3J o I ,e but d.e ce papier est de gdndrel iser

Le resultat au [  :Jn f l  en resulteu oomme un o&s

part icul ierrun !h.6or&ne d ! .omi.ss5"on des types'Feus,t

lee modblee boo.!.dens. four les d,6f ini t ions et

lee rde'u, l tats sur les algbUree polyad.Lques,

voj.r I zJ et [+1"

l loutes les algbbres polyadlques de ce papier sefront lo*

aalement f lnies, de degrd inf inl".

$o l t  (Ar I r$ '  3  ,E)  une a l6bbre po lyadique &veo dgal f t6 ,

Pou"r tout p € A nous noterons par J,, le support rnlnimal rle p. On
r ' l Y

sa i 'L  [2 i  que l f  ensemble

E ( A ) * t p e  a l . r n  o $

est une algdbre de Boole" Un ensenble [t

F
J

C a (A )  es t di t  eonsts-

!.egg sl le fiLtre de I'al-gbbre de Beole E(A) engendr€ gar fl est

gdndrali,ser cette notion dans la

algbbre d,e Soole complb be' alors

g  E (A) - - s  B  es t  d t t  cons is tan te

e : r i s te  un  no rph i sme boo lden  g :E {A} * - }  B  t61  n t?e  r ' !  -  '@v * !  1 * *  t ' t d , O m ( f  
)  

, .

Si A est  1 'a lgBbre de l indonbauLrn-ferski  d,run

orCre av6c dgalttd nous retrorvons Ie notton

propre.

Nous e lLons

venter si  B est une

par t te l l e  f r  dom ( f )

Rpg.arque.

Iaagage du premler

nensbre suL.u.

une fonctlon

( e n  A )  s i i l



de fonct ion part iel le consJ.stante dsns la thdorle des modbles

booLdenes  (vo i r  [ 61 , tg l  l o

Un 6l&melit p rle ig(A ) ost cg$glg_ta4!, s',;erc la fonctlon

part iel le f  et Lo. fo"nct lon part lelLe g s dom(f )rJ{ n t-** n

.donnde , :  pa r  g l *o * ( f )  =  f  e t  g (p )  B  l  es t  cons is tan te .

$ous ut i l iserons Ie re,qul"tat sulvant d,e shorb (volr [61+
r l

L e l ) g
- & s . p ' g g " l " s o i e n t s , C I d e u . x a 1 g b b r e s d e B o o 1 e , B c o m p 1 b t e

et  f :dom(f )  g  C * -+B une fonct ion par t le l le"  A lors  les condi t ion
:

sulvantes eont equivalentes!

(a) i I  existe un morphlsm boolden g;C --+ B t 6t que

,  E l o o * ( r ) = f  .
( b )  p u r  t o u s  p 1 r , . " r p n  €  d o m ( f  )  e t  E r r . . . ,  $  n e { * r ,  + 1 }

nou"g &vons

* 
€t 'Pt  a Q ;> 

f i  
t t ' r (P.)  = 0.

8ej} f l {gge."  St€e t - f ,  +f}  ,  a lors Ep = p s l  E = 1 et

t p  = ' t p  s i  e =  -  l .

&eEgP-&. lloiexfA,At deux algbures potyadiques arlee dgali{it

teL que A est Ene sous*algbbre de ar et B une algbbre de -Bo,ole

complbte"  S l  f , tdorn( f  )S nte)  *+ S est  une fonet ion par t ie l lera l "ors

lee condJ"t lons suivantes sont equivalentest

( s l  f  e s t  e o n s i s t s n t e  e n  A ,

( U l  f  e s t  c o n s i s t a n t e  e n  A r ,

ryeuvs* 0n epplique le r$surtat plen connus une elgbbre

d,e -tsoole complbte est lnjective d.ans te cat66orie des algbbres de
Boo le  I  f J .

un typg ae l tct t .gbnre pr>lyadique A est  un sous-ensemblg

5( t ) de n t el, que chaqile dtdineni p de X/,to son suppor! min{maj
( r - l -

J *  * *  l I  .
t,

une fonct i . , :n pelrt ielLe f  codsrstsnte en A omet Ls: type



6 3 *

(i,t st nous a\f,ons

3 ( i J p es t conglg*( x )  pou r  tou t  p  €  A ,  JpS{ . t i 1  te l -  que  J  ( f  Jp  es t  cons l "

t a n t  e v e c  f ,  1 1  e x i s t e  q C  X ( t )  t e L  q u e  3 ( f ) ( p n - t  q )  e s t  c o n *

t r l ,

slstant avec

s i x

f ,onct ions p:

f
. & o

* f l,
-I

" l l . i t ' "  ' " '

consird.eron$ l 'a i"gbbre polyadiqute

B" .btappetrons la Adttnttlon d.es

t o u t  p € F ( X r , 3 ) ,  J

r(xrrn) est donnd

(

un l i , i  ) (x )  =  
t

{ntr 'rI
*  p ( x  S  )  r

5 r ,  f f

par

l '  e l

O ,  s i

Ylr* ;  *  x t I *J  ]

= * j

#  * J .

e r r  e t  x€ Xru Ltdgal i td  canoniquep0ur

E s  d e

*s

xi

gerr8

smet

nonnd

le type

: i i ) s l  pou r  tou t  u€  X  e t  x  €  X I  eveo  E l  =  I t t '  t l  ex l s te  q€5(1 ) ,

r !  l .

l i o i t  (n r :?$r3  rS)  u .ne  a lgbbre  po lyadt r .que

te 1 qae card (A) E card, ( I i  *do, .F t l ,ne alg&bre de Boole co,rnplbte,

frdom(f )sE,cn)-+& nne forrct lon part lel le consistante et X f  f  )  J"

type de A, St f  omet le type X t*.)  alors &1, exiete un B-repre-

sen ta t l on€  r  A  - * *  3 (X I 'B )  teL

S ome t  ,  Le ' t ype :

qBe

( I . )( 1 )

( i l  ) { ? (p ) ( x )  -  f ( p )  pou r  t ou t  p  €  dom( r )  e t  x  €  x I .

Freuve. Considerons une extensJ.on l " ibre A(K) de A (voir

[Zl  ,  p"93), q] X este denorsbrableo Al.ors A(K) est aussi d.enomr

brable. $oue aLlone dsmontr*:  -1* 
propri .dtd sutvante!

(ae  x )  Pour i rou t  r€  A (K) r  i "  -  F  e t  p  €  A (K)n  .Tp  s i i i ,  s i

ra  3 ( f )  p  ss t  cons is tan t  6vec  f  en "A(K) ,  a lo rs  t l  exLo te

q  €  IC i )  t e t  qL re  r . {  -? ( i ) (pnn  q )  es t  co r i s l - s t sn t  e l ' ec  f  en  A ( l { , \ "

r

P ( x r n n )  ( v o i r r [ : J ; t

3 ( . r t  p { x )

$(s ' )  p(x)

- - - . - .  - -  ?* ^
t  e1 

'que 
*  ( - ,  q)  (x)

fhdorhme l.

Un norphismeporyed. ique + r  A*+ l ' (x l rg)

B-@ Une 3-representation &

T
f ( X * r B )  d e s

' '  ,9
op€ra t tons  oe



' o  4  -

$ o l t  s  s  r  A  9 r  d o n c  r n  A  ( f )  p  =  A  ( t )  s o  B a p p e l o n s

Eue s  a  la  fo rnae p  : t r  S(1g  )  t ,  avec ' t  €  { ,  
* \ t  es t  la  b i j re " t lo "

( l c l r t r ) o " ' . , o ( t c o o i r r )  e t  s  i n d d p e n d , e n t  a e  l  i r e  o  o .  o t * \  ( v o f " r  [  2 ' ] t

p . 8 ? ) *  D e  , n l $ m e ,  n o u s  E r v o n s  s  *  k l ( i l ) o n " k o ( i n ) t o  D l a p r b s  l f  i n d *

eat t td  (vo l r  t f J  )

J  ( * )  o  *  3 ( r )  k r ( i l ) " o o k n ( * n )  t  \ q  3 t t )  ; ( r t r " ' r i o )  t

i l  r esu l t e  qu .e  3  ( f  )  A ( i 1 r " . " i n )  t  es t  cons l s t en t  anec  f  en

AtI { ) "  Mals  t  € ,  A,  donc i l  ex is te  q € X"  ( i l  teL que

T e  g l ( * ( i f o o . n * l n )  t ^ ' t q )  e s t  € o n s t e t a n t  s v e e  f  e a  A i
' . : :  . . ,  : . j .  .  -  

a ! , . .

alors  La fo ,ncbion go*  dor* ( f  ) \J  {  a t i ) (s  nr  q) }* :  B def ln le  per

S l A o m ( f  )  
=  f  e t  S (  ? ( 1 ) ( s  A n  q ) ) =  1  n ' e s t  p a s  c o n s i s t a n t e o P a r  1 e

lennne  1 , ,  op  p * * r t "b rouver  i l ' r . " .  o \n  €  dqm( f )  t e t  que

3  t r ) ( s a .  q )  n  A 1  * l  A  . . .  A  8 *  u t r ,  =  o

E r f ( u r )  A  + o .  S , *  f ( n * )  #  o .

De la prernlbre relat ion on obtlent

3 t f  ) ( s a a q  ^ % " o f  A  o o , &  E *  r * * )  *  0 r

d o n o  s A  * r  q A  A L u l A . , .  A  € *  * *  =  o "  M a l s  t  F  s ( t .  )  s  ( v o l r  [ a ] ,

p r " 8 7 ) r  d o n c

t n r q A  A  L u l  
4 , . .  A  F * n m  o  S ( t ; ) ( s n ' !  q l t  € l * 1 ^  r . .  A $ r r u r n ) o  O .

0n obttent

?  t * " ) t  1 ( l 1 r " . o 1 J . r r ) t n  . '  q )  n  € L * r  o  . . o e  A E  o  & n  -

' ' 3 ( t ) 3 ( : i 1 r " n , r i r r ) ( t n - t q A  € 1 6 1  ̂  . n o  A € * * * )  *  o .

c l  r  - :  \ . ,  -  J - t  AS  (  i i i  3  i i L n .  " .  r , i n ; g  n t  q i  e s t  c c n s l s t e n t  & ' ' " e s  f  e n  A ;  d o n c ,

on applfquent le lemme I pcur 1a fonct icn.

l r s  d o , n ( f  )  u  t S t r ) ( S  ( t r 1 r . . . , i n ) t  n  - t  q ) 1  -  B

h [ a o r a { r )  +  f  ;  h  (  ? ( i ) (  f  ( i l n . . o i , r r ) t n n q )  =  1



i"t

la

la

f f i 5

c o n s i s t a n c e  d e  r  A  A ( 1 ) ( p  a  - r

proprl6t6(x s) est d6rnontr$e,

O.  Cet te  cont r rad ic t len lnp l iqrne

q )  =  } ( r ) ( s  A r  q )  s r n e c  f  e n  A ( K ) .

on pei.rt cl€d,nlre quf 11" exlste une extensron rlche et

d,enombrahle Aw de A tel  que Atr verl f le la cond.j" t l"on (x x).cette

aff l rrnat lon est d.onnde par Ltobser\rat lon qne la conetru.ct l ,on de

Helmos pour les extensione r iches preserv@ Ia condl"t ion (ar x).

Oonsiderons un ensernble d,enomirneble K = { k. ,- 7 "

constentes d,e Atr 
' tel 

que chaque uiaror,t";: .^; ; ; t ; ; : : ; ;-t ,rr, ,
p.1o4) "r 

c K. par r 'e lename 2, f este consistante en As. $ous

al lons ddr fuLr  por 'L t i .nduat$.on eu[ to  ero! "esente des fonct lone
n . : 1 . 2  .  t  -  _  

- -  -

,Pul t le l le,e 
fo * , f$f l . :< fe.( : . : . "n 

"u- :uul ,1tanteu j : .o nE)"

Idprrs ayonsS(r)  ntr rk l )  : ' .  l - , , (Jq. l "  IzJ,  1o.1F),  dsnc

1( i )E( r ,k l )  es t  cons is ten t  evec  fo"  En u t i r . i san t  ( r  x ) ,  i l -

ex is te  q r  €  X t r ) ,  t o t r q$e  3  t i r (E (1 rk I )  ^  ' ?  qL )  es t  cons is tan t

avee foo

r e s u l t e  €  
f  o 1  A  . , .  A f  *  B *  *

f ,o,  doar( f  )u I  kr( i r )  r  e1r,  n.  rkn(to)  r  qo 1 * ,  B

9 l
" n l d , o m ( f o )  =  f  i .  f n ( k t ( i . ) * t  q t )  *  L ,  t  s  1 1 . " . e r r

est  cons is tante.  En appl iquent  (x  m) i l  ex is te  en+l€ X(r ) r te l
n 

_ILTL

k t ( i )  n  e t  ^  3 ( i ) (n ( iok r r+r )  n  t  Qn+t )  es t  cons ts tan t

en resurte l rextstenoe dtune fonct l -on pant ie l le con-

que /\
t=l

avec f .  f1

s is ten te

;
t
l
I

t
I
l
I
I
i
t
i

-. I
. l

{ r
I
I
t .
h

I d a t s  k l ( t t ) t - . q r  E !  3 ( r ) ( t a r n  s ( t , k r )  ( v o t r I e l  ,  l o o 1 8 ) ,

donc 11 existe f r rdom(fu)  v l  k f ( i r )  r  e1} - -+ n,  f r lan*{ f f  
)  

= f

et  f ,  (k l ( t r )  r  qf )  s  I  ts l  que f l  est  conslstante.

Supposol t ' .s  qur i l  ex i .e tent  e1r . .nnqn.  €  Xf f  l  te l  que 1a

fonct ion part ibtte

fn+t * dom (ro)u t ko*r(i) r Qn+I} --b B



,  
teL que fu , l  c t  fo et  fn+l  (krror(r)  - l  

Qn+L) *  l .
r+r' dom( fr, )

Sonsld*roens la fonction partf etre g ,= 
Y., 

*o* Per le
ll< E&,

lemme 1i l  resul-te que g est consistante, donc i l ,  oxJ-ste Brl  l l tor-

phisn're h I  E(4ff i )*4 B t el  gue hter*(e) * g. $oit^," la relat lon

df dquivalence sur Ki.

k *  k t < { - - > h  ( g ( l { r k t )  =  f , . n

X * K./^, et fi la clnsse d f equLvalence de k € K. Pour tout

x € KI nons dsslgnercm s p"" t tu fonctlon I*l X deflnle par
& .'!:.-

1r*"-ry x(r) o
T

V tp  ) { i )  -  h  1r r : . ( i l )  .  .  . " i r r ( t r r )P)  n

k , k f  €  K ,  h ( E ( k , k ' )  )  =  1  - >  h ( k ( 1 )  p )  =  h ( k ' ( t ) p ) .

En effet,  rous avons par' ' le lernme 1o.18 ae I el i

k ( i ) p n  E ( k , k o  )  -  k ( 1 ) ( p  n u ( r , k ' )  )

= B ( i ) ( ; ^ a ( t , k )  a  E ( i r k ,  ) )

=  k ' ( i )  p n E ( k r k ' ,  
, .

En appl i-quant. le rnorphisne h on obtient h(k(t)p) :
=  h ( d ( r ) p l .

11 est 
'$videmment 

que W est $n nsrphlsne booLden. $ous

arlons montrer que V preserve les opdrat ions polyadiques.

A 6

ob  p  e  As ,  x  €  x r  e t [  r " ro ,e  , i o ]  es t  u .n  suppor t  de  po  $eue  a l l ons

nnontrer qae cette def ini t ion eet.-correcteo 11 suff l t  d.e voLr ques

$ o t t  p €  A o ,  s 6  r r  e t  x  €  x r . s t  {  r r r , . : , i o }  e s t  u n

support de p nous &vons per [?1 ,  p. loj  r

e f *  l a n t t  *  \  r / - \ .  |  ,\ y  ( r ' i (  $  ) p i ( x )  =  h  ( *  
* ( i t ) (  

t r ( i t )  ) .  s  e  x

=  h ( ( x s  ) 1 "  ( 1 1 ) . o . ( * *  ) i .

*  r r :  t ' o \ t# '  
-  *n

- ' ! :  \ j , / \ ^ s  , ,  =  S ( g ) 9 { f

a - - - t -

* f i  l  ( s - - ( l n ) ) p J
- . * I I  .  - -

( i o ) n )

r / f - r
/ \ 4 . / e



T -

$upposons  que f  l n lL r6 . r r s * ]  es t  un  suppor t  de  pn  sn  u t f r

I i san t  la  rdgu la r l td  des  cons tan tes  e t  la  r i chesse de  At r  on  ob-

t ien t

$ r C I  t i ) p ) ( x )  s  h ( = u r ( i t ) . . . * t * ( i n )  3  ( i )  p )

*  h ( A  ( i )  r r r ( 1 I ) " , . * r r r ( l n ) p )

-V{ .o(y( t ,  * r r ( r r ) . . . * r r r ( i r )n  lve nr ry l r *  t  t } *
- * l r - { i } }

*M* (p r ($ ) t  ? l r *  t r )  =  ? l r -  r i )1 * i ( r )V (p ) ( * ) .
^ / l r

?our  l , i  €  I ,  i . e  X*  nous  avons

V  ( s ( t o J ) ) ( i )  =  h ( x u ( i )  x r ! j )  E ( l , i ) )  -  h  ( E  ( " i , x ; ) )

donc

Eo(t , i  ) ( i )  =  1+)  i * .  =  }J  e*- ) r r (E(xrn"J)  )  -  1s9(E( i , j  ) ) ( * , r=r
i ,

11 resulte quel/  preserve 1tdge11t6. Solt  nalntenant i

e *91a. Pour tout n ( ..u et * e xr tel qou t, - ?o nous avons

*  ( r  qn)( i )  =  h(ka( i )  .  en)  *  l ,

d o n c $ o m e t  l e  t y p e X ( i ) .  s r  p e d o n ( f ) s  E ( a x ) , a l o r s $ t p ) ( * )  ! .

=  h (p )  =  f ( p )  pou r  t ou t  i e  x r .

Q o E ' D r

Soit L, un Langa6e d6nonUreble d.u caLcul des prbdLcats

du premler ord,re avec 5gaHt6 aya nt un ensemble non-vLd.e des cons-

tantes. l jans tout ce quX suit ,  f  
' r i6si6ne 

une thdorle d.e !  et AO

I 'a lgbbre de Lindenbaum-' Iars lc i  cts 1,  (modulo T).

$t E (x) est un type du langage et ts une elgdb:re d,e

Boole cornplbte, alors un modbre B-va' lud m ouret le type 5. (x) el

p o u r  t o u t  a €  M  i L  e x i s t e  { P  ( x ) e  Z ( x t  t e t r  q u e  t t  r f ( e ) l t " n  -  l .

{

Un type E(x) de Ir  donnei un type X(") de An.
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CIoro l la l re  1 .  $ot t  f :dom(f ,) E E(Af ) ---' 3 une fb.notlon

Alors 11 exlste un modb-i  par t le) . le  cons is tante qu l  onet  'X (x) "

le B*vaLu6 M tel que

( i )  M omet  ;  }e  type  X t " l

"  ( l i ) l t$  t r  *  :e  f  (  Y-  ) ,  pour  tou t  S"€  dom( f  ) .

Bgpgggggg: 1. Pour n =t c,,11on obtlent le thdorbme; \
;*  

dtomisslon d.e types formuld dans les algbbres poLyadiques [: l  .

2. En ut i l isant la d.dmonstrat ion du thdorErrb L

1 ' ] . e p r e s u ] " t e u n e f o r m e p o 1 y a d . i q u e d u t h d o r b n e d e c o m p 1 d t u d e d . e

shorb  (pour  l es  modb les  boorbens )  ( t5 l r IS ) ) .

CqrolLe:Ll:e-Ar- $oit  ( Ir f  rS' 3 ng) u,ne algBbre polyadique

lscalement finie, de de6rd infini, B une a*.gbbre de Boole complbte

{{ lors i}  exlste uue B-reprdsentat lc,n $ r A-+ f ' (Xlrg) t ,bl

que  I  (p ) (n )  n  g ( r ' . ' )  pou r  tou t  p  €  dom( f )  e t  x€  X I .

Blbl logfaphle
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