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UNE GENERALISATION DU THEOREME D'OMISSION DES TYPES

DANS LES ALGEBRES ?OTYADIWuAS

George Georgescu

Le théoréme d'omission des types pour les algeé-
brescyliﬁdriques eat démoptré en.{?lo Une dé-
.moﬁstration du théoréme d'omission des types

- formulé dans les algébres polyadiques est donnée
en.[B}o Le but de ce papier est de généraliser

"le resultat de [ 3]. Il en resulte, comme un cas

particulier,un théor%ma d'omission des types pour

les mod%leé'boolﬁéné. Pour les définitions et

les résﬁltats sur les algebres polyadiques,

voir [2} et [41.

Toutes les algébres polyadiques de ce papler gserront lo-

calement finies, de degré intini.

soit (A,I,S, 1,E) une alg@bre polyadique avec égalité,

. Pour tout p € A nous noterons par J_ le smpport minimal de p. On

P
sait [2} que l'ensemble

E(h) ={penls =g}

est une algébre de Boole, Un ensemble ' € E(A) est dit consis-

tont si le filtre de l'algdbre de Boole E(A) engendr$ Lav U est

propre,
Nous gllgns généraliser cette notion dans la maniére sl
vante: gi B est une algébre de Boole complete alors une fonction

partielle f: dom (£f) € E(A)~—> B est dit consistante (en A) s'il

exicie un morphisme booléen g:E{4)—3> B tel gque gl £,

’Edom(f)
Remarque, Si A est l'algébre de Lindenbaum-Tarski d'un .

langage du premier ordre avec égalité nous retrouvons la notion
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de fonction partielle congistante dans la théorie des moddtles
booléenes (voir [61,191).

Un €l¢ment p de B(A) est consistent avec 18 fonction

partielle f si le fonction partielle g dom(f)u_?-‘b‘;—-—w":sB
_dennée: par gidom(gsfz f et glp) = i est congistante.
: Nous utiliserons le resultat suivant de Shorbk (voir Eélg
[91)2 | _
vaemme 1. Soient B,C deux algdbres de Boole, B complete .
et f:dom(f)< C —»B une fonctian_paffielie, Alors les condition
suivantes sont equivalentes:
(a) il existe un morphism booléen g:C-—%»B_tﬁl que
g!dc‘)m(f) = »
" (b) pur tous pl,..e,pniﬁvdom(f) et El,...,szle{wi, +1}

nous avons
n

'1::: £..py = 0 = ‘:>~ Et.f(p ) =0,

Remarque, Si e {-1, +l§' y 8lors Ep=p sl §=1 et
Zp =1p Spilg o

gg@gg“g& SoiéxfA,A' deux algebres polyadiques aveec égalité
tel Que A ést une sous-algebre de A* et B une algdbre de Boole
compldte. Si f:dom(f)§1ELﬂ)«—%.B est une fonction partielle,alors
les cdgditiona suivantes sont equivalentes:

() 2 est consistaﬁte en A.

) Teamt consis%anﬁe en A'.

Preuve. On applique le r&sultat bien connu: une algébre
de Boole compLEte est.injective dans le catégdrie des algebres de
Boole [5].

Un type de l'algeébre polyadique A est un sous-ensemble

e2lila son support minimal

C.J

1) de A veL que chaque élément p ¢

Une fonctlion partielle f corsistante en A omet le type



(i) sl nous avons
(%) pour tout p € a, J‘p&‘-{iifatel que A (i)p est. consis~
tant avec f, il existe q¢€ S (i) tel que F(i)(pa= q) est con~

d !}A‘:‘.'.mu.

gigtant avec f.

3 i i S 8 conﬂiuderons l'a]gébre polyadique F‘(XI B) &es

I

-fonetions p: X = B. happelons la d@flnm’clon des opgrations de

"~‘=.«.-«.,v. e

F(XT B) (voirlﬂ)

j(J) p(x) m\\/ {P(y) yl 1.3 = ®qg }

S(s) p(x) = p(x¥),

I

pour tout pé€ F(XI,B), JSI, el et xe b, L'égalité canonique

Eg de F;(XI,B) est donné par

Eoti,j)(x) =

0, st xi;ﬁxj‘

Un morphismepolyadique éft&) s Am—}F(l’LI,EJ serra nommé'v

B-représentation. Une B-represen’sa’tion%) emeu 1@ type

.’2(1)51 pour tout u€ X et.x € 1! avec Xi = u, il existe qeé,(i),
: tel “due P (1 q)(x) = .L._

fhéoréme L. Soit (A,I,5,7,B) une algtbre polyadique
t61 que card (A) = card“(lj)‘ e&@o, R une alg?ebi'e de Boole compléte,
Mfidom(f)s&m)—;a une fonction pértielle consistgnte et :2': (1)un “:
type de A. Si £ .omet le type I3 (i) alors &l e;{is‘te un B-repre-
gsentation® : A —> F(XI,B) tel que 5 |
-t P omet - 1e‘ty'p‘e ) _
il f@(p)(x) = £(p) pdur tout p € dom(f) et x € X*. :

Preuve. Considerons une extengion libre A(K) de A (voir

(21, p.93), ou K este dehombra‘éaleo Mors A(K) est aussi denom-
.bfablea I‘Jc;u.s allons d€montrer 1la nronrieté suivante: :
(& =) Pour sout re¢ A(h),' Iy = g et p € A(K), Jp €i{i}, si
A (1) p est congsistant avec f en. A(K), alors il exiate

2 (i) tel que raA ?*.(i)(p,«,ﬂ" q) est- consistant avec £ en A(K).

)

g

i



Tela

Soit s mvf A p, donec rA A (1) p = (i) s. Rappelons
que s & 18 forme p = S(t) t, avec' § € A, ou ~ est la bifég%fbn
(ngil)®,¢.o(kn,1 ) et s indépendent de‘ﬁll,,a.gi Y (voirf{ 21,
'p.87). De méme, nous avons s = kl(il)a,,kn(ln)to D'aprés 1°' 1né~
galité (voir [5])

F(L) 8 =30 kEdeeok (1) 8 @) 00001y)

il resulte que Ei(i) E&(il,...,in) t est ccnsistant avec T en
ACK). Mais t € A, donc il existe q € 2. (i) tel que
3(&)("*(11,“091 ) tanq) est eonsistent eves f en he
: Si A(i)(sag) n fest pas cotsimtant avec f en A(K),
alors la fonction g§ dom(f)W 3§ A(L)(s an q)}wwe B definie per
5‘dom(f) = f et,g(2§(i)(s A= g))= 1 ntest pas consistgﬁfé;far le

lemme 1, on.pgu@ trauve% Wysoeoesty € dom(f) tel que

] 7 St LS
A (1)(san q) By mp A o AE w =0

S N g Sy B AL

S
De la premidre relation on obtient

: : Ay : s
ANsArg AEu A A E u) =0,

donc sA 1 gA Equ A AR B = 0., Mais t & S(T) s (voirfﬂ,
p.87), donc

gang A & 1 Aeee A g 0 = S(e)(sa= gA ﬁiﬁlf\ "'Ag!?.‘;um): 0.

on obtient
RO (A vpipt AV AT 10 A wos AT W, =

.mgﬁQg(H}“.ﬂnﬂtAﬂqA N

\w-.‘4



. = :
it resulte 2, Uy A AT u = 0. Cette contfadiction impliqme‘
la congistance de r A I (i)(p A= q) ~'§(i)(s A" q) avec £ en A(K).
.La prOprlﬁte(ﬁ %) est d€montre.

» On peut déduire qu'il existe une extension riche ef
denombrable AT de A tel que A® verifie la conditian.(ﬁ x).Cette
affirmation est donnde par 1'observation que la construction de
Helmos pour'les extensions riches pregerve la condition (= =),

Londid@rons un ensemble denombrable K { kl,kl,...} des
constantes de A‘ t%l que chaque %lément de A® a un témoin. fhale |
pelod) J < K, Paf.ie lemme 2, f este e en A%, Nous
allons définir per l'imdmction suite eroissaata des fonetiona ,
partielle% f = f’*ffl.a fg\ cecy eonsigtan%es (en Aﬁ)g .

v Nous avonsj}(i) E(1,ky) = 1 (vair f2 g 15), donc

A(1)E(1,%;) est consistant avec f . En utilisent (x %), il
existe q; € ff(i) tel q=e q(i)(B(1, kl)l\ﬂ ay ) eV coisiivan
avec f ° v
Mais ky(1;) 1 gy = F(1)(1 qq A B(4,Xky) (voir[ 2], 1o.18),

done 1l existe fy:dom(fy) Uik (i) q;3—— B, £, =T

dom(fl)
et Ly (ky(ig) q;) = 1 tel que f; est consistante.
Smpposons qu'il exigtent Quseessd, € zf(i) te1 que la

fonction partielle

fn‘a dom(f)ui kl(il)"‘ qln-w.oo’kn(in) .1; qn.&“"‘a B

fnldom(f ) =f ;’3 f (k%(i)‘? qt) = 1, t = 1,...,1’1
est consistante. En appllquant (% %) 11 existe U1 € fﬁ:(i) tel‘

que <\ I, (i) giin A(i)(B(4, kg 1)1\"1 q'wl) est consistant

avec f. Il en resulte l'existence d'une fcnction partielle con-

51atanue

£ s;dom(f)u{k 1()"\q 1’3———-*:»5

n+1
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(e (1) 7 g ) = 1o

tel que fn+1l = £ gt E

dom(f )
Congiderons la fonction partielle g = \_J £ . Par le

N

lemme 1 il resulte que g est consistante, donc il existe un mor-

phisme h s B(A®)—> B ted que hj = g. Soit~ la relation

dom(g)

dféquivalence sur Ke
k~ k'e&>h (B(k,k') = 1.

X = K[m,@t.gﬂla clagse d'equivalence de k € K. Pour tout

X & KI nous d&signerons par'% la fonction I-— X definie par
i M x(i)o

Soit P 3 AT ——) F(KI;B) la fonction donnée par

Y (pX(x) = h (Xil(il)""xin(in)p)’

6@ pE AT, m€ XI eti.il,...,in} est wun support de p., Nous asllons

montrer gue cette definition est correcte., Il suffit de voir ques

k '€ B, n(Blc,k')) = 1= hk(i1)p) = hk"(1)n);
En effet, mous avons par le lemme 10.18 de[:é]:

k(L) A BOEIM) =KL (PABLL &%)
=A@ NpArE(L,k) A B(i,k'))
= k'(i) paB(k,k')

: En appliquant le morphisme h on obtient h(k(i)p) =
= h(K(i)p)e .
Il esf'gvidemment que P ést.un mcrphisme booléen., Nous
'q}lons montrer que W preserve les opérations polyadiques..
Soit p€ A%, ce 1 et x € xhs1d 4y,..-, 8, Y est un
gupport de p nous avons par L2} , p.lo3 : ’

ot
\5:7

') = h X E_(ii)(‘:)““\il)}ecaxs(‘in) (@%(in))P)

M

L s d g N\ L
tal v P/

h((Xg)il(il).o.(X@)in (in)p)
=P (p)Ee ) = S{s )P (p)(%).
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Supposons que% i,il,...,in}'est un support de p. En utis
lisant 18 régularité des constantes et la richesse de A® on ob-

tient : ,
S (F (i)p)x) = h(xil(il)“°xin(in) d (i) p)

= h(3 (1) xil(il)”.x%(in)p)

m\/{h(y(i) Xil(il)""xin(in)p lye I.{Iﬂ'y‘:t—-- &y
x4y 5 S

“VIF@ @ 3z 15y = ey 3= 30w,

. A
Pour i,j € I, x € X~ nous avons

W (B(1,§))(%) = h(x;(1) x5(3) E(1,3)) = h (B (x4,x5))
~ done SR
E (1,])(k) = lso g, = %j €I h(B(x;,x)) = 1YW {E(1,5))(%)=1
Il resulte que¥ preserve 1'égslité. Soit maintenant

I A &

D =t§7\A. Pour tout n < ¢« et X € X te.l ‘que Xy = k,, nous avons -

S8 e qn)(x) = bk (1) 2 g 2 =

doncgp omet le type Z(l). Si pedom(f) s E(A* ),alors < (p)(x) =
= h(p) = £(p) pour tout e XI.
- Q.E.D.
Soit L un langsge dénombr&ble du calcul des prédicats
du premler ordre avec egalite ayaat un ensemhle non~vide des cong-
tantes. Dans tout ce qui sult q dﬁsigne une théorie de L et Ap
l'algébre de Lindenbaum~tarski de L (modulo 4 )e
2. (x) est un type du langage et B une algébre de
Boole compléte, alors un moddle B-valiué M omet le type 2 (x) si
» pour tout. a€ M il existe % (x)é& 'E_(;)_ tel que It —1®(a)l H = 1.

Un type 2 (x) de L douné  un type 5 (x) dé'AT.
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Corollaire 1. Soit f:dom(f) & E(AT)—~4> B une fonction

- partielle consistante qui omet » (x). Alors il existe un mode-—

le B-valué M t¢l que
(i) M omet: le type:i.(x)
(ii)R@n , = £ (¥~ ), pour tout ¥~€ dom(f).
_Remarques; 1. PouxrBB =% o,l‘)on obtient le théoréme

d'omigsion de types formulé dans les algdbres polyadiques [ 3).

2, En utilisant la démonstration du théordme 1
il en resulte une forme polyadique du théortme de complétude de
Shork (pour les moddles hooltens) (163,{97).

Corollaire 2. Soit (4,I,S,3 ,E) une algdbre polyadique
localement finie, déféagfé infini, B une algébré de Boole compléte
et £: dom(f) € E(A)—> B une ifonction partieile consistcnte.

Alors il existe uné B-représentation $ 1 A~> P(xt,B) tel

que P (p){x) = £(p) pour tout p € dom(f) et x € XI.
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