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INTRODUCIION

le but prlnolpal- de ee travall eet tt'lndlquer Sgg,-&b{g

dlffe'rentloLles gur Ie spe$gggAlg das fonctlons st dee fornes d'lffersntlol

'surfaoos 
ale Etenann non orlentablesn

.Exceptant le thdorbre do Rtersnn-Roch.sur les suf,faces do 8te'rt€lnn

non orlentables corapactee, prdsantd dsns le deinler perssrePhor

toutee les eutres questlons font lnrt te de la tbbee de l tauteur,

sout'enue le L7 Janvlerr 1981, h Buoareet" 
':

A lp d.fifdrenoe d.u ass oJ.&sstque d,es stlrfaoes de Slesann

orlEntablesr Qul e formd 1'objet dtune vaste l1' teiratwe ei prest

orlstaliled par i '@iilr* d.e HolYeyl oos&e un lseEles exenple do

varfdtd dotde avec une etructure analyt*que conplexe, Le aas dee

a dtd rituord beaucoup nolns.surfaces non orlentabLes a etd etudle

&{sn'i;lonnd par 3e11x K1eln, lL a uitrf g{5gtsgsgggg^S!,-gd$g,gl par

0" felohmii l ler f  [ fg] I  F.?) et conr:tddruf pu" D.Spencer st M"

$chtffar ( [14] ). Une pronliro solxograBhle concelnant ce oas

ost Bubllde per N.]l.AlLlng et l{oGreenleaf ( t}] ) qut Lntrodulsent

les tormos tf osxte dla.nalytlque", 'r&tlas dlanalytlque" et Is ooncept

de surfade d,e KlElnn Petlt b pstlt ee d.o.nalne ost devenu de nouvea,u

a4tualo 0n doit renarquor que S.Stollow, le ltsrent d.u aoncopt d,e

eurface de Rlernann de rscouvronent., a oonsasrd au css non ortenta-

ble Itun ds ses dernlers traveuxr soulignant Lf tnportenoe de

oonsl,ldratlon d.ans un6 thdorla'globale des deux ca$ I orl.entable

of nonorlentebLe.

Les questlons prdsontdes

dt rect lon,

dens oo traval i  etencadfent d,ans cette
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N,],"All{ng et N.Sroenloaf adtUtsgent 0ans la nonographle

oltde leis notlons ds fonctlon ndronorphe st d.lffe'rentiolla ndro-

norphe eir les eurfacss de Kleln. S oEs notlons on peut .fafre

l"ee ob joctlons sulventes t

- l,es fonctlons ndronorphes ne sont pluc de fonotlons

s6ns usuel dn moto nals d.es classss dtdgulvaleaog d.e

f
mdromorphes el et

dans 1o

fant l lee do.

fonotlons attachdoe sux atks d,J.analytlquos'

- ' lee fonotlons oonstantes sont dos fonct lons

ssuLoment ei .les eongtsntes sont g5ig}lgg.

g los fqmos dlf fdrentiel lee ladronorphes no sont plus de formes

dans le sens acceptd dens Lg gdolndtrre dlfferentteLlE. (otest-b-

-dgo d.reppl-fcatLona adffuiss sur Ln surfacs .et ayant lqs valeurs

dane ies 6sl lsc€s cotengeats compLexff ids),  nais, parel le aux

fonet lono,  e l loe eont  d ,as c lasses d 'dqrr iva lenoe.de. fan l l lss  de

fonotlons, vdrifiant guelloques reJ"etLons de eohdrenco, attacbdas

aux atlas dlanalytlqaes.

; tes dtffdrentlelles ndronorpheo ne eont pss lntegrablee sur Les

eourbee de . l"a sutrfaoe ; ].t l"ntegrale curvil3.gne d, tune telle forne
a  ,  

' - * ' - " " * _  ' { ; g '

peut 6tro ddflnie eil*bt seulenont sl la surface eet orlentable.
I

iaVant 
6n vr:'s e@s chosssr lL paral,t qus ilans }e c&s Eon

ortentable le coneept Oe g/Sgggg3}g, n'rest pLue ua concopt natureL

(eu nolns du polnt do vue de la thdorte ctss fonotlons analytlquos)n

Dans ge travall on lndfque tles foncttons et des fornes

dlfferentLrlLles qut ont un oonportsnEnt naturel et qut lmltent

trds b,1ea Lgs fonotione et les f or&es. rdromorphos du cas srlentable

Dans l-tl premter paregraphe sont prdsantdes les qug.stlons fcnd&.!nsh-

tales necessaj.ras dalrs ]-rl trtrvallo

*- .  __ _- t



Ensulte, dano le dsuxlbne Baragr&phor on cLasslf te d'abord. leE

surfacos do Rlenann nonorlentabLes en trols catdgorles-elLlpt lquos,

parabol lquos et hyperbol lques - dtaprbs leurs rev6ta.nents unlverselg

6tr aprls 9&t on dtudla sn detal l  los surfaces el l lBt lquss ot

parabolLquos, d.onnant eussl un thdorbne qul s&r&otdrlse les tores

.eusceptlbles d.rAtre d,o revdteno.nts dlanalyt lques b Aeux feut l tee
'pour do boutol l les de Klelnn

Dans l,e troLstine paragraphe on lntrbiu.lt et t{tuale le ooncopt

do fonctlon de type rndromorpho sur les surfaces de Rlemann non

orleatablee, Dans itonce.mble de ces fonotXonsr oR lntredu,lt ua,g.'

struataxe nature]les do corps., corps qul. oontlsnt un sous corps

tsornorpho &u cortr)s. d^es nonbres complexes et quf.r%ut aussL, 6Bt 
'

lsonolphe au corps de fonatlons *dror.:rphep sur Ie rev6tenent dou'ul*

orlentabLe do la surfncs on dtoae. Ce eont cloux falts porrr lesquel

le oonoept lntrodult  est naturel,

Ds$s le quatrlbre paragxaph€ r on lntrodult le concept de forss

dlffdrentlelle de type mdronorphe et on Arirlnit 1'lntdgralo d,es

forngs dlf ferentlel les de 'cLasse Co sur les oourbos d. l f fdrentlablee

per &orceaux.

Une nouvellE Adghttton pour les fonetlons do type ndronorphe est

dennde et oa dtaul l t '1 'dqutvalencs d.es doux adtrntt lons. Ensu.i ts,

ltengennble dee forrnes d.e typa dronorphe est organlse comms etsps,oo

voctorlel sur Le corps d.es fonctlo5re d.e type ndronorphe;, cet

espaoe a la d,l.mensX.on 1r

Ensuite on adrintt I 'ordre d.tune dLffdrsntteLLe de type ne'romorpho
I

&ans un poLntr on etebLit uns formule. d.e type cauchy pour la

ca ' lcu l  d .e  s  rds ldus (nez(c , :  ;p i  -  a_1"-  b_f  )  Gtr  f  lna lenent ,  i11

d.onno le trrdorbino global"e eie Cauchy 8es residusr st scs cc**dquei:s3g,
.

Dans Le dernisr pu,i'8.grspho e on donne l€ tndorbms d.s Rl"en&J1[-
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R o o h B o r r r l o a s r r r f a o e g e e R l e r n a n n n o n o r l e n t g b l e s c o m p a o t e s .

!d-no Prof .Cablrie Andrelan Cazacu, non @ttre dE d'ootorat '

nrs lntrodult dans oe d,ornalne d tactlv!.td et a surv€1lld Juequtb

prdsent toute non acttvl.td do rooherobe ' Jo Lul' prdsonto ' b oette

o o e a g l o l l r @ s t g 0 e r c l . o n o n t s l e s p l u s t r l r o f o r r d e .

I ,6s professsgrs N"Boboc, K.Telenen (ds 1'Unlvsrsl td de Buearest) et

p.Caresan (de Ltgnlvergltd rAl,"Ioan-Cuza'f lassy) ont -eri L'angDl&ltd

de Llre ce traval lr  l ls ont fal t  les oorrect long ndcessalres et

nront donnd dee : gu$igestlone trbs lmportantes oonoernant Le contenu

a ,

et Le node de Presentatlonr

Je fgnsrcLe vivensnt tous oeuli qul af ont

b cOti  ia ;aoi. .

Bu,oarest, L? Margr 1981
Il,le 36rzd

f_1nnfi ji<;

i

I
I

sonsell].d et qut ont dtti



L .

1.1o $olt x une surfece. une csste sur x est un tripret
(u rY rV)  o i :  w  =  ouvsr t  dox ,  v  =  ouver t  d ,u  p ran  mnp l ,exe
S et Y : t/ ----> y est un hone'onorph.lsner
Sl'  Eet, et sl Y(p) = %t 

:* * dtre qus ( t l  r\g n V ) eet une
c*rie a*toi:'r de P; a sst ao*-nd !ffisgML ou ggggggn*#
kg"fs, autsur d,e p" )

$x (  U,  K,  V )  est  , , ' re  car te  ts1 le  qus V,= f  z  e  o
l ,

fl, - zol 4 r t ,. aLors elLe est nos,ede d.isquo pera*dtrf.que ,
eentrd clans po €'( zo) n

i"e; $.rie ra:r-E-i16 o+ = 
itr*u 

y* yrl 
l r* r ci* cartes

Eur X est nonde atlas sur X sl X = -U (4.. ,
Deux cartes (U1, Y l, vi) , (U ,, y a ,yz! sont apporrdt2 , ' 2 €s

enalgttquernent cohdrcntes elr 
"i 

UlnI/A = f o11 blen
b) U tffUz # 6 et ( r" K-e' ,Q r@- {1u) 

---->V 
,tu rnue)esi anafu"tXque . .

Derix certes ( Cr 1, \e1, yg) r (Uer v2 rv2) so$t nppeJ.t des
dtanaiyti.quenent cohdrentes sL; a) II {UZ = d, ou blen
b)u znuz / f et q I'P; ,Y z(urnua) --+ €r(t/ lnLt)
est an*36rt5'q*e ou anti,anelytique sur cba.qng cor*posante Gonii€zs
uo Ye (Lr LnU),
LlatLas R s'appello at].as ngrulLt&ggg, (respocttwrnent $,Sffi}g; ,

tigggt . sr chaq*e paire de cartee d,e ft est ronnde 1nr des cartes
analytig uenent (reslteet*vement cltan*lyttquement.l e oh/rentes
(t:t r rae& 5 ),
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Dons, conforrndnent A cette adtrnrtlon, pn atLas anaS-ytique est un

eep p*rtleulter dratlag d.lsnelyttque. I'olu xns,fquef cs faltl rrrr :,..:

stlns dtanal.ytlque qul ntest pas analltyque sgre norund atl"as

dtanalyttque ' ' effectlf .

. Solt & un atlas dlenalYtJ'que
t ,6o*r*dtd (on Prdsurfaee)sgva noa.lls8 p

Une partlo ,R.+ de &' ' eet

encsve un atlas sur X q

1;a frdvarfdtei de Rlemnn (X, -q ) s I eppolle oltentable s | lL

exj"ste &t un figsFg3}a*ggsHj$ de A' ' ' sl"aon, '(7" 4 )

srapporle prdvartdtd non orien'table"

i*ol, $of,t 41 , fr Z des eila.e sur X* 0d .ve dlre que "{1

est analytiorusaenet'dqulvalent a &'? et ;on ''ra noter 'R,c-/.&z

st S ,U &Z o$t aaalytiquec Evldemrnent, d'ans ce ccts R' L uXfr.Z

scnt d. f  t r . [Jas ei ja lYt iqu-es. ,

anaLoglquenent I deux atLas .,41 et &2 so11t nonnds dlana\r'-

ti,qirenent dqulvalent s et on note " A if ft, s14 ZU *Z est atlas
G n

dtanalytlqueo $1 -0 7"&, tl rdsult'e 'Q-fdfr*

Iee reletlons r\)aa- et, /x/d. sont des relations d'tdqulvalence dqns

l re t rsenble < ies at las gur  X ' .

$l A est un atlas ennS.yttque (resp.dlanalyttqqe) t

sur. Xo I"a paI"re (xr -Q )

da Rternann &, derr:c dlnenslons r

ncnne'e' eousstlbs. sl ,Ra est

on note A" b, ,siasse d'dqulvalence de ''A ia! rapport ! n'ro:

$"  = tg  I  E-o*J^ ,  -  , ^ t17,  _  . ,  nz
D- racrne fason , H '=58lB*a ft J

valsnce per rapport !. /\/d iu

,1 ,  -  / ' )  -  - - : -  ^ . t " t . .^  r . * , - , - ! r r* { ' : : :c  f fO **
t)& ./fC t, it U rl u .L:l if (&la'':l *J v+Y 4'+ t v -

i  -  - -  - r - - - - -  * ^ r -  ^ {  " f l  a o *  n * ' l a c  A { a n o ' i r r t l n t ; n
-Le g Gg U}. tl.l,*i" it t 5+ \, v Lr it v * ! -5s

est Ls classe didqu!.-

Aol
J+- extste toutee

afiJact i f ,  A* nta

I
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pas de sensr Dens ce c&s on ve conslddrer E*= + e Doncn *&ns 
"'"'"-

toutes les iteux sltuetlons, # a e't .
L'4- $or.t & *n atlqg dlau,l'yt'que sur x st soit

e4= L/e, ad
iJ 

- 
&pfra 

' . * est etlas dlanalytlque ffi#*ffi1 sur X,
d'l'analvttquenrcnt dqulvalent i &. ; plus exaetesent, &^ *n ft etpoux chaque ftr. fri on a e, g t . .

o 4  
e t :  u ;

Jt est 1'unlque atlas d.ranarytr.que nexj.n*l qu1 contlent
1r'atl*ss &, .e

r ,  {*r  . - ,&e{ggiru?ai re prdvarldtd ee Rlenann (x, ,rt, 1 srappolle
gu&gaaq*,gg*Klga& sl r+ est un e*r-*s d:a.natyt*q*e naxr-n*l su.r x.

1"5 ,  So l t  &:i/"9," .ff
contt"ent I 'at las 

& - le n6ne , ,F est: lrunlque atras anal,yt lqae
qai. coattsnt lratlas .* o

Isgg$&g€o r.e prdv*-rileite Ae Rlemann (X, & ) o,appelt o
€sess-gg-R}ggg el ft est un stlas a,,aly*lque nsxinar. sur x,

,nr
un atlas aealytigue sur X ei solt
est un atlas aaal,ytlque aexl"nml qul

\ a t

:
utl

. J''6' uest$g$* sg. ( t*tchnipler ) " r-a prdvarrdtd d,e &r.e&e_qn
#)*-*unuth

el  & est
atLas dlanalytlquo 

"gEkgJE* et e#*ing} sur X.
En confornr"td *voc cette ternlnologi.e, les surl.sces de

?temann (ra odt*.nltlon d.u 1*5) do{vent e.vtaemnant 6tre nonmdos
surface: d* Rr.enann orxentabres; tout *o nnamer or1 va utir.lser
gdndrabment l-e nora classlquo de swfaco d.s Rle&rd.sn.

1'6' Iiolt ( u n y , v) une earte sgr x. 0n note gnr -r
t r tensarable lz  I  u e vJ r  o i i  .E -est  le conjuqud au z,  et
rar q ta rcn*tj.on eon;usude de ( : ptri = ?(_il,

g z() ------+ T gs-s, e{vir.rornrnent un nqxieori}orphtsr$o €ns
par consd4uent , (t) o ? , Ti e..rt una ca:rie _rur X*
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on va noffler ( t, t a , T ) r Le carte conJuguee i (u t ? |.--,o

T)* Ces deux cartes sont, dvtdenrnent, dtana1ytLqriement cohdrentes'

si ft,sst lratl$s ft U*o (r, ur)] 1. € r I otr ":** *t- &

Lrarr.as 5 ( t/*, A *., ir) 3 , ; t: svr'decurent, &'.,'LA nals
: C

&-'**& '
f ."?. soi.t () l  , , , f t  ) une prdvartdtd qrientable et $rPPosons

q,.@ &. erst atlas *nalytlq+e'Ians ce ca'st dvidemrnentt E eet

aussJ" un atlas analytlqueu En plrt3.cu1tre:r, $1 "+ est r'":a at{,e-

:
mxj.nal, , t* gst &rtsst un atias naxinal." nonc tX, ft ) et (Xt t )

sont des su-rfaces de Riemann' LQs deur surfaces de Rlenann (Xt ,4 ) n

(X- ,{ ) sont l.es $,,kH orleniatlons posstbles de 1' surface' Xr

l;a snrface de fi*enenn (xr& ) (ou bi'en (x' n )) sera noinrnde 3a
J

&urface de Rtanann *6us-jecente, d€ ]-a surfaee de Kleln (Xt *^ )"

n . . f i  r  n d '
svldesunent 'i+u Jt'L- {} n 

N ty 
>x u.ne fonction' 

1*B* 3o1t ]-*s surf'e'ces l:{t -{ et p : x -.

c o n t . i n u e " C e t t e f o n c t l o n o t * p p e l l e p r o j e c t i o n d e r e c o u v r e n e r r t o u

rev6ta&eut sl queique soSt 1e po3.nt x eX* ll 'ex1ste LIa u'tl
- f I re'uniott

voislsage onvert de lr. tel quo f 
' l 

U*) est une

S*eJg*qSC d'!ensenbles ouverts A et f lt*t t*uU*

est horjldonorpbleme " 0n dtt que T)*est rdgof1l""*ent reeouvrJ

pef, Po N

1.9'Lrappl{cntlaa ccntlnue p '  ) i  "---+X stappelle

SS&fg$$S sl pour nrimporte quellss foncttons ccntinues
^ t  ,  r  - 1  -  < . ?  r ^ /  \ ,  ?  ,  

'  ' \ '

f  1 t  *> xr.F : Y -x [or11 --+x Y=Y"t"] Z-+\

(U *{tani ur espace topologlq' \ ie) l f  t  - ' , ,  l ,
t e i l e c  q u e  ( i r u f ) ( y )  =  P ( i r o ) + - * i ; ' € Y '  

0  
" '  F  - t

*1. ex*st* *'? : y x io*rl -.-.' ? 
Y*b''J --:-tx
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\ i

con t i . nue  te lLe  que  t r ' =  F  o } t  e t  F t ( y ro )  =  f ( y )  +  y  e  \ r

L.loo f,s f l.bratlon p t, i ---+X srappolle flbratlon 
.

&vec relbvenent unlquo d.es chenlns sl. pour ciiaque chem{.ne
. v r y p n . / . \ /
6 r ,  Q z  r  r  -a  x ,  d_1(o)  =  f r2(o)  e t  podl  =  p"6z on a,

tv d-

Q  A  
=  A ) Z o

Ians.le cas d.es surf'&ces, a lieu le thdorbr*e sulvantl
t u

E*sigdff,: p z v -_* x ost ,uno po ject j,uon'de re oouvrement

st et uniquonent sL.elLe est uns flbrntton avec relbvement unl.que
t :

d.es ehenins o

Les fibrat1ons avec relbve.ment unl.qne des ehemlns sont

caracte l r lsdes.  par  Le fa i i ;  qutL3-  nrexLste.pas de; f ibres contenent

d.e cJrenir is non constantsr

1'11" $1 *o € Xt on note |  |  (xr *o) 1o groupe fondanental

de x €-r1 xoo ql - : lorJ.J -+ -r est un chenLn 1el quo e(oi =

= a,) (1) = *or ot1 noto lct l ]  ia ciesse d.rho.notcpie ae co .

$1" p t  i  --4 X est.une projeci ion. de recouvyen,rnt et st
d  - 1  ,io . p-"(xo) r on note pr* lttromonorphisrne netwer nor Tf(?rg,)-

f f t*; l l ' ( . ' ' ,  *o) ad*inr par po(L*J) = [n,ZfJ c
0n sa3,t que p* est un homonorpbisne lnjecii"r'. En particul-ler

(i, ?o) est rsonorpl,e b, fffi$4 i'o),
lr]-:}o Solt }a surface X, *o € .{. et soit H teri aous-

-  1 T ' n ' .  \  --groupe de l l  (x ,  xo) .  nans ce c&el  i l  ex iste une surface iot .

une liroiectLon de rev6ternent p 3 i ---+x telte auepn[f1f ,;,,) =g
|  / H  \  \  

1 "  
"  v  

/ \

tptxo.).= xo)r En part icul! .ern sL H es"b legroupe nui,  on note par x

la surface corresponde,nter f est nornmd.: ia suyf,aca wrj-versslle

de reeorrvrelunt de X,
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Avec'ees.notat iot?.sr quel le que solt  1,q, '  fnroject lon de
N

p " X --all, *1 exlste une proJ*ctton do recouvrernent

x - -
fr
x

Lol}* $oi. t ,PunQ pvojeetS.on ds recou.vr€m€nt, G(X I X) =

= { r ! i-----rt I f 'hondonorp}uismoe p o r =.f I o. ' JL

Ies e{rr$ren*e de qqi;X) sont nozu,rdd des tra$srornatlons de
N

revdtesnnt de po li l d,oux'dldnen"ts de C(Xr X) ont 1n n6nae val,$rar

dans u-n po3.nt * e i, elles sont j.Cen"btqu€$" Ionc, la corre,sBondance

f -*-z f(go) I  est une lnject lon entve c(: l  r)  et p- l(p(Xo) ) *

ggr-L-qU.kg. g{irX) est isancrphe su grroupe fo:idanental Ce X.

?or;r l-es ;roirrldtds des rsv$t€rer':::i. d"o"cdeu 1:Lqs .ha.ut, 1s
A S A

Lecteur peut consuLter [19] r le 2ems chapltre*

1"1-4* Satt 
" 
?, X d.es surfaeess p , 7 -4.X. 'an revdtenent

et &n * atl.as dl"arralyilque s'ux X, $1, x € X et '$t UF est un

vcJ-sl*age ouvert de x rdgullbrernent r€couvert par p, Jvidensrent,

ch*gue autre vo3"si:rage ouvert Wr. de xu \X/n * U* I e'at encore

rdeuHbrer::ent recouveri par po En u.tJ.l1.sani cette cbservat5.on,

CIn va lndiqreer sur X 'un atlas d.l.analytiqne R- tel que &*a&t

et ,ft est rormt{ par d.es cisques parandtrlques (U r Y t V ) oi

chaque U est rdgulibrenent 
"*s6ssspf 

p&r po

recouvrenent
' , \ N

f : X ---+X

L' - - - + ) (
teL le .qu"e Fa = p o f -  o1 F, .  :  X-+X

est lc revdtemnt unsversel d.e X.
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e t ( L I . Y r V ) u n e certe de ,R L, autonr

local- autcur ce Po, 1l exlste G" > 0 tel eue Vn ' = 1_ u. E I
l q - , o l  ( 6 J e o  O t ' t w l  = Y ( w ) ;
$ol.t Ur, = .A|(u po ). Evi,:1enn€Et, ( tT- w I

drsqu.e paraneitrlque cenftd dans le ,rril' 
'*Jtt '"lf 

;il-I**,
,

recouvre par p et

(*) &n ̂ ra 4o U {(ua , Yl* , Vo")l .
f o  

' r

do Po.

Eoit U' r:n volslnage ouver b ds po, rdsulllrement r€courrrd p*" p,

Donc !J = UOLI. 
' 

est ufr vololnge ouvert do 3o1 re'fuffbrenent

reconvrd par p. 51 V (P) = z ( t{ (fo) = za€ V) est parara}.tro

ifous faj.sons la constrnctlon prdcdd.ente poilr chague polnt p € X

e* on obtlent ltatlae &. = lt Up , YlUo =. ?p , Vp ,1r.."
qul est,  d cause de (x)r dianal;r t tqueaent dgutval"ent i  4r"

En partl:cr:.L:!.err sl .41 est un atlas *nalytique alors & est
un 1tf1s anaLytLgue."

, 
-=J.15*. -Cq*aglddrons nai.ntec,ant 1'atlas '4 = 

1, t*, V f r trr]r*
ci. cbaque tl est rdgrelilrenent reco'u..,-rd par pr (En part5.c4lier,

Les eartes (Uln y t, V1) peuvent 6tre sulrposdes dee d.J.sqr:,es
I

parandtr iques).

s o f t  F e I r p =  f ( F l ,  ( U r V r V  ) . &  r l : . e c a r t e
.t'autorrr de P. soLt S un sous s:rse"uble ouvert du ?-'( Lr ) qul

contient le polnt ? et fLlU,** U est rur hondomorphS.sne
^/  

' l t /

solt V = qoPler : t i  -- '  
- 
-v v =.Y (e( t i11, Evid^einrnent

, t u P( IJ , V , ID est une carte sur x autourde F" sott
a f / \ , )

$ {  =  t ( U , \ 1  , v i f  ( U , y , y j . e g t r  u
, t ! j h ,

0n va ddnont:rer que ..l& est un ailas dlanal.ytj.que s4r f etl ,ionc,
v X

(X, +t ) e'st une pne'varldtd ae Rtenanno



(so*.t, *p"Lu cela,
N t Y

. 4 ; ( I , 5 3 ) e s t

.levdeetructurq. sou

- B -

.{
/1
UJ I ratl-as dianalytique

rrno surface de l(leln et
r\, _]_ rsurr .[ par p t e

naxl.nal qui contLent

on va nof,uuer G 'b

f

sox t  !U , '  V  y  Y1 ) r  ( \ J  y  V

les deax c*rtes sont d.lanaLytlqr:.ement

0 r n f r ,  l # N ( r i g " l ) .

h,
I L

t t .gu1 . .

fv ' r\'

' fouy H = 1r2 i  so i t  F j r  =  p l  -  ' .T Ip+ \ in ,  L lJ ,  =Vd o4 '  zT)-o+Yg

soit tr une -"*0":*"-.";.t- *- O'lniur'".r'l"rt

..,\,

2,  v2)  €  &  s

cahdrente$ 'e

s i f f r n t r=Q ,
Supposaris donc

S.rtcnn u";

I J - p t # l  t - p t ( # ) = p e ( D )
csnnexe rie U rft 1Ja. V6 t # I

Gt{.nU}, U est une cornposante

'" ('&'fE) t ir I (* ! t/)

V. (cr, rlL!)



"rl{ -v;'Iv*r€r) = (Y.,

= (vn " fta)"(fi;"

Yio

Mais ,

anti.confor.ng o

Donc, tft " V;o
cofiposante connexe

l^.,

castes ( frr 1, V, r,
cohdrentesu

de Klefa (oa bien rav6teneni; rlerennden)

*;' lqs(n)

Y, lV.nl*.,ur, Yu t Tl l:---? Vnt u I est conrbrree ou
' :

est colforme ou. antlconforsd sur chdque
^,  /

du V; (UrfiUi; par cc.trrdguant, ies der:-v.
, . A . ,

V r) , (V r, V z, 
^di sont diana\rtl.quenen*

. 1"L6" soi t  (Y, f3 ; ,  (x ,  & )  des surfaces de Kletno

Ltappl isat lons$j lsg f  I  Y€4 s'appelfe morphisae d.g sr:r"faces

j -

si. gu.elgrre

^p=+(p*

F=K" f "V- r

t'

so l t  P ' -  C  Y ,



- 1 0 -

(U* ,  V  o  V * )  une  ca t t e  au tou r  do  * * * , *  (  t / rY  rV )  une , ca r t a

autogr ele Pr If applicatlon F = t{ ' f  "Y-r est une applieation

g*ffi"%H3*,S1Lg c'est*i-dire elie est $nalyttqlle ou antfanal-ytique

strr chaqug co.mpcsante connexe d.e Bon ersenble d'e ddfinf i;ioflo

(nn part:Lcnl ierr sl  l rensemble de ddtini t lon de F"est co$'n€xs'

F d.oLt 0tre anaiytique ou antj'analytique)*

-QSSgggS*g*' Ia fonctlon prsicddente

ge*g$*gt la fonction sulvaflte:

I doit btre entendue

forne p'rilr Ltdcr*ture de F"

sont des surfaces de Kleln et

va notter ce fait Par

f = Yl.,^+(u1 !lt*n f '(u)

loutefois, O-n -'ra accepter }a pre:lere

Lol ' / .  $ t  (xo & )  e t  (Y,  s  I

Y -----+ X est un norPhlsnel on

J3  I  t x , . 4  ) "
Solt I dans ce co::,texte, lf,e Y, ( U+, V , v*) une carte

autour de Pf; te1le qlre $ trf,l'* or (U , Y , Yi une carte

autour de Ps = r( 
":) 

teLle qae V(Po) = 0 et g' = Yo { oV-r e

Svlderaglent, r(o) = 0* Do::cr autour,^de 0, F a un dd"'eloppernent

en sdy.le de Taylor: F(t) = i *.*rt" ou blen F(t) = t uol',

oia W (rt = t est 1o nu"Jritt"n ro".l- d"ans prt"i=1g est l.e

conjugrrd Ao nonbre conpi,exe t* 0n note ! ttt Pf ) '* '1nf I n € tTl
r )

[ zu * o] aans chaque cad, en supposant Que t ntest Bas constante

Le nonbre V tf ; Pf ) est norund, d"ans. ce cas.t l 'ordre de f d'ans

le pcli:t P; " Evicernne:rt, )(f ; tfl tldpend eeulernent ite f'

s l  t  ( f ; ; | l

)  i f ;  n f ' )  6  i  Sa  f *  l ' cneenb le  Cee  pc tn ts  ce :anL f l - ' ca *1on  r i e  f

o rU-r II  lvtr in t: 'vt)

{.
. {
'
t{
i
I
I
t

I
l
E
t

I
!
I

f
{
i

r f
I

}
. t

a
5

I

sl f  :

f  :  (Y r



ciet f ornd par rtos po!.nts. t solds. Si ! t r; tf, ) =

un volslnage (-IJ de uo* te1 qua Ia restrlctlon

un hon.domorpblsf,ioo

- f.f, -

1"18" Deux surfaces de l(Ieln

dlteg isolrorphes ou dianalytfquer:ent

honeonorphLsne  f  lY ->X te l  q r : . e
, 1  |

.cels, {-- est aussl un ncrphlsmge ,

(x ,  4  )  e t  (Yo E)  . .n t

dqu.lvalentes s til existe un

f est un norphlss.e" Ianb cs

) r

I '

db

LL exlste

f b Ld+ eet

x
1.19. Un exenpLe de nrorphisre cle surfaces de l0ei,n.

H

soit p : x +x un revdternento .4 r.n atlas dranalytrque sux

et & LtatLas corresporrdant i  . lL , ddcrlt b, l-ul5o
. A r k

s o L t  i ; e  i ,  P = p ( ! ) ,  ( t / r Y r ? ) u n e c a r t e d e & a u t o u s d . e  F r f r

un vo*.slnage ouvert de F 
' 

tel gue fl-- rir*>Tj est un honedo-' l v
norphlsne et tf est reigullbrement 

"*.ooid 
par p.

. e .\.t

. s o r t  (  D r n f , ' o  f l  * ,  T "  ) e &  i  F  =  t g o  p  o  ( V  r  "  f l r ) - l  =t l u L '  r -  , l a t
^ . - ! .  , - - r  ,'  {o f  "  f l \ ro V; t  = Y'V; t  = reprdsentat i .on dlanalyt lque.  Donc

,.\, x
. p s (i, & )+tx, "4 ) est un norphl.sne de eirlfaces de Klein.

'-ggSSfyg$.trg.n' 
Dans cet exenple les atles S "t e ntont pae

dtd Aes atlas naxinals* $4ais ceia n'affecte Fes ltafflrrnatlon

concernant p"

].o2on }euxlrirne exenple d.e aorpb.isne dq surfaces de K1el:r,
,a

i ioit p ; X+X i.e rev6tene:rt universel de X, Sott 
"e 

un atles.
A

dlfanal"yttqu6 srrr X et .,R l'atlas correspondant i & , conjne

dans 1. i5"

. on satt que i est slnplenent ceniiel:e et qlle sllr i rr

existe une seule strueture rlLanalytlquen abstractlon falte clrune

dqu:iva"lence dianaiy tique c



- M -

x,x
$ o l r  f  s ( i I * ) ,

0n rrdrifj.e faefl"earent

que r, (i, A : ---* (i, S
est u"n tsomorPhisme de

surfaces de Kleinr

(t"of* l-a fignre ) *

(p)= { ({ %)

= q . F l. ,u+t0)0n'fluo Y : {
i

^ . A
1.21; Sane Le eontexte pre'cddente, (X, u4. )  est.  isouorphe

soit h ia. s1''i-:&::* de Ri*nar*o d, soLt au p3'an co$n1'sxs €] oii bl"en
. ! r \ 1

anr d.enJ.-plan supdri,ear H* Dang chaque cas on conslfiere f.Xr lt )

lde:rtlo.ue svec 1e tyfe confornc standard, nentLon-tJ. .
7 1  / \  .  a  . A r

S j" (ll, e- ) est la sphbre de Eien*.rrn S et si f € G(X ln)

a t o r s  f  a l a f o r m e r f ( z ) = f f *  o u  f ( z ) = 3 # H  o . ] . a r b r c r d € C
.

8 d . * b e F 0 '
t\ ,\

sl ( t ,  € j 'est le pian conpJ.exe c alors f(r)  = az*b ou

f (z)  =  &E + u o i .  arb € C '  e  /  oe
. / \  ' A  

-  t  .  - {  r 1 - \  A Z  + - b
Sl, (Xr.'t. ) est le de:nl*pl,an sulnrieur fi+ elors ftzi = ffffi

& r b r e o d . e , R  r & d * b c )  o  o u  r ( z i = 3 F * * r & r b r c r d ' e s  t .

a d ; b e 4 O o

Sl J{ erit nn atlas analytique sur X,alors chaque f € G(il Xt

eet une fonctlon; analytique"

:*  g{F)

Q'X
flunu
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2 . S"U8 f4 -q p =q q, .BJ E StU {._ U-q !!_oR_I Elt T.4 q r,Es

sHr sTIQuE t ." F r _ Pi8 I 9"9LI gggg

Z,Lo Dans le  cas des sur faces de Rtetnann (or ientabJ.es) ,  1es

. surfaces sirnplernent con.nexes sont classif ie{es en' trols catdgortes

: el l ipt iques, si  el , les sont conformdment dguivalentes h la sphbre

d e  R i e m a n n ' d  = O u l o o ]  .

parabol igues, i i  e1les sont confornninient dqulvalentes au plan

. .complex-e G, 
.

-  hyperbol lgues, sl  el les sont '  conforntdnnent dgulvaiehtes au

deni -p1an supdr ieur  H*(ou b ien,  au d isque unl t { } .

.  Ayant  en vu€ cet te  c lass i f icat ion,  dans tout  ce gu l  su i t r .

Les surfaces de Riemann non orientables seraiant noramdes glifgt.lggg.S,

Perehe$-que.g on bx.pguhgl-igu9$ nsi legrs-"s"*rlqggs*qnlJ-erqe}le.s--q-q

{9.Qgl4YgsBg!3} sont '  respectlvernent, el l ipt iqu€s, parabol iques ou

hyperbol iques j

'  En respectant cette noprrenclature, d.ans ce para€raphe nous
'

al lons lndiquer 1es surfaces de Riemann non orientables el l ipt iques

et pa ra b o 1 iq ue s sn"-ddl e{S i lla n t-.lps"- e1g* p-e $ *d}$gglrJlns5*d g

s9"P*d.geniet ipn$.*=9-q4{ 9rnge=-e.8 *ett$igg.nfseg-e.s*.-q?4.g*!,girlts*$xg.s, ire 1a
sphlre de Riernann ow du plan complexe, dtant connu 1e falt que

chaque surfece est isonorphe b la factorisat ion de sa surface
' anlve::sel le de recouvrement par rapport h 1a relat ion d, 'dguivalence

donnde Far son groupe des transforrnations-de recotrvrement,



].rl

2"2" tfr{91brne.--1' Uhaq*e ': ' ';-riace de F'ienantr

e1-11pi5.qrr.e e:ia isorticr;' 'he au p}an prcjectif rdel

non or ieniable

f ,

] } d n o i t s t : " a ' c i - c n o i i a t e e q u t o n - i € r - l t i d ' e n t i f l e : l ' l e s s u r ' f a c e s

el l ip i l -qr- le$ not l  o,r l .entair les t  QL' ldternine les 'souo-groupe$. 016 de

4 td l  : :  l " *  Sf+-H l  " , r ,c ,d 
€.0,  ad -  bq = L t  U

i  '  c  *  AE***  |  * ,b ,c ,c€  C ?  
' t c1  qu . : )  tes  d ld ' : ,en is'  U  t " . - * F z * f * t l  . a e * " " = l J . ; .

U"  W,  d i f l i d . ren ts  c t i den t i t d r  n 'on t  pa$  de  po tn ts  f i xes  e t  V6

coir t ie: : r1;  +*s e{ id j ; le: l -Ls an' i j 'col : fc lneso i l  en rdsul tera aussi  qL1'e U6

est  d lsco l : t l ' nu"

$cit tery6 , f(zl = 3#-a.-3 . s'*r 1a sptr):re , f a au noins

r i : r . p o i n t  f * e  ( s o l u b i o n ' T e  ) - t J r 1 u - 4 t i c n  I ( z )  =  z ' i ;  C o ; r c  i - o c " r i  Q t : e

f ideiLt i td l-3 nb d" le se'-r1 did:e-: t  coefori ie d" %6 est dorc 16'
G

. $olt y, €ry€ . , h(z) = "3*- +-3 . Psret {lue h o tt est {td-n*nt
' n

c . i ; ' : - i cv : rg ' r l e  W a l - , : dsn l - ; ' r  gug  ' ^2  = : "6  c 'esb - l ' - : : : re  h  =  h - i '

si hl- 
"si .u:r a';i ite dldi:,e rt conf'rrne a"%6 I tr o itl est

aus:] i  16. io".  h, = p*I = b .  Hn c, l t lc lusj"on W cor: i ient au p1-us

un { i imeni eci ieori 'ol : : :e de 4 (6).  iarce q' :e W 
"st 

un 3roui)e

f in i ,  i1  est ' ,1 . - !^scon ' i ; i - t l t l '

Donc, pour. rid-terninei eonplbterie;rt 1.ea sousr'frou.i]es ry6 t

.orr ciol t  trorrver tcus ibs dldr, ,e:: ts ant i .couf ornleg d.rorclre 2 et saris

pcI"n i *  f : -xes,  f  ,  +"  I  (6) .

s i  r ' (z) = 3;-- i ""3 ,  8d -  i rc = l  est te1 q" ' ie nz = 1A et

l tdqua1, ion  f  (z )  : , ,  2  ! "18 .  PaS de So lu taons  Ca i :s  A ,  u ' t1  ca ] -Cu l

ui inpie cor"du. i t  i  l -a c, l r ic l - ,Lr ; ic : :  :  e l  = - l  g 'L brce nf  toJ !  .



Doi rc ,  f (z )  =g . ! * * *$c Z - E
Chaq ' " re  t r ip le  t  (a ,  b ,  c  )

un soLr$-dr ou-!e V6 .

$oit  W^
0 - ( a r b r c )

Pou.r terr.iilner la

L5

a
o i  f e [ '  +  b c  =  - 1  e t " b  r c  €  R n

de nonbres oe t ;rpe preicr{Ae,rt  ddte::mine

a 7 + b
6if*:*a

ddrioi:stration du thdoi:b*:e L,

=  { t n  i  z 7
T '
on va

l

nontrer que

)
T

J "
0n .rdrij'ie faci ler :e; : t  gues c i t  Y e €

V,6'1^,b,e ) v-t = c*.(,
g \7 ( o r - 1 r l )  '

Parce  que  1es  g roupes  
Wtu rb , c )  e t

' D . a

dani;  {C @l r  ;e, :  sur: 'aces dq l?:e:rar:n

e-b e na(o,-1,1)  sont  lsonorpheso
Rier:ann d,  l .ds points z,  ua.-  # sont

donc el\f i tor-1r1) est exactecrent le p1.an pro jeci i ' '  rdel p2,

le thdorbrre est dd;rori.'bid.

Al2 '  '  /)  n'
oJb 

ta,b,c) esr conjuSi. iei ,  dans 6 ta) au sous-iroupe

W r" , -1,1)= l 1 o t

( 6 ) ,  {  ( z )

- tz ' - * Z

= C z * & .

N/bdb ( c, -1, i  ) sont  ̂ .corjuguret
( r:cn c, ' : ier:ta'oies ) U /tY6ta, b,c J

ttiaisl sul ia spirAre de

cianCtrale.ne::t opi;os6s et
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2n7o 11  er . i s te  t ro ts  c lasses  d 'e  s ' " rx feces  d?  l? ' ienAnn(or l 'en ta-

bles) a; laf l t  1a surfacc unive: :sel le de re 'couv:tei le:rL parabol ique:

* les s*rfaces eqnfcti;rd;nenr dqui.valentes au- plan comple:<e ( * le

sph&re 
"de Aiesa:im Poi:: ' tde) a

les sarfales co'rj lorrnd;r"eirt dq.ri"valentes eu pJ-an complexe porntd

( = th spirbre , ie Rieranr l  dcr-rblem*n-t  pointee) )

I e  t o v e a

$: :e  s i i r face  c r : :en tg ,b le  se ' t rouve cane l tune de .  ces  c . lhsses

sr?1on le gfc,-r-8e Ces ' ; IA: ls i lor : : ' ia ' i i -ons de recOuvfe: : :ent  esi  le $rOup€

nrr l ,  i ln groul ie qic]yqu-e engeni ;d ;nr  u i re t ransformat lon'  f  ,

f  ( r )  : - -  z aa) 
' rd)  

/  0,  9tr  r€sPeot i . ier : te: : l ;  r  u^n $Ioi lp€'engenl t r :d oar

de* : t  t rans ' io r ina t io i l s  f t  e t  f r ,  f r (z )  =  z  +  9 t  ,  f2 ( ! )  =  7 '  +  de '  '

c{* I I c"y_- aJl

'  Pour ies sur': 'aees de R":'e;'raru:

1e t i rdorbne sr, t iva;: i :  -

nonoaientabl"es,  on va c l#:rontre: '

-1.;.r&ns f c r:]at:-ons c otrr'orsle

8 ta) = t z*-+ a"+ui
)

, a l o f  o

6 ta) s 'a,. .1:e11e d"iscorl t lnir

)  I  neW I n'a auclr- l l  pol-: i t

Ozr

Ilgi"gtbqg*..?,' f,es surfaces de R:e:;Bnn nonorie*'tables 5-*raboS-i*

q*es $ont :  -  les  Su: : f4ces isonorp l ies an p lan pro ject l f  rdet  po i r : t i

r,2 r lil

va ddrion-t ler en detait  ce thdorbne.

2.3oI.  On sa: i" t  { lue 1e $i:or ' tr ;e des

or,r. an'tlco.::f oril;es clu pJ-an coinplexq 0 est

a,b€ c,  
"  I  

o IUl  r :?- '>aZr-b I  ^ ,0 € c

iilou.s r'agrpelc:rs que j-e geus-gi:irrlT*V(l C

si  i ror i : f  r : l :a i r iu.€ % GC, l ' te l :se-- . ,b l"e {  Lt(z



, . 1
n 7 '- i l  I

d.  naccumula t ion  dans  O.

On saj.t que Les trois gf1llrr:ntlons sr,rl-,rai?tes solt elJqiva;

Ien tes  i

-deux di l t incts, qui converg€ v€rs I  r  j .dei i t i - i ;d 
k i

c) V n'e:<:.ste cans ry6 aucune sui"te d,,dIdi: ients oe,-rx-a-
deux Cls t j "nc" ts ,  qu i  converge dans € rc i ,

Dar :s  la  s r - i i te ,  on  ra  dd t * rn in* r  les  $oo i i -J rQu- le  t  W ae 6 ie : r  
' :

rL i .sco:: . t i .nus et  fo: ' r ,ds pa: c,dldr,e. : i ' is  sajr .c da'poi . r : . ts i . jxes,

Parce quf on. veu'l lcen-i; j.f je:: r.es sr,;.rfgces &gi .gr_lggjg^bJsfi raraboj-j.-
que$, duppcsols ' {L ie U6 

"o: : ' i ; : le.1: t  
a l r  moins une t .cansfo:rrnat ion

an.t:-co::i 'orl ie da C.

2"3o2o 3*Ee.q* ; j ; i "a ,pJ( i )  te t f i6 ,  t (z )  =az  +  b  4  e  =  1o
( i : .1 tef f i ,  i ' ( : ; )  = d,Z +p _=7 f* l  = 1

e . t a )  = d p  + p  /  o .

,  ld: igi i ' i - i ;g. i ; , ,9*, ( :)  sl  a I  1, ,o - - t- la* er; t  poini f i ; ; ,e poui f  .
^ r . . . \  - - . ,( i : )  i 'dquat ion oL 7 + F : -  z  dc: ' i te  avec Les inconr ies x  e t  y

'(z =' x + iy ) est dqr;.i-var-ente b o* s;"*tl.r,e lindalre

f  & " X  +  b . J , '  =  C .

{ + -L: r oi. le dd'iern:-nant. A * atb'-a2bl
Laz{ + b1' '  = 12 

-L t  - ' t

est dgar l  l  - lo( l i  .  Si ldl  /  I ,  ce sJ,st l i : re a urie soLu,; ion et
d.orrc f  a point i l :xe" Donc lo(t= 1;

Pourr c.d,,ror*rer que cd I o on ::.ai::onne J)ar absui:,i ie" suppcsio:rs dcdc
O -e.F + ft =  0 .  S c i t  z ^  = .  A  o ' 'o p ,

a) ry6 est discaiitinu
b) W n'existe dan 

" 
%6 aucu.i je suj-te a,dld:.,enis deux*b-

[tvoL l,'V\\3
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' f ( z ^ ) = 4 = F . *  P  =  9 : { e * =  + = * o i  u c n c  % o e s t p r : L n t f i x e* \ ^ - o '  
2

pour t ' "  f iafs ry(,  n.e contiel t  pas d'dl-dir"el ts avec 'de poi-nts f ixcs"

f ; . sgeF ' ; :F ;s : * , j "  f ,  ge$ ,  f  ( z )  -  &oE a  r t t ,  E ( r ' )  =  o ' ' . tZ  +  Fe

*  o(L '= oL4 c

Mig,Er is- t i .e l i - t *?:  sol . t .h * ,  o gu hlz)  '=o{ t&z z +o(tFz 'Ft  '

Ccnfcrrd*eni  b 1-a p: :oposi- t ion 1r  & t { 'A 
= ' l i  donc &l  = & 2

( t :arce q 'ne lxr l  = lo{r l .  = 
'1 

)  e

$."gg}']*4;f€* Au' sous*glrouqe V8 il cor::e$I)ond' un

cC tel gr.le iou,,-t ses didments anticonfornes ont la forne

% y e & 7  +  P  . .

Iserp*rji:s**:o c€ry€, t o

Sd;,S**.!tailq*: Si f(z) = g +

b = C et r  p&I  
"o*sd. : r ,g t : i ,  

f  =  10 '

S i .  f ( z )  =  d - Z  +  p ,  t ? l t i  =  z  +  a )

fu*,?.e;'!;.Ps.=.1" s: .t effi ,

f * l ( t r )  =  o t -E  -a f i

f 2 r ' ( , 2 )  =  z  +  n { , * f i +13  )  =  z

f.  aa 
("|  ' (  *  dtant non ni i l ) .

t ( z )  : & z  +  p '  a l o r s :

f - .  l O : p f

b ,  t 2 ' r * )  =  z

nonbre

I

+ 2b; d^cnc.

p...9,.8J

= l o

4

+  nC<)  o

6 . -  r ' l

f . r r - * , r z )  =  &  Z

* - ,
l J i i r f l .0ns  t raT lon :
'<*nE< -.._:=.-t '*-

l ' r c i ; os : : ' 1 ; i o : r  5 ,

0 S $ < a f  , c o  * d , F

+ n cr) t- F n.rofi*"

Par indi ;c! . i "on"

s o i t  t € w ,  I { z )  ' =  c C

+ r t  r  Y  = ' 3 t € c d  e

E  +  A , o 1 , =  * 1 :

Dans ceg condi t ions,

so i t n 6 2 ,

e2tY

/,&J = 2(-u cos

=  d O  = o t  .

Mip.lgr,;e.!,.'q;j" Si /3 = tl- '+-it'r ol "Lr'rlr-/e fa'':lienEnL:

A  + t
2,

e9 + " v'l'
e
?u

s i n )  (cos sin ) .



1 n
* J

r - - r  -  |  0
Donc ' l(t)l =' 2 | tt co$ ;. 't-

r l . { ,

+  v  f r a n *  e s i  p o s i t i f  o ua
,  , . , ,

n { i taT1. I  o

, . 4I t  r€$ul te  ausni  que lL
(r)

e t V  = 9  s ' i' 4

+71 s i  u co" 9: 2 ,

u i n g l
2 ' l

= g
2

Y
"o*f i  +
v s;.n9 est

e

1 r-  * - t - i s  e t t/

une rel .at lon qui  r i€: 'a ut i l " isde dans ce gnl . .  sul t .

2o3 .7 "  11  es t :  ' ; t j - l e ,  da r , s  1a ' su i i e ,  da . ; r s

dor;s1fss i 'onrianental ' l ie W6 , la ddconposl l , lon
. / )  h t /  j .

6 $ ) ,  F a s  d a n s  6 W t t )  d e  f :  f  : :  1 1  o  r z o  1 3

r * ( z )  =  ? ,  n - i t  ,  t = ( z )  , =  2 t  f  , t n J  
= . 2  +  p  e - 1 Y .

{ e [r ,r l t )  d;a"t ]-rax:ul,e;: t  : ie Q) ,

? " - j " 4 o  s c j - t  A = t l l l  l t l l r c W , : . ( z )
eol. t  lL - inf Ao iaree q.f f ist  d:sccrl lnu, i l -

f { z ) = d , t + ' 1 3  e t  l p l  = I Z  o

lartout na;:s cs irai'ag"aphe f ei

prdcd: i€ : : tgs et  seror t t  i j , ; :des,Le

dans L'une des deux si1;uat lor: .r

( s r ) W 6 = t t * l k e Z
engenird pa"

t s,l tfdrY4 I + o

I t  d tu r ie  d" tun

suivantg. ( Cari*
. l

o  t ^  Q U

. r  { o \ ' -  * - 1 ( z ) r .t a l  \  r . . /  . -  +  4

f t  .aurort 1e.s si-g:r i f l .cat lcns

6; c;-;e$$ ieut se taou.ver seul.e:::e::i

ci : - ivanter;  
'

) \-,
t '  =  Y .  = l -e
J v '

f c

-,  ̂ ^.,.1' * * " 2 ,

J ' " ,
u 4 ,

groirpe cycl lque

on va dtadier sdpardment les deu":c cESo

2 "i o5. Ie_gas *(StJ

f;.gJo-€-ij:9.,S..0e Un ensembLe fondanental de %8 est Le ruban

born6. par les perpendiculaires dans o et * acx u-€fnent ff i.L

reuni .  A 1 'une de ces deux perpendicu la i res.  ( r ig" l )  ,

.a1 n



2 o

Ddm"gnStral io.n. Soit  DI 1'ensernbl-e raentionnd et soit  D Le

ruban bornd par la Perpendiculaire dens O et d bu segment fat
at

reunl  L  I 'une d,ent re  e11es,  parce que f " \z) '  =  z  + c0 ,  e iv idem-

ment chaqu€ paint du plan'€ a un W " dgulvalent dans D. La perpen*

dtculaire en * au segrnent frs engendre d.euX ded-rubans, 1n

dernl-ruban At"Xt exaetement D1, Soit  DZ fe deuxi bme {emi-ruban a

En ut i l isant  la  ddcomposi t ion ment ionneie au 2,3,1 et  en su ivant

La f i .gure 1, on vcit  gue chague point intdr ieur de D, a exacternent

un dquiva lent  h  f  in tdr ieur  de Dr

Jo l t  rna ln tenant  zeA.  s i tud sur  la  perpenf , icu la i re ,  dans O

au .segment  f f i  ,  Dans  ce  cas  z '  =  J  r  l r l  " iT .  
so i t

z " * = f ( z )  = d , , 8 + F .  =  + 1 " & l r l  d i Y . * F  c

l c u n z * ) = f t r i l . z l  " 1 ' e  +  i o c l " l  * - r ' a ) * t

; .
t :
I{
t{
t.

t' t

;
g
$
I
i
t
t. t

t
!

\
T

' | ;
I

l
i

T
f

. t
t
t. !

a

(e2 i9  -
2

Mais, conforndnrent b h

re la t i on :

+ i  l " l  e - i r €

( 1 )

A
o C )  +  +  .,4

propost t ion 5,  *Zi t ig = qC et  done, on a la

est donc 51 oit  1es points z et :* plus haut rnentionnds s' identi f ie.nt.

Dans la surface AIUA, le segment W devient une courbe fermde

(q et  f t  dtent  W-eq., r ivalents) ;  Farce qrrc z,  et  a* sont

z + r *  o + F
T  = * r

C e t t e  r e l a t i o n  e x p r i m e  . l e  f a i t  q u e . l e s  p o i n t s  o t z t / 3  , .  z *  s o n t

1es somrnets d'un Faral lei lograri l r€e En outre, z* se trciuve sur ta

perpendlculaire en + au segment f f i  .  Dl est donc un ensernble'/" *

f ondarnental pour %(" . Un modble topolo€ique de la sur face C ItVe



?.L -

(conformdment  !  (1) )  des po ints  symdtr iques-par  rappor t  au po int

* ,  i l  rdzu1te que q est une courbe uni latdre 'et,  du point
2 ,  

- t -

de-  vue ' topolog igue ,A lW est  un ruban de Mdbius,

.  0n considire

conf  or rne s :

D1 *&+ B =[  z  I  o<n . "  , *J  8 . rn }  = { r l  r ,

la srccessiqn suivante de reprdsentat ions

) r  r
I  z >  O f  \ l z e R' J r .

rl,
1 ,  I m  

" 7 r 1 t

o s 2 T f x + i

t , l < ' J \  t , l  t , l
=exp(aniz) , exp(-firV) (c

t \
I  z ( 0 / -
I J

au fa i t

a)

J F '
f =i 41(z

i  ( 8 2 " E) ("*

*4*=s
c/,)

,  = e x p L-rt, t*;"f#f,(ero e) k) = 
"-ZtM*

. (cos1l- + i sin 7l-

D o n c  ,  ( 8 2  o  g )  ( z )

11 rdsul te  qu 'u i t  nod b1e conforne pour

consjedrde i .ad i rdrence e ia i ts  O r ie  Hf

ie  prc< ia i t  -e^p(*A jF s)  s , ident i f ient

'  (82 o g:)  ( "x )  = -exp(-z 7r  s)  ,

1a surface A,/,ciS peut €t"-g

o-l ies poi.nts rirLs a;'aiit

€t ,  aprbs,  .d l .o:gnant o.

4D'F (o;1) = {, I

$ i ( z )  = *  , 8 2 ( z )

61(z t  =h{# f fJ t  eYec *  = }+ is
ment ionnd da .ns  

'  
la  p ropos i t ion  j  )  "

Soi t  g = €1 o gz o g3 et  soi t

en C au segnent

transf oxrne z. par

z  =  t ' 1  l z l e i v

z  +  7 *  = p 4

t \ / t ' )

1es

-<

' * = F '

Scus su lvons 1a rnani l re

t ro i s  re l rdsen ta t i ons ,

I t!9'* = I

s sur la

f ^ t

\  conlorrnement

pe rpend icu la i re

dans  laque i le  se

i s - ( t r l z l  r
wj

\
otl

sin 27?- x )

I ta!
t @ l

1= v +

\ ( z ) = t i



t  -  ,  , ' t  
( l '  a  A  r

reiel point_g__ -F:)l-1,f.= "

I

,2 , j ,6 ,  Se*gas(92)"
I  - n'{P.\a l-
Ev jd  emment ,  I  'ensemble uJ6\Jrcont ient

- t  .

l l 7 ! l
t r )  -  i  exp ( -7 rs )

.  h r n  t
du W ver  j f  i  ant  les  condi t i  ong

z + A)Z ,

S ( t )  =  % t  , t  t  " ]

Soit WAaue sous-.groupe contenant tous les dl.dnents conformes d,ec36 d

%t est d i scontin \, %-8L est enge ndr:d p.r detrx

et

z l

i I - !

Ir^ I

g?

= Z

,  /  t '
d e s  g e n @ r e t e [ r s

*  d L  ,  E g ( z )  =

l 1 r ,  A t  r ' t

t_ll g e "!r:i ;

/ 1

exP(-zn

t

i

I
I
I

s . (z )  =  (8 r "  E? .o  6 t ) ( " )  =
exp( -27 r  9 l  +  i  exP( * r r  s )

Donc  ,  e (z ) ' u t  g (z *  )  son t  de  po in ts  d ia rnd t ra lemen t  o ;posds  dans

le disque fcrmd 5m t ei$ es{ donc 5To;1t avec les points

d iamdt ra lenent  eppasds  ident i f ie ' s  e t  avec  les  po in ts  -1  e t  1

d fo i6nds"  Ma ig ,  cec i  eg t  exac tement  le  p lan  Pro iec t l f  rde t  P2

=  - g ( z )  .

i . i
I  " l

r l
i j
: l
' , i

poiri ie' <ians i,  oi i

En corrclusj.on,

surf ace A, fffi est

= { . 1  ;  -  1 }

s1%6 esd le

conf ornrdment

grouFe cyc l ique
t .

i qu iva len te  au

, - /
engendrci par f ,

p18n  p ro jec t i vl.d

des d ldments conformes.

Parce que

dl dments "

Soi i

gu i van tes :

u.)rl = iir
I

I

6r

1 (
(

L

(
t '

g

I

*^zl inf ( { )  8 e o A 6 L , E ( z )  = z  + t '  ,  g f s l ( t l  e * z , J



on nore %61 = 
{U, | &l

lnynre z, J .

- 2 3 _

e{ par E

=  o ( . 8  +  A
. r y 1

gt aJ = -E.
'v

- a ,

l e  rdseau t  t  n fd t  *  oZ ,  Z l

. .Proposi t i .gr t - - I . "  s i? t  e l  e t  s , i l  se t rouve sur  La d. ro i te
( } ra)  a lors  i l  ex is te  q € z  te1 que * .= 4e ,  (Donc r -<. )  e t ,  -u)

sont  les  po i r r ts  de modul  mln im de f ,  s i tuds sur  Ia  dro i te  (o ,  cA))"

, '  

' "  

- - - "^  , r /L

E v i d e n r n r e n t  n e c l 6  e t  R e  *  
s o . D o n c . f  = r d , o i r  L  e s t u n

nombre rdel. si n est jvvStionnel, conforrndnent h un thdorbme

de  D i r i eh l e t ,  l ' ensemb l "e  S  =  I  n t f  +  n .  I  m ,n  €  Z I  ( qu i  es t ,  . ,
dv idernrnent,  contenu dans ta c lasse,d,es points W -dquivalents

i  o )  a  un  po in t  d 'accurnu la tJon b  la  d ls tance f tn ie .  Dans ce  
" "sV$

n ' e s t  g a s  d i S c o n t i n u .  D o n c  ,  f t  d o i t  € t r e  u n  n o n r b i - e  i - a t i o n n e l ,

c ' es t * i * d i r e  I  =  t i -  ?  p , r e ,€' co  g , ,  '  P l '47e  t '  ou  b ien  P ld  -  q f *  =  0o

.Dans e€ pas,  re rdseao A engendrd par a)  et  d est  reduct lb le,

c ' e s t - l - d i r e  i l  e x i s t e  e  t e 1  g u €  A  =  {  r  i i  l  o  a  E l ,  E h
par t i cu l ie r ,  iL lex is te  p rQ,  6  E  te1  que e  =  p f r  ,  *  =  q ,6  e t
i l e x i s t e r r r  e % t e l -  g u e  . 6  = w a ) + n *  .
S o i t  E G )  = z + 6  ;  d o n c  E = f Z m o  n n e ? f ( 8 .

Rernplafant dventuellernent f par f-1, on peut supposer Jes nonrbres
'prdcddents. p et g ayant l"e rndrne slgne; par exemple, on peut
supposer  g ,e 27 1.

S o i t  f = f o g - 1  ,

f , tu )  =  o( ;3  + lg
l laisr paf,ce que d.d= a;

Donc 8(d = d.E + rg

&
- o l & )

Q ,  i I  rds . r l t e :  d c<) = C O ,

Soit 
Fg 

= 
F 3 .  Uti l isant les .notat ions de ta 3noposit loh 5,



11 rdsuLte: Fe

+ J" sln

* * [ \ r o

q 2 4

, :.  .

=  u + L v -

,
l a l '
T

fr{o oo*

(  cos

t $

, O . O \( u  c o s ;  +  v  s ] . n f  )- a k

+ v sLrL| ,  "o,:#

e  e  \  , !  0 1
T  

+ v * n 7  )  s l n T l  .

?
p

CIz

t +
e ' \
T  t = l f a

c o s$ ( u

l o l&

TDonc ; lPd' =lflz * = IPI

I.e nlnfunalltd d*lpf d.onnE 1'lndgalitdr

I pel, = lpr! + ,$ u- rs >r I PI? ,
. l

Donc t  g  Z 1 €t r  per  conseiquentr  p  = 1o .
t  . \ ,  .A = qq)

11 reisul te @ =cO et,  f lnaler,rcntr  a I  I  o .

€ggeg€*3*"gg*$s rlvec J.es. notatlons antdrleures, 1e qroupe

est engendrd par S2 et t  ou blen par E1 et t ,  * ' tEs'1-$-d'1ra:

W =  t * a t r l  a & W = t e r t t l  .
. \ t r . ,

W'est un group€ non cccunutat i f  a deux .Sejnera'ter:rg)"
"r-a*+-.--{-

}giggngjg3$ig" On supposo tout d. | $bord que lorl < Idolc Un

pet l t l  caleuL donne: ( f  o 81o r*1)  (" )  = z + &4,

parce' que t o. gL o f-l€ U6t , e6t est un point du rdseau D

pLus htrut consi,i.drd.

l d  6 r l  =  l u t ' l
(par lypothbde)

Uti, l tsont les adfi"nLt lons de cDs et da 11 rdsul. te qu' l l  exlste

seulement deux posstbl1i tdss

(f ) 04 A"! = a)L et (11) e 6t = - (t)g .

; l

{* ,# ro- f)

r t
I
t

-i
i.5

w

( ' ) 'n  \7r .  *n* ' !  \ rcr f i1n or ia-o".cr t "n* l , j t  J  - ' -v
Vi j  Yt t  t * l lc lJ- j i l€+ evt /*r  Y U. UV tLg! . ln lwt tUC



ft) &dl

- 2 5 -

- c)L .d argo( - &rg Q! (nod. 27f 1 = ax& d)t o
Doncr arg cD{ (rnod T ) * 

*- *:r*, = arg , (nod. 7r ) (conforndnent
b rs  proposl t lon j ) .  Donc,  J .es pornts  ooe)  ,  (DL sont  sur  ; -

.  n6ne droLte etr de la proposlt ion 7 11 rdsulte quri l  exlste
q € Z  t e l  q u e e J ! . =  e e ) .
0n e : ldrl r 

frtor,l=lcrl" utilr.sant d,e nouveau r.a ae,rinrtron de ar4
1l rdsuLte que l4rl = le)t l ,  r ionc q = t l ;  pqr consdquent
dL = J ct), ctest-L-d.ire s1 = f2 ou f-2.. '  .  . , :
solt nalntenant he W . sl h n Wn r il exlste ,ro ,e w t?l q*e
h ( z )  = z + e d ) L n n c o a  

" I l o n c h = f 2 n " d  o u  b i e n '
h = r-Zno El n nane tous les deux e&sr' i . .  1*2; gl c "$o*ta. ffir\6a.'*ro"u, h o r eY6t ; h o t = s; o tzil

(tZ o ge = Eao fz !) .  Ionc b = e[.o t}n-tu 
{.*r, ,  }

consdauel t  t *6  
E{*er r l  c ,esr -L-df re  $"6= [sr ; r j(rr) d. - ^ @I=+e"rg o( € arg cog@oa. ATf) = If + a.rg dL (mcd mr)

arg d = Tl + Z atgcdl (nod. 2 Tf ) " Ioncr org (a) z
(noa 7f ) " cette dernlbre deautd exprlme le fait
oQ; et rt sont perpendleulalres.

soit ( ar) ra nd6iatrice du segnent de drol te ff ir,  ( a2) ra
ndd'iatrlce d.u ffin sx D le dona'ne bornd par ces d,eux
d ' r o l t e s .  s o l t  T ' = I U ( A l )  U  ( A g ) .  ( . t t g " 2 ) "
Parce . que led *los*-.-:r | , laq * aLl *t rJ,sut te que er e7,"
la iarger:r *u T dtant 1Al,l, parml lcs points e& * E dl )
tc 4 %t a"rl , I peut *:lccre ccni*i:i^r au plu u de+ #* ou i;ien
Q&'64"  (en fonet ion de 1rang. ] .e  drent re  Lee , recte*re aa: l  e t
5E) '  s l  I  ecr i r t lsn t  un ter .  po in t  a lors  GJ{ .€  (aAiu t t ,e) "

.Par

t ' l l -(+  +  a rga r  ).o

que Les vecteurs



0n consldire Ls sYstbme cltaxes

est sur le veoteur ffi, o Donc

Renplagant dventuel'lorsent f

eltudq de n$ne eOtef as CIK'

- 2 6 -

,
As) ta nefaratrice du o da ,

d.ernalne d,tsntre elleso $oLt

o r t b o g o $ * l l e s  X O X t e L

0I contJ.ent le vestear
1

pgr f-*r on peut su.Pposef

que
*2

Oq)

C.)

( 4q ) ta rsdotatrice d.u 64*

E- = s t-l (.as) U (Aq|.

cD(

a

st  dz '*

Soj.t

e t S

(

]"e

Parce qus 81

&n | l l l  donne

Done r dF e T n E.

Evxdsranentr i 'nf ost

!
1

:
I

e , 2 '
u E *

Utill"se-nt 1e n6rne ralsonne$ent que pour b* , 11 rdsulte d)1€Et

o f ? sjlo r, 8go f, eilr f eVG t Le nlnln*l"ttd

l-es lndgeLi.tds i

I l5 l< - | /b -a t - |  , Ipod t \ , I f  *  ua l  , lP+ 'oa l

i;r:-rrffi i"i; = | ht <t,L rr + or'lt laF -ot4,ld1 +dtl tl*F-a"l

Fsrce qus *t" r-1r Blo f-10 e]l o fl, 8ro t'Ltq? -

,
wl' Para llelogfnrnrne r

$aj"t X, = &p I = b les cocrdonndee dtr QL n

l*l { 
# 

(ngarrtd, pour d;ut Al) U ( Aa) ).

aJ. d'na* ertdriertr *u cl*sque t) b; f rdal ) = L, I t, [ ..l3tl] ' t1

rdsu.lte que b>, "0,)6 . (Egalitd, pour da =q)LetTr/s o"u ,rf"'&i,

( Ag) a rdquati"*n ? t = B - * (x - 8) .

Sol"t S Ltintsrsectlon de ( Ag) avsc OT.. 0n trouve faellemant

r $  * *  n &d
2 b
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Halop pa,rcs qu6 I e l  ( l d r l
?,

* } * (
2 b \

et la l r l  (  
*  

,  on '&

$2*u2 l s  r y  : i"4lt

I,re.nsesble 5 n F dtant conv€xs at ,p t
q u e  * p * * " F  =  # " T n E  ( c a n s

Evld,enuent * se ,trouve aussj. su,r Oy et Tc.r ='d
?"

c rest*h*cire l&:l 2b

dans s (*6no n:,.- H -r-[u:'?^lT:' 
*

4F* 5 n 3l ir. rdedre
t ous  l es  cas  ! ) ,

larl
7{ *s

posJ.i:1an du *&

A h
Donc r lddl s P,n < zb" 11 en rdsulte que d) se trouxo sur
d,rotte quL conttent les.points Qz * E e{ , * d z. i;ias.e,
a) e D, 11 rdsu.ltes c<) = Q& ,

svrdenment WL = {gr i r?J C t*r,
Sof.t ueffifffi. h o teffit c.s:rc, rr

}e.

Pef0i6 qu6

* 2t J  c

extst e

h of = gf 
" 

fan er.d.ono r, = ef o.f2n*1 e tgrl  r1
ftnatenentr GJ6= tsrl  r !  o

Dans Le tfre'orbne 3 6e cc trBnagrapber or &ur& beeoJ.n du ncnbre
j7 dx( ,  = W

svldosr:nent, d,ans Le c&s tifl , E= Lk, ou lc. est un nonbre d,ans
Itintarvele euvert ( 1, + op ).

rl nous raste b dtuater r-e cas d,ans raquar ldtl = ldal ,
Ce c&s, eussll s€r& traltd eri d,euc dtaps:

( a )  A a  €  !  ( c r e s t - b - d l r s ,  * r  =  a  €

( i i t  de6  q46)U {A i l  (C I ' eg r -&*cu . re

n e n €  W tel. que
I

d i orie

(- l..ftii unl-o , -5*
b t u

) )  e t
zTfil'"

o u O , €  ) ,

Ys{$6 t r y  +a2 I  1

0?u * un$Tlz
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s t  u )&  €Dr  on { l

Itoal < IdL+aa

ls reieeau

lt'|.tl ,

les Xudgalttds:

) l * t - 4 d

(  r l

pofnts str Ie cercletr
+ dL et

g exacteraent qua re

t  c0&.
Done I

l u l  =

.t

o f . ' ) (u)  = z  *  o( , r  k  =  L  e t  2 .co6( f o g k

uuft. €. T. et l{a*l = ld4l = ldal ,

, r{ fraef"Q , -dl , dt, r - ,o4l "
= t<) 4 , exactement co.g'ne dass 1o e&s (1) consladrei

r d s u l t e  a  = Q [ ;  d . o n c  W  = ) r 2 ; t ]  e t

t ' y  o

* - {tJ4 1 coriinie d.ans Le cas (11) r 11 rdsultel cd =a)4

.  - -  ?  A - ( D  (  n )

:j_eil{ 1 et oW!, = 1*rr t' :

le nonbva % =3 est, dvltlemnent, L = lFf r
Q7

ot6r* % i.l. rdsulte aosul &6" =c,)L(perce que4fr = L).

' ) " 4  , A ( 6 , t * 6 " )  = @ 1  * c 1 e  o

, = Q,)4 + i l4 r on a t 4E =Q3. Donc 
"tg 

q'3 =

Doric o oldt ,

( lr)  si  oaA,r

plus 'hsut, 11

Wn= turt r

{$n) . sr n46,r *

g aonsoJfi:
I

Dnns cd c&$e 1

I
. 1

(Ji) sl on a' {

Done o{a)t = Q)

S{ on note ad,

et ct)- sa trouvent
r>

il rdsulto 
.que

* agg ag, ($od lf ) c'est-Ldtr.e l-ee .polnts Ord

su:i la rif;r".a droite" Dtapris 1* ;roposi.tlqn 7s

CO =6d.  *  A4.  c
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lrebsclsse Xcd du c<r est, dvld,ennontl

Xq = Xc^ln * 
"** 

= I  QA + &o }onc, l rabsclsse i  
cD

u td^ (?  

r l  I  e '  " - l t  l l l  
T  

€st

" t  
* T * E  

" S l  a > 0 t t r e ' s u l t o q u e  X g
- d . l r e  * + I n g "  l b s u r d e  !  a  ? '

? 
- l -  -  - 'v  v.*  uv

Donc a < 0  o*r  dgalenent ,  ee=eqd*,  o i  t .  I * ,  {  )  -
Evidemnent  EGL={* ' ,  

"4  
* ;W = t ; r ,  r !  

L : '  3  t  }

D a n s  c e  c & s  l e  n o . n b r e  z  e s t :  G  =  9  = g t *  , t n l 5  - { l -
a ) L  '  - - L ? ' 3 - -  t '

(J4) 
.le 

cas 4 6, = - Qe peut 6tre rju** r&u cas ( jr) reroptege,nt

e z  k 2 k ) = t &  +  d &  )  p a r  . g - 1  ,

(;lt 0n dtu.cle sialatenant Le c&s
l,o problbm se rdOult a lrdtuae

2L'r
Q& =@.16 on renplece s2 par

r  i lC
oir @s = a1 9-5 .

tv
Qa, = U:QT au''-/ro

du Iresler;  cas, psrce que

& Z o  s l i  ( * r "  e 1 ) ( z )  =  n ,

atlr
gT

s1

+a \

Solt I donc , ea= cot ei { G

Dans es cas 1e rdsea,r Z contlent srx polats su-r le cerc].e

l^ l '  =  |  A i l  t  Qt  rQ4,  a4*  coL r  -  e t  s  -  dq,  t  -e2,+ c i t  rs

comms dans le c&s ( j) 
" 

les polnts &6t et 4.6" se treuvent parml
Iee slx po3-nts nentlonnds.

( l ; t l  $1ol  6 t  =  (4L ,  comsle .dans le  c&s ( i ) ,  i i ,  rdsu l te  e  = c<)g,
e t W  = l * r t t l  , % 6 t =  f u r r t r l  . D a n s e e c a s r 6  * e . 9 .

( i J2) S* "L6t = - a)L, 3.e s vecteurs od et o-A sont perpendlcu-
J"alresc iterce quei ccl€) t l rdsdtel e = Z OA* Ct)!. r i lals, d.aps
ee t te  e l tua t lo : r  

7+  
5n  F , . ; t bsu rd , .o  ! cDoncrde  F  _d r . c  .



- 5 0 -

. ' * '

(JJ ' )  $1 &6t  =  dz,  de nouveau 
7 *$nE et  ( lono n l  ce

cas ne peut pas apparaftroe

r dgautd aonns3 Brg a) = ry a ar14.)t'i5 'L

(mod T ) .  I 'aprbs la  proposl t ton ?1 11 rdsul ta  Q *  t i * 'QL I

Dans ;- cas:, Wr= t*r, t'l = 1*, , t'I et [3€ = {er;rf =
?
\ -  r  f  L-  
t o z t  ' ' J  '

(J i r )  s r  46n = Qe-  1} , ' r  =  o) tgq on s  3  w, .cr t  =  
{  

+

+ arg cd,1 (nodrff ) "
Sonc l*s polnts 0t

rdsulte U = eA ?

a) etA)4 se trouvent

q6n= {*r ,tt j ut W :s i t
O'1, * Clg "= 4,lgT

' l

su.r la s6me droltrb; 11
l^

t o r ,  r  t
c n  t r o u v o i .

+ arg aJ4 (nod 7F ) ot, d,e fi.ollv881l1

peut pss apparalirer

est conaplbtenent ddnontrde.

f ,  oh  l * l  =  xo r l f J l l i s j  t t e *h t ,  h ( z )  =  n  + t ,

€  w I  .
adnonstratlon de la proposltlon B, or!, Ir e'vtd.en-

el  e t  Wo= f . t ' ,  *  I  '
g aura toujours cette stgnlfication"

exlste rrn nornbre entler a tel que

que tsr n peut prendre seulom.er$ 1ee

( ; lu ;  sE

8fg Cd 3

&6q =

&
6

Song* GG cas .i le

tra .p*oposltlon B

$ s l . t  e ( s )  z z +

h, f fzk (+) k

Ayant en vua la

ryot' %6 = l*t
Dans 1a sni,te

fi+onr c

&ee#ti*ssjr rl

c( f ,+d *  f i ( \ )  .  F lu .s

vg-leurs 011 et -1r

&glgprag$,SggJ,Sgll ilratXquenent r l-e ddnonstratton C€' cette

propos*tlon osli prssque contenua d,ans La ddnonstratlon de l-&
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proposltlon B nals, une Ad:nonstretton dtrecte est pre'tdnable, .{.q

EnsuLter or pourre calcul-er le nombre 6 .l= 
4a duou 1o c&s (t)

de' la proposlt lon Br 
c<)L

0n vdrifle, conulo dens la proposltlon 51 que

rs(o(S * f,) = ars c0 (noa 7i- ).&

Conforndnent b fr proposltlon 7e iI exj.ste n € B tel que -

* f  f  *  = n a ) .
1

EonpJ.egent dventuelLe$ent € psr etl, on lnut sqpposef, n V a,

$upposons qus n > 2c (Dans La flgrre 3 est pre?entde }a sltua-

t l o n  n = 1 ) "

Irg quadrLlatbre ayant les somnqls o, {F , dF * * = n c0, f

€€t qq ghgnber lqae lul * t * l  r 
i

Pq+s !e gercie I ql = l*l , los polats t et * di sont
'4raadtraleaent oppo-du et les segments de droi.te ayant 1es

ex t rd ra i tds  . - f ,ndF e t  f ,  ,dF  sont  o r thogonanxo
T,es polnts =f,+ r+l t * * + ZaO ,c.., - { +(n-L,)ctl ont, e,vldem*.
sent, leurs soduls strletenent tufdrleuru b i*l .' f l o t t .  l t i  = - * + i i c D  q r { g i , , a - r  e t e o l t  h r ( z ) = z + \ ,

svt*casi$nr-=*h;-e W\\+. re {alt qou i,tjl<ltf contredi"t la
{:.nfmalttd d,u |fl " 

}onc 11 = Q ou t.
i
I

i ,9a$gE-netg$g. lans le ces{r) do la trxroposx.tx.on B, supposo.ie
quacog so tro.uve sur ( 41)" (I1 peut ss trouver la-bas!). Dans
co cas ie nosbre n aonnd per Ia proposltton 9 ost n = f-e
les coord.onnees

I,e polnt Ao- (,,

1 7 - l ^-o  . , o

du coe sont: X = ry! et r = b ou b€ 1t$5 r*1
qJ J. *rooo* sur r1*** or ,t ; r;;;; 

";32,
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, taro.dt
b r g  n  0 n  a ,

Li d*4 
0t

I a) il et dz8ut

sUCCOSSlVOsent, AVgC

+  O o  ) "

Donc,

6 =

cDe

de
a3
cO1

c 
a)t

o
*t

a
I

Q)a

T =6- t =
I
I .

O r
' - - ( z

tdrl

€( E,

col

1 o n c  Z : *  + E l oux . ' * f i h

On va analyser dans la sulte le s eitustlons. i:, = o et

n * i sdlnrdr,ent, trouva,nt ch:que , .foLs un dc;alne ford.aisental

po:ur, W I ilrr falt qu1 va perffsttre de conelulo qlre le surface

atu6

flAuse

ost uns boutetlLe de Klej.nr

ra ettuatton dans laquells ri = 0 esi prdsentde d.ans la

4 "

Hgeee&Sggg*}g. Un ensenbte fond.e;oental'pous V6 dans

l,e *uu _1 -: _9_-.-e_.i*1* paralleilogra4ne F ayant les so''nm€ts A, F
..f," P r "f auquel on ajoute te polnt o r 1

or
a

pectLvensnt *  et  0) .

Udggg$.gffiS&Qg. 0n a vu, tlans la proposltlon 61 qu6

clra'iree polnt du c est 116 -anolvaient (;rur r:.n t2R, Rea) & un
potnt sltuo'd.ems le ruben fu:I'lnL borritd trlar les pei:pendleulaLres

( A t )  e n  0 o t  ( A e )  o n  *  A r *  d . r o i . t s  ( o c o )  b r a q * e r r e  o n
a . l a . . * a  I  A , \  

d

Grd rJL( uu \ <-14 /, e

du sognent 675 et ttlntdrleur du segsent

surface A lry6 a ls synbolo a b a-lb oti

b ) est le sogr*ent g$,j#*k ayant le e extrenltds

ffntdrleur

r€t ls

(respectlvesent

O.e t  /3  ( res-  '



* 5 5 -

$olt D, cet Bn$olobls r 0n ealt

gont porpend.lculal.res r

solt u sirr le segrnent 6T .
'. .r du & trlar rapport eu

se trouve sur le aeg.mnt
' t

. Ao vdrl"fLe factlenent que

gue lee vecteu,rs od et tr

0n ealt

I d.onc,

que f(z).est ]'e eVndtrtlos

" : -  
(s .  f )  (z )  =o(E +r t  + tL

2,_
F ,  t +  F

$tt*  u")  =* ( t '+7f  l  ;  d,onc,  z et  z*  eont  syme' t r tques

trtsr repport au polnt drlnterseatlon d.es dlagonelos du paralldlo: ,l

{rarne 8r

Evldesnent, chaque polnt du Da e un, Jqutvalent (p*r rxi ,gk,
E a &) sltr:.e/ dans f,'aendrsrlco p dn P.

DiE .ma.1nien1ot, Le fatt que €tensombLo nentionnd dans 1e texte

de La. trnoposttlon est un en$6nb1e fonrl,a.menial pour qO est
dvldentG

I t I'cage r Fgr g r du segment ry est le segnent (orleni;6)

d.rextredtds f et f + f . Ayaat err vu€ aussl ia syndtrte
des. z at a* p*t rapport 

"" $t t * rt ) ri rdeulte cdue le
synbolo de .la surfaco A ft16 est s b a-l b; eLle est donc une
boutelLLe de Klein" ra proposttlon est d,dnontrde.

gCSggg*S. I,rhexagono ayant les sornuets A, rt , @ s @ +*

t o F et t' eneembla b u^na partla de sa frontibre est u4

ensel:ble fond.amental po*r le ssug-grcu p* V6 n ae W c Evtden*

nent Lralre d,o cet ensenble est deux fo1.s Lrairs d,u donalne

fondem.entai du W "
trrlcngo psr g du trlangJ.e .or A r.* est ls irlangl" uy*i-les

sorurats t, tu ft ei eo+t . i , iai,s, le rectern6S.e ayant

Lee so:nnets ata) ra)+ * o a) snser,bLe A 0 et i  tee fuidrierg.s

des se8ne:iis o? et ;T eet u.n enserabJ.a fondanental pcur W.
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Comne on vs vol.r d,ans l"o paregr&pho sulvant, la sutface A | %61,

(qul est u,n tore) est Le rev6teraent d.oubLe orlentable de La
tf

e u r f a c e  d l W .
. .

M,eg$g3-q"n-11, un ensenbLe fondanentsL pour W6 dane

Le cas n = L est le paratr ld3-ograarne P ayant 1es sorlmete

a,  f t ,  *  *  * (  P *4F )r t  '  
t  auquel  oo 

" ;oote 
le polnt  0

u E ,

et les tntdrleurs des segnents (W )r respoctLvenent (ort- 9_ )

et l,e sr:rfaeE A I U6 e, d.e nouveau.e urr symbole a b a-l n"(prJt).
,  -  \  ,  -  ,  , -

Urugggjggg*g3. Aneloquo b Ls ddnonstratlon prdcdd.este"

I,oe polnts de la frontiere du P stid,entl.flent d,e ra.n8re nanlbre,
t i t

Dona, d,ans ce cas aussl1 La surfece 'l'lffi est uns boutelLle

d'e iClei.tr. .

I€ thdor'&ne 2 ost. cosrptbterient desontr{ .

. Obgsrvailoq. Dans Les ounrages [14] et trg] Lee auteurs

De$pencer et Li.Schlffere respecilvenent 0.tefcb.nlll]er lncllquent

co&rils,groupE des transfoymetlons de Fecouvrement pouS La boutellls

d.e E-el.a le groupe engenclrd p* les trzursfornetlons z e A" *

et zv*+ z + L w oiL w) 0c Cette sl . tu.at lon correspond b:"4

es.tuatton cC = 3.r fg =* et n = 0 (Oans 1& proposttLon 9), !onc,

eells$-ci repressntent seulenent S*g*J&g&&g des boutel-l]ee dE

Kl.etne

2.3.'1. Sl T est nn tore et st 3 est une boutelLle de l{leln
t

i,L exlste toujours un hondcnorphlsme loca,le h I S---+B d,e clegr { Z.

$ri polnt de vus anel'ytleu€ r on va vei.r dans Ia sui.te que le

r . : r r ' :F . l  In .a  c t r *  cac*n* { . * ' ! ' !am*n*  : : : r  : : . ' : * . : . .a
- @
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on va lndlquer .natntenant tous Les tores qu.l eont do revdtenents
(ahnatytlques) f, aeur feut].les pour d,es boutellles d,e'Iil-elnr

0n va d,raborci soulS.gner les valeurs du nosbre G ,
trouvdes Cans les proposlt lons B et g.

4 ) 6 = 1 t s l o b E € t 1 ' o o } . ( r e g c & s ( 1 t } e t ( J 1 ) d e ] . g

lropositton B) r

b ) E  = n l *  , o *  
- - f T r  L T F <r"Li  rT ) .  ( re cas (Jr)  de La rcopo-

s i t ton  8) ,  
.

c )  % *€-3  ( r . ,e  cas  ( i i r )  de  ta  t rxopos t t lon  B) ,

& )  6  =  
*  *  : '  k r  ou  k€  (  F  r € ] "  ( r e  e&s  ( i ]  de  l a' f t ,

plOpcsltLoa B rientlo113e d.ans ltobserl 'at3.oa rrurl.

oult aprbs la ;uoposi.t icn 9) r

$olt lJ .1e g?oupe nodnLelre:

[t = i z4 #-*+ I *,orcrc[ € Et ad - be = 1l
t  G Z * u ;  - J

Un donalne fond"anental po'ux lfl esti

c r l l l  . )! =  f  z l  i n z )  0 ,  f n e z l < *  , l z l  > o f  e t u r x e n s e m b L e
fondacentaL ast

D  U 7 "  I
(Yolrc per exenpLe, ffl,ectufos. on ModuLar Fotrnsr pe:l

R.C.0unnLag, itrlnceton lJnlvorsity Sressy 1952) .

,o€t+,Fil =.D+u =h+ rk,  h ,Eluf i  |  ,  =  " t !
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Ires transfor$stlons

[ r z r - - - + z + ] " .  o t

1' $  
I  E r .+  *  {z

e$ge$drent le groups

no,lu].eLroo

u l n " l o € l g , * l l
0n ealt que D*d.unns *; i*"anetrxsatton pour lf ensenble des

tsres.non Lsonorpheso Solt t ei tt derrx teres correspond'ants

&lrx'rdsealex ds polnts du p3-a,n C I

9 t r

respectlven*nt t

r * . ,  (  |
) .' - \Itrr v,Ii * Sor t ( r r e

I
I

On se'i.t quo $ et t'r sont lsouorphos el et seulement sl leg

aorabres couplexos Y & Y, sonf; dqulvalents P{xe. .rapport au
w2 f{:

at

grCIups noclulalrei soeet*h-dlre, 11 exlste h € i','I toL que

\lul - *, ){ \
i =  n \ 7  t  t
!yt

g* dtsnt i:E ens€sbLe foi:danental- pou*.S1 J.l" rdzulte QuGr e,l;Dt

nn{nts dist lnets d-e D* corresyr6nd€}nt  d.e tc i ree non lsomctrphest
t v + t s +  

a e

Ayant en vue lsS vaiou.rs troi:.vdss piii:r I'O nonbrg % r CE 4 uJ:3

. \
nrefinerq) concluclo.r: lnpcrtente : .1#.jSS€J-A$M

nnrnirr.*rr rjrr 1r* \ .r. -ne gn1.N1,'r n--q-g*rqryfi-lgJns'us -+3S,S+lt)LL{"gggr*#,#{_tsd;,Fi &ia|!i.#3urrci.rF',ffi ili@ii*E;Erdttffirl@@'e.'sx

I
D =  1 * r * ,  + \ * z  l n r ' * a€ t s  r  rm

Tsr 7

4 ' ro I

w; 
| 

-r,mr€ %, rn B ' o i ,

,{'
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b {ggz,,Segil}es, pguq.4e b.outqi*ts de il.qdJ*o

les tores quJ. eont d.e rsvdteneate di,anal.ytlques pour d.es
boutellLs d'e zSeln corresponrlent aux potnts z epparten^ent b Ae
er va ^noatrer dens ra surte qus $gqg Les.polnts du A repre,sentent
d'es tores qul sont de revdtenente d.lanalrytlques i eeux fsur.lles
pour de bouteilLee de Klelno

Alorsl lL va rdsulter 1e thdorbrne suivent 3

SgffiS€Sg"J. te tore corrospond.ant au. reseeu

\ .  -  (  *  |  a /  T n  W t .  ^ 2L = 
t t t  *+ + ^zV"l  *Lr lze Z e r$ gl" .>Of est un

rev6tenent d'lanalyt5.que A deux feullLes porr.r une boutellle cle
K.ela s1 et seuleasnt s1 J.e nombre conplexe y a un dqulvaleni,
pax rappeirt .&u groupo moclulafue d.ens lrense.nrX* U.

(lteaseabLe a reprdsente d.onc une parendtrlzatioa pour les tores
nca Lsonorphee qul sont des rev8tenents d.lanalyttque b aer:x

. feulllee pour des boutetlles d.e gl'e in).

adggggsxgsfug. tu b ad;ii v* que pour res boute!.rr.es
tsLo!.nr lee no$bres z correspond.arrts sont dane Ar 11 reste
ddnontrer la rdciproqus d,u thdori*e. 0n dslt dtooter trols

( L )  % = L ' x  ;  . k . [ 1 ,  c p  ]

( z t  % = * + ! , . k ;  t s € [ f  , * ,

( 5 )  T , = d t r t € ( T . T t  o  - i *= (  t  ,  t  )  ou bien? = €-- t  t  € (

de

s

e&s !

T  ? T f I
?  , T '

(1) $olt 7 = 
l"r*'n* *zvel 11 ,*z€ g, 

| . cn peut suppossf, que
v/r et w onr J.oe trnoprf*ltds de

trroposj.t{on 7 et B" }rep bs t-:-i:e

\Xl4 > 0" ;Supposons d.onc re = !

lrlnlnaLltd

rotation ci*:
. W o
i i  = .  1 3  o u

u/q

utLLtsdss d,sns 
'les

e , en peui suppose:r
F

i c € L i r @ ) .



$oit e1(z) = z * W4 t e2k) = z * Wa et Y = 
l*r,  *,  ? * t e

groupe engeniird p*" el of 82. b tors en discutlon est C/g .

$o l t  t {n )  =

( s  o  f ) ( z )

F 2  a . d.r. - 1316

frog nonbres

Ilgne ce c*"s

engendrs u.ne

de ry6 e s},
d,tranalp:tJ"q*e

0 n a  !

+ $ w r =  a

z *  $wn '

ry,
e&ntdrS,eusa oC 6t /3

" tF + f t  E rV1 f

bouteLLle d.e frIeln"
I  r n

evld,ennent, J

& cleux feullles

W4 = e1(a)1 crest-LAfre

eont L s*s rostrrecttvenont 8.*, .

oc lonc 1e grou pe W = {f ; eel

I,e usss-groupe conforne Wt

+

(2) Suppcsons nalntenaal; $ =

nSres hypot}r}sss qu€ d,ans Lo

V * fto, \# -v  
w - '

1
f t z )  = E + * W 4' c

, 1
e t  R  = * W , r  Gt '  /  

' L

c De nouvoau f2 = r!- - T\cL r-: = €L* l)e.as ce gas ausgL

Donc dF + rt = ,Wt I 0c Le srculs ,

, Done Ls tors A/y est .ua 
yevdtexaent

alw "
1 k  * k ) r g ,

rododaeot i

\#4 +

. i +
, v?= o t td t  ,  F  =  We

Y
(;r l  de la propcsl t loa 8)"

p0ur

1
z +
cas

' 1

+ E

et on falt les

5 . k w +

Sstt

"e= L

w=
grolpg

st r  gn

ltt eZ-l ongondrs une boutsiLLe de KLel.n et Le sous*

conforne de56 est, engend,rd p** t2 et gzt donc Wo=Y
consdqueace, le tora cfg est un ravdtenont di*na16rt1que

, p$ur la bou.tei.lle de i(I.ein C /W6 "

{1}  $o l t  v  *  d t  ,wreR (  wr)  o)

et d,, =gfio'Ett € (vojr ls c&.s
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S o l t  f ( z )  = a L Z  +  p  r

d *o{F+f t  =6 iaran lp l " ' * le+f  =  ?"p: t i l r+wu+o

Ionc'ie groupe u6 = \r, gri erutendre ril0,o boute1110 de Ktelnc
svldennent %f lttr *r1 = l*rr eel = Y er, de nouveau , o/V
eet uE rev6teaent b aeux f'eu.lLles pour la boutellLa de XLei.nelg
ls tirdorbne eet demont#o

2.7r1n solt x uns surface (topologlque) non orl.entable
conpacte .d.e .goare €c liolt T son revdtenent orlentable do degre

2t UtJ'Usant la fonnaule d,o Hurvrttz-Kerd4jdrtd consenrEnt 1roxdre

total do rans'flcatlon d. trr.ne transfornatlon lntdrleure on obtioni
l e g e n x e  g v  d e  Y t € . ,  = g - 1 "- I  - Y  V

I.,o thdordns 7 sugsbre -on protl}m

$oft q* l respaeo de felchmilller

de genre g et soLt Trlu trespace d,e

orientables f de 6enre g - fu

s*o*}*ga trouvea r.e soe$*€rlsembre a" f;'-i formd par des
d "

polnts qut reF'dssntent des sr.rxfaces de B,lo-rae$n qul sont d.e

revdtements dianalyttqnes b Aeux feul].Les pour 1ee po1-nts du 3:^"-a
ghs,ggg*S$.g5r $olt I l.e nombre des paramdtres rdeLs

tnddpendants rltl, groupes d.es autonorphlsnos dtanelytJ.quos d.runo
euefaee de R{enann nonorlentablo sur eL}e ndser X*ns Le Ltvre cltd
d,s lj'schtffer et }.$pencern perce qus les auteure cansj.d.brent
soirles.ent irn soos**issexible dcs boiltell,}as .*e itL*i.::.e c:r X.nd{qu_e rlene
co eas*lb P = l-, (I volr ].o LLvr:e cfte{, Fag4*rl5othniorbrne } ^.irlr) *
$i on ccnsidbre t-*:-*ps les irouteiil.cs de li iof,no on I p *. 2? coinis

E'TJ , I
oa peuTf6ii thdorbns 2r los prcpocitlo.ns g et grot du thdorbse 5"

plue gdndraL.

d'ss srrrfaces non ortestsbles )(
Telch,rq1ller des surfaces
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, o

3.1, Avant dlintroduire l^a, notlon de fonctton de type &{ro-

raorSrlre suf les surt'acss de Rlen*nn aon orlentebleo, Ol! v&' nett:rO

en dvj"denee rure 'Ilelson entre la surface ea dtade'et son rev6tenent

d.ouble orlontabls, 8,1r Isgyen d.es.gronpes d,e fEeouvre$ents oof,t€spoll-

. :
d"ants.- - . _ _ . . , ^ ' .

$o1t tX* & ) une surf'ace de Rlen&nn non srlentablee ffi so*

SrcutrE ies rra,nsfcr::s.t*qons d.e :r*couvrenent, ^t€n l,g scl'Ls*Srcupe d-e

V6, for.md ixr tous tcs etd$ente eonfornee de 6Y4 et, i le rev6-

tenEnt u.n*veEseL d.e X"

f i l  Ti ?,.er$n*cee soir* des dfdrmnts ecrn'f orloec de 6J4 t

eo4t des dtdnents an'Ul"coitfornes dE !i4 st I'rensenble

+e re f l r * "+eTo r ' . ' !  engend ra  W,  a l o r s t  aou r .  AeC tS

ttonbres entlers &1rr r r r&!rt b1r 
". " cbu tels que A 3

q q
l , J  t e t i t r J l l t o c .

t  * r r .  * '  rs l r  n.

11 exleto des
lt

-a{ ^ "1' 1 6  o  D e  o  . t c
* 1  d l

seule$ent si

est Lo rev6tenent double

eE

" **u

* b z c l t

xlW+

orf.e:rtabLs d,o le surface X'

**gmqS#SS"gB, Farce q.g1e W6t-est fomJ po* ilreutonorphlsmes

sonforrrag clt) X, }a surface Y est u-u.o susfsce Ce Rj.enann ortenteble

( [i5l , le chaptire UaifcrrnteatS.o$] '

ctP

b '
t

b, -
o s;E 

" 
Dans ces condltlons , e e W si et

' l t
A

* o r . * b . k : Q ( n o d
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sott lf/txl et lf'Ct) les gronpes fond.amantaux de x,
rss;ncttvenrent d.o r*. 0s salt qus JTt(x) est isomorpho b 616 et

Tf 
t(vl est tsomorphe ; ry6r. ronc fTl ftl est f.soroorpuo h un

le nonbre de feuLllos de Y &,u-d.essus de x est deal A l" rLnc.ex

.d.e ll-a( y; dens 7l- tx ) e , est-h,*d irs h ttu:aex oe UGt aurc U8 c
fials lf Lntl.ex d.e Wt d,sns U4 est z'. r,e thdorbrc est d.enontrd.

ggg^sifflt%.'la theiorbras pre{cdaent contJ.ent lnpllctternent

trafflr.nat3on eoncgrnsnt lrextstence du revdtcnent doabtle arlentebLe

.pour chaque surfaee (de Rienann) non orientable o 
'

7"2. Dans 18 suJ.te ou note lss dci.rx dld*:ents qui enGer.dr,:nt
' Le groupe des trenufornatlons de recouvrenient de .lb boute'3ue d.e

t c l e l r r p a r t e t s  t r a a z * a ) i ,  r s u , =  a . E + / J  o L r r  r F  o t
' d7 ont les slgnlflcations d,u paregraphe prdcdaeiit (rnentlonCes

aprbs 1a proposl t lon B) .

%4 = 1g; s J = le grou.ip eagendrd psr g et $.

%6n* ltt u'i = ls sro*ps ensgnd.re par T e'b $2.

Doncr le rev6tassnt d.oubLo orlentable de l-a boute:llle de itletn

AMG esr re tore A/6Q ae{;& seatlonrxdo

}our 1e plan projoctlf rdet polntdu tl( = t s I * te srousn
.  c y c l i q u e e n g e n d r d p * r  s ,  S z  =  x Z +  p  r € t  C J E . =  L u t _ f  .
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Dono, Le rev6toasat doubls drlontable do 12.111 ost Ia sphbre d.o
Rlonsnn d.oublsnent pol.nteie. $vftlernnent, Le rov6tement doubls orlentgbls
du pLen profootlf rdel 32 est la sphire de Rlen*ttt 6. ,

,.1 W 1e*-bss$er,Lle--*e-5&,lg
solt fatf2 l 0 -r 6, f, rndromorphe et fe enttndromorpho.

}g{$f,gg$tgg. Le palre de fonctlone (f" , f ,) a tappeLle une pelr€ oonJugurie
per r&pport *o *"oope|16 ={$, Tl *i-tuo doux oondlt lons sutvantee

!
f
t
t

i
!
!
a:
i

I

I

,
t

. f
l

sont

( 1 )

rgmpll-e
( r ,
{ *
Lrz

8 i

o T o f l

o f  - f z

o $ .  = t z

o  $  = . f r ,
o t  ( z )  {  

t t

Ltz

$olt 1a fonotl.cs f r o ---+6 adrtnfo Bar f (z)
sant (1) et 12) on veirlfle faoLLensnt quer f o

r t (z) +tr(z).  sn ut lLl-
S = f e t  f . ' P = f , ' e t

d,orrc , Le groupe W dtant engend,rd pnr $ et t, f ost une f onetl.oa
autonorphe par rappor| au.groupary| ;  el Io est d.onc une fonqtton sur '
l,e bout*ll le de Kleln A/{f6 n Flus exaotenent, f e'ldenttfle a,veCI 1&
forct lon ir  ul9i-- : '  6 adrinre par i tAl = f  (z),  A etent l ,a clacsa
des potnts %6 -t{q"1va1entg au p.olnt za (on w volr plus }oln quo la
porresponden*e 1<-+i est us Lsonorpnisms de eorps).
&nalogtquernentn }a fonetton gr C-* 6 dt i f tnla par g(z) * f t(z) tr(z)

est uns fonctlon autoaorpho per repport sa ry6 et done, g est aussl
idens i-e n6oe nsnfbrE ) une. foncttcn eur Ia boutallLe de KLe tn a/ffi .

5 . 4' . !e-gx,esg-&e-gg-p.a1se- gs-g.gggM
/\

$olt V t-z; 4t , c<i ) le fonetlon P d"e ffsleretress aorre$pondante su
rdseau tofqrn + nral I n, nl € nI t

g tz ' ,a t ,a )=  *  * :  l : -n
(na,u)ez^z'aqL@W : Og,*' l ' 1

$ol t  r1(z)  *  A Gr eL,  e )  er  r2(z)  = g(*a + p I  dt ,  co )
0n vdrl f to facl ienent qus (frr fa) est uns gl lre conJugu,de
rapport au grou.ps ,66 r .Dans la vdrtfLsation de ll rol-ation
. ?  ^  r n  . r r  - - - : - i ' : : ^ -  " r ^  s ^ : L  t  ! - - - r - a - - i  : , *tZ o i '  = t l  c i i  i iELi- f .6€ i€ I&l"E \eT&iJ.Lj" I  r iBftB i r3 praragn*phe

que d 6t e at un poj.ii'i ds rdseau de 3 o

par

prdadaeni; )
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$n ut l l lsant  les ' re ia t l 'ons (1)  e t  Q)  11 rdsdte que s l  ( f l ' f? )  est

nn palre conju;ude, ciraqu.e f.k, .k = Lr2 est une fonctlon *otorro"p**

per rapport au s6us-Ef,oaFe66t; d,onc, cluque fo est une fonotlon

sur le revdtenont ciouble orlentable aea/016t fa pre$ibre est n6ronorphe

et la tleuxiere est antlndronorphe sur Le toro &/W, .

. 5o5o Sg*g#,rsjeJ,g*grtgg#--sgs*&s-gg^*s,**&ggg*#g**

SoJ.t ( f1rf2) ur:e paire de foncttons non constantes, conjugudes ir"r
rnpport au gro:up* W .
iloit Z lir rXZl ltaar:eau d.es polyn0ms syndtriques b cciefflcLents
'dans O, b d.eux lnddternlneies X, et i ,  et soi. t  Aut( Wj Le corps d.es

f onctions autonerphes pax r&ppott h 6V-6 , ddf:.n1es sur d.cs ouverts

d.ensee du 0 b vc"leu:rs dans 0 at a.nalytiques des v*rtebles rdelles

x et y dans leur d,oi ialne de ddf inl t ion,

on peut oditnlr urls appllcation cenonique f tX[.rrxz] *AutrtY'6L trEr

A (e) (z)  =  3{ f1(z)  r  t r (z)  )n  Ev ldennentof  est  un h lnor i rorph lsns

d, f anrr,eaux.
t

Enp-fl-pS*i1gg, i, f appllca;lcn d est ia jc c'i;ive o

Sdgg*g$fe!1S*. IL nous faut cldnontrsr que, si. ref,[Xto;rtl et

i ' ( f r tz ) r  t r {z) )  =  O quel  que so i r  ? ,  d .ans un ouver t  dense,  aLcrs  }=Oo

0n ord.o: : ,ne l  ndquat i "on r ' ( f  1 \z) ,  f  Z(a)  )  =  Q d 'apr ls  t r tz  )  z

i u r  * , l "  a - ( f 1 ( z ) )  +  l t r t r ) 7 * -n  ao -1? f1  \ z ) ) *o * *a * t i r ( z ) t  =Q

oi les ek eont de polyn6nes i  coeff l icerrts d.ans 6. Si n > 11 11

rdsulte q** tr( .z) est une solut i .on de I 'dquatlon

I 
--1=---..---+.,-.-:-icq:iv'

r  . t r n  
- - 1 " - ' r o  

/ - \ \  ,  , r f i - I  , "  l * r .  / - ' l l r ,  r A  ( p  / - \ )  -  n

t  
n -n "%( f r ( z ) )  +  wo - I  sn -1 ( f l ( z ) )+ *c *&o1 r r ( z ) )  =  g

i l lalsplon satb qrilc chaque tel,le sol-uticn eet une fonctlon analytiquo

d.e t f  f r )  e-b donc de z t

Ionc.n = 0, Parce cjue le aegrd de P p,err rapport b f t(z) est eEal

au degrd psr rap!)ort  ln tr(z);  i l  rdsui ie que P est uns constante;,

r ionc .P; 0.

soi. t  Z(x 'x2) le
0n a un diagrslLno

corps des fractS"ons d,e L'anneeu lntbgre U l l f  r ; t2]
conutatlf

f-

LXn,
t . ,

. f Lv

^ t ' 4 ' -
/

/t ' '{

,R,*t $4)

r/
q i v a ^ . * -  1  .  , r  nn ' i  4  r ' , -  *  i  nn  n : t  i t r l .  r . r i  i  s

s u v  +  * y y i &orr I  esi
-  I , . -

a { d ' r t  v ' r a o
u v  -  - a a - v

i l /  p \  f ( P )
Y  \ a /  =  

O ( a )
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T lp est

! (xrrx

0n note

lnJectlve perce qus est un homonorp-blsne drannoanrtr et
{

Z) est rB corpsr

t 1  t r * r r ) =  Q t
r(n"r(:L&9)

p F*-
'  G ( f r (  z )  r f  , ( z ) )

s - e

FrG € | [xrrxrl Q / 4

[$ons retenons qus t (x'rx') et $1 {rrrfr) sont lsouorphesr

5{ t r * r r )  = t  s
1
I
I

Sn ihdorbne so$.carns,nt Les polyn6rnes eyndtrtques affLrne gue

XF1rx2] = o Lxr + x2r xlxel ' Done' Ja O-al-Ebbre U F1'x21

est errEendrde per X*+X* of X*Xrl d"onc son corps de fraetj.ons

D (X1rX2) ast engandrde sul son sous-coxPs 0r IF..r XI+XA et XtXr.

Donc, K (flrfz) est ensendrd sux 0 par fr+f, et tf z (conne

extenstan de corps)o

0a va non*rer que t.f Z et flf Z sont algdbrlquessnt lnde'pendantes

su.r 0r A1es, 11 on rdsuite:

$ggggg;5' K (rr rrr) est J.eomorphe au corps 0 ('t t%) sil'

I st Z sont" *nAdterni.ndes"sur 0.4 d.dnontrer qu€ fr+f, et ftfZ sont

el.edbriqueaont kddpendantes revlent i Odoontrer Cue Xr+3n et XtXt

€ 0(xlrx') son! aledurtqueaaent l.nddpondantes sur O. $olt F Le

eolJ,s*corpB engendrd sur O per Xr+X, et Xtrr'to

AJ.ore O(Xf#r) a l'est une extqnslos" algdbrtq.ue, p'fce 9uo Xt et Xt

a + XrX2. = 0' Doncr le aee*d de

dcal au d.egrd de transcendencg de

2e lnints 
'F 

ayant l-e degrd ae trenscorrr

X,r+I'in e3 XrJi" !.1- e:r rde';Ite e.t:.e

engendrent O(XtrXe) sur f' et ll"s sont de$ solutlons porrr ltdquatlon

argdbrlgrae d.ans zl ,Z*(xr+xr)

transeendence de !-' sul G est

0(X, rX4) snr 0, c teet-b-d.lrs

Eence 2 *t dtent erlgea€r'd ila=

Xr+ X, o't XrX, eont atedUriquement tnddpendantegc
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' *a--' * 3 "6, !**;; g$ggBhe.-ffi*3g
. * , :

c ^ r . r  l a  , a$olt (t*tr) u,^iu pal.ro de fonctions conjugudo trBr rspport

sir erooDn 6tG c {tt s} r Evid.eninent, toute les d.erix foncttons

f., et f., sont dos fonctlons h.arxnon{.guesr ioutefols', 1g prod,uitr  I  - ? " - -

' f l fZ'orest plus, gdndralenontr rB€ .fonctlon harnoniquoi done, d1t

potnt d.o vue de l,a.tha{orfu des fonctlons an**,1ytiques3 trrobablenent'
Le corps ff tflrfz) ntest 1ns to'.;rt b, tar"a i$tdressantr'*u* rilcfnents

perdan'c la propridtd . d. t ' j:sr.usn:icitdr :

$oit JY{ ={rr * tz i tr*rrrl peire conjusudo BBr raBporti
A t  u  )

aa '8b 
t 

'" Evi.denenil l,es e}€&ents de i4 sonr d,ds fonctl,ons
'  harraoillques e.t eiLes ont de proprldteispmoches de"c'e1lee d,es fonctSsns

sdrom'rrphesi 
.parc6 

qus f* +'f, = fL * fLo S les proprtd*ds de 
'

.f,l * f p sont tldternlnde" par cel3.es de frc

0n \xEr nonner Ies cildnents de JK , S-pSS$ "
. 8vX,,lenent, Jy( est un C-€'eFacE vectorlel" Qr va vclr eu Sclo qua./r(

ad,net une structqre nstu.r.etle d.o cof,pse

ghd€ffiJ3g--6o Lrespaco vectorJ"el des fonctlons cle type
-  

/  -  A '

nt*romorpire sur la boutelile de tilein a/W est:

,r(=[zr-> Yfl=t),-''9'!1!^. . +
R3 ( tr<al) + P'(q R,t(Ptet) 

'

(
\

i
Re
n
K{

p)
_T

/3)

+
;
T

z
?.

$/(c

P'( o(
I
+

d
F))

t

+

E

z

9("<

9@
(

(

D
t \ 4

&
e@z+P)) 7

I
J>GI+FD I

J

+
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oie Rn ,..rr Rt sont dee fonctlons rationnel}es et I k^' =

* P (u I cDt,t cO ) est la fsncttoa de lYelesstre$s adnEta"ht Les

pd:rl,oaes a)s st Q = 
"{F + /3 .

gsggggggg[*Q&' J.,ss rdLat,lans (1) et

'Plet 
Re(,PGt)

f , ro t  = f l -  et fro $2 = fro $ = f l  ;  doncn f,a est une fomtlon
I J . . r .

udro:norphe sus 0s doubLenent peri.otliqr,tsr l)tapr&s un tndbrbno de

${ar$xl|ts, 11 exlste d,ee fonctl'one ratJ.ontrel*les Ro telle que

p,(9r*t) +

ns ' cB  cas r  W =  lS  "?
sz * o(.2 + /3 , et 4t64 =

revdtanent unf.versell clans

d.oubls orfent*ble ost 0 \

d*n: Lc cas de la bouteille

(2} d,onnent;

= 1& groupe c;rollquo engenn,rd
r  o )  -  |
i s'f = le groutra engerdre Par
c J

ss '3e,s; €sli aussl & st la rsY6-
- a &

l o f  =  $ "  c

rle XLetl* la palre cle fonctJ.ons

fuietel + PIe)w tgt*t)
. Ltdgalltd

*r tz) (f:. o S) (z) = fl( d"E + p 1 impll.que l?afflrrirat*on du

t.rdorbrie,,

Evi.S*rucentp ltense*bLe de$ fonetJ-ons constantes fcr.m un sous-

-es.trsco' d* JrL '

nrgj-eg,tj.{-u"dq} "p i.ggd,

rr{z) =

p&r st

$3" re

tornent

Ccnrg.

\5.
l
I
I
I
I
9a

i



(rterr) srappella

ocironorphe et fZ

cond"ltiens

f r . o  s

f , o  S

8z5.derurent, 1es

d,a {"; ) "
fr* fonctLon f =

arz U'6 ; elLe e st
-  ,  I  t f  t .  

n

polntg *tr16=- P'-

foncttons do. Vpc

- 4 7 -

conJugude par rapport

anti.rireironorphe sur 0

su sroups %6 s1r f, ast

et elIes verlfient les

*utrnorphe ;x*I rappcrt

Alrffin = c+ . Ds,-ico *1

tellq que

( tr6l n p.L95)

- r  f f r o S 2 . - f l- Lz 
et (+.1 .l 

tt" "
l o' -  f l  L f , o  S '  =  f z

reLatlons (4) eontl d.ans ** *;u, d.es consequensss

. :

, p '  (  o rr l \ d ' l

f, + f, *st rr.ne fonctLon automorpl:e Fr repport

d.one u,ne fonctton su.r J.e plen trmo jecttf - rdel
- . , L ) '

\ I f I " 
Leu fonctlrns Ce ce ty is scrit ncniidnu

ndrc:ncrphe eur e2 r, | 1! o

,Trt 7 nrc (x7+/t)
. i.s

b

t " ( z ) . exp

Farce

eL\ w

$oltDO:-r  s l \z i  = exp -crr*  t  T2\z).  = exp 1 
i '  "  i

palre (ftrfr) est une palre coaJugude pex rap;:olt u, Wb

que f 
" 

o SZ = f l, t'1 e'st une fonci;i-;rn

I i elie est, rloriel rrri€ funcil"on 6ur

sxl.sta d.es fonctiens entldres GtrGA ,61,t0 4

fr( r)' * G,(expn*Gr(sxp ry)
Fr,(a-\pffi Wry

etr prrr eonsdquont,

, J r ( =  l " * ,  f r t z )  + f i (  a ( . e + r t  ) i  ( o u  f l  &  L a f o y n e

prdcd,rer*e) est Lrespace des f,CInctlons do type ndromorphe u'*-
2 . -  /  ^ 1e-  \u i  o
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- -'Dans ce c&$r tY6 = 
l- % # ?"i 'r $ z * # i-

ou

^ . a  )  i

l * l?  + , r lc  -  * t r  bnc €  n ' :  lo l  e t  Wf  t te  f  e
'  l .  ,  -  r  \

r@ rovaterent universel dtaot rs sphbrs de'Rtenann

fonetlons (rrrrr) stappelle conJunrdo per rapport

p'he sur &, f, est antlsErcai'lrphe et la

euEvente set' renPlXo; fro $ = f2c :

" ' - 1-^mor$ire slrx 0r €st une fonetlon
ft eitant l'mro$orprre itu''H u'$

J* niruf*ents ds Lrensenble JY( =i u - >R'(z)

dr .h  t rn i re  de

*o GY" st fl

-J l  .+i  n. t
-  v - q

retl.onnelle o
,'o;.i-l\ \ !

- R (Li#Ji R retlon-

ue11e] sont appe3.3'db fonctlons de type mdronorBbe sur ls surface

t,tttf" '  sn p*rttcuJlerr no*^ I = or b = -f ' '  o.: tt ot 
"o::*:* 

t-

csrf! ,iie pfln p-rsJcctif xeei 32* Dans ca css? '1y( * 
[ u --+ n(z) +

. uF *) I - ratlonnorreJ

3 "9 
n ng{*ggk&.&.$ p * gi' pq-Sd$g#rgfgbe gg$ f e e-gg,f {,Sc e g

d& Rtgggg;n g€&Jrrl-e:: t*b 19 s &gff'rbollgggg

iiolt x una surfaca ,le R*omanns llolx Orionteb]'e hsperbollquo"

$on rov$ten+nt rutlverseL est l-e rlerni*p3;ln supdrleur H* (o1r 1e

, \
d*ogue u-rltti) ef; 1o groupe d'ea transfosl:ettons de rscouvrensnt

est }o sous*grouile Si"scantina fornd par rlodldrente sans po,-ats

ff,xee d.ane H* r".1u groupe f ees reprdsenta-tLons coi1for'ngs ail

antl"conXcrnos de Ii* su-r lui-iaS:'ne

t
t
t
t
t
t
I

I
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f  =t u ---## 
{ 

o,o,crd € Rr ad.*bc - r}  Uf u-- Sm l*,o,c,def iJ  L  o  - . 1

$olt trrtz : H+-€ 0r r, ndromorphe et f z enttundronorphe.

ld{t"**{ss. ra paire (rrrtr) s'aptrnr.le uno palre aonJugue'e
par ra-pport au grouw %6 ul res oondltr-ons sulvantes sont
renplle s:

psuf ;  ruq54tCI t ' (6,  { : - ' I  
= t '

" r " 1  
t f e "  S  *  f l

pour s*A6fH4t
l*irugigg*. er v& nonftor fonetlon .i.e {*ype r.,dro.i;*rpc*r ,iur

. fa surface li = Tr t --

I r 
riUA ei:aque dldrnerit <ie l-;onse.ero_tt, ,M ={f.,*f, I

I tf 7$r) paire conjrigude par rairport ^o llgl , 
! J' ( |

Fa s'cs,,tgat^-leg='ociflnltlons ante/rleu.?€B on d.onno netntei:ant les: ,
peflnttons gdndyabs.
I
Solt x u-ne gulfaee de Rl.enann non orlentablep i 1e rev6tenent{
l -

ltlltversel de x, %(c l-o group€ d.es tsansfornatlons d,e rscou?f,**
no$ts d,e x et U61 *u golre-Broup* ae U6 rornJ per toutes lbs

:. reprdsentations eonf cr.mesc

S o t t f  + . + - -  ^
; f.r$2 ; X ---+ 0, f, rndromorphe et ta antfuJromorphe.

.: q$k*st-eg*. rs ,Jr"* (rirra) o,*pplr* palre conjusrde
IleJr sepport au gsoulF Ue sl les condftlons sulvantos sont
iemp3"lcs:

.a

t

ad,-bC = -Lt o
J

( 5 j  I { r "  
r  - r l

t r z o  t l  = r z
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(? )

(8 )

t

lsffi*&#'tgs' une

de type ndronorpho s.ug

tr,ar rappcrt aa W tel

queL  que  so l t  t  e  f f i 1  e *

fonctlon f t X

X st t l  ex ls te

que f = f-1+t2r

€ O srappel le fonctton
,

(rtrtr) , urx€ patre conjuguele

queL que solt s € W\UQ

f1

It' 2

(  t f " !  =

lrr" n =

5 r r ' s
L t r " u

f- 1 2

* fr.

5 " 1o n Mf ong$;[esg**e*!". !g-sdsg,ggsg}g-.gR#-ge
$g*,$sgg$p .S.&,sg#i -&a{La.sie gtcb 1g

glessgslsJ. $ott $ un drdnent gg# auwruLt . I  t  espeee

+ r o  s  I  rt

des .fonctlons de type ndronorphe sur X ast J4 =t f

r .nsronorptr€'*€t1p **-;*.+t*autonorphe par rapport *o %67J ,

l ldnonstrattono IL sufflt pour ceLe de ddmontrer quo
t *lO ^L d t'

f o sL\ = f o s, sl f ost autornorphe par vapport au %6t- et slrsa

.ggi cl6l. Mals, sr.o t;-. W4 donc , t,o s, o *it = fnetr Fst.

a o n s J q u e n t ,  f o S r = f o S ,

0n va Odt*ntr naintenent sur l-f ensornble *( trne rnLtlp11c8-

ti,.;n n**#,Sek 
rtrir te1 que le trlpLet (elr +r il) degient un coxp'e

conmutstlf.

I
3

.I

I
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solt s un dtdrnent flxd dans WXW1 "
Pour slnpllfler 1es notatlonsr orl noto par ,rt r ou blen psr

.ft, ti, Wi , Lrense.nble des fonctlons ' ndronorphos sur i et suto-

morph€s par re,pport au U6A. n re corps (.R, 6, 661 , + ,.) estl

prat*que.roentr 1o corps d.es fonctlons ndronorpho sur la surface d.e

R i e r n a n n  r = i / t l 6 t ,  ( [ 1 {  r p , , ? 1 1 ) .
$o l t  f  + f  o  Sr  g  *  g  o  ge ,JyL  .Oa 'va  ad t fn f r  l topdra tLon a l -ed-

b r l q u e  { f  z . J v L x J L * > t r t  p s . r 1 e 1 o l  ( t + f  o  S )  x ( e * B o  S ) =
' : f g + ( f e ) o S .

Eu*d.onnentn cette opdrat lon'est blen ao'f :nte. '

S,hdm-S. t ,Jy(  r  + r  s)  est  un cCrps conrnutat i f  er l ;

oontlent.an soi ls-Gorp$ lsonorph* au ccrps' cornpl-ex*( C, + r .  )  .

leggg.Sgg[gg-.n. 0n sait edib que ( 4 , +) est un groupe

ebel-iJn et, dvJ.dorrner:t, ri est conmuietlve

$o i t  f  +  f  o  S r  I  +  g  o  S ,  h  +  ho  s  eJY(  c

( r  + r o  s ) + l  ( g + e o  s )  +  ( t r + h o  t ) ]  =  ( r  * r o s ) + [ ( g ; + h ) +
,-

+ (e  +  h)  o  s ]  =  f (s  +  h )  +  [ r (s  +  n {o  s  =  ( fe  +  fh }  +

f .  - r  f  ,  - . .  - t

+  ( r g ) o s + ( r n ) o s  = f t * * ( r e ) o s l  
" f t u * ( t l r l " s J  

=

s  ( r  + f o $ )  *  ( e + e  o  s i  +  ( t  + f o $ ) * ( h + h o  $  )

Donc (il", + r il) est un s-nneau, co"rnnrutatJ.ff

SoJ . t  4n=  1+1  ou  L  os t .La  fonc t l on  cons tan te  ega leb  l  e t

s o l t f  + f  o  S e . / f (  .

( f  + r o $ ) n  4 1 , ,  = ( r . 1 ) + ( r . t ) . o  s = f  + f  o s c- ,/L
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Donc 4*L est X tun{td de Jr( pa':r ripport

In ddmonstrntlonl o!1 vB nontror que f

f  + f  o $ r . Q  €  t ( z J  + f ( $ ( a ) :  ) = 0

/\
( : = t  f ( r )  = * f , ( S ( u )  j . t Y ) n e N  t

r,, Pous aostpldtor

a ; .$^ .p  f  e  0  r

x ?>

I r constnn**J .
{.lt n + , .) leonorphe

r ' ) et la foneti"on

i.sanorphienee

b nmn

+ f o $

( d  % €

Mats, r dtant udrosorFhe et f o $ dtu..t antlne'ronorpho, Itdeal"ltd

,  / -prscedsnte est possLbLo ei. et seulemont s$ f est uns constantet

f (z) ss e pour chaque u n f *

$ona ,  c t . =  f ( a )  +  f ( s ( z ) )  =  c  +  c  * ' 2c  s ' es t$ -d t t e r  ' ' o  $  0a

s$1tu rintnte nantr f, {' f o $ €Jyt\ l0,.} e

g l s e t c l a l " r q u e .  $ +  g " E e r { t  e t  \ r  a  /
A

* L + 3 " = " t l m r

Doue (J4-

$ol.t fr.o

r *r + ) est un corps eenmrtatS"f"

=  R . o $ , W i  = 1 r ' t - 1 @
$vS.demment ( .,t I +r ' ) est un sou'sdcortrls

nu cosps des nonbres conplexes (Gr *1 '  )

s o r . t  J Y ( ,  =  f  r * t  o  s \  r € " n " !  = 1

tl("r *r .lr ): est un sousooorps do. ( I( , +

F  t  ( l ( o r  * p  * ) - * ( 0 t  +  t '  )

de

t

I  - 7
o n u \ c  €  G y  c

6 + $ r------+ I'(e +c) : s est an

Ire tirdorbms esto conipLo'fienent d.erc,ontro'.

" 
I€ corps 4ec fonc'bions de o;ytre rldrc'norpiia g..r l.a

susface non orientable X est lsonorphe a'u aorps cles f,grrotlons
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./ a.i mironorphsE suu 1o rev6tenent dtouble orlentabLe Y de N.
il

@* sol t  ! '  t  ( . ,4  r * r  . t  -+  Vr( r  * r '#  )
' I

: edffnfe per r(r) = f + f 6 Sr li€ns PerLa Aeirfnttlon de Jr( t
rappilcatlon F eet ourjectlve.

. ;

:  F ( f e )  o f s +  ( r e ) o s  -  ( f ,  + f  o  S } * ( s + g o s )  = F ( f ) # F ( s )  .  ,

{ * - t r \
Dane ls, ddraonstratlon d,u thdorbne I on, s vu que Her F = {O}, '

, Donc 
' 

F eet un leonorplrLs&s de corpsl
'  ! '

. t

. i

!
i

' t



- 5 + _

. 4 . I 9BSEq"- D r I F EE 8ry1".I EI lE q-..P$-=IY Pq. tlF R 9r40R PH E

fi p_R"",0-H-"F.gE-q4g9S*LE"".S-I.SMJ!'{f{'L9J-98Ifi NrAgiIg

4.1. 1- [qgsgp--dif#rsr,l-ie]1-qe '

$ o l t  l a  s u r f a c e  d e  K l e i n  ( X , 4  ) ,  p o €  X  e t  ( U ' ' , Y  )  u n e

carte de &. , autour de Por(en partieulierr rh disque par*mdtrigue

ee,nf,rr i  en Po), V(p) = z, = x + iy un parami'tre local '
.L

Si  f f ,  ( x ,  Po )  es t  l ' espace  co tangen t  conp lex t fT { r .en  Po  b  x  ,
f

1d . * ,  dy l  cons t i t ue  rne  base  su r  e  de  1u i (1a  hase  canon ique) ;

de  v t6me,  i az ;  d . z !  ,  oL  oz  =  dx  t -  i  p ' y ,  dZ i=  .1 "  -  i  dy ,  es t  une

base' d,e t* (x, Po) (r* base canonigue complexe) o

$i D G Xr une l- forrne <l i f  fdrentielLe sur D est une fonct ione) :  D-

-" tJ t*{x.e} te1 {u€r si  p€ D alors ai (p) e T* (X,p) 
"-  p € x  -  \ - r r +

Si(  ( / ,  Y )  est ,  la carte considerde et  s1 ?€lr ,  la  forme cct

geut  €tre dcr i te conme sui t . :

vd:if ient les

'  ( t = * ( n -
{ G

t 1

Le  =  f (A  +

f o,rjtionu

i
{ ^  

=

L s  =

A r B , f r g  :  {  ( T J ) - + 0

f + g

rdlatJ.ons t

rB)

J.B)
( r ' )

r(r-e)

,D  (p )  i=  o : * ( t 'a (zJ) 'e  A(x ,y ) t rx  +  B(x ,y )dy  =  f (z )dz  +  g(  z )a1 ,  o l

J.es

( : .  )
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4.2. $:&,, iltg-&ff;ga1e-€i*rvol 11. sn€,

0n conslC$re d.ans la sulte seulonent dos fornres

d,e classe Co r

SL. a, D * 
oY, I  (XrP) est ur,e tel1e f ,orm€ r s l  (  t r ,

son* de. cartos sujr x tet quoT/nVnD+ + , V(p) F

Y(Bl = v/ et slr E$ fonctLon de z et w, ct) s,resrlt

respoctLveno.li,t dans Vn D ) ,

d.i.ff drentlol,le

V  ) ,  ( v r y )

n ;

(Oans 1;t6 Dr

i

, !

I

cd (Pi =

alors, pour

vdrlflent

(z)
) )  F  ( w )

dv/

f

Ie

(i l  d.z + s( z)az .a; (F) = 1ootil) (uu) = f(w)dw + 6(*;d; ,

z = n(>v)  = (Yo\ i l  ;  1  w )  
"  

Les fonc+; l .ons f rgnf . rE

s relations de cohdrease sui,nantes l

$ o l t  f . =  I o r f l  , o { : I ; X c o : i t L r u , € e  l r c o u r b e  C =  t x o l )

erappell.e d.lffdrent{able et pour cbeque carte ( 1/ $ V ) telle que

oC (r)  nU t  6 le fonet lon Yox ,oc-r  (un o(  ( r ) )  - - )  G sst

dfffdreatleble c

On suppose drebnrd, qutr C ast r,rre courbe

trou-se dans un seuJ. dlsque parandtrlqire

o a ( r ) c L / .

i ( * )  = r ( z (w ) f  - f f i t * l  +s ( z ( r v

E ( w )  = f ( s ( w ) )  5 ( w )  + s ( u ( w
d\?

d t\ \
] t ( w )

a v

d,1f{drcnti;sb1e et se

(  ( /  rV ) ,  a 'est- I-dfus
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(?) f* I J t,z)az +
c vicl

+ s(n(r) ) ffi tt l ] dt s

e(z)aa g 
I tr(z(t)) $€ (t) +

o

V (c) etant la courbe pl.crne (Yoccrl) , ,

c r r  s ( t )  =  x ( t )  +  t "  y ( t )  =  V  (o ( ( t ) )  a

slf od qe trouve de nsne dans le dSsquc (v, V ) (ol cd (P) =

= i (*)aw +' f i (w )aw )r  b caose des rdret lons de coudrenco Q),
l * (

. . .1 .  f f  w )ew + E(rv )av = ,-)_.  *(z) d.z + s(z)az etn en conse'quencs,
V(c) ,  '  

(  f ( "1
le adflnlteon d.o la ns odpetta 3ns Su pe*+rnbtro Local .uttLtsd;'

e3.1e,eet d.os,* c,onsisientee HnsiiJ.i;e.s 1.'cxtonsicn c.e la Adfii i l i ioe

dE ltlnteigrale sur de courbes di"ffdrentfables inr noxceaux ei;;

aprbs. ga, sur cle tel-les courbes rnalso eltudes en dehors cirun eeul

dlsgr:er s8 f{iLt e:ractgnent coqrns. dans le ms d.es su.rfa €es d,e

R$.e$enn (orieni*bles). (  [15J r p.153)r

ga ai6&su LtS.ntdgrs,l,e des fornos dlffdsentlelles &gs$fug zur ds

eourbes ry$!ffi$g**se ddfrelt exasieno.lri cornrm dann Le ce,s

crtent€ibl"er
I

$aus r$naqquos." aussi que 1 'ln'hdgrale d. t u:re teJ.le f orm Adpend

seulsndnt d€ ls clasee d thoraotople dd la courbe C (rn6rrc seulement

Se- t"a cLas$s d lhoscl.og3.e ) *

$hgSSffiH&.Su Si on dcrt'o u) en fcnction de bases I Art dyJ

des esgrcos g*(Xrp), les rolatf.ono (Zt sont exacte-nent Les

reLattons; &e sohdreace du <lsci des sirr'faees orfehtables ( [15] rpo

L52) o Ce falt sst ,ffig,S&&Sg,ffig[-eefugg} Isrce euerr 'dn lotnt d.e. rnre

3.oca1, i.icr*entebiiitd ne joue nltcli.rx *6ie; Lsor{entabiLi.tei arune

v&ridtd est une lrc'prl6ttd gigigk pac l-ooaLc',
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4 r7. ForEes. d1$fe'renti€L1gg-cr.s tvpe hqL@grn4g

efr"fu'-*itH-gsfgssgsw

$olt co vr78 l-forne dfffdrentleLLe c.drfule sgf L rensombLe ouvert
D Q X "  e t  s o l t  ( t r r \ e  ) r ( V  r y  )  O e s  e a r t e e  s d r  X  t € l  q u e u n T f l  n  F + .

Sur l-es corapcsanteo connex€e du Un y oL s =({oV-l)(- ) = z(w ) .

.est anelyttque, 
-les 

reletl.ons tZl d.evj.enneat
) .

( a ' )  { u ( w )  
= r ( ' 1  * ) )  m  ( v z ) '  '

t -

LA (w) *  s(z(v, ; )  $fr ,  (w)

et su,r J.es collposarr"t*s connelres arL z. zr z(w) est' snilar.alytlqueo

. Les u6nes rol-atfone d.evl.en$gst
.

' 3 ( * ) = s ( z ( w ) ) . f f i  ( w )  :
.  (  z ' ? )'  

E ( * )  * f ( z @ ) $ S  ( w )
t

Sn dcrivant les fornes d.i.ffdrsntielles d en fonctlon d,es bases-

{ s u , e e | d e s e s p a c e s u * ( x , e ) l a u . E o y e n d e s r e J . a t t o n s ( e , ) . e t

-. (2il; r or .ldentifi.e des forree dlffdxentleLles d.tune nature

trartfcaU,bre, forneo qtrl prennent pour Les susfaeee de Ri.erna.tur

llo-a orlentables le r0te Joud par lss fcrr.nes ar:al-ytlqu6s dsns le cas

des surlaces C€ Rl,ernB.nn orlentabLego Flus oxactsnent, on s I

dg$#tffig*.J: ,re, forne dfffdrenttelte c.u r D*ll r*(xrp) srap_
PCX

' palle dl.ffd:'entj.o3le d,e type, r.dro"norpb.o (rers3i.do tfpe hoLonorphs)

s t . p o u : r c h a q u o c a r t s ( L r r v l r V ( p l ; z t  U n D  I  +  s a )
s 'dcr r t  ca (P)  = t . { , , )dz  r -e(a}aF o11 r  r  (  (unp ) - - - -a  6  est ,

l - t -

mdro.uorphe (resp,hoLonorphe) et gr \C { UnU ) *+ 6 est enttsjro-

norphe (respnantihotromorphe ) c
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Bfggw:it*gn-}i fe Ae'ffnitfon Brdcdeente est conslstsnte

(cfeet-$*A1rer la proprldtti da c-,1 dtOtre for.ms de type hoLomorlpire
I

sri, neromorpho ne depend pas do son expressl.on .en fonotlon dg

d,lvers parambtres locau#, utLL5.sde) .
t

,pEge$*#Sf4$.g$n $ugposor3s z = z(,v ),

lyt3.qfue. alors*q: (F) :a ( al,rir; (w ) = f (z(w

.$$ (* ) aW etr dvldernnentr Le eosff,lctest du

furretl.sn holonorgrJao {ndronorphe ) et celu* du

:

l )

(  VoV- r )  (  w  )  o tn4-
R a

H$ (*)9* + s(z(*) ).

dw est u.ne

dv7 est trne fcnctS"on

ant*hoLoncrphe (antfuc{ronorphe ) .

si. n a n(wll eet entlan4iytl.que, (conforndnent h, (2'.t) )

co (F) = s(z(w)) m @)dw+ riz(w)) a#"--- (* )e;a sir dc ; iouveau.,

}e eoefflcle:lt ,1lr d.x,'est une fonctlon hol"onorphe (ndronorphe) et

ce]-ul rl.u dP est antl"holomoyphe (nntindrcnorphe),
/\

gfu-rg*g*gg-Ge is f onction f r D ---+ C^ s rapp*lle 
$nncttoa

de type ndronorphe (resp.holoraorphe) sj, elle vrirlfle les dmx

co:rd.:l"tlons . sulventes I

.) Quelreu8oi.t ta carts (U , y ) tet que unD f A r :)

*1,, 
no 

:s r, + r, olL ri'Yolv(r/nD) t Y ( tln D ) *> d

Eet sdronorpire(resp.ho"Lornorphe) et fr"Yrf -;PCunp;+ fi est antl*
'n6ronerphs (resp.arblholornucpire) r 

k 

.tg(uny

b )  t l l  ( t z r q ) r  ( v r V )  s o n i d € , c a r t s s s u r  x t e l q u e

U n v riD + S eLcrse quolies qus soLe$. l.es aetonposf.tlsae

f i t r n o  = f l  n f z ,  f i u n o  - f i * t i  q u l , v c i r i f i e n t l e
r r r ^ n . ^ - { 4 i  + . +  - . \  ' l  

. ! { t  { . . ^ 6 * s 4 , ' * { ^ * r . .  . t r  - =  n t( j$i ig"i I i ,Ofi  Ai t  &';v .L rru r,r. . .ru v&uuu q tJ '  r  - t ,4 ) d.g$ fO:l .CttCnS

flofarfio ti rdrffS"ent Les cond.l"iLons d,e e.oh.drence (frfl et (tn):
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(ur)

o n  z t a

(u.)

o t l E =

.L
o t {  ) ( s ( * ) )  a r

-L
=  ( y o V  ) ( w )

- l
o  V  

- ) ( z ( *  
) )  =

[  
( t t

1
L(tt

r'{u<t )

f (r:.. €t ) ('( w) ) = (r; ",r1t* I
{ J '

I -r r -l suf, les
t ( r z " v J  ( a ( v z ) )  =  ( r r " Y  ) ( w )

eoitnexs.s

z(w ) * ( qoV 1) (w) est antlanalytique *

- l( ri "y 
-) (*)

qr; "vl (uu) .ffi.::: -"fi#ff,
ast a.na\rtlque.

M c . La, fonctlon de S'pe rdrororpao f r D --+ 6

ost aule sL et souleoeat sl lbs rieux ccf,r!.os{r-n1;es d.o i(ff dronorpbe

et f, antfmiscno-rphe) sont auleer
' 

M. D otruit ua ensesbie ouvcrt, i i peui 6tre

recouvrd :Nlr Oe d.Lsquee pacardtrJ,ques* Soii;' c1onc, (r; r? ) un

d,isgue prandtrlque tel que Lt'g D rl causo d.e la naxtnalLi;d

d e . l . ' s t l a s  &  r  0 l r p e r r t  E u p p o s e r V ( t / )  = t  r  \ \ r l <  i j  *

Psr:r-<ldsee+res*:J* trroposlti.on, tL suff1t dE rnontrer que pour Le
t .

dllsqne (arb5-traire) ( I/, Y ) prdcdaeni, sL {f__ = ft * f, = 0
I ILI

alprs ft = fo = Or O3 s s&ceesslvengnta
t . L 4
i ,

conposantes

da v{un v4D)

o = $(p) --({"v-') E) = ({," {')(=) {,.v)rz1

donet ( z ) - *G ,

pcuJr cbaque a1 | u I
f  ^ \ d t  o n s {  ^ ! - - - ^ - * ' 1 ^ -=eo x -snrt rn€rgl]lorpne ,

" v'){e)({,.'gn)

1" i{aLe r fr "{1 dt*t nJroaorplre
.b

Les d.er:x fonctLors ddtvent 6tre

Et
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sr t t(P) = o, f  2(P) = -c quel- que solt  p€I/ .  Conslde-de constanto

f,on$ encor& une fols l€ n6ms d'sque ( u ,Y ) et la ddconposltlos

partlcul"lire f l,-= f; * f; ori. r; - 
\ 

= 0$
'  oo *, c = rr(p)"= tr1'vtt i" t  = t*r."* l)( ( q,€').  (rDH ( +i"Qt )G)=
= 0 .

Donst fJ.nal.ement, fL = tA 3 0. .

g,gggegSgg: $1 f et g sant de. fonctlcns de type rdronorphe

et s* elles ont les daccnpositS.ons locales f = f1*f2* g = g1+g,

aLors, f = g el et eeuleneirt i l i f, * ti et fZ = d'c

4 .4 * J**ggdps*dg**igat3lgng-*g*ki*,*il.g.sqEgg,ge
g,onfi€{€ e+J' Sol.t D E : u:r ensenbfEl?ffirt, 0i note pqx rV( (D )

llenseiabl-e d.es foncilo.irs d.o ty;.e sdrorncrrpher ddrlnles su:r D.

Ite.nsenbLc4(D ) admet une sti:ircture natureLLe de cclrps, lrad-

dttlon "+ft eqt ce}.le habttUelle et la m,rliLplicatlcn n+n est

C.df:.r::e cojlas il su;it* 31 frg€,t}((D) et sl locaioarent f = f1+f2r
t . -  ,  )g = sL+{a !fu*_**1*t*1* ro.oposante a{rcrccrphe de f , etc), nJ-ors

f  * s i  +  f : _ s : .  + t z l z o
I

i $v*lennent lropdratlo:r atgdnrtque *est bien ddftnta.
I  * .  r  \  -  ,  ) t  ,geffi#Sgg*3g, (*( (D) o+, * ) est un corps conmutatlf qr,'t

eonttent ua sgu$-Gofps tsomorphe eu corps d.es no.mbres conpl,exeei

Ie denonstretlon ds ce thdorbne est rildmentaire" On note seule-
eent qu.e il*rr, = 1+ 1 est l'dtdnent unltd et qua st f = fl+fz I
f O.iltv, alors Srinvers par rapport A x.d.e f est *fo

ost, dvldennente un rl"dnent atr rD( (l) . (voir'*,o;i 
'll "$ 

qui* 2

tndorls€ B}"

t
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sol t (  IL,  *3 *  ) , " le corps dos fonct tons de type

son6 de la ac{rtnttlon du paragraphe prdce'dent et

Le corps

des fonctLons de type n:dronorphe au b ddf1ntt lcn 2$

at( JY((X) r+ , * )Ib{ogbxe-gr J,es colps (JY,

6ont canoniquesant lsonorp.bes.

It s,agit de 1'lsonorphisne naturel analogue i celul" decrlt pour

le cae des sur facee de Rienann orlentables dans [ffl r P.211"
' f

I,g d.emonstratioa eet. conpibtement'r1nra1lel€' b celle doncde

- \ ' - .
I€ , -D8Sr

Conclusion; Les deux aeit'i'lfticne donndes Pour

fonctton de type nCromorphe sotrt e'gtuivalent€s.

4 "5 .

3gg-8es*"t*gg.[' Soit di = ttl.z + sl &-z' u), * r,.d'z + $nefr

(cit'=;-et*g[-fle sont lne ldentlquenent nules) I d,es formes de

type nriroe,orphe 6rr lfensemble ouvert D g X. Alorsr Ia fonctlon

f " r E r
?',rr + ;F ast une fonctlon dd Wpe ndromorphe sur l-'ensenble
*2 oZ a)1 1
D: (0o ia not€r cstte fonction Par A)

dng$$*ga*,1gg" Soxt (IJ ,Y ) r (v ' V ) des aartes suf,

x t e l q u e t r n v n D + +  ' S o l t Y ( p )  - % s  V ( 8 )  = u r  ] . e e

paranbtres loc&ug cotrespondants. Pour Ji = i r2 @&, Ste'crit.d4rls(/

reolnctl.venent d.ans T, de 1a faion. eulvant€3

d.g (gi = fu(z) dz + ea(z} dE .s resp€ctivenent

'Q)6. (P) = ?o(w ) d$s +

mdrornorpho

soJt r /y( (x)

sens de

+  r *  )

ie concept de

, \ a  ,  . . -  i

a  ( w  I-l<' dw
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-L  -L
Parce Quor pour P€ttnv ,P = V k),. = V (w) , il. rdsu}te i

@h ( r )  ' i  ( f ,u "V) (B l  dz  +(sdq) (p)  d f r  ,

@X Q) = ( iu '  Y ) (B)ow *  (E '*"9 )  ( r )ata

I ra dcimonstrat lon d* Ia:.propositLon revteat

(i,"v)e)
(Tr'4(P)

.e

(

nontrer qoyt

^  I  : '

d., (|,lfti
u l  

' t

(fre"v) (P)

respectivenent

G!)

Ca

fl*

suppos? d tabnrd qira v, = z(nu) = ( Y o V-t )(*)'est ana].3.-t5.eu.3c

A sueceeslve.sent s

( i 'v)  (o l  
+

(ir"v) ( P) '
irto . {otw)
Eo'g ,*

(6," f') i P;

W6
gr(z:tvl) ffi $tGc*t)

tT7t*t) *,,*, frtztw) %)vw ' .  
dw '

- . ( 4 r o w  " V - L )  ( * )

( I r "Y"v-L) (w)

"Y)( r ' )
a"  Y)  (n )

lsGc*t)

v-') t*)(Tn"V "- (

le'Y " v-t) @)

w
0 \

t f
.l.
, l
,{,

T
I

t
7.\ .

(*0"'r) { r)
6"v)Gl

fu(*t*t)
- I

1rtzW)
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c test-A*d.ir€ Lf dealitd (3) ,
Supposons rnalntenant z z ntw ) antianallrtlqr"le. ALors :

. ,  de

n / - /,-,\\
a4lc \w//
-- T

flzetv)

lnt*)
;;--

{2(w)

Wr*t) ffir*,,

" v)te)
+ {ut*)+

(d," v) (p)
(6," v) (PtFr"Y) ( P)

G,)

fraw1

"Y) (r)
f

({ e "Y) (1,'i8e"v)

8,G<*,) ffir*t
f a@c*t1tee@il#f*, ---+.

a{3 (vl
m '

{1@u4)

Sa (zMD (p )

c fest-i ldtrerd.e nouveeu on a lteigatltd, t l).

soit F ttensenble <ieg fcrses de type ridromorphe
Evidemnn€nt, 1lensemblg E dotd &yec lradd.ti;l.on usu€Jle
un groupe abdllen.

Soit f  = f1 + fr€,lK tX) et *) = grd"n + 6rd1 e F.

0n vB rleifttrLr l-e proriutt fx at) par:

txc ' . t  g ( f . ,e. , )dz .+( tpr)at  *

Sgsegsgsilg***. Darrs l.e corr'uext€ prdcdeent, f,xco e
r'a ddmonstratr.on est i8entlque )l ra prdcdaente,

sur Xr

forme

'-t-
u ' o
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'''

gUgggg.l$**lg. tre trlplet (F , + r * ) est un €space

vectorieL i une d.l-nrenslon sur le colps (,tKGil r*, * ).

M: 0n vdrifle faclLenent que (+ I * r # )

est un espace vsotorleL slrr (JyL (X) , + t * ).

IL reste i trorlve.r $& d5^mension. Solt e)o un eifdrent non.nul

g!# dans g . Solt c'J€F ' Dsns la proposltj.on 3 onr& ddnontre'
Q  -  a a  ' - - r  .  q 1

gue + eJYL(X)" Evidenr'rent @ =+.+tdo i donc lrense!3bLe
. &)oQo

t"t '" i  
' forme 

.L-'e base pour (Fs *t x ) sur J.e corps (,/y((>;) r+ t*)
I'e tirdor&me est,. ddmontrd.

cjlSSr-u.S!,*g*. Solt 1s **r*o$&leln orientable(xr 4 ) et

eoit fr.L urt sous-'atlas analytlgue (et ,ra:',i:a1) du$. * Sott D

un gousS€ll8eoble ouvert de Xo Consi.ddrong D comme goud-ensenble

d€ la surface de Rlernann (:r, .A1). solt ee une forme ndroroorphe
. t

non riule sur D et soit eL f, d,z une autre forme mb'ronorpher I' i
I tsng c€s condit tons. A!-+ 0 d.e et,  d*+ I  dZ sont de6 forags

d*ffdrentielLe's ae type *d"o*o"phe sar D (l G (xr .ftr ) !).

I lans'ce. contexte, la propositLon1l devient le thdorbme 6-11 du

[ , r r ] | n ; 1 - ? 5 } . , . . u n - t t t d o r i u e q u i o o n t i e n t e n d e d a n s 1 e f a 1 t q u e

L'enselble des formes mdl|omotphes sur une surface de Rlenann
I

ortent{ble forne un €space vectorlef } aimension L sur J-e corps

des f,onctlons ndrooorphes sur cett€ surface o

4.6.rJg,q$.{s*d"krlu..Jer,gs.*{H*e-gga"ttg}}-e*-k_Juxg
,

$s"ge$gqnhe"'-=*eJ.*J.*-ge*1-[t*."8{"-s.i4*

$oit cr, une foiune dtffdrentielle de typ6 me'rornorphe de'finie

sur  l rensemble ouv€r t  D €X e ' t  so l t  (U ,y  )  un€ car te  enr  Xg

1
" r .

i
"  , 1

I
t
r
I,
I
I

*
I' t
I

( ( r ;  * z t  U n G  r  + e
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Sn fonctlon d.s z, srrr Un Dr (j) stdcrft, aJ (P)
so l t  so €  V(  u  nD )  e t  f  >o re l  uue[  r  I  I
0n, ouppose que t(z) = L an(z-.nulns sfu) =
^, I 0, hx / 0. "'='p

*  f  ( z ) d " a  +  g (  z ) & 6 ,
r )% - % ' . t z o C c _ V ( U n D- - o l - I J =  \ \

I lo(6^6a )n )
oz--L

) n

fu dl.t, d,ane co @sr que pn ost un e*g pous
.  , , / - 1 0  o u , t

on noto V (r ira) = //L , )) (gf uo) = L
r e n o n b r e  )  ( a : ; * o )  = *  

f  ) t r l u o y  +
per rapport au chengement d.u paranbtre

le forc€ c<) si.

o

V(e ,uu) ]
loaal* Ce

ost un invartant

nonbre stepp*l}e

St .$ est t:-n atlas

roLet lons  { .A) t  y  ( r ;zo)

a L a r e  ( U ,  €  j e . f t ;  d a n s
r: )l (a I so) et on va dlre

, on Fo eJ. ! (cu ;po) {, 0

)  ( q t i  P o ) )  o e

dfanalyt1que effoctff', b cause ces
*  V  (g ; z r )  F . re€ 'qus  s t  ( { / ,  V  )e . f t

cas ,  )  {<o  ; 3o)  =  ) ( r ; zo )  =
c O  & u n

un zero ri rord,re ) (a;;.i lo) sl

c6

quo

et

$1. (X, ,rQ. ) est orientable et ol -{, est uR sor,ts-&tL4s
enelyttquo (nsxlmal) e e { alor u, por," Le surface do R te&en&(li , dt )
los raletlons (2t t) nfintgrvleanent pssr I,a so$'!.e d,es deux fornos,
Ltuns mdroraorphe et J.reutrs ahtkdro.morpho sur D(I g_ (rr 4il)
est une forno de type ndrornorpirar Dans c6 oas ) '1r;ao) et )/(e;"o)

lmu,vent strE dLffdrentes et y (qJ ipo) nf est plue, gd:rdral"enent,
u n n o n b r e e n t L e r f  y { c o i  3 o ) a l * , f o r r a e  

*  o u  k € 2 .
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Svldonnontl lrensenbJ.e de's p6les de le forns oo

des po*nts lsole's.

est forra*f par

Solt Po€ D un p01e pour c<) st solt ( U r Y ) un dtsque

parandtrlque autouc d,s Fo,

Ytl f  -*+\n I
une coarbs de

!v

P^e d-  e t  teL
I

{ tg "o( ,  I)  du
t

pr6-*rn*rg€ 'Faf

r r )
[ r - u o \ 1  1 I  ,  V ( F o ) = z o " $ o l t c =

Jord,an sur X bornent Lo d.od,eine ofq lrnD
quo lf index cle fro par repport I fa eourbe

nl..rn ( z\ soJ.t 1. En part!.cuLi.er C pgut Stret ' @  \ - l  * a  - {  a , u -  v - "

V de J.a eouxbe

\ ^
z r \  o i r  0 < r < 1 1  t €  I

TJ

i- [ (,.,. e')i=l
xnc drct

C

ln , *--+ he:*tt +

On Adr*itt lg*gSg$fu;**e*:**ggil$.*Ag-^pg$*S*Pe par s

(+ i  Rez (a :P\  &

s'tant l.a eourba pudca'aentor

Sarce que co est un€ forrne gffIHfu *t F eourbs S eet bomotope
. f  -  1 . . - t  '  t T  , . - L

il rurs courbo de J.e forne Lg*(t-'" l")ln {- (votr 1s
r  \  / '

fl.gu*c)r Jc.: edpand ieulonent de'cd " 
0:r a nota' par + la

c
conposS.tSd'n hab$tueLle d.se ahonLns et ps,r iL Ztlnvbrs du

chonln [, .

Ss{.t G un clomai.ne clu pl"ern
,  \  ,  I  f  . ' l

tz) et ,t I lajbj-->G ';..:e fonction

a+ t tJo .n* {  sh ' ! ;  : . .n t i  r l i a . : .na i : ' r1 ' : r
, ! , 4 -  v l 6 a . . t

t -

$ t h r  , { , ( [ a o n ]  i - + f i e s t

(  d t I )

t

l e r



contLnug, on

( -

J n( ' )
L

- 5 7 *

vdrlfte facllenent que

--
dz *  Jn( "1  dz

I
Sn

en

uttllsant se faLt, on \fr&, caLculer Le rdetclu de
fonctlon d,es rdsldus d.e f et g d"ans te pol.nt

A) en

E o t

D- o

ful:*/E
= Q-f

- ,

)S@s 
ot4

ln

,l

?,7f 1

I
o_L

eutour de Fo, ?(l) = v/ 0
&(or)ov r  o i r

: :  r - .

* t
el, V"V 

-est 
enalytX.qas i

Pez(co, P") = L

=  A - L . +

= Q-r ,+ Q- 4- -

*-rgoit*=(T., V ) une autre carte

r co (r) = i{w),aw +V ( B )  - t %

^r -  OO

f , ( w ) =  
T  f r o { w - w o ) n  e t  E ( * ) = Z t _ ( V _ w o ) o
m=fr, +r=e rr

(r dt I dtant les nombres F,ntdlrleurs ,t et ,^l'.' ,
gUggsggg-*e, Avec Les notattons zurtdrleuresl les

nonbres compl'exes a-1, b-1f 6*1r T * vdrtfrent r.es relattons:

r X

( r )  l * t  
= &- l

L!*, = b*l



(11) s l  Y " V est antienalytlquor.

t  -  ^  - t

ldrlgnssg33g.g. 0n suppose Eo = O, wo = 0r, Sl Y "V 
- 

ost

analyttQu.sr le rssaltat est blen sonnu.Supposons dono V o Y-t
- l

antlanalytlqne* Sl t' est une aourbe d,lffdrentlabl.o par norcoaux

atrrgst lnltn*€* cent6nuE dans l'ense&bLe ouvert D du plen conplexe

(w) ert st tt D ed (= ensembls ouvert du p]*rn conplexe {z})

est une fonctlon holonorphe alorsr o[ notaat [t = fotr r oxt a ].s

trElstlont

{:-t 

= b-'

Lb-t 
= s-l

1{,efl*
r

* $ 8 -

\T(w) /w:  # \geul
r 

'v' 
,"

(  to l  ,  P ' l t )  .

On va noter 1nr

t

h 1a fonctlo n ?, -2 nfu) = 7+

Q _ r =

.  l -

E N ) / w =
d-w

e 4  (_ w *(f l"h)@c*s) #ry)dw =hlo'flt":
r

=J (r, o) Ru*(2"e;4 = RrtzQ"#';d =' l-n '

= | AQr*l C't*1 ,L*
)
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on a notd Bar )l Lo chentn t --r d"O ,
- l

( V o V-' )"* , r( t '  ; o) lttndsr du ,o

De Ia ndne *anibro on ddrnontre qus t*,

eas (tt) on a : &-1 -, b_l = - 
[qa 

o b_l

.Ibr consequeat, Rea( cot ;Po) est blon

clrangerent de sJ.6ner 0n ve votr plus

ne;turelo

8_1. Donct

t

_  I  . \
deftnI. Jusquca un

lo1n quo ctest un ftltt

t e l ,  [  , ] . e

per repport

cbemln

; T  G

dane le

1

4,Ti Mh$**ga-g#jLris. ,

0n s,a5't que st X eet une $:rf,aes topcJ.o4ique coapacte,

elle peut €tre reprdeentde tcpologJ.quemeat si:r ua peiyg{-lse

plea fi ter que Les c6te's d.e ta frortlbre Jli au Tf sont

Lclentlf*ds en palres et >Tf a le synbole

(#) D = Arsl.af* *it .*. nsaB% C1G1ar.**{ **,

Sg Bl = 0 on' cbttent le synbolo connu du tore edndral!.sd

eyant gg trouse }aae cs c&s, ln surfacs X s.st orlentabLe

et ls nosbre & = &Z eiappelle le gsnr6 de X" St gl / 0, la

eirrfeee X est son ori.entebla et la nombre, t = 2&Z + 6, est

un $.nvarl.ant topologLque de la surfaee X nomnd aussl ].q

gortte de ,t.

a*l B-1
a2 a2
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Dane ls cas At / 0r los nombres g1 ** de n-e sont.g*s dlf lnrra-

rfants topologlquEsr ler exernplorTl- peut 6tre remplacd p*"

u,n polygon JT tsl que Ie synbolo corrsspondent a les nonbres

anal,ogueo Sj et g; respactivenent 81 + 2 et .EZ 
- 1r ou blen

pa , f - un , ' po t y .gone11 - , , * * , no *eoneynbo1e (pou t f i , | ) es t

' - l l

L. = DnDa ",,D'DU , oir s, = 28?+81*

$ott X une gurfe,ce flon orlentabl,e ey*nt le gen"e 8:

$1 g est un nornbre pals oa peut prend.re E2 = 
W et &l = 2,

Sl g est utr norabre funpalr on peut prendre s2 = 
W et gL = Lr

(porr les eonslddrattons consernant 1a topoLogte des. surfacosr -

on peu? cossuLtor [fo] r p.?6*So)* ]trous '-",.tiLlserCInsr €rI

ed'niraf , la forne .( + ) po-ur Ie synbole D perce que cetto forre

cogtlent tous.les deux cas do surfaees (ortentablo et non orlen*

table) et el.le narque le fatt que 1es eurfaces de i0eln(conpactes)

son* plu,s generales quo ies eurfaces cle Rlemann (conpectes).

$olt Bgrbgreg les couibee d.e X qut correspond.eat ar:x

Agr 86r Cg pa.r }a raprdsentatlon cte X sr:r le polygone Jf- o

I teasemblo 
| * t r . : " r *g '  

t  b l r . . * rbg2i  c l r f  . . ro*r l  est  ux.g base

. a
du groupe cl lhonoLogle H" (X)" sous d. lsoas que 

l*=' . 'orco_ |6 1 J
-  . t' est r:-a systbne ccnplet do cycles u,El"leters lndeipenilents d tu,ne

baee au nl(x) '

$oxt 
"*, 1e surfaoe (dvtderunent snverte ) obteauE en eilotgpant

de 'X  les  courbes  aLrczr r . " rc* ,  s
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X* 6st une surfacs orlentabl-e
2

g6!10 gA ot la froatlira J.dda1e
s t  % F  o e t  s z = r y *  5 i L
vorent tnapelrl, trolts, d,lsone que
srX,databls de X.

sort & =Lt urr Vt ) Vt| J ,.,
sur X,

(Xga= 91 81 = o) aYant 1o
forsdo trnr un sEuL dldnent.

lpour g nonbre pa1r respectl;
X,,_ Le sous-srafaee .uaxlnde85, ' --4r

L

un etl,s,s dlanalytlque rnexr.nal

$olt

r'e chnngenent de stgna sentlon'd b ra fnn du the,orbne t7
coltespond, au changement r .^L + .D?
ce phdnornb," ; ;;;-;;;rT;" rT::,":,,X:,u""" orlentab,.eso
solt ii urie surrace orlentebte et sott A *; ;; .;_."";;;;
'qaxi'aa:'e sur x1 $olt 

"q, et '?2 r.es d.eux scus-atles analyttquee
ea & s (x, ,rzt i et ix, rte) sont d.es s.usfaees d,s Rlsnsrnn
orlentables- sor.t cd une forme ndroporphe sur (rt 4t) ayant --

&tr= | ( tIt oxbr,Ytl,r,n 
xzr,W((t: O*tr) I' /  J  c e I

X; titant orlentable, Q6,oontient deux sous-atlas anetytf q*u6 r '
't*fr"uru fri, et o;r( c orrespond.ants a*,x de*x orientatroas
posstbl_es de I.- )*

i:rolslr 
qS- ri' fri*comrile siructur. sur xn^ est dqulvalent

1 
cnlrsls un seras pour llareourlr la frontibru- aTT oe Tl- *

$ort cd une 'fcr.us dlffdrentterr.e de type ndronorBhe srrr x, po
nn pdie rie o, extdrreu:r aux eowbes cg 

: r< k3 Er. $i. on ritr.r.lse
dass ia reletr.on (4) seur.e-nent des cartes du nI torr bien
eeulemeat d.es eartes cju f,?^l , aiors Rea( co ;po) 

o!"* 
tnvarlan_tl,teneat ddrlni. 

v"
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le- p61e Po et F;ez(cts ;Po). = ko.

*evtent nno forne anilmdronorphe

surface (x , Qt) c1-)

son rdslctu en Po est

' :
d,dfr'l seul"enent Jusqutb

fln du theiorbse L3 t

$ur' Le

o *  { a {g g  & v +

i ' r
I

i

8ob(ctl  i lo) := ;S t

3onc, 1E felt quo Bsz(c{)

u,n, chang€Elent de slgne t

"est'un fa{t 'naturelo

;Po) est blen
-  , \  -

.nsntlorne a J-e t
t,
L

,'ti' H
l'
I

t'' t

t
v$olt G g X un dornbLno ayant L* fronttire' for$ie par u$

nortbre flnl de courbes dE Jordan tel qrrs X \ A .q un no:nbfe flnl

de dornslnes sfunpLenent osonexgs €t teL que les coux'b€s ,'

e u l b g r e 4 T r e n c c n t r e n t p a s 3 , I e n s e m b J . e a G c o t ' . v a f 1 x e r

dans Xn llri* "Es $errrr crleatatl,i"nss txlil axorrpl€ eeLi-€ do;:l:gg

peg# *inno oulente Aq avec lroriontatt on standard donnde

slar ;i eurf'rce de Ble"rqnn (E t -QtL) ,

dgaes La f3,S13re est presestde islggge il.arrs le pla$'Air Tf dos

pUdnomlge s qu{ ont l"loa .sr11, 
X) . $olt r o.ur Le surf aco X, une

trtangulatton A a;lant les Broprt dtds s'r:lvantee s

a) Uhaqr:e courbe srgrb6r ce est uns s-r,iscesslon de edtde de 4 ;

b) Ies cortrbse *rr Aq sont des s11ccegstons d'e c$tds de A ;

c) Gheque trianSle d.e A est contenu d,ans un eeuJ. ttlsqus

prandtrlquo 1 [ff] , p,ag.1o6) . On peut rnalntdnant dsoncer

la thdarbne de Cauc$'r

**SpgSggJAr $o1t QJ une forno de Wpe ndronorpho sur F

et eyant Les p0les PlrPA"'.rPf G' et ntali'ant pras d'o singu]a-

r l tc is  sor ' )  sc Alore; rT
' fut  

= ?Tf iL
aq &..4-

P.ez{rr;?a) -?f 
\o, .

(=t ce k
f\
I rt'( |
\ t g  I

t*,/a

Dg
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(res rdsldus sont ear.cur.ds iians ra surface de Rleeann (x, R1 I
dzet les orlsntsti.ons de c* sont cer.r.es ilonndes rsr re seng

. tLxd d.ans J 7J- ) .
n ,pogsgg.$sat$"gg. csmme d, thabltude I cp e ?appelle forne d. e

. trypo uoronorpho sur c, s* eLls est d,e-typs ndronorpho flrr un
ouvert V teL qus e CV * pour chaq.ue

Dg un dlsque parandtrlque centrd en

: 5u C G quer guo

: kr I Ezo SorA %, s

(Uane la fLgure, G* gst

ef, est I't'"na.ge de F.k

cu poly.soce Tf )c

On qeut suppaser, raod.lflant dventbelJ.e$ent

que aD& ' eet fori par d,es c6tds du A
$1. 5? est un trlaagle du A , sl.tud d,ars

dtant uns f or$e CE type .bg*ffigg3eg eur G ? I

k ,  L<k< In ,  on con,s ! .dbre
n
Y6 , tel. que !

l t funege de FG'

, d.ans 1o pLan

letrlsngu3leticn A

G

Vt

G =6 \  9 .nA  t
? 4 1

^ lconx'or&esent au,

soLt  E i

p
].tfunage de G, Aq

et Di f i'nage de

est

u4

Lenme de Gorrrsat , ^ I^- = o.

$olt 8=I=** 
"1 

!"1 el , on &1 successtvementr
(o = t  \ *

trA, a'sL (ae)uQrr,)
q n t

[ * + f -  ; l a t
ae irr, . &--a" 3D&

(or e notd par 1T' t* prd-trnage d,e Tf d,ans X par la rsprasenta*
tLon de X sur Tl- i.
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r
Donct g) \rr.t

)

aq

(

1x x) \cD =r )

?D&

s,
/

ft,=L a

?,T t P.etz 1u: ; Pa)

/ . (

\ q )  
-  

\ c d  .
J J ; ,

Dg ATf '

Jco "Y- f- = zf I:
"qLo-u'st 

A- iucu (=d- ce
. f

(,$ t(,s) 
) 

o.)

aTrl

ga=z
G 4 .

leo d6ar:.td" ( * ), (* +) et (* x x ) rnpuquent r.taff rrnetion

Qep eggee ggsg--Sg*ghg,gfrg gs-*s*gg,kghg

f) ioq* orr a Ad;& v',i, los der:x no&brss 81 et 8g ns sont pas

€ttnvarlas.ts de La sillfaco Xr toutafcS.s, on poub formurc,:r ie

tUrdorbrne eu*va::t r

g4*fuElge*}g c De.nsle ces,texte d,u theoro$o do CauchSr,

queL que-5bitlCi'; 'AA jiocrco_? pn oystb* *orplet de cfl les

unl.leters hddpend,ants u,ooltiase du. Ht (x) , le no.nbre L lat
I  (=L Cg

est fulvarLant jusqutb un chsngement "de stgne, (Le changenont Gor-

respond au rennplacenent du #r, Fax #2, ).
2) solent (x , 'ft ) une 

"o"i3** 
do i<iein orientabLe et ft.a un

sdus-atLes analytique naxj.rnal d.u ,ft " 
Sur la surfaca de Rlenann

({r.41 ), sol"t @4 ture forme'ndromorpho et co, u.ne forme anttndro-.

morphe. al-ors 1 (t) = dg+ QJa est une' forne. de Wpe rndronorphe

fiir" {X, &-rri et le iirdov}rge rie Cs.ueh;r prend Le forne {parce que

8 1  =  o ) r



' 7 5 -

En

gs

t* = nrt[- Brft(rriP) - ?,lrLZW@"P)
id PeG ?e Cr

r sl u)2 est l.a

= {Tr rLRrn@;P)"  ?ecr
tndoibno de Caucby sur

raal-ntenant-la sltuatton G = Xn Dang c€ G&$r
( , \

d.onc r lQ) = o. r,e thdorbn" d,e cbuchy Lnpltqus
^ / r

d \1

n .  , \ -  4  +  f ,KetZ (us; p\ -- ,) lfL
(= !  C(

ctest*b-dfuer otr peut dnoncer la tf.dorbme sulvantr

ffidogbejO: Is somme des rcisidus .c[ rune dlffdrentl'elle

d.E typo ndronorphe sur uns eulface d'e Rlemanr, non orlentabLe

eornSnote est # fois La stirnrne des l&tdgr*Les de oo aur

1a eystbne conBlet de Gyclee unLl,etere tndd;nnd,ants druns bass
1

du gSoupe II*(X) '

partlcuUer
. , \

redult  al

't 
, -

forme auler le reLatLon preceld.ente
j

'  ) :

r e test-b-dfue l^a foung
' ;

les surfaces de Rlenean

5*
a q

classlque d.u

orlentsbLe,$'

5 ) Srrpposons

aG= +  € t r
1r dealltd I

S_

P e x

. 1
I

j

-1

I
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' ' . 1 .

4) Solt (X, R ) une srxrface de Klela conpacts orLentable
. A

of JL7 ua sous-&tfe"s aneS.ytlque du R . $oLt cd uns forrne de
L ,  i  ,+  l ' l  \  -J  ttypE ndromorphe sur (X, JL ) n Dans c6 c&s' la som'ne d,os rdstdus

do cet. est wnoe Fl,rr: particullerernent, srco est une forme
. t _m6romorphe sur la surfaes de Rleegnn (X" 4l) I alors La somns

dgs r6sldue de ..l est zer:o, de norveau rur rdsuLtat classx.que

de.la thdorh d,es srlrfaces orientables*

9) $olt qt rlrut forne d.e type holonorpbe sur la surfsce d.e

Rl.onann non orlentable (Iit ,& ). ls theiorlme 15 condutt au

tneiorbne sulvant a

*Fggge#fu;f r Ia $o.nrle {ee tntdgrales

haioiaorphe sur ',:-n systl,ao compiet de cycieo

d.ants d.tunq base du grouBa nl(x) est zere.

l"e rev€tenerrb clouble' orLentabLe de X et

tLque lndu,J'te 
"n" 

f p*r ft . solt 44 et

analytlques ,ie -0 e Soit it = $-rrti et

d, tune forne de typtl

u-ntla.ters ira'Jdnsn-
9 t  ,

) -  \ r o  = o o
/ - )
(= !- Cg

' 4.8, S*Igs*"gtlgsgt_w
sesisss#@sM

' sc:it (x, 4 ) une surface de Rieasnn non orienteblo,solt i

&
fr.e
nz

Ia structurs dlanal.trr'-

].es deux sous-e,tLas

= tX, &rl,
ayant €n vue los questlone dtu*idep d,ans Les paragrsphos

3 et 4t on observe ffiffs& entre css questlons et Les
problbres naturoLe qut so posent sur la varl.eitd yr y dtant gg
g&ffigg&g dir produJ"t osrtdsisn X,n x Xre yolr ,ie nouvearr, Le corps

N r  t s  . o  \"J( (f1rf2) r (corps qul subsl.ete ausel d,&ns le cas goneraL t)

dtuerej ca::s le pnragrapbe prdcdaedo (:e tnef,rrbn€ 5,ic
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s " l.-E*Mggfog-P*-E#sgkmw
p$ g{gilAl{rt S"S*.o.riI$Ig4gLEg

sott(x, & ) une ewfaee de Rlenarul non orlentsble et
(I, .A I gns surfaco de Kleln,

Sot t  f r (Y,  $ )  > (Xr€ ) .  un.norphlsre d.e *egrdn,  $1 r  est
l'ord.re total rle ranlficatlon d.o fn 11 est d.onnd Isr la fsregle

de Ilurwltz-Kerdr<jdrtd ( traj , p.l.6o) r

" 
= €ly + zg7y n 2 - n {e1x + 2S;X -

st Y est or iartable et sL f  bst un revEtenent de

on a ' *ly * t = 0e )onen 82y = 8y est le genre d,o

prdcdd,ente condult h, ;

( 1 }  g y  = € * - L  c

2 )

degrd n * Zs

Yo I$ formrle

une. {ea3*td adih nentlonnde
'  -..-t*-_

I

l"e su,lte f I

de degrr{ z,

*ir ut. .,,
{ }*' s*l

le dlvl.seur

du p*ragraphe 3,

s

t

I 
Dan

lorX.entablelsott 
C =

fl{eu} =

c3
-(t
o.tl

. tPl

lal 4 ** ee* r.e
.-, f .-Lr n ,;i u#it:.*,t *  

L t  
\ \ 4 '  

)

b :.a sgn

t r r -B  )

t d a-zL

-+ (Xt
,

etant un atlas

un dlv5.Eeur glur
r A r . r \ ,

su Pt;- f En

) r  6 u r

- Qlo
D e*22

. r ' : .
f! 41,"?A .l gl

4 ) sera l"e rev8te-qi€nt

gP*A.**g&g.

X!  0n  a :

sl  d

deerd

-/--I ,
; ev{ d,enment, Ie

F h t=  2 d l  n  I
t v v l

. b - i

f-1( aQr ae{r*rtt

queL que solt k 3i

Y, par I'dgaLitdI

q.dar X ol,a
.o€  sn i  tnp  Gr- l(e) =sit F#

(z) d [  ** ,(X) j

i l

I
I



$ott ( &(x), *s )t ) re corps des fanctlons d.o type ndro-

. norphe , o<irint d,ans le paragraphe prdcdder:,t.

$s$t g = 81 + €2 e l4Ltxl o 81 e{tant l*, eonaposante (l-ocale ) ,'

ndronorphe du gn $t Po € X et sl, ( Lf r Y ) est'uae carte autous

d ' e p 0 r Y ( p ) * B s Y ( l o ) = B Q 1 a 1 . o r s l P o 1 t f , P a 9 s e z v o 1 s 1 n d e

d.t On A

er(e) = (sroy-r) (s) = 
Edrr(z 

- ,o)tr st

oo

8a (P)  =  (sro  Y )  (z i  = ,
..: 

4l=ela

.* dtant rnaxirnal (tl-' ,€ i e 4. €t, i cao"e des rel-atlons de

cohdrence d.e la Adrrr:rt*on 2r' 5 4, on a t tro = trl G

0n note c€ nonbre par V (g; Po) et li e'appelle l.ford,re d,e g

sn Po* 8r'5.demrent., V(g; Po) est tuddpendant de (t/,v ),

sn supposant I * 0e es adrinlt le d,ivl"seur (e) d.e gl pa;r !

(e)  =  Tfn) (g ;P)
- t t '- P e X  ,

S6 le n6nre fagon, st q: est une forne dtf,fdrenti.elle de typo

ndromorpher c,t) 
+ .0$ on ddglntt le di.viseur (ql I de c<) r F€rr:

( - )  E 
T ,v(at ;P)
P € . X

solt s(Y) 10 carps des fcncti.one rJ""norphes eu.r ra surfase
!Ln f) r
\ I r  v J  . l  *
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= dlvlseur entter]
)

, d = d i r l " e t r /
entier J

entler I

$ort ; t( Ct.) = 
| *. JY(txl

i ( r - 1 ( 0 ) )  = {  h € M ( r )
I tur
I tnr

a b ,  b
f-1( a\ e

b = a*vlseur

Alf gelrent le lle ne'ronorphe
!  -  . , ^ t

?t"  )  = f - r (  Ql  C r

QrQ" l

.et(t'lte, ))

={rl
= l*l

(q) )' =Ab,

t = forle

e r (

C = d,{vl seur

gnsiwlw-** r"s 0 -e"p*ces veetorlers r,(0) et i(t*l( 0 I I sont
canoniquement Xs ornorpbes e

G , .

Le.irqaqSrattog* I1 s f agit <ie L'lsomorphlsry naturel_G

Snduit par f ;.

h veirtfle facLlenent qus f* (g+h) = fo (€) + f#- (h) et

{rr-(s-x'*r}*={r# (e) f# (b) qu,ellos slre solent s et h dans Jy((x) .
i

$olt g e Ker f# r Parcg quo f, est surjectlve, g1 = Or Dteprbs
i

{a lronosltlon 2, b ar 11 en rd.suLte gue 82 = Oi d.onc I = 0 etr

flnalernent, Ker {*. = 
\O^Url

Sdrsontrons naintenant la surjgctivl,tei au norphlsrn f+ r

Donner une fonetl.on de type rndronorphe sur X, 6tegt donnsr un

Tesollvrenent ouvert lul d.e X pt d rtrne famLlle Ce fonctlons

l uti 
"n 

chagne gv est une fonatlon dg type mcjromorphe sur. le

sou.-q*v8?rdte Lr de X ei tel gue, $i T)4 r Qes&ri *, 4nlf" * +
slors, 1es restriciions de gur et aT4 i UanV, $on"b

eigatles.: qurl = qtra i(  |  _  J ntUnnVL ." I  ynOU, .

entler j

{-#

I

; . $
i $' 3

5

r &

i
. t

{
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En ut i l isant  cet te  observat lont

&.| tant maxirnal,  i1 contient un

disques para*dtr iques .(  
t /  ,  Y )

r'ecouvert par f et q (I,I ) =l

Pe t ,  ,  V (P)  =  z ,on  no te  F  =

cornplexe de zO

$o l t r  f f i s i n tenan t . s  h  €M(Y) '  So i t

connexe 'de  i ' ensemb le  f - l (  V  ) ,

on ddmontre la surject ivi t  d ae -fO

2 t

sous-atlas b forrne Par d'es

tel gue L/ est rdgulibrernent
. )

[ z  \  t r l  L " r  j  .  s i ,  p o u r
- 1  t

V-(Z) oir  Z est Le conjuguei '

une (aes deux ! ) composante

I

est un homdornor.phisrne dianalltyqu€

( t  o  $e l
- L

" f ,

on 1ra plue haut

type rndromorphe

v

"t
!
I

?
I
I
I

: t
: I
t

, {

,t
!
I

I

t f r :  =  f l  f f , t - "  
L r

on ddfl  ni t  la fonc t ion { *,  ,
dr"

Eviclerrun€nt, q

trrarambtre 1ocal

6H(P).. (h " t; ) (e; r (h " i* )(F)

est une fonctlon d.€ type mdronorphe sur{.f ' I€
'  

. - l  t  -  I

lnduit dans i, par Y est VA s V' fX .

(,ex) (r, o Vjl e'l

Donc, 1& eotrtposante ndromorphe d.e. g est h

re famil le 
(ntJ7

\8tjp,,q).€ 
ttt une fanille. conne

ntentionndi donc, e11e ddfini t  une fonct ioa de

sur  X"

A cause de (xx i  on a:

t
T
#

I

!  -  J r l  -
l + ?

l -  \  -  l u  . - 1
\ 5 1 /  ;  \ . r t  . L j v -

I L  I J



, -  
- 8 1  -

Donc & est une fonction surjective.
a

En conseiqrrence ,  t# est  un isomorphisme.

i. t

. l

Soit  6 e J((X),  Si  $eY, on vdr i f  ie  faci lenent que

, ( s ;  f (F ) )  =V( f i ' ( s ) ;  F )

Oonc, la restr ict ion d.e f# b l tespace I,(Q) est un lsonor-

.  ph isme de cec l  sur  i ( t - r  tA) )  ,

$e"q-e$etle : Si r CAI es t la dimension de e'espace L(q)

alors, on a:

- *  / l i i n  
' ' f , ( n \  

? \ \3) rL'.J = cirn L(G)= d,i in i(t-r l(*, j .

Snd"ering-ja ,.Les o*e spac es vectorie 1s f) (A) et -(} (r-r (A )) i
' i' sont canoniquement isomorphes. ' \ 
;
i

La ddmonstrat ion de ce thdordme est tout- i- faj t  ar,a.1o{ue 5 :a 
' :

pr d,edaente "
-  gong r  s l  I  f f , * l  est  l i  d imenslon de l 'espace - fL(  G),  on a l

t -

i G) LLQLJ = dln S- (a)= dim s2 (r-](cu)
I
I
lon peut rraintenant inoncer 1e thdordme de Riemann-Roch.I 

gh-deri{,eJ (Riemann-no"nl ,

Si X est une surface de Riernann ron orlentable compactg de

genre g

dlyoension

et si Q est un d,iviseur de aeerd d LAJ alors, la

'  
[A  ]  

de  i ,espace r ( * )  €s t :

" . :  
r -
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: .

r  4 1r L.-.J= zdLc-f 1 [a] s + z

P*q.$.engtfa&*o.e: Sur la surface d,e Rienraln (orientabLe)

(y, n ) , on apFliQue 1e tndordne cte Rj ertann-Roch (ntl ;e"ze+)\
1 1

aux d iv iseurs-# et  f -^  (A)  e t  aux espaces
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