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INTRODUCTION

Ls but principal de ce traveil est d'indiquer ggg_ﬁgégggg'
ggigxgg;g des fonctions et des formes differentielles sur les
“gurfaces de Riemann non orientables. . ,
fExeeptant le thaoreme de Riemann»Rooh sur les surfaces de Riemann.
non orientables compactes, presente dans le darnier paragraph@,
toutes les autres questlons font partie de la these de l'auteur,
soutenue le 17 Janvier, 1981, & Bucarest. \

A la différence du cas classique des surfaces de Rieménn_
crientables, qui a formé 1l'objet d'une vaste literature et slest
cristal;isn par 1'osuvre de HeWeyl comme un premier exemple de
variéte dotae avec une structure analytique complexe, le cas des
surfeces non orientables a etd dtudie beaucoup moins.

Mentionné par Felix Klein, 11 a été rigcureusement défini par

0, Teichmiiller ( [197 , p.?) et consideréd par D.Spencer et M.

" Schiffer ( [14] )e Une pramie”e monographie concernant ce cas

est publiee par NoL.Alling et N.Greenleaf ( £3] ) qui introduisent
les termes "carte dldnalytique" "atlas dianalytique" et ls concept
de surfacse de Kl in, Petit & petit ce domaine est devenu de nouve&u
ac¢tuels On doit remarquer que SeStollow, le parent du concept de
surface de Riemann de recouvrement, a consacrd au cas non oriénta-
ble l'un de ses dernlers itravaux, soulignant 1l'importance de la
considération dans uns théaria'globalé des deux cas : orien}ablé

et nonorientable. ' o
Les éuestions prdss téas dans ce tra%ail s'encadrent dans cette

Py

directione
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N,L.Alling-et N.Greenleaf définissent.dans la moﬁographia
oitde les notions de fonction méromorphe ét diffg%entialle. mero=-
morphe sur les surfaces de Klein. A ces notions on peut faire
les obaections suivantes:

- les fonctions meromorphes ne sont plus de fonctions dans lse
sens usuel du mot, mais des classes d'equivalence de familles de
fonctions attachées sux atlas dianalyfiqueso. G

- les fonotions constantes sont des fonctions méromorphes sl et_ i
seulement si les constantes sont réglles.

@ les formas différentiellas maromorphes ne sont plus de formes
dans le sens accepte dans la gecmetrie diiferentialle  (c? @5t=ae
-dire d'applicationa definies sur la’ aurfé:s:et ayant les valeurs
dans les espaces cotangent complexiﬁiés), maiu, pareils aux
fonct¢ons, elles sont des classes d é ulvalence de . familles de.
fonctions, verifiant guelleques relgt ns de cbhérence, attachédss
aux etlas dlanalytiques. '

- les dill@f@ﬁbi@llbs marcmorphea ne sont pas integrables sur les

courbes de- 1a surface; 1'integrale curviligre d'une telle forme
peut étr@mégfiﬁié éiwét seulement sl la surface est orientable,
Ayant en vue ces choses, il parait qus dans le cas mon
ori@ntabla .le concept de gggmwggyhe nfest plus un concept naturel
(au moins du point de vus de la thecrie des fonotions analytiques).
‘ Dans ce travail on indique des fonctions et des formes
differentielles qul ont un comportement naturel et gul imitent
trés_bien les fonctions et lss formes méromorphes du cas crientable
Dans le premier  paragraphe sont préssntées les qpeﬂtions fondgmen~-

tales necsssairss dans le travell,
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Ensﬁite, dans le deuxidme paragraphe} on classifie d’abord les
éurfaces de Riemann ponorientables en trois catégoriés—elliptiques,
paraboliques et hyperboliqués - d'aprés ledrs revétemeﬁts universels
et; aprés ¢a, on étuile en detall les surfaces ellibtiques et
paraboliques, donnant gussi un thé or éme qui caracté:ise les tores
.,susceptibles d'étre de revétemanté dianalj%iques & deux feuilles
‘pour de bouteilles de Klein, Eigk)
Dans le troisidéme paragraphe on introduit et etudie le concept
de fonction de type,méromorpha sur les surfaces de Riemann non
oriantables, Dans l'ensemble de ces fonctions, on introduit une.
struofure naturelles de cbrps, corps qul contient un sous corps
isomorphe au corps des nombres complexes et qu;,eui aussi, 08t
isomoxphe asu corps“de fongtions méromurphes sur le revétement doubls
orien$a51§ de la surface en etude, Ce sont deux faits pour_lesquel
le concept introduit est naturel, |
Dans le Quatriéme paragraphe, on introduit la_éoncept de forme
différentie;lé de type méromorphe et on definit 1l'intdgrale des
formes differentielles de classe C° sur les courbes difféientiablﬂ
par ﬁorceaux. |
Une nouvelle définition pour les fonctions de type méromorphe est
donnde et on ¢tablit l'equivalence des deux definitions. Ensuits,
1'ensamble des formes de typé méromorphe est organlise comme espace
vectoriel sur le corps des fonctions de type méromorphe; cet
espabe 8 la dimension 1, $
Ensuite on definit 1l'ordre 4'une diffdrentielle de type mé%omorpha
dans ﬁn point, on etablit une formule de type Cguchy pour 1la
caleul des résidus (Rez(cw :1P) = g_i"« b-l) et, finalement, on

- 4 b = - " s 3
donne Je theoreme globale de Cauchy Ges residus, et cos conséguesses

o /. \
Dans le dernier paragraphe, on donne lse theoréms de Riemenn-
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Roch pour les surfaces,dé‘Riemann non 6rientables compaofes.

=18 prof.Cabiria Andrelan Cazacu, mon maitre de dootorat,
m's introduit dans ce domaine d'activite et a surveillé jusqu'a
present toute mon activite de recherche. Je luil pfésents,'h cette
occasion, mes remerciements les plus profondse. '
Les professeurs N.Boboc, K.Telemen (de l'Universite de Bucarest) et
Pecaraman (de l'Universite 1 Al1,loan-Cuza" Iassy) ont eu 1tamabilite
de lire ce travail, ils ont falt les corrections nécessaires et
n ‘ont donna des saggestions tres importantes conoernant le contenu
et le mode de presentation. '

Je ramsrcie vivement tous ceux qui M‘ont con°eille et gui ont 8té

Bucarest, 17 Mars, 1981 A
Ilie Bérzid
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1o SURPACES DE RIEMANN, SURFACES :DE KLEIN

'1.1. Soit X une surface, Une Carte_sur X est un triplet
LIRS N ) OB s coutent de Xy V = ouvert du plan complexe
€ et Y :U —>7V agt un homeomorphisne, . '

81 'PeU et 81 \6(1?),_': Zy on va dire que (U ., \¢ ¢+ V' ) est une -

cartie aﬁfouﬁ de P; z est nomme parametre local ou 'coordo'nne'e
diccale autour de P, g : .
ST AW R est une - carte telle que V '=3 z'¢ @}
“z - zo‘ 4 r } ' s alors elle est nommee di-sque pargme/trique,
—4 i

centrd dans 2y = e (Zo)

@ ! :
L C .. ' Sy '
. dele Une fafﬁilie.ar% = )szi; \'\pip vi}%iei de :zrtee
sur X est nomse atlas sur X s8i X = c'::“xjtf" o
Déu;: cartes (U, i 73, (U, “CosV,) sont appellées
enaly tiguement coherentes si: a) TF, NU, = ¢ ou bien ,
: -4 s . . ;
- ; n T —s Y 16
Blis, ahio g at\elokeg .\€2(J.10U2) €, (U,aU,)
est anslytique, 6 5 g
Deux cartes '(,Ul’\el’ Vi), (UZ,\GQ,Vz) sont appelldes
dianaiyjtiquement cohérentes si: @) 'Ulr')U2 = gb ou bien
’ -4
P P N Yo 9 4
est anaiytique ou antianalytique sur chaque composante connexe
L'atlas & s'appelle atlas analytique (respectivement dianaly-
ti ue) si chaque paire de cartes de S est forme’e par des cartes

= 1, / . L‘
analytiguenent €res~9gctivemn’c dianalytiquement Sonerantes
. it

([51 » PAgE 5 )e
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Donc, conformement & cette defini‘tion, un atlas analytique est un
cas particulier d'atlas dlanaly‘tique. Pour marquer ce fan.t un
atlas da Dmlgtiaue gqui n'est pas analityque sera nomne atlas
dianalytique-effectif, '

ﬂ un atlas dianaly‘tique sur Xo Ia pdil'e (X, J% )

sera nommee wz'evum.etc* (ou vremm;t‘ace) de Riemann a deux dimensions.

Une partie L, de R . est nonmde’ sousatlas si a‘Z,, ast
encore un atlas sur X o
La prévaridtd de Riemarn (X, A ) s pelle orientable s'il

exlste uQ,i' vn gougatlas_analytigue de .R ol S:‘;.non,‘_(X, R )

8 appe.!.le prevar"ete nen orientablee .
145, ‘Boit ﬂl s A 5 des atlas sur £, On va dire que an
est analytioc e«kenet gquivalent & J-l,z et on va noter oQ :9:

iat
si 1L) ‘9:2‘ .est an«xljtn.aue, Evidemment, dans ce cas "Ql etﬁz

sont d'atlas analytiquese

%’
£
=t

logiquement, deux atlas A, et fL, sont nomzds dianalye
tigquement e uivalent.; et on note A ’Vd f% il UaQ’ est atlas
dianalytique@ﬁi Ri\’aﬁz 1l rosultsﬂ, dﬂ
Les relations NNa et ~d son’a des relations d'e’quivalence dans
I'enéemble des atlas sur X o
51 A est un atlas analytique (respedianalytique),

on note ﬁca 1s classe d'eéquivalence de R par rapﬁort B AL

xijg | B R

De mime fagen, ﬁcd %B]@Nﬂ(ﬁi est 1a classe d'equi-

~

, , b ‘
valence par rapport & NJd  de Fox

. Na.
RSB

oy g Q o
atlas abaiy viGuS, I existe toutes
/\a
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ey : i . A . : i
ras de sens, Dang Ce cas on va considérer S = qﬁ « Donc, dans
toutes les deux situations, .;iq @ | :
lede Soit SL un atlag dianalytique sur X et soit
J%d-z ﬂg@fk‘: e X est atlas diamalytigue m2ximel sur. X,
'dian&lytiqnempﬁt equiV¢lent a f%, pluq a&aotement J% r\/d_f%f et
pourcaqveaQeaQ: onaoQCR .
é%_ est l'unique atlas dianalytique maximal éui contient
llatles S . X wisy |
La¢in¢tiung Ia prévaridsd de Riema A X Y s'appelle
g&;i@ggmgg Klein si A est un atlas dianal;tiéua maxioal sur X,
1s5% Soit \f% ‘un atlas &nalyt‘que sur X et soit
_;k:§¥J2'°A ‘é%? est un atlas analytique maximal qui
contient l'atlasg J% e De méms, J%: est 1'unique atlas analytique
qui ccntient llatlas & .
Définition. Ia preveridid de Riemann (X, /£ ) 5'appelle
mgggggp de Rierann si o est un atlas analytique maximal gur X
| 1.6. D4finition, (Teichmﬁller), La'pfévariété de Riemann

» ) stappells gurface de Riemonn non orientable si fL est

un atlas dianalytique

% - En conformits avec cantm terminologie, les surfaces de

gifectif et maximal sur X,
ﬁiemann (la déi¢n¢tion du 1.5) doivent evidemment &tre nommées
suriaues de Riemaprn orientables; tout ds néme, on va utiliser
 généralement le nom classique de surface de Riemann,

1.6.7SE1T (U \¢, V) une carte sur X. On note par TV

o Z -est le conguqae du Zs et

—

e @8N tAee kP p) i \@(r)

o
s 7 @

= Es — r ST . - g s
%? 5 V. est; évidemment un haneomor pnisme et,

28t une carte sur X,
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Ny MU éarte conjuguee ST k0
V)s Ces deux cartes sont, evidenment, dianalytiquement cohe’rentes.
S.’e.ﬁ;mtl&tlm {( Un.’ \Qi, V)% 1e1 0 note par \@:’ :
1"313.1&3& %.( U:i.’ \e 5 Vi)g 1 e1° Lvidemment, J% ~L R mais
A - |
| 1.7. Soit (X ,-J& ) une pr‘eva* ieté orientable e*: sunposons
gue JQ; est atlas analytiques Dans ce Cas, evidemment, & est
aussi un atlas analytiqnee En pﬁrtﬁ,uulier, si. \}% est tn at_la:_s
maximal, \ﬁ: est aunssi on atlas maximale Done (X, 2 ) et (A )
sont des sx;:.:{:'faces de Riemaim; Les deux surfaces de Riemann (}x ,,%),
(%, ﬁ\ sont les deyx orientations possibles de la surface. Xe.
La surface de ! niemann (X, & ) (ou bien (X, R )) sera nommce 1a

surface de Riemann sous owacente, de la surface de Kle"n (X, ,Pc
Evidemment AUQ < ﬁl SRR

~S
-

1,8+ Soit les suriaces £, & et 3or Fir-ox .une fonction
contlnuea Cette fonction s'eppelle progect:,on de recouvrement ou
revitemeut si que qup soit le point x € X, i1 existe U,
voisinaze ouvert de = tel que 'P UL ) eat une re’uﬁion

et f” & ""’>Ux

es‘b hor ﬂecmarphlsvae. On it que Uxest regulierement recouvra

N

isicinte
disjointe d'ens sembles ouverts 7(

DAY Pe

1.9 L'application continue D 3 X —>% g'appelle

£ibra tnq;g si pour n'importe guelles fomtiohs ccn.tinues

~S
5 d N e
. ¥ /7 !
) o 2o ™ R 1 e 7] ©
(¥ étent un espace topologi ique) llf\ F_-~ p
: 4 :
L4
s i 8 Nty P {on @ -/T"\ = F\I"" *‘J‘L”.C-V //
UGLLGG YUTS Y ¥ S»/F\g /7 T NIE AN A i
, g ~ \("1914} b S
31 exigte F' ¢ Yxio,l{ —>4%

......

e RN R N TR
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continue telle que F = poP' et F‘(y,o) = Bly) ¥ ge s
l.l0, Ia fibration p : ——-—-—%’X s appelle fibration

avec relevement unique des cnamins si ponr chiague chenmins

~ ~v

C{)l,Q) 5 - —-—-*’X, C()‘l(0> == C()z(()) et paa)l = Pc:(()z' on a

CB 3. = ONt)éo
Dans.le cas des surfaces, & lisu le theorere suivants
ﬂéﬂgé&g p: X——>X ost une I o,]ectlcn de reeouvromunt
sl et uni

quex-;ent si elle est uns fibration avec relevement unlqua

¥

Les fibrations avec reldévement unique des chemixi:slson‘h
caracteris "es. parl le falt qu'il n'existe pas dé»;fibres 'con‘i:enant |
de chenins non counstants, | '

lelle S1 Z, € X, on note Tr(X, xo) le grbuiae fondamental

de X en X e 8icd 10,1] —> X est un chenin tel que _a)(o) .
= (1) = Xgys 0N note [w] 1a classe d'homotopie de w o
8. D% X —x est. une prode wion. de reoou;\rrement et si

5:' gl "l(

), on nove p, l'homomorphisme naturel 13#-: W(E,'ﬁf,)—-
_.._._,W(M, xo) de';i':"-..ni par _p#([_*]) = [P"b&]

On sait que P, €8t un homomorphisme injectir. En particulier
TT(ZE, §o> est isomorphe a f#:ﬂ—(t, i’c),

l.12, Soit la surface X, p s A et seoit H un soﬁs—-
~groupe de W(X, Xo)-‘ Dans ce cas, il éxiste une surface X et
une projection de revétement p : X —>X telle qae;b#ﬂ—(f\f,io)
(p('z‘éc) = X ). En particulier, si H est legroupe nul, on note par 3
o ’

la swrface correspondante, X est nommde ia surface universelle

de recouvre:ment de X.



R o

Avae ces notations, quelle que so*t la mwojection de recouvrement
p : X — =X, il existe une projection de recouvrement f : § —X

A 3
telle gque -p. = pe L£: ol A t X3 X =X

T

ast le wevetement universel de X

- : 5 : a & I\‘! . i
lel3. Soitpure projection de recouvrement, G(X | X) =
g ~r A
= {f i 3L £ home Omorn’uwmg pef = f’ }
7 G
les éléﬂsems de G{A;}x) sont nomnss des tran-s:cormations de

revétement de pe 51 deux éléments de G{(X, X) ont la méme valeur

dans un point X € X, elles sont identiques. Donc, la correspondance

P

' ; ; o : ' e T ,
f —> f(':'z.'.o} est une injection entre 3(! AMel pt (p(xo))‘,
"lr)e“:fmmf% Gw,‘.) est Wmmc-*nhe au groupe Tondamental de X

W TG B TS

4
S a] el 4
ToPTLEeCED

§
.
]
]

l

. - A By
es Yevetements, enoncees plus haut, le

a
lecteur peut consulter [219] , le chapitre.

1.4 Soit X, X . des surfaces, p : £-——>X un revetement

S
et Sy un atlas dianalyt mu,e sur X.. 81 X € X et g1 Ux est un

/ 7

voisinage ouvert de x régulierement mco&veri’ par p, evidemment,
chaque autre voisinage ouvert W, de  x, \X/,,CQ U, , est encore
réguliérement recouvert par pe En vtilisans cette ehservation,
on va indiquer sur X un atlas dianalytique A tel que A~ ﬂ-’i
et K est formdé par des disques pararétriques (U, @ , V) ou

chaque UJ est regulierement recouvert par pe.



Soit P e X et ( U, 8,V ) uns carte de "QU autour
de P'o. |

o / : & . 2 4 L Vi
Soit U’ un voisinage ouvert de Po, :régulierement recouvre par pe

Done W =UNU" g3t un voisinge ouvert de P,y reoulidrement
3 rgcouvré par pe 51 \0(2) = gz ( \-Q(E } o 2456 V) .est paramé'tm
- local autour de P, 1l existe Vp > 0 tel gue 'V { z € Gll

| 2 = 2y <1 Zscv{\\ewn =W V
Soit UP ‘e'i(Vp Jo Eviiemment, ( Up s %'U " VP ) est un
di qwe JLJaw'age“t»':i,que centre dans le point PO, Up est régulicrenent

recouvre rar p et

e e (AL

Nous faisons la construction wéce’de‘ "cé pour ch;:q,‘e point Pe X
et on obtient 1l'atlas A - %( L 5 %}U = -, VF ) o
qui est, & cause de (#) y dianalytiquement equivalelm a J?;le

: En particulier, si ﬁ;l est un atlas analytique elors J’"\t est
un a"clas aralytiqué.

_____ 1.15. Concidérons mainterant l'atlas L = %(Ui’ \ei.\/ }
cu chcaque UL est Legmllevement recouvre rar p. (En particulier,
les cartes (Ul, 4 13 N ) neuvent etre Supposees - des disques
pavame frlques; * _ _

Soit Pe%, P= p(B), (U,¥€,V )6'0‘% in.zle‘cart'e ;
~autour de P, Soit O un sous ensemble ouvert du p"l( Ry omd
" contient le polnt P et ’f’..'.{l)'t——-«—-——-—é (@ est un honebmorphisme
" Soit Y =We ﬂ«, . U—-—-—-—-—-—"? V= '\ (p( U)) Evid emtuent
SN IS est une carte sur X autour 'de B, Soit
A= {0 .v, 0], |

~a2

e 4 *
N : o~
On va démontrer que S est un

tlas dlanalytique sur X et; donc,

(X Q) est unhe pre evaridte de R*iemamo



(Soit,,aprés cela, B 1'atlas dianalytique maximal qui contient

r~a n

R pam; R ) est une surfaCe de KleinAet on va nommer Brotia

~ structure. soulevee sur % par p"1)e
Soit (Uly qjls Vl)o (sz LV29 Vz)eﬁa&lv nU’J Qb

x cartes sont dianalytiquement cohdrentes -, Supposons donc

les den

6 1052 fé Qé © (Figol).

il
Finela

© Rour k= 1,2, deit p£=p!~& U;g >U&, % L@é ﬂ.%—-—-—?v&,

i~

Soit' U uce composante connexe de ()' ﬂ()é et soit
U= p(U.) ( = pl(tf) = pg(lJ ) Qﬂ«ﬁf\t72)a~(J'est une composante

conaexe de U ;0 U . \}’& (TU) = (‘@"fé}(f}) = ‘Q&( U)




ey

@, (T)
: " : - -1 < syt L et
F"—--(kef o f/f},) o <f)/;a° & ) ‘(’Q<U) \{”Mg[% f/ﬁa) /‘ee(U)
e ke?[\e%crf)

Mais, \ea,_ 'o\e;i\%w); Keﬁe,‘(-U ) “"""'kea_( U ) | est conibrrne ou
anticonforre,. - § |
~Donc, %_ i ~ est conforme ou anticonforze sur chaque
co“‘puuante cor.;nexe du Q«’e \U OUz,, rar consequant, iss deux
cartes \U 1 ¥ 1 BV4 l)“ (‘L/z, \}/2, 2; sont diaralytiquenent
‘cohérentes,

1.16. Soit (Y, B3 ), (X, & ) des surfaces de Klein,

~Ltapplication ggmggmggg f ¢+ Y -—>X s'appelle morphisme de surfaces

i ; . ‘o . . * E
de Klein {(ou bien rovéterent riemanncgn) si gquelque soit P & Y,



G, v ) une carte autour de D7 et iU 4, V) une carte
autour de P, l'application P P=\e oo \V—L est une application |
-diznalytique olegteti-dire elle est analytigue ou antlanalytique
sur chaque composante connexe de son ensenble de définition.

(En particulier, si 1'ensemble de aéfinit'iqn de P est connexe,

by dei‘b‘:étre analytiqi.::e ou antianalytiq'uej.

"Ohservation. la fonction precédente . E doit @tre entendue

en effet la fonction guivante:

F,___\e. o

UL

o P

Oia g e

Qurn (W)

Soutefois, On va accepter la premiere forme pour 1'€criture de b

Ll SU Lk, Yy et (Y, 93 ) sont des surfaces de Klein et
si £ :Y —>X est un morphisme, on va notter ce fait ypar |
L, PR '

Soit, dans ce contexte, Pg"e N ( g% Wal V*) une carte
autour de B telle que Y (.P';)-:: Oy '(U , ¢ , V) vne carte
sutour de P = f( }P':) telle que \e(po) = 0et P =Wo .S: oky"“ .
Evidemment, P 0) = O, Douc, autour de O,.I" a un developpement

en série de Taylor: F(%) = f a, ti‘ ou bien F(t) = Zmi &, ‘Efn

ok Y (P® = t est le par:f:;‘tre local dans U* et -{; est le

éong ugue du nombre conplexe t. On note \) (P P ) :-im‘ine ’\s(

l a, £ O} dans chaque cag. en supposant que £ n'est pas constante
Le nombre Y (f; P* est nommé, dans ce cas; l'ordre de I dans

le p:}i*’z P:: . Evidemment, Y (f; 2") depend seulement de fo

= A :?f}) S ;,* s'appelle point de ramification d'ordre o

o
o TC &
L S\ } = 1 dg £, L'ensemble des peints de ramlification da f

V- R
A SIS SIS

e AT AT R
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est formd par des points isolése S1 V (£; P:T)

* v 3 ' \
un voisinage U, de P;* tel que la restriction de T & U, ¥ est

=1, 11 existe

un homeéomorphisme. | :

— 1,18a Deux surfaces de Klein (X, £ ) et (Y, B ) sont
dites isomorphes ou ¢iaralytiguement équivalentes s'il existe un
homeo ornndsme ? ¢ F—aX tel gue I est un morphisieo Dans ce
cas, £°% est aussi un maﬁphismé. :

1,19, Un exen n¢e de aorp 1sme de surfaces de Klein,
Soit p : X ——X un reve eneat, £ un atlas d*ana1vt1que sur X
ét A 1'atlas cor1espondant a & , déerit a 1,15,
Sott PEX, P=oplB, (U7,%, ) uge carte Ao butin’ da B0
un voisinage ouvert de ?5’ tel que Fl~».tf—-*~[/’ est un homdo-
‘morphisme et U est regulierement vecouvre Lar Ppe

s (Gaerflg s ek e s e
= ' : 1

s /P° 73/"’ 2 ‘ei =5 "-\ezi = repbe’senﬁeation diénaly‘biquee Doné
(a,d% J—>X, R ) est un morphisze de suriaces de Kleiﬁ.
‘Observation. Dans cet exemple les atlag JZ et ii ntont pas
ete des atlas maximals. Mais cela n'affecte pas l'affirmation
concernant pe ‘
s 20, Deuxieme exemple de marphzs¢e de surfaces de KTe:me
S0it p X-——»X le revetement universel de X, Soit J?& un atlas
dianalytique sur X et fi l'atlas correspondant a R » Comue
dang lelbe
A

el - .
On sait que X est sipplement connexe et que sur X il

cxiate une seule struciure dianalyti que, abstraction faite d'une .

o

V4 = . - - da
equivalence dianalybtiques



. 'A B
seit: £ (X | xy.

On vérifie facilement
que £ (X, f{ -—?( A )
est un isomorphisme de
surfaces de Kleine

(Voir la figure )

~

iy ' 2 / ~ >
le2ls Dans le contexte precédente,_(x,af% ; est. isomorphe

N

o
foda
2
]

& 2 N e AP ) ; S » a » : -~y
go0it 8 18 sygér& de Rismann €, soit au plan complexe € on
i : . S
au deni-plan supérieur Hy « Dans chague cas on cocnsldere A
M . : b
identique avec le type conforme standard mentionne.

I SN A A
Si (X, A ) est 1a sphdre de Riemann € et s1 feG(X}X)

2 f'or PR aY Pt X .
alors f a la forme: £(z) = %%ﬁﬁ on f(z) %g%% ou a,b,c,d € €

2d « be # O

~ ‘\ - . ; : ; :
si (X, A2 ) est le plan-nomplexe € alors f{z) = az+b ou

e e s e o e SO T

f(z) = aZ + b otb9a 4b €8 e A 10,

az + b’
cz + d

51 (X a%,) est le demi~plan superieur i, alors Z£(z) =
ad -~ be & O, '
$4 f) est un atlas analytique sur X,alors chaque f & G(X} X)

est une fonction . analytiques

¢

s et
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2. SURFACES DE RIEMANN NON ORIENTABLES
ELLIPTIQUES ET PARABOLIQUES

2.1, Dans le cas des surfaces de Riemaﬁn-(origntables), les
 surfaces simpiement connexes sont classifides en;tgois categories
¢ 15 ,-ps225): _ _
- elliﬁtiques, si elles sont conformément équivalentes & la sphere
de Riemann’ C siCweshs 4o
- paraboliques, si elles sont conformeément equivalentes au plan
complexe C,
- hyperboliéues, si elles sont conformément gquivalentes au
'demi—plan‘supérieur H, (ou bien, au diéque unite).
Ayant en vue cette classification, dans tout cp..qui spiky
les surfaces de Riemann non orientables seraient nommees eliiptiques,
parabeligues ou hyperboliques,si leurs surfaces universelles de
recouvrement sont, respectlvement, ellzpthues, parabollques ou
hyperbollques..fqg
.En respectant cette nomenclature dans ce paragraphe nous
allons ‘indiquer les surfaces de Riemann non orientables elliptiques
et paraboliques en determlnant 1es .groupes discontinus de
: repr_easenta’uonsconformesouant conformes sans points flxes de la
~sphere de Riemann ou du plan complexe, étant connu le fait que
chaque surface est isomorphe a la factorisa{ion de sa surface

- universelle de recouvrement par rapport a la relatiom d'eéquivalence

donnée par son groupe des transformations de recouvrement,



2420 ?héotéme Lo ”Haque suriace de Riemann non orien%ablé
ellivtigue est isomorphe au plan pfcjectif reel P

Démons traticn, Parce qu'on veab identif;er-les.surfaces.
elliptiques non owieniables, n determine les - sous-zroupesd Qﬁ? de

'é(é) = SLZ 2%.. *‘453 a,b,c,d € Qi 2al = e lfu

-L)‘ iz:-~—a

el
a,b,cd €-C } “tel que les eleuents
bo = 1

de Qﬂ% if:'?ents dtidentite, n'ont pas de polnts £z ces et ﬁﬁg
contient éas éidients anticonformes, Il en resultera aussi gue Qﬂg
est diSCO&élQUs

303t
un point fixe

SUTAER wh et
1tidentite

augssi 1@. Done

Gl ) e - ~ 53
un =2lement anticoniorie de "é (@;. rarce que (’g est un zrouge

: RN -
Done , ponr determiner completement les sous-~groupes Qﬁz ’ :

2 4

7 i ' 2 b, 5 % 3
on doit trouver tous les elerxents anticonformes d'ordre 2 et sans

A

A
points fixes, f, de € (@),
| 5 S g e T fled e T e

A

1'équation f£(z) = z n'a pas de solutions dans €, un calcul

= 3

simple corduit a la eonclusion @ d = == et hyceRN {of £

.-

etiny s o ol e




T gm%«g ot al® + be = -1 et b,c € Ry

A

Chaque triplet (a,b,c) de nombres de type précédent determine-

un sous-zgroure °
Soit % :%1@; X e
(a,b,c)

. 5 g . ’ . . ] ’ ) : : %
Pour terminer la denonstration du the’m“e-“f‘e 1, on va montrer que

Qip
lel\wl
i 1
£
g
t{
e~/
@

N

b

| e gy

%(b,—-l,l) ip Sl 1g s =7 f :
A A '
oit C.€ ‘@ (€), ¢ (=)
-L

e (a b,c) %(”;o,ul L)y o
Parce que les g’"oAPGC‘ %(a,n, +) et '%(o,«-l,l) mdugur

-
L b
dans ‘é \033 i€3 surfaces de Rierann (non orie.zzt‘aoles) (D/‘J(S(a e

/ - -
et dj/%/ sont j.somorpheso Mais, sur la svhére de
L0 =l 2 ) *

A .
Riemnar «-1 C, les¥points 'z et %— sont

1t

ez - @, On vérifie facilement que

f)a

andtralezent opposds et

donc ‘ﬁ/g%\o i est exactecent le plan projectif rdel P““°
]

\ V4 ¢
Le theoreéme est derontre,



es de surfaces ds Riemann(orienta-

w

2.%, Il existe trois clas

.
-

g 7 3 : i
bles) ayant la surface universelle de recouvrement parabolique:
: : . P e 3 .
- les suriaces conformement equivalentes au plan complexe ( = la

sphére°§e Rierann noimtée),

-~ les surfaces cqnfo;mément équivalentes au plan complexe pointé
( = la sphére de Riemann doublems snh pointéé))_' | |
- le tore,

Une surface orientable se trouve dans l'une de ces Qlésses
gelon . le groupe des transforzations de recouvrenent est le gfogpe
nnl, un groupe el C-f ue enge“v~e rar une .tr "sformat Danes s
£(z)
deux transformations f, et f,, fl(z) =Y G0y o, fz(q)"i z + €&y .,

%ﬁ. AL % e

Pour les suriaces de Rie::ann nonorientables on va
b

vl

N to e 1. = - > v ot . 4 -
+w w0 £ 0, et, respectivemest, un groupe engenire ar

Hi
[\

2
er

i
O
)

le tn eoréne suivant:

0

gﬁéggémgwg, Les surfaces dé Riemann nonorientable paraboli-
gues sont: - les surfaces isomorphes au plan p?ojeatif'réel pointéd
P\§i}
= - les surfaces \so“o”gueq aux bouteilles de Klein,
On va démontrer en detail ce theoreme. :
2edwks On.sait que le grouge'des 1 &Asfc«“ tions conforme
ou anticonformes du plan complexe € est 13(@) :.%z+-%9 az+b(
a,o€ €, a /£ OJUS s—saiin| an e, afof
Nous rappelons que le SGus—-gzﬁu‘Pe%Cg (C) s'avrelle discontinu

si pour ctasue z €C, 1l'ense.b h(z }\ ,Jé%ﬂgf n'a aucun point

£
£
i
£
£
3

e e

BRSSP

e

e e s o O R
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d;accumulatloa dans C,
On sait que les trois arffirmations suivantes sont equiva-
IEntes:. |
"a) 0}@ est discontinu B |
b) IE n'exigste dans Qﬁé aucuzne suite d'éléments deUK -
~-deux distinets, qui converge vers l'identite lgi
o) €

deux = distincts, qui converge dans ‘éf( 15

3 " 3 gy O ! -
'existe aans-Qﬁg,aucunesu:Le d'elenents 4 QX«a»

3
©

Dars la suite, on va déterminer les SoOUS=Zroupe s Qﬁg de {;(C},
S s : ‘ ISt R 2 . = SV, :
scogi;pus et forueés par d'elénents sans de points Tixes.

les surfaces pon orientables tvaraboli-

A N

Parce qu'on veut

ques, SUpposSoOns que Qﬁé contient au moins une transformation

anticonforme de €,

= - / . - s / M ”
(11) L'équation oL Z + /3 =1z ecrite avec les inconues x et v

A Lt \ \ S o 2. ‘
(z = x + iy) est equivalente & un systexze lineaire

a;x + byy = ¢y ’ , ~
; : ou le determinant. A = 81b,-a,b,
8% +.-b.ar C . ) P il
g% 2ad 2 -

R \ % i
est egal a 1 -J«J® , Si |X] £ 1, ce systéne a une solution et

i

donce T a point {ixe, Dcncldl:
Pour ar osu~¢ea S@lvosons dode

/

de:

75. =GaScf*Ez:_@; :
2

o

el (P



LB w+ B G » S e
Bl )= ----—@3~ + oD ST el TH T ol Z est point fixe

9 2 : : ,
s & s /’ 14 v .
pouy . Mais % ne contient pas d'elesents avec de points Iixes,

f osnics 2oawell eta) = ey v B Ela) SBLE A,
"(:z ; i
Sloi‘t h wif g, h(z).::,c(,l o % +o¢lﬂ2~+ﬂl s

Contorménent a la proposition 1, & 1 oe. o 1 donc 06'1' = 062
(parce que 1] = Izl = 1 ).

Coxollaire. Au %us-~groupe % rresp

nombrea

ol tel que tous ses ¢léments anticonformes ont la forme

5 g [} Loy g : 3
ig 7 ( cw etant non nul),

2n -
i‘-n(b) ::‘Z-«}-'n'(:()(/&—}-ﬁ Pt g ied e

X (z) = L Z + 0@ +/5 qug,Ime soit n€e 2,

ie
H

fz) =X E+ B ;0= &

0 <02 ,w =d&pB +/5 , Y =argw . Dans ces conditions,

on trouve facllement:

Cxenses o g e




- Bl

' i e - 6 " &
,Donc,]wl = 2 ,ucosz + v _sgin .etlez—é- 91 -1 cosz +

8
2
+ v 8ih sncest positif eu M .= 8 +T  siu cos & + v sinf est -
2 2 g 2 2.

: / o gy
necgatif,

pofR-
bt
o)
o)
&
o
1

I1 résulte aussi que é’__ =

P > St Lol 1
une relation qui sera utilisee dans ce qui: suit,

2 43ubs. Il egt utile, dans la suite, dans lfetude d'un

s o 2 ; : T ‘2.l g 2
doraire fondamental de % , la decomposition suivante (dans

‘é{d}), pas dans %E) de Fop o £y 0 i"zo '_“I:'3 ) f4» ox‘;
£y z) = g g1 : f?j,(z} = 7, 1“2(2) =z +/3,e"'i\e. ,fl(z);_:'le(z'},-
\e 6[':‘*,2.) étant l'ér'fu:_:ezzt de W , ' ~ | .

O T St ~{ (¥ [(5{) ne6 , u(z) = oL T + B‘} e
- godt 2 = int 4. Faree qr;e%gest disc@z':‘;inu., i1 existe fe% y
£(z) =T+ et |pl =z .
rartout dans ce navagraphe £ 2t B aurosnt les significations

<.

i . /
woa Sk 4= i r o AT S
eiites et serony iliiees,

g
©

gr\_m;;e% veut se trouver seulerent
dans l'une des deux situations suivantes: :
' O .
(Sl) % = %. L l ke Z} = \§§ = le groupe cyclique

= /
engendre par f ,

(32)%\\&; AP

On va etudier séparément les deux cas.

20305 vl 0am (S, )

Proposition 6. Un ensemble fondamental de % est le ruban
borné. éar les perpendiculaires dans 0et £  au segment . Oco

2

reuni a l'une de ces deux perpendiculaires. (Fig.l).



- 20 =

Démonstration. Soit Dy 1'ensemble mentiomné et soit D le

ruban born€ par la perpendiculaire dans O el <«J au segmeﬁt (Y73
reuni a 1l'une d'entre elles. Parce que fz(z)‘ =g Dy évidem-
ment chague point du plan € a un %G - dquivalent dans D. La perpen-
diculéire en %§~ au segment 5 engendre deux demi-rubans, un
démi»fub-an etant exactement Dla Soit D, le deuxieme .demi-ruban,
En utilisant la décomposition mentionnée au 2.3.3 et en suivant:
la figure 1, on veit que éhaque point intérieur de Dl a exactementti
un équivalent & 1'intérieur de D, ‘

Soit maintenant ze€ situé sur la perpendiculaire, dans O

au. segment 0X0 . Dans ce cas z = =i | i gike. Soit
z2¥=1(z) =Ll + B8 = 31|37 F Laad
%’(z + g% ) = %(-;‘2 ils] g T i |l e-i%)+ [5_— =

=y Yo e~1%¢ ¢
E (?2¢ke_o(/)+_/§_.

2
. m/ \ o o o 21‘? e K 1A
Mais, conformément & la proposition 5, ¢ = o/ et done, on a la
relation:
@) SRR .0k
2 2

Cette relation exprime -le fait que .les points 0,3,/ ,. z¥ sont

les sommets d'un parallélogramme, En outre, z ¥ se trouve sur la

perpendiculaire en Yo oan segment Ow Dl est donc un ensemble

2 .
fondamental pour Y6 . Un modéle topologique de la surface (Ij/%

est donc 51 ol les points z et =¥ plus haut mentionnds s'identifient,

Dans la surface C/4g , le segment 03 devient une courbe fermée

/ ’ s g
(o et p étant §ff-dquivalents); parce que £ et 2™ sont

S A—
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(conformement & (1)) des points symétriques’ par rapport au point
A, 11 résulte que 573 est une courbe unilatdre et, du poiht_

de vue- topologlque,a:/@@ est un ruban de Mobms,-.

On considére la succession suivante de représentations

ccnformes:,

——;5-3——>B ={ 2 I O¢Rez < }-—-—>H+ —“{’z, Im Z;Q}\{ZE R‘ OJZ._-

- g'i'? ?*(0;1) ={Z {Z'él}\{z; !z] =1, Imzz,_o} B

g:(z) = f;- : gz(z) =@XPRWiz) = exp(-2Ty) (cos 2 T x + i sin 2T x)
2) = T HeXPETs)ic el AR . :
gl(u, Foe avec S~ =3 ¢+ is (conformement au fait

mentionné dans la proposition 5). |

' Soit & = &1 0 & o & et soit 2 sur la perpendiculaire
en O au segment 0W , Nous suivons la manidre dans laguelle se
transforme z par les trois fepre’sentations;

121€ _ ¢+ 1lal

S, S ,Ziéc‘e p— 53(3) =i

zrE A= Fapoa g(s¥) - ~2.z2 %‘+1s—(*ilzb

lo
(g2° 63)(2) = e“ZV%w ; (gz o g3)(z*) = egp[~277'( St :Z’l )J

«(cos T W4 sine )
Done, (g, o &3)(2z) -« (g, o gs) (2*) = -exp(-2 7 s).

I1 résulte qu'uii mod &le conforme pour la surface (":/'6}‘@ peut étre



: +{ &l
( ( ' )( ) exp( 277' leol ) =d exP( Iz S)
Z = o] O q A o= mer e rinc 528

sk ' 81°82°% eXP( ZTF ",'5: ) + 1 exp(- ‘n's\

¥ - exp[—-z"ﬂ'(s,{; ,Q,,) =3 exP( )Ts)
) - . . l e —-g(Z) °
s exp[ ol (s E' ) & exp(—TTs) ,

o

Donc, g(z) et g(z* ) sont de points diamétralement &ppos€s dans
le d1sque fnrme ﬂd;l); Q/G}@ est donc D(O'ﬁ avec les points

diam;—.tralement GppGS@a identifies et avec les pou\ts -1l et 1l

elolgnes Matg, ceci est exactement le plan pro',ectlf réel P2

pointe_dans 1,00 5 <31 s4'1F 4 |

En conclusion, si %6 2l Te groupe éyclique engendrd par f,
ia surface C/8F est conforme’ment e’quivélente au plan projectiv
réel polm‘:e j?‘z\ilfw : »

;{2-3f6. Le_cas(8,).
. , o 1
Evidemment, l'ensemble (‘Z@‘\z_contient des elements conformes.

Soit "Zf@i le sous-groupe contenant tous les ¢léments conformes de W6 .

Parce que % est discontinu', %4 est engendre’ par deux

éléments.,

Soit 81 et & des générateurs du %ive'rjf:iant les conditiong-

suivantes: sl(z) =2+ Wy , g?(z) - .+ (',U?: o)

N2

| = anr§ (2] i (3) g €8, - glz) =z +¥ 8 £0]

le\ = ii‘lf{-i"o'\‘ ‘ (i) g 66‘54_ o ogle) . + y g?é &1 (1/‘)?26: Z}

NS CR———




LD

On note %i 3{515 gz} et par 5 le reseau: {nlwl i L
,nl,nzé Z} X ' : 18 :

. Proposition 7. Sit€) | et s'il se trouve sur l1a droite
(0,&) alors il existe q€ Z tel que ¥ = q@ ., (Donc et -

sont les points de modul minim de Y  situés sur la droite (o,c0 ) ).
i Démqnsprat,;gn, Setit . %" w uh tel point et soit h(z) = z T

Evidemment he®ff et Re % = 0, Done ¥ = raw. ow £ est un .

hombre reel, Si « est irrationnel, conf.orme'ment a un thédoreme

de Dirichlet, 1‘ensefﬁble A= { mY + nw \ m,n € Z} (qui est, |
e’viderﬁment, contenu dans la classe dens points % ue'quivalents

2 0) a un point d'accumulatioﬁ 2 la distance fi‘nie. Dans ce cas %
n'est pas discontinu. Donec, 22 doit &tre un nom‘bi.'*e vationnel, V

¢c'est-a-dire -C% = % .

Dans ce .cgs; le reseau A.engendre' par < et ¥ est reductible,

5 P1:9:€ &, ou bien p;@ - ,1'?5" = 0,
c'est-a-dire il existe & tel que A = $ k &3] K € z} . Bn
-particulier, il existe p,q € Z tel que &) = p&‘) y =gl ‘et
il existe myn € Z tel que (O =m@+ n Y .

Soit glz)=FF% T edolite ) Sg e f2bm ° hné-%',

Remplag¢ant eventuellement - f par f’l, on peut supposer les nombres
-precddents p et q ayant le méme signe; par exemple, on peut
Supposger i),q 7 L,

Soit R ogagr

B(2) = Az B, 44 = olF + S

%

@ , il résulte: & = @ ,

i

o »

Mais, parce que old=w et &
Donc (z) = L F + B -

Soit /58 = A & . Utilisant les notations de la proposition 5,



o Pl

AR £
5 )(COSZ +

11 resulte: /e w+ iv - %(u cos? + v sin

2

+§sin —g—-— ) ==u-==-%(u ccs% G sin% ) co;sgf-t-.

"'>+,i[v- (‘ucosg + v sin

(o R V)

' ' RO A it Lo
et gl [+ A e Rl s
1a minim&}ite’ de [/bl'donne 1tindgalitd:s

el = 18« L (4-$) 7 1A,

DOnc; p . 1 ety pax conse’quent', P = lo

11 resulte @ =w et, finalement, ¥ =99 -

Froposition 8, Avec les.natations,amté’rieures, le groure
% “est engendré par g, et £ ou bien par g et %, clesi-a=-dire:
86 = Qo5 £f w6 -fers £f -
( b\é'@ ‘est un groupe non commutatif & deux ge’ne’rateurs)a
Q&égééii@i@&n suppose tout d'abord que |wWi< [Wy|e Un
pe‘titi caleul donne: (2 °gy° :t""l)(z).. = 2 + 0l A
Parce que T o,.glof"le %1 , oLy est un point du re’seauz _
plus haut considére , '

le¢ @, | = 1wyl
(par hypothése)

Utilisent les définitions de coy et <« il résulte qu'il existe
seulement deux possibilites:

W iy ot (i1) ol ©Of = =

o R O

i AW R



=20 -

(1) L1 = Wy —=5 oy arg @y (mod 27) = argey, o
Donc, arg Wy (mod T ) = % argpl = arg ¢ (_mod M) (con:t‘orme’ment' |
4 la proposition 5)e Donc, les points 0y € édi sont sur la

; meme drorta et, de la proposition 7 5 1 résulte\ qu'il existe

qe-Z telquea),_o- Q& o

On B 2 lcdil m-lah\..w} Utilisant de nouveau la deTinition de W
il résulte que ol = 1404] 5 'donc qg =% l; par consoquenu
a),‘ = ot w, ¢ est-«-a-»dlre bl 2 ot "2 L

Soit maintenant he%‘@¢ Si he%i gl X existe m,h»:e Zz tel que
| hlz) =g 4 mcoi % ncoz e Donc h = fz‘moff‘ ou bien .

Fie {,..Zm 32 = Dan tous les d“ux cas, he {Qf; f‘f Sody

he %\% o Alors, hot€MfG 5 n o 2 = 25 5850
G g5 =32° a2 !Ye Done n = ggonLi‘"‘Lg%ﬂ ; f} -

Par cw_scquenu % < {g_;,\, i’} ¢! est-a—uire % § ;3:)7.

(11) 4D} = = ey arg'o = arg «y(mod 2) =T+ arg <y (mod 2m)

ars ol =7 +2 arg «, (mod 27 ), Donc, arg ¢ = ("ZI + argeo )
(mod I ), Cette dernidre dealitd exprime le fait que les vecteurs
0601 et O sont perpendiculsires, "

Soit ( A,) 1a mddiatrice ay seguent de droite 0d@;, (AZ) 1a

mediatrice du 0, ~@ st& D de domaine bornd par ces deux

droites, Soit T =D U (4y) U ( Ag)e (Fige2),

Parce. que széla)a- wi! s wab + co,#] il :m’sul‘ta que‘a) € Do

%
w o e ; i
La largeur du D dtant ;wi; » Parmi lcs points Wy + k @y
ke 7, :11.,:’_‘ s D peut sncore contenir auw plus @y 4+ 20, ou bien



o 06
On considere le systeéme d'axes orthogonalles X O Y tel que OX
est sur le vecteur 0W, o Donc - O0Y contient le vecleur OW .

Remplagant dventuellement £ par =1

s On peut sﬁppoéer w et W,
- situ;és de mime cOte de OXe ; '
Soit (A3) la mediatrice du OCOZ .k Aq) la medi&trm@ da O,-a)z
et B le domaine d'entre llew Soit E = BU (4 U (4y).
Utilisant le néme raivozmemnt que pouy caa’ ’ 41 reuul'te co,e Be
Parce que g o T, glotgo o35 2, 8 l, %6 |, 1a nininalite -

du || donne les indzalités
ple e, | peal, 1 p- @l | preds|
Doacs, B € g ass ¥ . 3 :
ol e, = Mo )
-Analogiquement |«LB]| = ]/5[ <\l /o +C<)Ll, |ol /3 '“)i\, Hﬂ H‘)d)\d/b ’?’l :
' A . Rles ¥ o
parce que g;lof 1 s 890 ot l, gzlo f"l, gzo ; i 1'663619
Done; u{/'??e'ﬁf\};‘e :
- Evigennment, DNE est un paralle’légrarme.

Soit X =a, ¥ = b les coordonndes du ¢y e

M3 ";2" (Bzalitd, pour @Wye(Lp U (D).
@, etant exterieur au disqu_e Lldosla s {z l lz[(f“)d} gl

5 e (Bgalitd, pour Cdz =, e ou w, @ 3)

resulie que b >
. o Sl 8 (v . &
4 ( 43) a l'equation ¥ = R (£ = 2)‘
Soit S 1'intersection de ( 4Qz) avec 0¥, On trocuve facilement

82412

2
¥y T 238 T &




Aot e, ks . i

L \wyl
lais rce que al £ et /Wyl & S== , ona :
» parce g [a] [ £ g=
; T danlE b g oo gl g .
1‘"'4’”5%“(4 L et Do) =

L'ensemble D NE o Jtant convexe et ;g 0(/3& b (\ s 11 resulte

quae. %’/3 + =:~2=o€/§ = -,?m-e]) NE (ddng tous les.c;a,s- e
" = : a) Kl . ‘ s ‘ l
Evidemment -5~ se .trouve aussi sur OY et Yo = -—é—é Yq
i 2 "
¢'est=n-dire %’l % 2_;’ 2 -quml& que soit ims position du wa
dans D (8 e danq le cas ou |@ ]"' [ Cdi! ) e :

‘Done, |co} = 33 < 2be 11 @n resulte'que ¢ se itrouve éur la

droite qui contient Jes points Ct)z + k& 4,k e 2, Llale, parce que
@ € D, 11 rdeulte: < = <, , ‘
Evidenment %i = igqs fzj &= %"91 o
Soit hé-%\%iﬁ no fe%4 donc, 11 eyis‘re m,n € Z tel que

9 w
hof = 51 o ..?n et-donc h = ’51 o £=l=i gbl’ fZ( a‘ou,
finalement, 0§ = {gl; J’.’% . ' '
Dans le theoréme 3 de ce paragraphe, on aura besoin du nombre
a)i 7 g
Evidenment, dans le cas (II) » 6= ik ou k. est un nombre dans

1t intervale cuvert ( 1, + 02 ),

I1 nous reste & diudier le cas dans lequol J ey = !a)z‘, o

’ " ¢
Ce cas, aussi, sera traite en deux etapes:

i ' ' ) .
(J)C(Ja €D (c'este=d-dire }*Q’z =a€ (w l.f%‘fl %‘i )) - et
2775/7

v

(33) @0, € (4 U (4y) (Glest-bedire W, =W, S on @, € )



e OB e

(3) si <¢U, €D, on a les inegalités:
d 90 »

(| < [Wyt€dy | | cop =4y

Donc, 1le resean Z a exactement quatre points sur le cercle

Vo) =lwy) ¢ F Wy et 4.

(£ o goof () =z2+ld ,k=1et2.

S . B PR : | ;
Donc, ofidy #% hE19Y, <y, , . “%} .
(jl) S 0&51 = Cc),}_. s exactement comme dans le cas (1) consideré

plus haut, il résulte @ = 4 done % 2353’2;‘16% =

%6, = S8 °F

(jg).Si 045,, = —a)i s comme dans le cas (i1), il rdsults: 73, =4,
0 oaoneB - fer] et Y6, - S itf .

o @
Dans c¢ cas, le nombre G =-2 est, évidemment, 1 = { = 1 &
\ 1 '

V(j.ﬁj) Si on & odau)-:,‘f: Cda 11 resulte aussi 055% =& (parce quedd = 1),
Done o{&y = W, —> O{(54+@)2—;Q)1f6<]zo |
51 on note Wy = Wy + W, , on & : oy = 2 « Done arg @3 =
= arg e (nod T~ ) c'estes-dire les points 0, et «y se trouvent
sur la mdre droitee. “D*aprés 1; pro;ocsii:icm_ T 13 résulte que

0" = Wife,” o it [ W
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“L'abscisse X du @ est, évidenment:

X@': Xw1 + X“’a = 1“%“"‘ a&e Donc, l'a‘i)scisse du %— est
@ _ '
x_cg_ = de+-g= e Bl aepn0 1l resulte que Xcu > ’QZM ¢'estetia
: 2
=dire ¢ D 1 E. Absurde ! i
. X .
Done az.O ou, efalemen’c a{z w, e s OU te?:v,'—z;}_).
" Bvidenment % §¢,1, i ‘{ et% igl, f%
e T '
Dans ce cas le nonbre C est: © = Q)"*" =€L M tégé— s =1 °
coi 3
(34) Le cas 06601 S - 602 reut Gtre réduit au cas (33) re'"“la;,an‘t
=1

g-2 ‘Q2(Z) = disk z ) pal‘ 32 [
: - T zLﬂ'
(33) On étudis maintenant le ecas W, = @e 3o Cd g =
Le problems se reduit a 1'dtude du premierl; cas, parce que si
2T ' : _ :
W, =, &3 01;. remplace g, par 8r° 813 (8y°8))(2) =32 +
O;}_ Cds = Q)’ e"fs'f & e ' |
L—"
Dans ce cas le rcaeauz contient six po'?nts sur le cercle

|z }'= 1601] P Wy zsc‘).;"’wj_ » "“)Lt "w.g,; =W, + J; ,

Comme dans le cas (J), les points o(,a), et 0663 se trouvent parmi
les six pojnts mentionndse

(jgl) Sieldy = Wy , comme dans le cas (1), il résulte @ = Wy o

et ¥6 - %_,_,2, ff - %1 = _{gz; fzf e Dans ce cas, & €§“ﬁ:

(jjg) Si OCC'J, ==y 4 les vecteurs 523,’ et 0w sont perpendic;u—
lairess Parce que weZ, il résulte: cO = 2 W, = &y o lais, dans
cette situation -‘9—¢ DN E. Absurde !e Donec, oldy # -4 e

4
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al 4.5{1"}55 et donc ni ce

(3.]’3) 51 066"51 = a)z , de nouveau 2

cas ne peul pas apparaitree

&.’T

(334) 045(54 = - Wy o Cette ezalité donne: arg < = + arg C‘):L :

(mod T )e D'apres ia proposition 7, il rdsulte @ = 603 B
Dans ce cas’ %iz {“1’ £ f %*32' fZ} et 6 = {bl,:f} v :
= 38,5} f.f ‘ |
122 g R e .
(3ig) 81 oy 6()8 Cl)i = ey 3 on a: argw = o +

+ arg 604 (mod & ),

" Donc ‘les points -0, w et a)z se trouvent sur la meme droite, il

résulte & = .603 % {c_;:, » et % {g-_,_; ; ~.'

(Jig) ®d o= = Wo + Wy = m,,e * on trouve:
8¥g <o = %I + arg Wy (zod Tr) et, de nouvoau, %‘—’-%5.’15 .

Done, ce cas ne peut pas apparaitres ‘

La.proposi%ion 8 est complc tement aemcntreea

Soit g(z) =z +3 oh | = inz{ls Hu)he%i , 0(z) =z +0 ,
n# 2F Wk e z}

Ayant en vue la démonstration de la proposition 8, on &, evidem-
rient: % = %_:i,’; g,} et %ﬁ.: %fg; gf

Dans ls suite g aura toujours cette signification,

Eroposit *Qn 9 Il existe un rombre entler n tel que

L+ = na) o Plus que ¢a, n peut prendre seulemert les
valeurs 0,1 et =le

¢ 2 s V4 / ’
Demonsirations FPratiquement, 1la demonstration de celts

e
Ik s

; 04
proposition est presque contenus dans la demonstration de la
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proposition 8 mais, une démonstration directe est preferables =

Ensuite, on pourra calculer le nombre & = _Q_)é dans le cas (1)
. €

de la proposition 8e i

On vérifi@, conme dans la prbposition 5 qué
arg(®d + bk) = arg cw (moa T ).

'Conform@ment & la proposition 7, il ex:.ste neE. Z tel que -
LT+ 3 =nw . o |

- Remplacant fe’ventuellemen‘b g pa,r g"l, on psut supposer n > O,
Supposéns que n » 2. (Dans la figure 3 est presentee la situa-
Sdon " m =3). - | _
Laauadriln”: re ay 1‘!; les sommets 'o,o(%':,ocbr&* \O*:na)-,xl
e¢st un rhombe, Done || £ | & - :

Dans 1le gezc;e | 2} =i7ﬂ s les points ¥ ot - 3" sont

: @i&métralemsnt oppose’s gt les segments c‘;e-dr.oite ayant les

extremités .= ¥ ,x S ot & 3 ETE  Gomt orthogonanxe

Tes points =+ ;.= ¥ + 2¢O yeaey =T +(n=1)co ont, evidem-
ment, leurs moduls sirictement infdrieurs & ¥l

 Soit '23 = - 'b)L + 40 , 1 £ J§ £n-1 et soit hj(z) = z+113..,
Bvidenmemt—hj € %\Lf& . Le rait que [7j|<|¥[ contreait 1a
minimalite du | &'| . Donec n = 0 ou 1. |

|
| : Oafsmﬂ*f ion. Dans le cas(i) de la proposition 8, Supposons

que 602 se trouve sur ( Ai)5 (I1 peut se trouver la«-bas'). Dans
ce cas.le nombre n donne par la proposition 9 est n = l,

Les coordonnees du co, sont: X = .'ff-)-'-l- et Y= oubde (‘ 4w“,tx))
Le point wz = se trouve sur l'axe 0Y et a 1tordonnée ;

’Yo=b.
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<y . l:arsloi
Donc, a)a - —é— = bLE ¢ Un &, Buccessivement, avec
sy
Wy
@y e Wy
C‘)z* 0 A L emﬂ b
O 'G — arg = ke
- 2 [y @ *H8%: . 1]
oy

Done 'G ==g‘ + &k 1 efzgzﬁT*mT‘@(\g

s + 0 L

Cn va analyser dans la suite les si’cuat:.ons no=0. et
n = 1 sdpards cnt trouvant cnaqde fols un dczaine fondamental
pour 6 , un falt qui ve permettre de conclure que le surface
Cl44f  est une bouteille de Klein.

Ia situstion dans lagquelle n = 0 est pfésentée dans la
figure 4. e

froposition lo. Un enqemble fondamental pour % ‘dans‘

le cas i1 = O w“b le p.zmllelobmmﬁ P ayant les sommets Oy B

3"4—/3’ '?)"“ auquel on ajoute le point 0, 1l'intdrieur

du segment Opf et l'intérieur du segment OY ,et 1a
X N - )
surface C/Y6 - a 1o symbole a ba™tb od a (respectivement
’ ST
b) est le sezment grients ayant les extremitds 0et 2 (rese-

pectivement 2 et 0).

Démonstration. On a vu, dans la proposition 6, que

21{,‘ KGZ) é. un

chague point du C est 0f, -aguiva lent (vmr w f
] , A " C) 7,
point situe dans le ruban infini borre par les perpendiculaires

; ; y Ce) N I (X
(44) en Oet (D2 on = a la aroite (OW ) a laquelle on

z
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Soit D cet ensembles On salt que les vecteurs 0@ et O
sont perpendiculairese.
Soit u sur le segment 0% . On salt que f(z) est le sym'txigue
: du =z par rapport au v ; donc, 2= (go D) (z) =oZ +/§ +
se trouve sur le segmnt R s T+53 e

Oa vérifie facilement que

%(z + z¥) = Q;. ( '5&-@-/5‘) ; done, z et 3 z* sont symetriques
par rapport au. point d'in’cerqection des d*agon&les du parallelo- 8
grame P '
Evidemment, chaque point du D,L a un equivaleut (par Ld’i gK,

/
£ € 2) situs &

ans B'aghdrence P du P.

Dés maintenant, le fait que £'ensemblo mentionnd dsns le texto
de l& propoéitiozz e'st un énsemble fondamental pour % est
évidenfe |

L'image, par g, du segment OpA est le swment (orien*e)
d'extrenmités ¥ et ¥ + /5 s Ayant en vue aussi ia syme'trie
des. z et 2" par rapport au %(b)’ + /3 ) ii rdsulte que le
symbole de la surface (E/% est a b a~* b; elle est donc une
bouteille de Klein. Ia proposition est demontrédes =

. Obseryation. L'hexagone ayant les sommets Oy B 90 , W +¥ v
¥+ 3 ' et % ensemble ?;’. une partie de sa_frontiére est un
ensemble fondamental pour le sous;gruupe %i de % e Eviden=
ment l'aire de cet ensemble est deux fols l'aire du domaine
fondamental de % ¥ ey . _
YL'image rer g du triangle .0, 4 R el T ‘rm_triangle ayan{:—les
gommats ¥ . 0"+ B et &4 ¥ o Hais, le rectangle ayant

icg sommets 050 3 AW y el ensemble > a 0 et & les interieurs

des segments 0w e

©
@0
ct
)
=5
7
&
£3
o
e
©
e
o
55
o9
o
E1
&
3
o+
&
=3
e
o
£
(Q_‘Z
P}ﬁ
[
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Comﬁe on va voir dans le paragraphe'suiv&nt, la surface ‘f/€ﬁ€;
(qui est un tore) est le revétenent double orientable de 15‘
surface @/g@ . )

?rqngs$$gg£m$$o Un ensemble fondamenﬁal'pour ‘@%g dans
le cas n = 1 est le parallélogranmme P ayant les sommets
O,/i 3 ol %(/5‘0(/; Yy ;. =N % auquel on ajoute le point O
et les intdrieurs des segments (0,4 ), fespectivenent (o,Xu-ég Y
et la surface @/ % ‘a, de nouveau,ﬁ un symbole a b ot belF12:5)

¢ : \ / i RSy
Demonsiratione 4Anaslogue & la demonstration precedente,

Les points de la frontiere du P s'identifient de la mém manidre.
Donc, dens ce cas aussi, la surface d%g@ est une bouteille
“de Kleine ..

/ Y ; 5 AN . /
Le theorems 2 est. completemsnt demontre o

: Observation, Dans les ouvrages [14] et [19] les auteurs
DaSpencer et m.Schiffer, regpectivenment O.Teichmﬁilér indiquent
‘comme groupe des transformations de pecouvrement pour la bouteille
de Klein le grodge engendré par les trénaform&tions Z —> §+‘%
6t zZr—sz +1w od wW> 0. Cetbe situation correspond h la
gsituation &b =2, B8 = % et n = 0 (dans la proposition 9), Donc,
-celles~cli representent seulement une rartie des bouteilles ds |
Klein,

2.3.7. S5i T est un tore et si 3 est une bouteille de Klein

A 4 3
il existe toujours un homeomorphisme locale h

7/
I—>B de dezgre 2,
Du point de vue analytique, on va voir dans la suite que le

L e | de . y b
leme est gssentiglleoment un auitraeg

o5 0 7 YT
il WAL LR VaAaT @

(4]
(4t

g



On va Indiquer maintenant tous I_Les tores »qtii sont de revétements
(dianalytiques) & deux feuilles pour des bouteilles de XKlein.
On va d‘'abord souligner les v&i_eurs du nonmbre &

trouvees dans les propositions 8 et Q.

a) G =ik, ou k€ [1,00 o (ILes cas (i1) et (31) de la *

proposition 8)e

b) G :eLt e O te{g :gTT

sition 8)e

S (Le cas (33) de la pa:opo-

c) G =€ 3 (Le cas (331) de la proposition 8),
a) 6 —‘l‘-l'i ke ou k€ ( V; 00). (Le cas (1) de la.
prorositicn 8 m mentionne dans l’s’rser rstion gul

sult apres la propositicn 9).
Soit ¥ .le groupe modulaire:

< 8z + b ' ‘
i» Z > %%m:wg} 8,b,c,d EZ, g8d « be = 1}

Un domaine fondamental pour M est:

D = 5Lz l In z.> Oy A,Rezk%», | 2| S 0} et un emsenmble

-fondarental est

*

=D,

il

% + ik, k3 ‘F—EU{ ! e‘f..g » 8€ ’Q”'g]j

(Voir, par exemple, "Lectures on Modular Forms" par

Du{l

ReCeGunning, Princeton University Fress, 1962),.



Les transformations
Teg—> 2 + 1. ot

e 4
S ¢ ZzvY— 5

engendrent le groupe

moaulaireo

.= 36

B =@, té[_, ,3;7}

4 is
g o ___é__z_t _eL(TT z)
Evidepment, T~ 1 W- TT]

/

N\.\ Bo G| Ses

Soit 4 = {ix ! Ke[l,w)}(){ﬁ+ikl ke [Eﬁ&ﬁ,u
| u{e‘el ecl T, 71§, ‘

On Sait que

,D dunne

" tores non isomorphese

5 /
aux ‘reseaux de points

{ ml*.-?l + .’Hz‘."."z

regpectivement,

e o e T T

/
.2. & %ml wi + I, wé ‘ 4 300, € Zy, Im

1
i
b
i
l
|

On sait que T et T

Soit T et

une parduhtriswtion pcax ltensemble des

7' deux torss eorresp0nu4nts

du plan €:

! 0 pliy € Z g, In

sont isomorphes

Wy
nombres complexes o
2

e‘b\f.‘..
W,

/

’
2

W

W

>G‘(

.et’

Wl

w'

 Jy

si et seulemant gi les

sont dquivalents par rapport au

groupe modulalire; c'estaé—aire, il existe h € i tel que

A
- :‘
2
nen e (11 1) N o

e

&

le fondamental povr H, i1 rmsalte ques aux

COPTe:s nonoan"c de tores non.. isomcy ‘OhGSo

sond

1)

aorregpondon

ta aux

%
S 68

o

o
¥ L

o
v .-’QL; A

A s e
Pt st m.,sn’wm:mwwo.

ments dienalvtiques




= 3.

& deux feuilles pour de bouteilles de Klein.
Les tores qui sont de revétemenfs diﬂﬁaly;ciques pour des
bouteills de Kein correspondent sux points G é.ppartenan‘t a .\Ao‘
On va mon“brer dans la suilte que fous les points du 4 represente nt
des tores qui sont de revétemenis dianalytiques a deux feullles .
pour de boateilies de Xlein, . :
Alors, 21 vai resulter le thdordme suivant:

Iheoreme 5. Le tore correspondant au reseau

s m vy + Dy Wy| mym,€ Z , In. w4>012 est un
revétement dianalytique & deux feuilles pour une bouteille de
Klein si et seulement si les nombre cmnplexe Mot 1D equivalen-i,

2

par rapport .au groupe modulaire dans l'ensemble 4,

(L'ensemble A représente donc une parametriuaulsn pour les *.;orcs
nen isomorvmes qul sont das revétements dianalytique a deux
feuilles pour des bouteilles de Klein) e

Dénonstrat tlon. On a ddja va que pour 1es bouteilles de
Klam, les nombres 'g correspondants sont dans As Il reste a
démontrer la reciproque du thdoremes On doit dtudier trois cass

ML) e e L g€l o2 )

(2) Z=%+1k, ze[g,oo)

' (¢ et e
(3} T=e ,té(—-,—-)oubien'(, & ,té(—’é—,%—")
(1) Seit 57 = Slmlwi* m, W31 ml,m2€ Zf o On psut supposer gue

: 7 2 / 4
W, et W o2t les propriétes de minimalite utilisess dans les

Proposition 7 et 8; Dfgpres wne voistion da €. on peut supposer
< 5 . W. o S
Xy >0, Supposons done g =3 k =22 ou k & f1, 00 %,



Bo0it. gl(z) ‘= 7z +Wi ’gZ(Z) = Z <+ \X/‘8 et \ff = {gl; 32‘?( = le

groupa en.gendré par gy ot 8oe Le tore.en discution est ‘13/\3 .

Soit £(z) =T+ W, . Ona:
(B ok & Gew %’\X/L + % W= 2+ Wy o= ge(3), ¢lest=a-dire
.fz = 8&qe

Ios nombres antérieurs « et P sont 1 et, respectivenent %Wi 1

Dans ce cas o(/_f)_ + B = Wy # Oe Donc le 'groape %‘6: {f; ng
angendre une bouteille'de Kleine. Le sous=groupe conforme %1
de % esty @’videmment,\ﬁ e Donec le tore (E/\g est un revétement

dlanalytique a deux feullles pour @:/@r@ ¢

n . \/M.
(2) Supposons mainternant G = g R —-“?- s 6t on farit les
P 2 T

: : /
némes hypothéses cue dans le cas yprecedent.

Wy g
7 s oS s
(,m_\}{_%,.‘.;%éuikwi#- 5 W e

Soit f{z) = Z + -% W45 ¢ De nouveau 3’.’2- = 8y Dans ce cas aussil

o£=1et A = %wi e Donc @ + B =W £ 04 Le greups |

%: %f; g?} engendre une boutelille de Klein et le souse
groupe conforme de Y6 est eng@ndr@l par 1’2 et 8o} done %izz\?

V4 L
ety en consequence, le tore c/g( est un revétement dianalytique

. pour la bouteille de Klein C/lye ,

O sie) e

: g b
s WER (W, > u),wa.:\x/ie ' 3 = Wit w,

2Car ‘
et o =@ "ap e (Voir 12 cas (33) de la proposition 8).




-39 -
Soit £(z) = Z+ B o - ' . e _

i : il : : + 0
o "'9‘/5‘*/5:9‘”3/3”519&%8/5*/3 - 2/3, =‘—.W4+‘*’a:{:

Donc-ie groupe €H§==§f; 1} engendre une bouteills de Kle$n.-
Evidemment,{ﬂg=={f2; gl% = %gg; g1§ :=\§ ety de nouveau, Cﬁy
est un revétement & deux feuilles pour’ la bouteille de ﬁlein.mﬁmg o

Le thuoreme egst demontr@,

2e3 08¢ Soiﬁ X une gurface (topologique) non ori&ntable
comnacte de genre ge Solt Y son revétement orientable de degre
2e Ut¢lisant la formule de Hurwitz~Kerefjirtd congern&nt lfoxrdre
total de ramification d€une transformation intdrieure on obtient
le genre gY, de Y : &y =8~ Le | .
Le théoréms 3 sugzére un probléme plus générgl. |
Soit ﬁ;“° 1l'espace de Teichmﬁiler des surfaces non orilentables X
de genre g et soiti}i l'espace de Teichmifller des surfaces
orientables Y . de genre g = 1. |
Probleme: Trouvez le sous-ensemble da.{gi form¢ par des
- points qui rerrdsentent des surfaces de Ricmenn qui sont de
revétements dianalytiques & deux feuilles pour les points du 53”0; ,
Cbservation. Soit P le nombre des paramétres rdels .
indépendants dU groupes des automorphisnes dianzlytiques d'une
surface de Riemann nonorientable sur elle méme. Dans le livre pité
de ilgSchiffer of DeSpencer, parce que lss auteurs ccnsidéfent

W el e ORI, | iy
SGuLcmentT un sous-—-2anssnmble 4

e8 boutellles de Klain, on 4Pﬁ@""ﬁ dang

(‘.l

«y
3
o
~
8
'~
WA
S
ot
o)
B
]
b
e
3
@
O
3
-
]
N,
2
~
]

i S -
ce cas-1a P = 1. (4 voir le livre citd

bouteiiles de Xlsin, ona P = 2, comms

los
PN ; : = . R o
heorems 2, les prorositions 8 et 9,@% du theoreme 3,
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%, PONCTIONS DE TYPS MERC! mi HE SUR DB SURFACES
RIGMANN NON ORIENITABLES

1

3 10 Avant d'introduire la notion de fonction de ty pe maro-

morphe sur les suriae@s de Riemann ﬁon orlentablas, on va mettre
en évidence une'liaison entre la suriaae en etuﬁe et son revétement
double orzant&els, au. maye; des broupcs de recoavrements coerSponu'

Soit (X. R ) vne suriac@ de Riemann non crlentable,‘%é son
groupe des iransformations de racouvrement; 248, 1o scus-groupe de
016 » Lox me par tous les €1dments conformes de 528 et X le rev&»
tement universel de L.

4

S.L Sﬂapooeg-&ng@ee Soﬂu \a.e -“53 H+$ CG‘?.fUrmGB Q.F" f}g > S-! 9@08,.511’0&0
sont des éléments ant lCGﬂfOmen a8 QH; at ltensenmble %'SlyoocpSﬁgee

oebngpaoean,aosf’ engendre Qﬁ?i glors, pour. Af&oﬁg il existe des

: b
ey L
nombres entiers Gyseee 930 bl”“’bk tels ua & = -ilo 8310 e
%k b '
ece Ty © Sy o Dans ces conditicns, A é.Qﬁ% gl et seulement si
» i id

by + by, + cee + by = 0 (mod 2},

Theoreéms 4, La surface Y = iﬁg@ est le revetement double
crientable devla surface Xo ;

Démonstration. Parce que KO, est forme par d‘'sutomorphismes

_ﬂanOMMhs de X, la surface Y est une surface de Riemann orientable

Smrd

¢ [a5 , 16 chapitre Uniformisation).
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Soit TI"(K) et ']T'i(Y) les groupes fondamantaux de X,
respectivement de Yo On sait que [ (X) est isomorphe a Y6 et
._ﬂ'i(Y) est isomorphe a %1 e Done —ITi(Y) .esﬁ isomor phe & un
- BouSegroupe de _[TI(X}; Y est, par ccnséqvant, un rev@temen‘c Go T,
Le nomﬁre de :i.’euillos de Y au-dessus de X est egal & 1l'ihdex
_de Wi(Y) dans [ (:&) c'estet-dire & lindex de %661 dans %

Mais l'index de %i dans % est 2, Ie theorome est demontrds

Oom+ion._L3 théoréme preceden‘b contiezrt implicitenent
i’afi’;i.r mation concernant l'eristence du revétement double orientable

pour chaque surface (de Riemann) non orientable,

3e2¢ Dans la suite on note les deux aléments gui engendrant
le groupe des transformations de recouvrement de 1z bouteille deo
. . _ .
 Klein par T et S : Tz =2 + @ ,82z= Lz + A ono g8 ot
2 J
@, ont les significations du paragraphe précedent (mentiondes

. aprds la proposition 8).
6= 5.2 S}
W, = 3v; o2

5%z = z + W ou W = LB +3 o

le groupe engendre par T et S,

]

le groups engendre par T et S2.

.

 Donc, le revétement double crientable de la boutellle de Klein
Clg  est le tore C/8, adjd mentionnd,

Pour le plan projectif rdel pointd, &6 = §S§ le groupe

i

_ i
cychue engendre par S, Sz = X% + /g €t ‘/’3@1 = %SZ}
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Done, le revdtement double orientable de P2\§1% est la sphere de
Riemann doublement pointes, Evidemment, le revetement double orientabls
du plan profectif reel P ast la sphére de Riemann €. ‘

3.3 Fonctions sur la bouteille de_Klein
Solt i’l,fz - O = G 1’1 méromorphe et 1‘2 antimeromorphe. :
Definition. La paire de fonctions (fl,f ) s'appelle une paire oonjuguee.
par rapport au groupe {5 T} gl les deux conditions suivantes

sont remplies:
' : i , iftio 5
. et (2) { £

:flo' B
(1) | _
: 1’20 B f2 f2 O U=

i

.

it

2
5

It

Soit la foncticn f: € —¢ deflnis par i’(z) = fl(z) +£, (z)e En utill-
gant (1) et (2) on verifie facilement que: £ o 5 = £ e’c Lo =21 et
donc, le groupe **(J ..%ant engona”e par O et T, £ est. une fonction
automorphe par rapport au _groupa% ; elle gst donc une fonc,ti_on sur-
la bouteille de Klein @/% o Plus exactement, f s'ldentifie avec la
fonction £: @,’@; =g definie par %(z’:) = thz ), @ et‘a'nt la classs
des points %‘-equwaiants au point z. (on va voir plus 1oin que 1la
correspondence fe:-——ai’ est un Asomorpnlqme de corps)e.
annlogiquemant, la fonctlon g: ¢ —> € ddfinie rar g(z) = fl(z) fz(z)'
est uns fonction automorphs par rapport au Wet donc, & est amussi
{dans la méme manisre) ure foncticn sur la boutailla de Klein @/% .

3e4e Un exemn19 de, paire de fonctions conjuguees

DT

Soit fp (z; Wy, ) 1a fonction P e "%’eiearstrasS correspondante au

-t

reseau § N,y + new ‘ m,n €LY
1 A
Pz @ w);!_,+7__,«~\‘[ : s _]
LG Y 2 2 2
2 S : A
(m, M eZ*Z \{(0,0} (e /nq)) ("’w'*mw)

So1t £3(2) = P (25 oy, W0 ) et 1,(z) = Pldz + p 5 w0y, @ )
On vérifie faoimmam; que (‘l’f ) est une paire conjugvde par
rapport au groupe Gé@ o Dans la verificaticn de la relation

-l e
1 i \eTablit dans le paragraphe precedent)
gus A @y & 8% un point du ¥dseau d 5‘)

@

(]




- B

En utilisant les reiations (1) et (2) il résulte que si (£5%5) est
un paire conjusude, chague fes k=1, 2 est une fonction automorphe
par rapport au souuaérouﬂe@gi; donec, chaque f est une fonction

sur le revetement double orientable demﬁg la’ rremlure est meromorpha

et la deuxieme est antircdromorphe sur le toreay%ﬂg

,j,), Un corps de fonctions sur la bnut@iile de Llein

P

Soit (fl’fZ) une paire de fonctions non constantes, conjuguées ﬁdr

rapport au rroupe‘yg . : e

Soit Z:{al,xgj 1l'sznneau des polyndmes syméﬁriqu@s a cdefficients

dans €, h deux inddtermindes Xy et Ly et solt Aut( %6 ) le corps des

fonctions “utomoansSpar rﬂp“ort a %6 ’ ddfinies sur des ouverts

_denses du € a valeurs dans € et analytiques des va riablas reelles

x et y dans leur dozaine de definition.

_On peut détinir une application canonigque 43 ZL-l,X]—-v Aut, %)
45(P)(4) = P(fl(Z), i) (z);y Eviad mnﬁnt,¢ est un humomorpaiQMJ

~d'annesux. |

Proposition. L'application ¢ est injective,

Démonstration. I1 nous faut ddmontrer que, si PeZX;,%,| et

R poste-1

o]
&
Ly

P(fi(z}, 52(2)) = 0 gquel que soit 2z dans un ouvert dense, aglors = 0.
On ordonne 1'dguation Eifl(z), t,(z)) =0 d's rés £,(z)

Te e o ) e m-4 £ (z) G
\sz(z)} an(*l(z)’ + if(z)] 1(11\ J)teaat ‘iO -Ll(Zl} = M

ok les &, sont de polynbmes & coefiilcents dans €. $1 ny 1, il
résulte que “p.z) est -une solution de l' buation

e e e e L T

W e s W l(fl(z))+..-+a (£,(2)) =0

Hais,| on salt que chague telle solution est une fonctlon analytigue
de flkz) et donc de z. . »

Donc n = Q. Parce que le degr é de P pax-ydapport a fl(z) egt ezal
au degrd par rapvort 2 12(2); il resulte que P es 4 une coastante;
donc Pz U, - _ '

Soit ji(Al,xz) le corps des fractions de l'anneau intdgre ZZIAI,KéL

Cn & un diagramme comutatif

Z [ %] b5 (%)
T

oun i est l'inclusion canonique et @ oot application naturell
L 4
7 - 3 1
definie par \}IJ’( P) _ $)
Bt Qe



' . /
¢’_est injective parce que 95 ‘est un homomorphisme d'anneaux et -

P

EZ(X Xo) est un corpSe .
0n note ‘3{" (i) = & ( Z (Xl,XZ)) c hut(  )e Done

‘ F(fl(z) ifg(z)) R e Z[X v _( .G i 5
- s - 1“2 »
q{'(fl’fz) %' ¥ ' G(fl(z),f2(z)) : i ; }

Nous retanons que E::(XI,XZ) et QH:(fl,fﬁ) sont isomorphese

Un thdoreéme coacernsnt les polynOmes symetriques affirme que

Tk, =C LZ, + X Xl;z] « Donc, la C-alzebre T [X 19%,]

.est en&endrée par Xl Xa_ ot Xl o donc son corps de frac .ions
ZJ(Xl,AZ) sst engendré, sur son sous=corps €, par X 4L, et XiX5e
Done, I (£1,£,) est enzendre sur ¢ par 1 +f, et £y%, {comme
extension de corps)e

On ve porntrer que fj;fz et fle sont‘algébriquemant'ihdépendantes
gur €, Alors, il en reésulte:

Theorens 2, ﬁ(: (fl,fz) est isomorphe au corps € (Y,2) ou

- /! %
Y et 2 sont indéterminces sur C.A demontrer que f1+f2 et flfz sont
!/ . - 2 5 - ’
slpébriquement inidpendentes revieat & démontrer que Xq+X, et XX,

€ @(Xl,XZ) gont algébriguement indépendantes sur Ce Soit P le

sous-corps engsndré sur € par X +X, et X X e

Alors C(Xl,h =2 E est une extension alﬁébriaue, pares que X4 et Xz'
engendrent G(Al,k } sur P et ils sont des solutions pour 1'dquation
algébrique dans z3i % n(Al+X2)Z + XX, = 0, Donc, le degrée de

; 5 /
transcendence de ¥ sur € est é€gal au degre de transcendencs de

@(Xq,aﬂ) sur €, c'est-d=dire 2. iais P eyant le degré de transcen-

/ / « /
dence 2 et ¢tant engendrs par X.+X, e X.X, 41 en resultbe que
172 12 3

&

X+ X, et XX, sont algdbriquensnt indépendéntes.

-
1
=

N\
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).6. Ia - ng&;ggw%g foqcﬁion de. tvpﬂ Fe?OMOrDhe sux_la

mmtgmgm&ﬁw |

Soit (1l,f2) una paire de fonctions conjugude par rapnort
an &roupe <%@ = ~§T; b} e Evidemment, toute les deux fonctions
fllet f2 sont des fonctions harmoniques. Loutefo““, le prcdult
'fl fg'n est plus, veneralemant, une fonction harmonique; donc, dd
point de vue de la theorie des ionctions analytaques, probablcmentf
le coxryps ﬁY‘ (*1,-0) n'est pas tout a Fais intere sant ; sas élomenfs
perdant la nrOpvleue d' harmoniciteé,.

Soit JW. uiél + T, } (flgiz) paire uonauﬂus@ par rappart
au <ﬁ€ﬂf o Bvidement, les clements de J/{ sont dés foactions
harmoniques et elles ont ue proprietes proches de. cclles des- iOﬂGuti
vAmaromurphns, pdrbé qua fl + f2 = fl + flo 2 les proyri@tes ds

-fl + f2

L.
On va nommer les elements de M s fonctions de typs roromorophe,

sont determindes par celles de fls

Evidement, WM est un C-cspace vectoriele On ve voir su 3el0 qua M
admet une structyre naturelle de corps.
Théordns 6e L'espace vectoriel des fonctions de type

/ 1 - s 5 ol L -
meromorpne sur la boutelille de Klein ¢7¢k§ est:

R (PE) + PR, (R)
R: (P@)+ P'(2) R,(P()

J{:ﬂiép—e

R, (PxZ+p) + PUZ+H R, (Pecztp)

+ . =
Ry (PxE18) + PUXEHS) Ry(P(EA)




il L Ll s g

ot Ra."“' ]Q* sont des Fonctions rationrnelles etlﬂp(z) =
= P (23 o, @ ) est la fonction de Welerstrass admetant les
gériodes W,y st w -.:o(/g" + ﬂ '

Démonstration. Les relations (1) et (2) doanent:

o

£4° T.? £y et fye 5% = fyo B = fg¢ 5 doney, £y est une forection,
médromorphe sur € doublemsnt periodlqu“ D'aprés un theoreme de

Hormite, il existe des fonctlons ratioannelles B« telle que

R4(®Cf)) + Pz R (P(2)
Rs t?(e)) + ?’(e) P:, k(/’(%))

..l(z = o L'egalite

£,(2) = (£y0 8)(z) = £,( ol E + ) inmpligue l'affirdation du
*héﬁrémeo '

Bvidamment, lenscmble ds¢ fonctlons constantes form

8
o
o
0
O
&
0
1

BeTe Fumpticsgide lype L réron eromorpne sgg le pl
l : projectif xdel pointe

: 5
k)a.nsz ce cas, M4 = §{5} = le groupe eycligue engendre

par Sy Sz =L Z + B 4 6t %i = {SZJZ = le groupe angendre par -

52 I yevétement univevssl, dans ce cas, est aussl € et le revé=-
toment doubls orientable est € \ §0§ =c¥
Comuae dars le cas de la bouteille de Zlein, la paire de fonctions

| R S e

i
ek A .
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' (i’lgfz)- s'appelle conjugue’e par rappoert au groupe % si: fl ast

méromorphe et I, antimeromorphe sur € et elles verifient les

cdnditions
, goRe = p | £ 85 =ity
3 et (4) |

G g e 2

Evidemment, les relations (4_) sont, dans ce cas, des consequences

de (

\4\'

<

La fonction £ = i’l + 3".’2 est une fonc'tion mztomornhe ey rapport

auf ; elle est donc une il s 10 plan projectif réel
r-:' A : :

poi.n‘f:,el /% = N il e les fonctions de ce itype sont nommeas

fonctions de type méromorphe sur P\ {1}

77-(-.2', N V Y \ %

2 , £.(2) = exp 2 (X Z+/3) .

w < R
re = / X ;
paire (xl,i’z)_ eet wune palre conjuguse par raprort aun %

Soit 'i"l(z} = exp

Parce qus L = i’l, .t‘l es8t ude Toncition autmorpne par rappcrt
0 i O™ | AL = *‘ ‘
aun %4 elie est, donc, une function sur Cﬁ’%t = C" 'Donc, 11

existe des fornctilons entiéres G),'GQ'G 34 tells que

G (@XP 277'6%) . G’g (Q/KP —%@)

. 7 : ( {_16] g P6195)
Go(exp ) Gy(exp AL

et, par consequent,

M=3z+— f(z}+f’(¥=+/5)} (ou £; & la forme

precederﬂ:e) est 1l'espace des i’onctiom da type meromorphe s'vazu



s

e AN

/ o
568 Fgm;,, tiong ds type me;;omomhe sur _les gurfaces

conre; as

de Riamann non oF isntables e

: _854+b . \ | =
'Dana ce cas, % %\ Z —> 2} % v 8 &= ‘é";fz:f“g} ou e
\

ia] +bc=ml,bceR\§o§ et% {143}

Is revétement unn.versel dtant la Sphe:ce de Riemann G, la paire de - -

fonctions (fl,f,)) s'appelle congumea par rappor‘b au % si i’l

S RS

st mdromorpbe sur &, £, est antimeron rphe ot la rolation

\

e

suivante est remplie: flo S = i‘2

£, étant méromorphe sur €, est une fonction rationnelles -
4 i

‘Iés élements e 1'ensemble M =3z->R@ +R (‘Z"}jg:” R vatione

~

e

m:lle} sont appell da fonctions de type meromerphe sur la surface . i
A
C /otf » En pariiculier, pour & = 0y b = -1, ¢ = 1, on obtient le

1)29 Dans co cas, M a{Z———)‘R(Z) &

3,9, Fornctions de

Seit X une surfsce de Ricmanin, non orien‘z:ablé hyperboliquee
Son revetement universel est le demieplan supe*'ie,ur Hy (ou le
disque unite) et le groupe des transformations de recouvrement

[\ ' 3
s

S > 4 ’ -
@5t un SouUS—grouye azscon‘sinu forme par dtelemsnts sans points

o Pear i e s Bk A G

Lixes dans Hy du groupe [T des TEPrEs enta:tions coanformes au e =
3 &

anticontormes de H, sur Jui-mon

G)

X

e e e g P AT S A 1 Ho

|
|- SR e
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8,b,c,d € Ry ad-=bec = l}U{ Z —> %’Z"r’*b &,b uydéﬁ

: : . 8z+b
F ‘:{-Z T card Z+d

ad=be = -1} o
'-Sci“b 'fl'fZ v B> (ﬁ, fl mérombrphe et f2 an‘time'romorphee

Déi’ini’cion. la paire (i’l,f ) s'appelle une paire conjusuee

par rapporiy au ﬂ'roupe % i les condltions .Julvantes sont

_remplm
o 0.0 ai ' fi0.8 =8
(5) 51 = m N <+ “\( . 2
g : pour- 2 € J6, ot (s} [£508 =2
szo 1_ -:t'2 _ 2. 1
pour Seo\g{é\%i
g finition, On va nomuer fonetion de type mérom orphe sur
.la surface X = 2“1@@ chagque elemenu de l'ensembls J{ ={xl+¢2

: ‘ : : e :
(fl,fz) ba.re conjuguee par rapport au ,‘1}6}.

g&n _.s;mrmmt,l@sm;définitions antericures on donne maintenant les

I efinitons géndrales, ‘

olt X une surface de Riemann non orientable, }? le revetement'

u.n.uversel de X, % le groupe des transformations de rocouvrg=

men'ts de X et @éi le sous=groupe de % forme par tou es les

representat:.ons conformes. :

Soit fl’f2 : A T GI fl meromorphe et i’ antime’romorphe.
Définition, Ia paire (n,f ) ﬂ'appe le paire conjugus

par rapport au groupe % gi las corditions suivanues sont

remplics:

('2
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Fyot's &y quel que soit T € %i' et
(7 iy .
f2°T = fz

: f. oS =t -
(8) { 1 2 quel que soit S € -%'\%i 1

&éfini‘bfggg. Une fonction £ ¢+ X —> € s'appelle fonction
de type méromorphe sur X s'll existe (fl,fz) une paire éon;juguée

par rapport aun % ‘bel.qua f = fl"'fz’

' ’
%.100 Lo_corps des fonoctions de type memomoxphe sux uno
surface de Riemann non owientable

. X o i 55
Theorere Te Soit S un element fixe du.%\%4. L'espace
des fonctions de type méromorphe sur X est M =§ £f+LoS I = 3
me’romo:‘fp‘ﬂewsar-w--éé-——@tmau‘bomorphe par rapport au %i } o
‘Démonstm‘cione I1 suffit pour cela de demontrer que
£ o Sl\f fo 82 si £ est_ automorphe par rapport au %1 et 81,82
2 ‘ nr 4 e o -1
e%\%i- alis, Sl.o 32 6%1, donc , :f,’oSlo 82 = :fi.et, par
consequent, £o 5, =fo08, e '
On ve définir maintenant sur 1l'ensemble M une multiplica-
ticn paturelle "=" tel que le triplet (M, +, ®) devient un corps

commutatife

L

-



Soit S un dlement rixd dans YE\MJB, .
Pour simplifier les notations, on note pa:f &, ou bien par
; ,ﬁ,(ﬁ, %i)’ Il’ensemble des fonctions me’romorphés_ sur fi et auto=
morpﬁés par rapport au %4’ o Ie corps (R (X, %4), + ye) e5t,
; pratié;uem@nt le corps des forictions me’romorphe sur la surface de.v
Riemann Y =X/ge ({12] , b, 2020,
Soit f£+foS,g+g0SecM o Onva de’;ﬂixﬁ.r l'ope’ration.alﬁe'a
brique # s Mx M ~—>2 M par la loi (£ + PiaiS ki (gee g a S)_. '
'_::fg*’(f%)"“. |

Evidemment, cette opdration est bi.en‘d;e'finie."

Théordoe 8, (M 5 + , 8) est un corps commutatif e

contient un sous=corps isomorphe zu corps complexe( €, + , « ).

' qoAE 5 7.\
Demonstration. On sait deja que (M, +) est un groupe
s 4
ebelidn =t, evidemment, % est commutative .

Soltf + 0 S5, g.+2 0 S, h # ho 8 e,

(£ + Lo S)*‘L(g-e.h)-f

(£ +fo S)#—[ (g + g0 S) +(h.+ha S)]

i

+(g+h) e S| =2(g+h) + [f(g+h)jo S = (Ex & th) ¥

i

+ (2g)o S + (fh) e Yfg-ﬁ-(fg,)OS] +[fh+(f.h)o 5]
= (:E+fOS)*(g+goS)+(i’+fOS)*(h+hoS)

Donc (M, + , #) est un anneau commtatif,
Soit /HM =1 + 1 ou 1 est la fonction constante egale a 1 et
golt £ + 7o el

(£ +fo &)= ﬂ,, = (£41) € (fol)o S =f + 2065,
ST



@ 52 =

ponc 1, est llunité de J( pexr rapport b "&" o Pour compléter

.ok@,fn D%

il

la dénonstration, on va monirer Iqua b e S

B e e O e atla) o+ E(90R) ) =0 () e T B
&> 2(z) = 2(5(z2)) ®ze R

Mals, T dtant meromorphe et £ o S etant éh;aiméfomrphe, 1'dgalité
precédente est possible el et seulement sl £ est une constante:
£(z) = ¢ pour chaque 2 € Re |

Done, 0. = £(z) + £(5(z))i==¢c 4 ¢ /'=.2¢C olegten=dize, ¢ = O

Soit, mainte nant, £ 4+ £o8 €M %OM} o
: | ‘»+-% se M et.(\/ +%§oﬁ>%(f+f08)'

0
-
@
0
ot
e
ot
&
b
3
)
55
b
Al
ot

I

. ; A A
Solt R, = OQ‘O ( (Oi) % B B (04 i : cons‘tanﬁ:@j e
)

Bvidemment (A 5 +4 ° 6ot un sous=corps de { R 5 + , o) isomorphe

Done (M ¢ +: % ) est un corps commtatif.

ey, corps des norbres complexes (G +, * ) e

geite M, = Slf-rfos\féﬂ? %c-@»c\ceﬁ!?f

U){; § -e», * ) est un 30US=COr PS de (M, + 4+) et la fonction
Py (Mo, 4, 9&)—-—%(@,4-,' ) : ‘

6+ ¢ —> Flc +¢}) — ¢ gst un iscmorphismes
Le theorsme este completement demontres

& 5 s /
Tm:*mne Ce Lo corps des Ffonctions de typs neromor phie sur 13

sm‘face—; non orientable X est isomorphe en corps des fomctlons .

«
D

St o

L T RO .
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mSromorphes sur le revitement double orlentable Y de X,
Demonstrations Soit F @ (ﬂ 2ty o) ———a (A, %% )

définie par F(f) = £ + £ o S, Uéme parls adeinition de M , - -

l'appiication F est surjective, o ‘ :

Boit f£,8 e M o F(L4g) = (£+2) + (£42)0 S = (L+£oS) +(g+go S) o

P(2) + Plg)e - ' | &

n -

P(fg) =fg + (fgleS =(£ + L o S)-%(g'-o-'gos).'z:‘F(f)*F(g)

/

/ - \ .
Dans 1a demonstration du théoreme & on & vu que Ker F = $0F

Donc  F est un isomorphisme de corpse
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4. FORMES DIFFERENTIELLES DE TYPE MERCMORPHE
. SUR_DE_SURFACES_DE RIEMANN NON ORIENTABLES

4.1, 1-Formes différentielles

. BBt T vaatace e Klegn IR ) B e el (g ,\¢ ) une
caﬁe de R , autour de ‘P ,(en particulier, un disciue parame'triqué
centré en P ), \€(P) = 2 = x + iy un parameétre local, |
Si T*'(X, P) est 1l'éspace cotangent comp]exifie, en P aoX.,
3dx, dy} constltue une base sur € de 1u1(1a hase canonigque) ;
de méme, %dz; dif , o0 dz = éx ¢ 3 dy, 6% = dx - 1 dy, est une

base de _T%(X, PO) (1a base canonique complexe).

Si D¢ X, une 1-forme différentielle sur D est une fonctionw : D—

->p\{;~;< "*’X,}?) tel que, si PeD alors w (P& 6T .
Si( U, @ ) est 1a carte consideree et si PGU; la forme cy

peut étre écrite comme suit.:
@ (P)|= U«"*("Q:"}“(‘ﬁ” i A(x,y)dr + B(x,y)dy f(z)dz + g(z)az, ou
les fonétio'ns AB,f,g : P (U)—>¢C vérifient les rélations:

~

A=faeg £ = 2(A - iB)
€ . e EE) 1 3
B = d(f=g) g 'é’(A + iB)

Bz .

]



4e2e Sur 1'intdrrale curvilicne.

On considére dans la suite seulement des fornléadifférenfiel'le'
de classe C° , . : . } '
81 co & D———apg U (X,P)A est une telle fo:éme sttt iR o \e"), (V;\y) :
sopt de. cartes sur X tel que UnVAND=E¢ , ¥Y(P) = 3,

“f’(i?)‘ =w et si, en fonction de z ; étw, co s'ecrit (dans Un D,

respectivement dans VAD ),

w (P) = £(2) dz + g(z2)a2 ,w(P) = (we¥ ) (w) = E(Wdw + Ewidw ,
glors, pour Z.=  Zl W) = _(\eo\}fi)( w ), les fonctions £,2,5,8

verifient les relations de cohérence suivantes:

. FHow) = 2(s0) 22 (w) + sa(w)) 22 (w)
B w) = 2(@8(0)) S2(w) + gla(w ) 22 (w)
w o oW

Soit I.= Yo,27 , o : I —> X continuee Lz courbe G = (o¢ ,I)
s'appelles diffdérentiable sl pour chaque carte (U s € ) telle que
L(DOU # ¢ la fonotion Yo 1ol (UNK (1)) —>C est
dizfdrentiable., _ |

On suppose d'abord que © est une courbe différentisble et se
trouve dans un seul disque paremetrique (U ,\¢ )h, ¢'egtetedire

OL(I)-CU e

t

k
3



> 56 =

i oo ol _
() ch> des S £(z)dz + g(z)az ool [f(z(t)) 5 (1) +
- e(c) 5 |

+-g(z(t)) %% (t)]- it , 0 (C) etant ]a{eourbé plane (o, 1),

oh z() = x(t) + i y(t) = \@ (X(t))s

Si oL ge trouve do mdme dans le disque (V, ¥ ) (oﬁ'CU () =

= F(w))aw + B(w )uG‘u ), & cause des rélations de cohdrence e
§ Fw Jaw + Zﬁ(w)c}@‘ = \KSC 7(z)dz + g(2)dz  et, en éonée’qu@ﬁce,

y(c) :
. ’ - - 4 7o VAL
ila geéfinition de sﬂd ng depend pas Gu paramstre local utilise;
gk < ; ;

2,

finition

4
&
o

[$5)

onde la

o

- o ; (] ¥
tee Ensulte, l'extens

0
et
4l
4]

elle act d@n&_cénsi
de 1'intézrale sur de courbes diffdrentiables par morcesux eb,
ayrés_gé, sur de telles courbes mais, situses en denhors d4'un seul
disque, se fazit sxsctement comme dans le cas dos surfa @os de
Riemann (orientables)e ( [15] , pel53)s

De iiéme, 1'intdgrale des formes diffdrentielles fermdes sur de

res se détinit exactement comme dans le cas

courbes grbitral

crient%bleg Y
Nous r%marquons aussi que l'intégrale d'une telle forme dépend
saulemént de la ¢lasse d‘'homotopie de la courbe C (méme seulement
8¢ la classe d‘'homolozie).

Ohseyyntion. Si on derit w en fonction de bases 3 ax; ayf
des espaces T*(X,P)g les relations (2) sonit ek&ctemeﬁt les
relations de cohérence du cag des surfaces orientzbles ( [15] ,pe

152) s Ce fait est

«

parfaitenent naturel' parce que, ‘du point de. vue

& = -

2 g e p & ooy o " 5 e i
lccal, lfcrientebilite ne joue aucun rfis: 1°

2t
i
m\.
b
L1
®.

varidte est wne propr

by RPN, P | bt | 5
£i0001is pas locals



Atap |

centlellos de type hologo;' phe
et de type méromorphe

4,36 Formes axe

Soit co une l-forme differentielle ddfinie sur 1l'ensemble ouvert
DC X et 50l (U,y,W)(V,V¥ ) des cartes sur X tel que UN T N D #¢4
: e ‘ S b |

Sur les composantes connexes du UN YV ou z =(W¥o¥ )(w) = z(w )

est analytiqﬁe, les relations (2) deviennent

F52

o~
é.
i

i £(z(w)) £ (w)

&(z(w)) & (w)

(1194
N
il

et sur les composanites connexes ou 2z = z(w) est antianalyticue,

les méres xelations deviennent

=

F(w) =gla(w)) §& (w)

i1

(2') . - e
. E(w) ='#(z(w)) 3T (w )
Sl doedisint: Tas fornes différentielles w en fonchion des bases
§{ dzy dé.’} des éspaces p% (X32), au moyen des relations (2') e
(2t'), on Zdentifie des formes diffdrenticlles d'une nature
parﬁiculiére, formes qui premnent gour les sﬁrfaces de LRiemann
non orientables le rdle joud par les Formes analytiques dans le cas’n
des surfaces de Riemsnn orientablese Plus exadtemcnt, on a t
ﬁ_@g@;%&: la forre diffé:enﬁielle w 3 D""péi T*(X,P) s'ap-
pelle difiéventlelle de type méromorphe (respede %ype holomorphe)
si pour chague carte (U,@), \@ (P = z, WNDE. Adpa it .
: Slecrit <O (2) = t{z)dz + 2(z)a% ou 7T : Y (UnD )—> é\ gat
méromorphe (respeholomorphe) et g:\¥ {Uunp)— ¢ est antindro-

morphe (respeantiholomorphe)s



Proposition 1, Ia definition precédente est consistente
(clest-=dire, la propriéts de cv 4'étre Torme de type holomorphe
ou moromo“pm& ne depend pas 4@ son exrveus&on en fonction de
dlve:rs paramdtres locaux utilisds)e

Demonstraticne Supposons 2 = z(\xx) (wov™) (W ) ange
lg;rtique. Alors,w (2) = (wo“fl) (w) ‘f(z(w)) a»f’?/ (w)_d\x/ +'g(z(w).)-

il

Q{; (w) aW et, 'vﬁdamm@nt, le coefficient du dw est une

e e

fonction helnncrnua (meromorph&) et celul du (zw est une fecnetion
gntiholomorphe &an‘m_m:comorphe) »

81 2z = z(w) est antianalytique, (conformément & (2'1))

: ) ——— e &
; s dg ! " 4 6.',7: o S 2 ; 3 »
Co (P) = glz(w)} = (W)dw + £{z{w)) T {w)dW ¢t, de aouveau,

s s . . ; < o . / :
le coef;:i;uient du dw egtv une fonction halomorphe (meronmorphe) et

celul du 4% esi antiholomorphe (antinéromorphe).

Zaed A 3 i
2e Ia fonction £ : D —> € s'appelle {onction

s

/ - - 1 - ‘ 3
de type meromorphe (respeholomorphe) si elle vérifie les deux

conditions suivantes:

que :
&) Quelle‘a\ﬁsjoit la carte (U, ¥ ) tel que UND # qb y =

-1
z st fae f otk o 0o : ¢ {(UnD )—¢
lU 0D £ e s, \e(Unp) e .
est meramorpne(re holomorphe) et f2°\?'l' D) > € est antle
: ¥vnp) '

'méromoxphe (respeantinolomorphe) e

DSl (U w9y« (Ve Josontide: cortes sur X tel que

UNV D¢ alorve, guelles que solent les deconpositions

1 . o ¢ &
£ 2L, +4F ' = B ) 82 i verifier : = S

]UHD = 27 iv()D i 2 qul verifient la !
sondition &}y les zestricticns & UuNAVAD des fonctlons
P.p  PI 4 £ i 3 h :
Tysfostys f?_ verifient les conditions de conherence (‘hl‘» et (bz):

b
]
i
i
§
i
H

-



(2300 )(2(w)) = (214 ) ()

: (bl) ¥ | : : sur les composantes
(£, 0% Jla(wi) ) =(2g oy yow) connexes du Y (UNVND)

_ # |
ou gz =g(w) = (oY )w) est analytique..

i

o -4 .
(222 ) (2( %)) = (23 oW ) (w)
| sur les. compesantes

(f'&") (alw)) (f‘o\v"xw)

i

_ ; eomvm u,wwnvnp)
o z = z(W) = (lec:‘{’ )(\X/) est a,ntia,malytiqupy

A

Proposition 2, Ia foaction de’ cvpe méromorphe £ : D —> @

..........

est nulc si st seulement si les deux OCIZ‘.}_"O&:AAI»?S de “fl mron 10rphe

e‘t.f2 antimeromorphe) sont nulese

Demonstratione D etant un ensembis ocuvert, il peut &tre

4 4 .
recouvre pur de disques paramétriquess Soit; donc, (U ,%) un

L
disque paramétrique tel que USD o 4 cause de la maximalite

de _1'3&:’1&5 A, on peut supposer ¥ (U) = 3 |z < 1§ .
Pour ~demontrsr-la proposition, ol 2 ..,uff.;.t de montrer que pour le
d:ilsaue (axrbitraire) (U, @ ) nreceden‘n, si 5] = %q # 1‘2_ = 0

allors £ = f2 = 0 On a sx;,.ccesssi'»rexmarri,e
0= §(p) =(§ore) @ = (¢ ) 5 ¥ @)
aome,  (fot)(8)= - (£,°'€")()

: b ; s v . . 4 / . 7 :
pour chague 3z, | z| < le dals, £,°\¢ " stant m»sromorphe ot

onctidns dolvent &tre




de constantes: fl(P)'éxc, £,(P) = -c quel que soit P€U, Conside-
rons encore une fois le méme disque (U ,\e)-ét 1a débcmpositiqn

particulisre £l =25 + ) el#y =280,

‘ma:cs= £,(P) = (£°%¢ )z = : (P oete (b )(Z))::: (41 0 1¢? )(E)-— t

= 0,
lﬁonc, Tinalemant, £fi =15 = 0

X Corolldairze: Si £ et g sont de(_foncﬁions de ﬁype méiomorphe
et si elles ont les dscompo sitions loc ales £ = fl+f2, g = 81+8,

alors, I = g et aeulemeut i £1 = gy eb £, = gg

dof e gg'gpgp\ gghu':g::Vﬁs'ﬁe type meromorphe -
: : connexe et :
Scit D € T un ensemblelouvert. On note por M (D)

1l'ensemble des fonctilons de typs meéromorphe, définies sur D.
L'ensemble M (D ) zdmet une structure naturella de corps. L'ade
ditlon "+" est celle habituelle et la multiplication "s" est

[ . 5 - 5 Ay 4
defzn;e camz 1l suite 51 £,z2eM(D) et si localement f = f-+f
b 4 1 2’

e o gt S R

dé{ 34 2

= 13y * fgbze

I g,+§2_\f1 etant la composante miromorphe de i etc), alors

5

%

g
| Eviderment 1'operation algebrigue * est bien définiec.
g;é ;& e 10, (J%\P),v,-w ) est un corps commutatif qui
contient un sous-corps isomorphe au corps des nombres complexes.
La demonstration de ce théoréme est élementaire. On note seulew

ment que 11MLD) =1+ 1 est 1'elément unitd et que si T = fl+f %

ié‘C%V(D) alors l'invers par rapport a de f est w%m +ﬁ%- gui

est, evidemment, un element du M (D). (Veoir augsi 1

e i M SN A 0 4 S AT T e



Gl

Soit_(.h'( » +» * ) le corps des fonctions de type meromorphe au
sens de la définition du paragraphe precedent et soit(M(X),+, *)

le corps

‘des fonctions de type meromorphe au sens de 1a defini“cion 24
Théordme 1le Les corps (M, &, % Vet M)+ S+ B

- gont canoniquerent isomoxphese. ' : ‘ :

I1 s'agit de 1l'isomorphisme naturel analogue ‘a-celui decrit pour

le cas des surfaces de Riemann orientables dans [11] , pe21l.

la démonstrat;lon est. compietement " parallele” & celle donnée

Th-base » N

Conclusion: Les deax desinitione domees pour 1e concept de

- fonction de type méromorphe sont equivalentes.

46D L8 M (x X )-espace gectomgaes formes de tyvpe

L;@ romoy pne

Proposition 3. Soit < = f,dz + gﬂ 4%, Wy = £,42 + dea
R (o~ 1‘2 et gd “fie sont pas identiquement nules), des formes de
ttype meromorphe sur l'ensemble ouvert D ¢ X, Alers, la fonctz.on
\i& g - ast u..r‘-ve fonction de type 3 h y ;
f pe meromorphe sur 1l'ensemble
Da (On va noter cette fonction par fﬂ) _
Demonstiratione Soit (U,\¢ ), (V + ¥ ) des cartes sur
X tel que Un\/nD:;E#D » Soit \@(P) = A t%’(P) =w les
paranetres locaux corres;gondantsg Pour k = 1,2 wé S'ecrit. aansU >
respectivement dans V, de la ;apon, euivante:

u)'% (P} = £,(2) dz + go(z) 4Z , respectivement
' S PN .

i

Wy (B) = £ (w) aw  + F (W) aW




_ -4 - -4 ; :
Parce que, pour PeUNV ,P= VY (z) = Y (w), 11 resultet

.

Wy () (£,20)(2) az +(g @) (P) azZ , :ce__‘spec‘civ.ement'

wﬁ (P) = (f oy XP)dw + (& ov)(P)d\v

La demonstrat"on dﬁla proposition revient s montrer ques

) e (34 Qm) _ (fov)® (” W)
2 (f,’,o,u('))(P)‘ (9,0%) (P) | (fg‘zoqz)(p (8’3"‘{))(@

4

wit= (VoY " )(w) est analytique,

-~

On suppose d'aberd que 2z = 2

Oz @ successivement:

@iﬂk‘)(?) (94 ) (P) o £y (w) %}_,,(w) fﬁg |
G0 T (G W)(P) L& g0

\

dz
= )Q (z<w)) W(w) . g4(£(w)) <w} .f_i(z(w/)) %4 (2(w)
e = o
{, (2(w) 2 -—( W) G (2w) O_{__E?W o .gz (e6d) G, (2W)

_Gievvt)(w) L Breve vt) (W) ;
(Feoe= 9909 " (Guueoviyg ~

_(Fee)m  gewe)(p)

o) (PTG, (p)

e e e 005 S S A SO A e . »




¢'est-d-dire 1'dgalitd (3),

Supposons maintenant z = z{w) antianalytiqué. Alorss

,(goW)(P) 3 @o Y)(P) . ;‘;(w) + §4(W)_u_(_@-”_)
(o) (P (Geo¥)(P)- C e By

: dig? = -

S : [}‘(l,g T = T
eI e

= ——— e

8&(2(")@’)) -g.z (z?é\x/)) o (gg ° \6) ('P/)

(2 w) ot o ik ‘. | ~‘ e |
8B edyEe)e g e iy BioX) (R
(

¢ ‘estet~dire,de nouvesu on & 1'€galitd B

Soit g:’liensemble des formes de type umeromorphe sur X
Evidemment, l'ensemble T dotd avec l'addition usuelle forme
un groupe abélien,

Soit £ =1, +f,6 M (X) et = 813z + g dz € F,

On va d€finir le produit f% co par:

def | ‘

WCN = P L 2 N

i — (f;81)dz +(f,g,) .
. : 2 B 3 =

Proposition 4. Dans le contexte precéhent,:r*q)e-d' .

3

, - 3 .
la demonstration est identigue 3 1a précédent

)

=9




G 4m

Théorsme 12, Le trivlet (F , + , * ) est un espace

vectoriel a une dimension sur le corps (AU (X),+, ¥ e

Qg:@ons‘cm‘tim: On verifis Tacilement que (& , Py
ést un espace vectoriel sur (S (X), N i sy '
I‘l»reste‘é trouver sa aimension. Soit &, un element non nul
i_g___:_gg' dans @' . Soitwe¥ , Dans 1a propos:ftion 3 on-a demontre
que %): € M (X)), Evidennent O == *60 ; done 1'énsemble
$La)°} forme une.base pour (9’ 4+, * ) sur le corps (JV((}L Yotgk )
Le tﬂeoreme est den o:ztre’ ,

Observation, So.zt la surfac deKlein or»entable(l,&) et .
soit #, un sous-atlas analyﬁique (et maxizal) du Q » Soilt D
un sous-enseanble cmvert de X. Considerons D comme sous-ensenble
de la surface de Riemann (X, Ry)e Soltw, une forme meromorphe ,
non nule sur D et soit w,; = £; dz une autre forme meromorphe,
Dens ces conditions, wy + 0 4% et o, + 1 dZ sont des To
differertielles de type me’rbmorphe sur DD C (k, ) e
Dans-ce contexte, la proposition 3 devient le Shdor e 6-11 du

[15] (p;i*?'i%‘;'“tzn”chéoiéme qui contient en dedans le fait que
l'ense};able' des formes me’romorphes sur une surface de Riemann
oriente\kbquoxme un espace vectoriel & dimension 1 sur le corps

des. fonctions méromorphes sur cette surface.

4o 6. Llordre d'une formga differentielle de type

Eo

méromorphe, dans un point. R sidu

] - ! o b 4 s o
Soit <« une forme differentielle de typé meromorphe definie
sur liensemble ouvert D CX e% goit (U ,¥) ung carte eur X,

e oyt i



5

"En fonction de zy sur UnD,w s ocrﬁt:a)(}?) = £(z)dz + g(z)az,
Soit Lie Wl Unby et £ > 0.sel que § z ! ]z— 0,<p§c\€(UﬂD ).
On suppose que i’(z‘) Z a (z.«z ) ’ g(z} Z b (z-z )I1
R . . =k

On dit, dans ce cas, que PO est un pbla pour la form w si

( M 20 ou A <0 |
On.notes E)(i’;zo) = AL ,.))(g;zo.) = A 4

Le nombre 3y (co 3B =-.-% ):))(i';zo) + ))(g;zo)] est un invariant

par rapport au changement du paramétre locale Ce nombre s'appelle
diordre d€ W dans 1s poi nt Poe - -

$1 S est un atlas dianalytigue effectif, % caus e'fzies -
rel&ti-o.ns_ (2 N (f;zo) = ) (g;zo) parce qus si (U ,V\e ye it
alors'(U € Je Ry dang ce cas, Y (¢ ; B) = Y(fizy) =
=) (g3 Z,) et on va dire que ¢ a un pile dlordre - V(@ :p )
en P, 8l ))(cu ,}?)< 0 et un zeroaorare ))\Cc),nv) si
Vil ®,) > 0.

SL (X, & ) est orientable et si A, est un sous-atlas

analytique (maximal) de o% alers, pour la surface de Riemann(a,ﬂ,)

les relations (2'') m'interviennent pases La somme des deux formms
1'une mexomos:phs et llautre an’cimnromcrpbe sur D(D C (%, aQi))

o et V(g;z Zy)
peu.vent &tre diffédrentes et ) (Q) ;PO) n'est plus, ganeralement,

un nombre entier; Y (v ; Po) a la forme % ou ke,

est une forme de type meramox'ghea. Dans ce casg ))(f;z



%68 -

Bvidenment, l'ensemble des pc’ilesld@ la forme co est forme par

Ges polnts iﬂola's.

Soit P,€D un pble pour « et soit (U ,\€ Y un d:xsgua

p&mm‘triqu@ autour de Po .

‘€=U~——>5LZ \ |z = 2, < 1? » W(2,) = 340 Soit C = (ol ,I)
wne courbe de Jordan sur X bornant le dorfalne d’QUOD ” :

'Poe Jd” et tel que l'index de z, par rapport a la courbe

(Wool 4 I} du plan (2z) soit 1, En particulier C pout 8tre la
_pr@»im,_,e par QY de 1la courbe
2wt .
Aot $=—22€" . +2, - on 02¥<ly, tel .
on defi_m lo. zdsidu do <O dang ls pojnl B, per:
W (@)= s [0, c
} " K
e(c) C

Shait il gtk precedente,
Parce que <« est une forme mr?;g et la courbe C est homotope
'3 une courbe de la forme '[8*(‘6_;/(,7,)}* &t (voir 1la
Tigure), [Cd dépend seulement de'<d , Oa & notd par * la
cempﬂsitign habituelle des cheninsg et pax € l’im'r'ers du
chemin E, .

Soit G wun domalze du pian

(2) o :{a,bjﬂ>ﬁ une fonction

/
At FPParantdahla noar MOPQaSY.

Qe QR RILTIADLE PR CIGERUL,

Bl _/\(\'&sb] J—> & pst




e A

S e

continue, on vérifie facilement que

jh(z) dz = jh(z) dz
A A
En utilisant ce fait, on va calculer le rdsidu de & en P

en fonction des résidus de f et g dans le point Z, t -

RéZ(w, Pa)—— S'g'@')ﬂé% ’1’ ’“"‘" gg(f)ﬂ//% -
o e rcnsiod. o
. ._ . '. ——. § v A. (mé@- "
b (8 o2 = a1 (3@ =
4 oF 877 J% Sy _ 'L 9L i
R
= £ 2 SNV Y
T -‘i+ Zﬂ'é Z = L 4

‘__.,7"_.”._&03,.‘5@(;?,‘(// ) une autre carte autour de Pos Y(p) = ¢

P(R) =w, , w (®) = fw)aw + & w)a® , od
2 By oo N il A - o b A 5
Hw) = - Z a, N e A ) et glw) = bn(w.. V)
n=§ n=¢ -
(£ et € dtant les nombres aaterieurs A et &),

Theoréme 13e Avee les notations mteriaares, les

nombres complexes a 10 B3 ~~=-l’ b_, verifient les relations:
&~
a_y =a_q . )

3 - -

(1) o s Yo esot analytique;
s “n b &




e

(11) B si WoY  est antianalytiques.

e De’mg ngbrations On suppose z, = 0, W/, = ‘0. s1 \eowﬂi
analytiqua, le resultat est bien coanu, Supposons donec Yo L\"L
zmtianalytiqus.. si. % est u.ne courbe diffarenﬁiable rar morceaux
ayant l'image cen‘cenuﬁ dans 1'ensemble ouvert D du plan. complexe

(w) et s1 B: D ’-‘*——’/A (= onsemble ouvert du plan complexe (z))
est une fonctlon holomprphe alors, en notant [ = €% , on a la

- *elation:

[Rede = (Al Cordw (131, P36)
P RN i |

On-va noter par k 1la fonction 2 —> K(z) = Ze

I

'_________ S (g(w)) (\U)&(W—

i, - jw)oéw
5 o ] 2

5 B;T (G4 E) ﬁliw)a(w —é%.rj(oﬁ)(%)alz:
7

I(rs@) }?ez(% oA 0) Q%(ﬁ 76 0) .



g 2ntt
On @& note par ¥ le chemin t—€ it le chemin

( Wo W )X , I(I" ;3 0) 1l'index du - O par rapport a [ 5a

~ = ol ond ) : ;
De 12 méme manidre on demontre que‘.b“i =8 qe Donec, dans le

cas (1i) on a 3 8 b [9‘..1 - h-l] _

Par cons equamt, Rea(cc?,e ) est hi@n defini jusqu'a un

_changement de signee On va voir plus loin que ctest un fait

naturels
7o Lo theorone Canchy de d5idus
4ola 28 V*F‘OLGI":ﬁ de Can CJ.'(, Gag T pﬁg}g,,at,
- On salt que si X est une surface topclozique co'“p:zct

6lle peut dtre werrdsentde tcpologigquement sur un polva

Opei .

plan T tel que les cftes de la frontiere I du TT sont
identifies en paires et 2]/ a le symhele

' ’ Sl s -
(*) Z 1 l'Al 151 ese A_B B Clclacocgi ¢

Lo &9 é32 8o Eq

81 gy = 0 on obtient le symbole connu du tore generalise
ayant 8o trouse Dans ce cas,; la surface X est orlientable
et le nombre g = g s'appelle ls gonre de Zo Si 3 # O, lia.
surface X est non orientable et le nombre g = 2g2 + 8 est
un invariant topologique de la surface X nommé eussi le

goenre de X,

s

5 T B T, A ST

5 B T R RSB M7 47

g e SR
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Dans le cas gy # 0, les nombres 81 et g2 ne gonf’ggs dtinva="
riants topologiques. Par exemple,'rr'peut &tre remplace paf.
unfpolygonfrr‘tel que le symbole correépondant é,kﬁnombres
analogues gi et gé reSpectivemant gy + 2 etigz - 1, ouhbien
par un polygéne"Tr”tel que son symbole (pour JJ[7) est

o i
: Z = DiDi ‘Q'DgDS g‘ ou g = 2g?+g,1.

Soit X une surface non orientable esyant le genre ge
S1i g est un nombre paixlon reut prendre 8y = 5§g et gy = 2
'Si g est ﬁn nonbre impalr on peut'prendra 85 #,55;_3t gy = 1le
(Poux les considérations concernant la topologle des surfaces, -
~on peut cousulter [lo] , pe76-8c)e Nous utiliserons, en
général, la forme ( % ) pour le symbole 5, parce que cette form
contient.tousulés deux cas de suifac@s (orientable et non oriene

table) et elle marqﬁe le £a2lt que les surfaces de Kléin(compacﬁes)

sont plus generales gue les surfaces de Riemann (compactes)e
Soit a,,b.sCp les courbes de X qul correspondent aux
Ags By Cp  par la représentation de X sur le polyzone ||

t 4 e ; b ST )
L eésamble ialyefeyagg’ b%,...,bgz, «l:-o°9°g{} est une base

du grourpe d!hoﬁologie_HL (X) e Hous disons que nggeoegcglf
' est un systéme complet de cycles unilaters indépendgnts d ‘une
base du HT(X). |

SOit_ ng la surface (éviéemment ouverte ) obtenue en éloignant

de X los courbes cl,cz,,eegcg

e

o

N R A S A R
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Xéz est une surface orient&ble (X_2 X gi 8y = 0) ayant le
genre'g2 et la frontiére idéale formde par un seul alement.
Si g # 0 et 8y = 3~g ou 5m$ ( pour 3 nombre pair resPecti~
vement impair}, nous disons que ng la sous—surface maximale
oriéntable de X, : : e . :
Soit R {( Uw ey Vo) f je1 un atlas dlanalytique maximal |
sur X, o e |
Soit

)‘&(Dlnxg)},

cel

R, = SL ( ol L 1 \edlU X,

Xg-z_ étant oiien‘céblz, ,ong contient deux .sousfatlas'analytiques
maximals J%g et ngz(corr63ponﬁan$s aux deux orientat;oné
possibles de )4 ks

P 1 ~a2
Choisgir \}%8z ou 3 comme stiructurs sur Xg est aquivalent
& choisir un sens pour parcourir la frontiere O ge T
Soit cd une -forms differen*ie le de type meromorrhe surX, Po'
un pdle de @ exterieur aux courbes ¢ » lek<g,e 51 on utilise
dans la relation (4) seulement des cartes du f%z (ou bien
seulement des cartes du JZ; s alors Rez{ <O ;; ) §$t invarian
tement aéfini, .
Le changement de signe mentionne a la fin ag thé%réma 13
'correspond au cbangement entre 5%3 et JZgz ®
Ce phenomene a lieu aussi dans le cas des Surfaces orientables,
Soit k uneg surface orlentable et soit A un atlas dianalytique
maximale sur Xe Soit £, et JQZ les deux sous-atlas analytiques
du S (X5 iRy ) ot (Bp 7 *2) sont des surfaces de Riemar

briﬁnﬁables. S0it < une Fforme merogorphe sur (X Jai} ayant —
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le- pdle P, et Rez(w iPy) = ke Sur'la surface(X , aQ_z) i

&evieﬁ‘b une forme antimercmorphe et icli son résidu en Po est

Rez(w 3P, } = =k o

Donc, le fait que Rez(co ;P ) est bien aéfini seulement jusqu's

wn c'lan e"\en’c de signe, mentionne & la fin du theoreme 13,

.’es‘b un ':Eait naturele

Soit G X un domaine ca.yant 1= fron’ciere formee pa¥ un
hombre £ini de cour bes de Jordsm tel que % \ G .aun nom’ore £ini
de domaines olmplement connexes et 'tel que les \.eurbes '
ak;bk,ce ne renccn.“cmnt pas lfenscmble G o On' va fixer |
4' Xg,, %:g;a% Jas Genx crisntations; par exeuple C»-‘a"".f.'a Aonnss
p&xﬁﬁ ot on oriente @G avee l'orientati on standard donnde
poxy "" curface de Riemann (X, ﬂ-g )
.(D:.x.s ia Fisure est prese ntée 1'image ians ie lﬁnn aw TT des
phenomeues qui on‘t lien sw: X)e Soit, sur le su:f'face X, une
triangulation A ayant les proprietms suivantes:s
8) Chaque courbs &,,b,.s G est um succession de cdtds de 4
b) Ies courbes du 2G sont des successions de cdtds de A
‘@) Chague triangle de A est contenu dans un seul disque
‘pammétxique ( [35] , pagelo6). Ou peut maintenant énoncer
le thdoreme de Gauchye

Thdordze l4e Soit @ une forme de type néromor phe sur G
et ayant les pdles PyyP,seeesP € G et n'ayant pas de singulae

 yités sur O G, Alors,

PORPRSSENRS
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(Ies résidus son‘t calculds dans la suri‘ace de Riemann (X, ,;ng)

. et les orientations de cK sont celles .donndes par le sens
. £ixd dans T ), . |

g;mor;;t ation, Comma a* habitude,a) 8 apnelle forme de

type maromorphe sur Q si elle est de type meromorphe sur un

ouvert V tel queG (@7 5 Pour chaque &, l1<k¢ 2, o1 considere

_Dﬁ un disque pa.ramemiqaa centrd en Pﬁ .- tel que s
- DKC_ G quel que soit k;

- ky FoEy= el sz = ¢

- (Dans la figure, G¥ est l’image de G, 3@* est 1l'image. de 9@» :

* 4 . e
P est 1'inage de P et D& 1'image de Q@ y Gans le plan

On peut supposer, modifiant eventuellement latriangulation 7AS
que 911@ “est formd par des ¢bids du A ©

e " 3
A = 74
si S% est un triangle du A , situé dans & =G\év;{Dé , U

, :
etant une forme de type Jglomorphe sur G', conformément an
lemme de Goursat, ICO

=0y
Soi’_c A’: %Sze— A} 53252 G’} e On a, successivement:
Qi : 6() = fc‘) =
e cAl 5% (ac, \u(aﬂ")

Ico'f“) ij

aTr/ ‘ﬁ"‘i BD,Q

(On a no»e par Tr L.-x or e—-.mage de 77- dans X par la represanta«-

‘tion de X sur —ﬂ- i1 , P , : T

£ R s S A

s



: " %2 s T 34 i :
S fws >t fern 5T S g5 e
o' (=4 adil =1 coe T

Les dgalites (%), (##) et (¥ %) inpliquent ltaffirmation
k

Conséduences du Theorema de Cauchy

1) Comme on a déja vu, les deux nombres gy ot 8o No sont pas
¢'invarients de la surface X. Toutsfois, on peut formulcr le
- theoréme suivant:

- Dhéorems 15: Dans le contexte du theoreme de Cauchy,

quel qae s0it {cl, uz,...,c } un systéme complet de cycles

unilaters independants d‘'une b&se qu H (X), le nombre f“)
: \ : . : =4 Ce
est invariant jusqu'a un changement"de signe, (Le changement cox-

2
respond: au remplacenment du 3 pnr 42 J
2) Soient (X HF ) une surface de Ki@ln orientable et f%i un

sous-atlas analytique maximal du S . Svr la surface de Riemann

(X, J%i), soit @, une forme m@romerp“s et < I, uns forme antiréro- .

morphes ALors, W = W+ W, est une’ Torms. de type méromorphe

r} N ik -

= okl 3 & % % P
(X, sty ) €% le theoreme de Usuchy prend Ia forme (parce gque

3139)5
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fo = o703 Renlons?) — 0747 Reawss )

G PeG ‘ PeG

~BEn particuliep , si ‘(,<_)2 est la forme nule, la relation pre'céden‘be

se rédu,it a:

e mZR%(w P) i

fec > G test-a~dire ia forms
classique du théoreme de Cauchy sur les surfaces da Riemann
orientcbles. :
3) Sm_ﬁposons maintenant- la situation G = X bans ce cas,

an ¢ et, donc, ng = Q¢ L& tlléoréme de C'auchy :lmpliqw:a

1'dgalitd: Gl | |
.' giﬁ
M 1T O
PGX v esl Ce’

c'egtmt-dire, on pent énoncer le theoreme sulvants

Thdorsme 16: Ia somme des résidus d'une différentielle -
de type me'romorphe sur une surface de Riemann non orientable
compacte est _7,:4: fois la stmme des intdgrales de <v sur -
un systeme complet de cycles unilaters indépendants d'une base

- du groupe HEK) .




T

4fKSoii (X, £ ) une surface de Klein compacte brientable

ot 4 un sous-atlas analytique du R .'Soit cw une forme de

type meromorpne sur (X, R )¢ Dans ce cas, la sorme des residus

L de w. est zero. Pius particulierement, si @ est une forme

méromorphe sur la surface de Riemann (X, 24)s alors la somme

des res:dus dacv est zero, de ncuveau un resultat classique

de .1la théorie des surfaces orlentables. :

5) Soit cU une forme de type holomorphe sur la‘surface de

Riemgnn non orienﬁable (A,‘jL Jo Lo thdorene 16 uonduit au

‘theoreme suivant: _ :
ggéggggg;;lz Ia somme des intezrales d'une forme de type

holomorphe sur un systtos como¢eu de cycles unilaters indépen-

a4

dants d‘fune base du groups H (X) est zero: 2?: Sa)‘ A

4e8e Une copclusion concarnant les questions

PSS x£t°;§=gmﬁ§mgz§mzwrafravnes 3 et 4

Scit (X; £ ) une surface de Riemgnn non orient&ble,écitlg
le revetlement double orientable de X ot J@ la structure dianaly-
tique induite sur % par £ . Sortiiiet_ji& les deux sous-atlas
~éma3'.3,('&‘,iques de  « Soit il = (i,ﬁi) et 352 = (3(’;, 95:2)'.

Ayant en vue les questions dtudides dans les paragraphes
3 et 4, on observe gne—forte liaison entre ¢es quesgtions et les
problemes naturels qul se posent sur la variotd Y, Y étant lg
éiagcuale du produit cartdsien X% Xpe Voir de nouveau le corps
ﬁ{;(fl,fé), (corps qul subsiste aussi dans le cas general 1)

: s 7 s
ecudlie dans le parsgraphs pracédent, (le théoveme 5

p -

[

215,
I Y

B e T

BASATAR



o T7 =

5, LE_THEOREME DE RIDMANN-ROCH SUR DBES SURFACES

DE_RIBLANY NOY ORIBUTABILES

Soit(X, fL ) une surface de Riemann non orien‘cable et
Ty B une surface de Klein, |

Sodt (¥, 5’3 )-—~———=p (X, A ) un morphisme de degre ne Si r est
l'ordre total de ramification de £, il edt donn@ rar la formule

de Hurwitz«&erekgarté ( [22] , pel6o):

T =gy + Zgz\, ® 2 = n (glx + Zg:x - 2}

) .51 Y est orieatable et si £ ebt un reve ueme vt de aegrs n=.2,

on & 3 le = 1 = 04 Donc, Boy = 8 est le genre de Yo la formuls

J\l
précddente conduit &

() EY ""g;x"l §

uneAégalité d€ja mentionnée & la fin du parasraphe 3.

e e o e L TR

Dans la suite f: (Y, B ) —> (X, A ) sera le revétement

l
|
\ozierrtable, de degrd 2, J3 dtant un atlas analyticuc.

o 5
Solt a Pd" }?g eeo Pn"ml diviseur sur Xe On a:
f‘l(P): = % 119 sz} ol £1 r 'PKZ quel que soit k &
On définit le diviseur £ (O ), sur Y, par 1' dapndte's

] L1 ~vely Nc(z 70{2 ~y oy

N R I A Y R T T A

e

24

A A T 5 i
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Soit ( J/L(A), +y % ) le corps des Ffonctions de type néro-
morphe deéfini dans 1e raragraphe precddente | ,
Soit g = gg + 8, € M), g1 ¢tant la compoé_ante (1ocale)
méromorphe de g0 51 P € X et sl (U ) est une carte autour
:PO',' (@ =32, ¥ (30) =B,y alors', pour P assez voisin de

JP&, on a 3

-4 ‘ & o
(B} = (g6 ) (8 = a(z=z)" et
y : n=m, :
- ¥ | '
2,(P) = (gy0¥)(2) =, ‘Z b 2= 2)

FL étant maximal (P 9\? ),6'\7Q et, a cause des relations de
cohdrence de la définition 2, § 4, on a : N, =N e

On note ce nombre par ) (g; EP ) et il s'appellis l'ordre de g
en Pos Evidemment, Y(g; .P) est independant de (U ),

En supposant g :—t,. 0, on ddfinit le diviseur (g) de g par :

o —”"P V(g,

PeX .
De la méme fagon, si cw est une forme differentieclle de type

meéromor phe, W ";‘" 0, on définit le diviseur (e ) de & s DAr:

(0) = T pP@P)
T pex |

Soit M(Y) le corps des ¥

4)

75 - g
oncticng meromorphes sur Wa surfzce
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'Sdi’t .: L( CL)y = {ge ./V((X) } .(g) aab i b = diviseur ehtiem}
T B = nemixy] )

f“l(a) é 5 C= diviseurf '

entier

it

Q(a). =§C‘)l (c0) =ab, b = diviseur éh‘tier ;

, ﬁ(f‘l(}q )) x ib’“l 'X‘Q forme ﬂiffe(rentielle xﬁe’romorpha
A et () =rH)E ,

r~ s :
C = diviseur en‘ti@r}

Théordme 1, Ies ( -espaces vectoriels L(Q) et L(£~((A)) sont
canoniguement isomorphess |
Demonciration, I1 s'agit de 1'isoworphisme naturel Ty
induit par s ’
L0 (MX)y + , * )MV, +, ,)

g =8

-
oo

, e
+g2+-——--->f;vgg)-——§£glcf‘ | ;

On verifie facilement que £, lgth) = £ .(g) + £, (h) et
Ij#-(-g—*-‘ir}wr;wf; (g) fy (h) quelles que soient g et L dans SUZ)
$oit' g & Ker f# ¢ Parce quse £ est surjective, g1‘= Oe D'apres
iaprcposition 2y Q 4y 1l en resulte que 8, = 0; done g = 0 et,
:Einalement,ﬂKezf L, = {Oﬁ((x)} '

Démontrons maintenant la surjectivite’ du morphismes fj .
Donner une fonction de 'i:ype meromorphe sur X s'est donner un
~ recouvrement ouvert U de X ot d'une famille de fonetions
%g”% ou chaque gU est une forlcti}cn dg:\ ty pe méromorp‘n suwr la
sons=variete s de X e% tel que, si ;% U;Q{UE« et UnyU, ¢ ¢
-

alors, les restrictions de g”t et g% a UynU, sont

égalles_: %Ui l
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En utilisant cette observatlion, on démontre 1'}_3 sur jectivité de —f# o

oq;e{tant max;'Lmal, il contient un sous-atlas ‘5 form¢ par des
dlsques parametriques (U i del quev est regullerement
recouve_rt par f et \Q (U) =3z 2 4 1§ Si, pour
peU , @(P) = z,on note P = \éi(i) ou Z est le-'conju.gue'
complexe de z. -

Soi’c, maintenant, h € M(Y) . Seit U une (des deux 1) composante

connexe de 1l'ensemble f"l( T
iy =8 : U —> U est un homomorphisme dianalityque
R :
On définit la fonction g}vj‘par:
S - s o -4 o
)= (hofy (B + (he £5 )(B)

Evidemment, est une fonction de type weéromorphe sur U » Le

v
by
parametre local induit dans U ‘par ¢ est \l{c, = Yo _913_.

() (noY2)e) = (no 55 ) (QTH(2)) = (e ) (P)

Donc, 1la composante meromorphe de g est h ° f~ .

- La famille 3 est une fannlle comme on l’a lug haut
%ﬁ hwe)e@ - ”

mentionne; donc, elle définit une fonctlon de type meromorphe

sur X,

A cause de (%%) on a:

t
18—t

i R

'S orary
PR 323 IR IO SN 1
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Donc £, est une fonction surjective,

En conseguence, f, est un isomorphisme,

Soit g e M(X). Si PeY, on vérifie.faci,lement que
Yiss £(B)) s la)s B) '
Donc, la restriction de f, a l'espace L(QA) est un isomor-

.phiéme de ceci sur (£ T(OL)).

" Corollaire: Si r[ ] est la dimension de C'espace L(QUL)

- alors, on a:

(3) r[a'} = dim . L(Q)= dim Z(f"l((},)) ]

fx___‘héggégggmgaLes C-espaces vectoriels () (Q)et ﬁ(f‘l(a))
sont canoniquement isomorphes, S \ |
~La démonstration de ce theoréme est tout-3-fait analogdue & la
précedente. _ :
Z_Don_c'.', si i [C{] est la dimension de 1'ésPace D_‘( O\), on a :

e g s g A DT

| (4) i[Q] =ain Q (Q)= ain O (£1(Q)

EOn peut maintenant €noncer le \the’oréme de Riemann-Roch,

| gggiégéggué (Riemann-Roch) .

Si X. est une surface de Riemann non orientable compacte de

genre g et si (O} est un diviseur de degre a[a] alors, la
) ) 1 . -7 1 ' '
dimension 71 |-—= de 1l'espace L -—-—) est:
[a] ibee . ey
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r[é%]z: 2a[L] . + i[CX] = g-%ka

Demonstration: Sur la surface de Riemann (orientable)

(Y, B ), onapplique le théoreme de Riemann-Roch (DS] ip9264>
aﬁx diviseuISMj%f“-& et f"l(Cl) et aux eépaces,
: : T Ud) :

s ! 1 ; ~ 2]
_L( T Lt (@) -

r [;{"(a)] = c.'iA [f;'l(a)] v i [ffl-(a)] - ng + -

D'aprés les €galités (1)-(4), on a :

le theoreme est demontye.

Corollaire(l'indgalité de Riemann).

e s e

!\ i’[-é%]} 2d[r] - g + 2
7 .

—‘—-;//‘“'f'
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