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^ .j. '-
L e t  ( , J , ) i j )  b e  a ' r n s a s ' u r a b l e  s p i t c *  i r n r J  Q ( , ,  , )  i r e  a  t r a r r s L t i o n

p rGb i r i : : i l i t y  ' t unc t i s r i  f  ; 6n  1 , t  , ' t [ :  )  t o  ( , ' J , xn* , J { . } " x } i l  "  l t  i s  r ve }1

l i n o u v r l  t h a t , f o r  e ; : c h  l v * f f  a n ' J  x 6 € x  . t l i * r e  e x d s t  a  p r o n s b 5 " l i t y

P n n (  J n * 1 €  A  u x 6 + i " e  $  I  J o , x n  E o . ' , J n n x n )  =  Q ( J n ,  A x . s )  ?  F r *  d e s s

s i l a c e  ( & , 7 C , P n u )  a n d  a  ! ' i x i { +  v a l u e 4  $ e { j u e n c €  { J n , x n ) n e i g  o f

r e r n d o r n  v a r i , : i r l e s  r s u c h  t h a t

F ' u ( J o = w n X o : s 0 ) * i . ,

f  o r  eve ry  n  6  i r l ,  A  €J f ,B  Q . 'A . "

T l re  ssc lu { }nce  o f  random v ; :  r i ab l . r ; u  {  Jn  ,  Xn  )  p  4 I t  * s  ca  i l ed  a  J *X

p s - o c e $ 5  . I t  j . 9  e a o y  t o  $ e e  t h i i t  t h j . s  p r o c e $ 9  i : - ;  n  f  i ,  r i < o v  c h o l - n

o f  a  e p e c i a l  l < i n d . T h e  s e q u e n c e  (  f , n  )  n e l 1  i " *  a l s o  a  l " i a  r k o ;  c h a i n

r v i t h  s t a t u  s p a c e  ( , ' / , 1 / f ) . T h e  $ e q ' , I e n c e  ( X o )  n ' N  i e  a  t ' l a r l < o v  c h a l n *

c J e p e n c i e n t  p r o c e s s .

T h e  p r o c e s s  ( J n , $ n ) n e t , t  , r v h e r e  5 n  *  X o  +  . . o  t  X n  , w h i c l " t  i s

a l s o  a  i ' l a r k o , . r  c h a i n , i s  c a l l e d  a  R e n e i ' d a l  i " l a r k o v  p r o c e s s  ( R . r ' t . P . )  "

T h e  J - X  p r o c e s s e s  a r n d  t h e  r e n e l r i a L  i l a r i < o v  p r c c e s $ e e  h a v e  a e a n

i n t  r o c l u c e d  b y  J . J s n s $ e n  [ O ]  ,  P  " L e v y  [ A  ]  , a n O  
' ; ' { . L  

" S m i t h  i . -  * O  I  "

t { a n y  o t h g r  a u t h o r s  s t u d i e d  t h o s e  p r o c e $ e 8 $  i i , 1 s  r * e n t  j - o n  h e r e  o n } y

R . p y k e  [ - t r ]  ,  f * u . ]  , n . $ c h a u r e t e  [ t o . l  ,  [ r r ]  n E  " ' ;  j - n l a .  I r ]  ,

i * - - l  I  T  t -  -? -  -  i -n . '  I  t ' on l  
r '  1  ' -  - - l

t { . I ( e s t e n  [ 7 . J  , L . T a l < d c s  L r r u ,  L . - J , J " Y z c l c e ] "  L z L j  ,  L 2 2 J  ,  $ . G r i g o -

rescu and G .0p r i -san l - , I  ,  iJn - ]  .

T h e  a i m  o f  t h l s  p a p e r  j . s  t o  i n t  r o c J u c e  a  c o r i c e p t  r ' { l ' l i c h  g e n e r a -

l i z e s  t h e  J - X  p r o c e s 6 e e ,  i n  t l r o  s e n s e  t h a t  t h e  f  i r s t  c o i ' i l p o n e n t

( J n i n € i ' l  i s  a  c h a j , n  i r u i t l r  c o t n p l e t e  c o n n e c t i o n s  ( C . C . C . . )  n

T f r e  i ' i o t i o n  o f  a  C , , 6 . C ,  h a s  b e e n  i n t r o c j u c e d  b y  O . O n i c e r i c u  a i l c r i

G . i 4 i h u c  L - r ]  a n c l  S e ; r o r a l i z e r J  b y  M ' r " r s j - f r ; s c u  I t l '

A  n a r l t J c i n  s y s t e r i l  r . l l t h  c o m p l c t e  c o n n e c t l o n s  ( R . $  * C  " e ,  )  i c  d e -



f  i n c d  b y :

,., ii \/^
t r ^ { o  i ' i e a s u r a b l e  s p a c e s  ( i J . f f ' }  ,  ( X , . t r } ;

a  t r a n * i t i o n  p r o i : r a n i l t t y  f  u n c t l o n  P (  n  n  n )  f  r o m  ( ! ' v ,  i r l )  t o  f  ; t , . i -  1 ,

a  i n e a s i . J r a b l e  f u n c t i o n  u (  r  r ' )  f r o n  : V  x  X  t o  ' r ' / .

I t  i s  l < n o w n  [ E ]  a h a t  ,  f  o r  e a c h  r v  6 .  $ ,  t h e r e  e x i s t  a  p r o b a b r 1  i t v

s p a c e  ( r Q , , k , q * )  a n , l  t w o  $ e q u e n c e i s  o f  r a n c 1 o m  v a r i a r l e s  ( K . " \ - . . . " ,  )L  * r r r -  j t . n + N

( E  \  , s u c l t  t h a t
\ . ) t L l r r . e N

l P " r ( $ " * w )  * 1 ,  p r ( l c h j n  P ( w , A )  ,  t ' * -  n " s o

5 , . * . i " ( t o ' X * )  '  r r ( h l

t o r  a i l y  n e  l , , l  ,  A €  X .

T h e  s e q u e n c *  ( T * ) " . *  i u  c a l . l e d  a  C , C  o C .  C l e a r l y ,  t h e  s e q u e n c e

(  
l^ )o.*  

i "  a  i16 r l<ov chain '

E x a r n p l * s  o f  r a n d o r n  s y s t e i n s  i v i t h  c o n r p l e t e  c o n n e c t i o n s  p e r t a i n

t o  m a t h e r n a t i c a l  l " e a r r r i n g  t h e o i ' ' y , d e c i s i o n  r n o d e J " s  a n d  r i y n a m t c  p r o -

g r a n n r i n g ,  s t o c h a s t i c  a p p r o x i r : i a t i o n  p r o c e d u  r e s  ,  p o p u l a t i o n  g e n e t i . ; s  "

m a t h e r n a t i c a l  e c o n o : n i c s ,  r a ; t d o m  a u t o , . l a t a .

I n  $ e c t i o n  2  w e  c o f l s t r r r s ; ;  u  p r o c e s e  ( J n , X o ) n e s j  l n  n r h i c h  ( i , r ) o e r . l

i s  a  c h . : i r i  v l i t l ' t  c o t ; t p l e t e  c o n n e c t i o n s  a n d  h c n c e  ( X r r ) o * * ,  i s  a  c h s i n

y r r i t h  c o i n p l e t e  c o n n € c t i o n s - d e p e n c i e  n t  p r o c e s s . T h e  p r o c s $ s  ( f , p r $ r r ) o s , . . 1

r r u ' i l 1  b e  c a l l e d  a  i l e n e w . ; L  p r o c e s s  r o r i t n  c o n p l e t e  c G ; l n s c t i o n s  ( i t . P . C ' C )

f n  S e c t i o n  3  L ' l $  e s r a J l . i s h  c o n d l t i o n s  t h a t  e n s u r e  t i r c  e r g o d i ; i t y

o f  ' t h o  p r c c s s s  ( J r u , X * ) n , , r , q .

I n  $ e c t i o r t  4  w e  e x a i n i t r e  t h o  o s ! , i t p t e t i c  r e h a v l o u r  c f  t h e  p r o c e s #

t 1  \ /  \
l r ru r^ : t / ,ng- r , i '



5

I t  c a n  b e  n o t t c e d  t l " r a t  t h o  p r c l c * $ s & s  o f  t l r e  J * X  t y p e ,  J . n  w h t c l r

t l r e  f i r s t  c o r n p o n e n t  i s  i ' 1 s p i ( c l v 1 a n , & s  i , v e 1 1  o $  t l r o s e  i n  w h i c h  t h e

f i r s t  c o m p o n e n t  i s  o  C " C . C o , , : r e  s p o c l * j "  c a s e s  o f  a  i i . r o r o  g e n e r : : l

t y p e  o f  p r o c e s s , w h i c h  c a n  b e  c l e f  i n e d  f l s  f  o l l o r v s ;

Cons ic ie  r '

t h r e e  i $ s a s u r a i : } e  s p s c s $  t L , { }  ,  t X , E )  ,  6 v , f t f  )  ;
n'

( X " ' , { r }  n e a $ L r r a b l e  f u n c t i o n s  f o ; , * - - + L  ,  f o r  e a c h  n € N  i

a  t r a n s i t i o n  i u n c t i o r r  R { " , o }  f r o m  { L , { }  t o  ( , { x y , ; X x ' } f ; .

J J i t h  t h e s e  e l e m e n t s , f o r  e a c h  p r o b a b i l i r y  
t  

o "
r\/ AJ
-LX <T ,Lnds  can

d e f  i n e  a n  x  x  Y * v e l u e d  p r o c e $ s  ( J o , x , r ) , . , , r , . r  o f l  a  p r o b a b i t r " i t y  s p a c e

( S L , k  8 *  ) ,  s u c h  t h e t
{

* f  { J o € A , x o 6 s )  *  
l *  

( A x t s ) ;  
T _  

( J r 6 l r , x n Q  I  / : " , x r }  *  K ( f 4 , { , J , , ) , A x 3 ) ;

t

* f  ( J ^ * F A , x " , * , r €  i 3  l ( J t r , x K )  n  o g k g n  )  =  R ( f r . * n  ( J o , " , u , J n ) , a  x a )

P A  -  6 " s r  f o r  a n y  n € N  ,  A € r d  "

A  J - x  p r o c e s s  i s ,  a  p r o c e s s  o f  t h i s  t y p e ,  f  o r  r v h i c h  L  s  x  ,

Y =  R + ,  f . * n ( J r , " " j ' , t )  =  j , .  ;  
/ t L ( A x g )  

=  5 r * r r ,  ( a x n )  ;

R ( * ,  A  X B )  =  Q ( . , A X B ) .

T h e  p r o c e s s  t h a t  r v i l l  h e  d e f i n e d  i n  t h i s  p a p e r  i s  a l s o  a  p a r -

t i c u l a r  c a s e  o f  t h e  a r o v e  m o d e l .

F o r  t h e  ; J - X  p r o c e s s , a o  r v . *  1 1  a $  f  o r  t h e  p r o c e $ s  w e  s h a l l  d e f  i n e  o

t h e  p r o c e s s  ( f - ) n { N  , r J e f  l n e d  b y  5 r r n ,  =  f r . o r ( J e ,  " o , o J 6 } , n €  N ,

i s  a  M a r l < o v  c h a i n o



2. l ix-' i .st ence gngj1i.g.pgr..qgg{r,:f i teneiaral

-q.g-l"[sj-"qJ.J;rr!-*,
^ +

f - c * t  ( ( ; f ,  t r U ) , ( X r T ) , u u 1 5 )  b e  a  r a n d o i n  $ y $ t e i T i  r ^ r i t l r  c e i r n p l e t e

c o n n e c t i o n s  a n d , f o r  e o c h  I ' t € r , V ,  x , y e  X  l e t  F .  ( ' )  b e  a  p r o *
w ) Y t V  '

b a b i t i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c * i o n  o f l  t h e  r e a l  l i n e , $ a t i s f y i n g  r f r e

f  o 1 l * ; l i n g  c o n d i  t  i 0 n s  ;

/ + \  t r  ( O )  s  O  ,  ( " t / )  w € , , V  a n d  ( t f  )  x , y G X ;\ J . ,  ,  
W I L I \

( t i )  F o r " J "  ( t )  i s  a

t  €  t i , .
r

, r , ' l  W  \ . f
n ) x  J ; X X  - r n e a s u r e b l e  r ' u f i c t i c r r  f o r  s a c h

. , |  , \ f" l - h e  s y s t e i a  . (  t l t ,  L U  )  .  ( X u  t  )  , u , P , { i }  n r i l }  b e  c a l l e d  a  } l e n * w a l

$ y s t e n  w i t h  c o m p l e t e  c o r l n e c t i o n s  ( i t . R  o $ . C . C ;  )  .

\
: _ A g p . r y . * _ ! "  L e t  ( (  f , !  , W  ) , { X , X } , r . r , P , F )  b e  a  i ? . R n S o Q " C ,  a n d  w ^  €  t ' / .

T h e r e  e x ! s t  a  p r o b a b l i i t r l  s p a c e  ( $ , k  . P , , ,  )  a n d  t h r e e  s e q u e n c e $

o {  r a n c j u ; i  v a r i a c } e s  ( ! , r ) r . e  x  ,  ( J n - ) r , e  
*  ,  ( X . ) r . . *  ,  t a k i n g  v a l u e s

i n  ' , V r X r R  
*  ,  r e s p e c t : . v e l y , s u c h  t h a t

( 1 )  
{ r ,  

( i o € A )  *  P ( r v r , A )  i  X o  =  O ,  , % "  3 . $ c  ,  
S q  

-  u ( r r . ,  o i r ) ;

( J r . u , , € u ,  x o r - , {  *  I  l ,  !  c c " r J r r  r x a ,  . r o r x * }  =

t  P , , ,  bg

[ t ]  r c o i ' r e $ -

Y x i lo ancl

t,L ('r' x ilorfr)=

u ( w o  r x . , ) ,

/lU
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)  a n c

r  t h e c

^  J ,  ( i )
{cJ
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(z)  5 , . * r=  u(5* ,J* ) ;  Puo.

5 r r * , , ' ' * ) * y o - , ; - , ,  ( t  ) ' P u %

Le t  i t  be  . gL=  ( x  * ,Un '

r o b a b i l i t y .  g i v , : n  ; ) y  t h e

n g  t o  t h e  i n i t i a l  p r o b a b

^ , , 1 ^v  I  u . . r u * s .  v v , , d l t i o l " l a l  C i

P ( * , r r . , ' ' d * i F * r r x o ,  
x  

(  t  I  !



wr . -  *  u ( r ' - l r t - ,  ' x " ' . *4 )  t

For  r f , e  5>  ! , , r ye  $e t  J r r ( cc ) . *  x r l ,  X r r ( i . * )  *  t r ,  i f  i l  * ( ( x r r r t r , - ) ) , , , . . . , . , . J

x r L G l t o ' t o G R * c . r \ c c o r c l i n Q  t o  t h c  I o n e s c u * l - u L c e a  t l r e o r e f i i , r - s q L i i ) t j - o n s

( 1 )  a n d  ( 2 )  a c 0 \ 1 e  h o I d .

Th+  F i roce$$  ( J r , ,Xo r ) , ' , , e  
n ,  r v iS -1  l i e  ca l l ed  a  gonora l i zed  J * i i  $ rC Icess

( G  . J * X  . P  )  .

X n  t h s  f  o l l o l v i n g  t h e o r e m  v d e  g i v e  s o i n e  p r o p e r t i - s $  C I f  s  G  " J * X . F .

J - tgg lgs *? . .  The  f  o l l o rv ing  as$e r t i ons  ho td  t ru€ i

( A )  T h e  p r o c s $ e  ( J n , ) r . . o . t  1 *  a  C " C . , C *  & f i d  ( 5 * ) ^ * . o  i $  i t s  i l s s s c i $ t e d

i'1a rl< clv c ha 1i-l .

( B )  T h e  r a n d o r n  v a r i a b l e  X " , r * . ,  a n d  t l " r e  r a n d o m  v e c t o r  ( X . ,  ,  "  n . , , X . . " r )  a r e

c o l r c j i t  i a n a l i y  i n d e p e n d e n t  n g i v e n  ( J l . ) o  
(  k  4 . . , t + . r  

, n  G :  i r l .

( c )  ' f h e  
r a n d o m  v a r i a b l e  X " n _ + 4  a n d  t h e "  r a n c o r n  s e q u e n c e  ( J * ) ( ? . . h r , , u i ' c

c o n d l t i o n a l l r y  i n d e p e n d e n t  , g i v e n  ( J A ) o  
< w  < , " r \ + 4  , n  €  N  "

a l l "  w  6 i , 9 ,  x , y G X ,  t  €  i { +  r A € . X "

( € )  T h e  p r o c e s $  (  f "  , X , . . ) . r . e N  i s  a  J - X  p r s c e s $ c

P q s  f  ( A )  P u u .  ( J * * o  e  A  l J o ,  " .  " , J r . )  , "

{.r.i+ a \
t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  

! r , u ,  
=  u (  5 . , ,  , J ^ )  c  u ( u v *  , J  

-  '  
)  , w h e r e

, , l u  r - 1 t , .  i , u : i o " * o , n ,  { o  r l ^ f . i n a r {  h r - r  r i f , ' , - " ( t * t ) I  *  r r i r i f * . x C ? t ) ) , n  )

( D )  f h e  s e q u e n c e  o f  r a r r d o n  v a r l a b l e s  ( J r r , * n r n  ) * * ^ . i  1 $  a  C n C * C n - o

r , r h o s e  s s s o c i a t e d  l ' ' i s r k c v  c i ' r . : ' i n  i e  ( 5 r 1 " € n ,  a n d  t h u . t r a n $ i t t o n  p r s -
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