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LE MOUVEMENT D'UN FLUIDE A TRAVEKS UN

MILIEU PORBUX NONHOMOGENE

par Ruxandra Stavre—Sténcescu

Introduction

L'étude du mcuvement du fluide & travers des matérisux po-
reux conduit, en général & des problémes du type frontiére libre.
De tels probilémes ont été traités.dens [1), [2], [3], [4], [5] et
en d'autres articles. ,

Dens cet article on étudie le mouvement d'un fluide a-travers
un milieu poreux nonhomogene & 1l'aide des indquations quasi-va-
riationnelles.

1l Ie probléme

Sur une base horizontale imperméable il y a deux bassins d'eau,
de niveaux H1 et H2 , avec H1>-H2 ; les deux bassins sont séparés
par une digue en m&tériau . poreux nonhomogéne:-. Le coefficient de
perméebilité est k(x,y)=gﬁx)k2(y).

L'eau filtre du bassin plus élevé au bassin moins élevé. On
veut déterminer les grandeurs physiques (la pression, la vitesse)
et gdéométriques (;a partie mouillée de la digue, la frontidre libre)
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On ve& supposer :
(1.1) le fluide incompressible ;
(1.2) le mouvement stationaire, irrotationnel, bidimensionnel ;
Gl on suppose négligeables les effets de caplllarlté
(1.4) Ze C (&,b) 3
(1.5) on désigne parDla section de la digue et on suppose

k,>0, k,>0, il existe >0 avec k; (x)k,(y)> (>0 dens D,
e GRS 0.5 k>0, K0

On désigne per () la partie mouillée de D, par p(x,y) la pression
au point (x,y)€ D et par y=Y(x) la partie supérieure du bord de() .
p>0 dans (] ; p=0 dans D\ ()
Soit wu=pty
Moyennent la loi de Darcy et les conditions sux limites on abou=:
tit au probldme suivant :
-Probléme A Trouver u, solution de
(l.6) u=y dans 1)
(L) - dlv\hlkzgrad u) =0 dans ()
(1.8) u=H, sur AF ; u=H, sur BC ; u=y sur FDU DC
(1.9) u =0 sur FD ;
(1.10)uy=0 sur AB

Proposition 1.1 &) Si u satisfait les relaticns (1.7), (1.9) et

(1.10) alors pour tout‘VéaCl(fi) avec Y nul dans un voisinage de
AF et BD et W=const. dans D\({) on a

i) ‘klkzgrad u.grad Yaxdy =0
J,

n s :
n) Si pour tout T € cl(N)) avec ¥ nul dans un voisinage de AF et BD
et Y=const. dens D\() on & (1.11) alors u vérifie (1.7), (1.9),
(1.10) dans le sens faible.

Démonstration
a) J klkggrad u-grad¥ dxdy «-[ dlv(k kszad u) Y dxdy +_[ klk ukfds~
- J k k ﬁ/ds =@ipour: tout Y e € ([1) avec Y nul dans un voisi~-

ﬁEUDCHEBAF et BD.

J klkzgrad u-grad Y dxdy =0 pour tout Y € ¢ (fj) avee ¥ nul

AT

dans un voisinsge de AR et BD et Y =const. desns D\ G =
.Jk k,gred u-grad ¥ dxdy =0 pour tout M e DO

(k1k2grad u, gradt » =0 pour tout Y € H(N)

«dlv(klk2grad u), Y>=0 pour tout e éa(fl)




5

~div(k k prad u) =0 dens oado

Soit V’€ @ (fZ) avec ¥ nul dans un voisinage de AF et DB et Y =const.
dens M.

J k ko grad u. grad Ydxdy =0

Jklkzun\f/ds . J k. k,u ‘T'ds
20 ABUFD

i
()

Définition On dit que u est une solution faible pour le probléme
A 81 u satisfait (1.6), (1.8) et .si pour teut ¥e Cl(fi) nul dans
un voisinage de AF et DB, ¥ =const. dans D\ () on & la relation (1.1D,

2 I.'étude d'une indguaetion guaesi-varietionnelle

On ve utiliser le théordme suivent ( [2] )

Théordme 2.1 Soit K<CH*(D) convexe, fermd. Soit a: X A—R une
forme bilindaire, bornée et coercive, L: A —K& une forme linéaire et
j: XxK—R wune fonction propre, convexe, s.c.i. et qui vérifie la
propriété suivante :

(2.1) j(a,w) + j(b,v) - j(a,inf(v,w)) = j(b,sup(v,w))>0 Ya<b

Alors il existe &u moins une solution pour 1l'inédquation quasi-va-
riationnelle \

(2.2) alw, v=w) + jlw,v) - j(w,w) > L(v-w) YvekXK
On va définir: v,
(2.3) K= {vEHl(D) [ v=0 sur AE}
(2o o MK R
kl ‘f k
a(w,v) = -E~grad we grad(k v)dxdy + { AR lwy(k ")X -

g k. kD
- wx(kzi)y] WZ klzyv A klwyv &'—lmzw v} dxdy
(2.5) L: ]_{—;»R ' 0 | b
L(v)z‘J klk2vdxdy +.g klk2(1+Z'2)(Hl-y)vdx +V{ klk2(1%Z'2)y
a c
(H2~y)vdx
(2.6 it KK —R

*
{ <7 var vz
ko, (vow, ) T axd;

ot v'= sup {V,O} 3 W3=W(XsZ(x))

Observation 2.1 a est une forme bilinéaire




=0

Observation 2.2 L est une forme linédaire

Observation 2.3 J

est une fonction propre, convexe, s.c.i.

Proposition 2.1 T H1(D) est convexe et borné

Démonstration
Soit vl,vze,K',Ae[o,lj : Avl+(1~ A)vzzo sur AB
Avi+(l— A )V, € K 5 K convexe

Nl
S@1t (Vn)n c K L H v

vnzo sur AB pour tout n =) v=0 sur AB

Proposition 2.2 & est bornée ; si (2'k;)'< O, k4>0, k<0
elors a est eoercive

Démonstration

: kq (x) ;
lalw,v)] < m%x [kl(xﬂ [ wﬂ”y“ + max[--7—~ kz(y)]uwy” L2 HVIILZ +

gl icy (0|27 Gl <r1wyuLGvquz-_, wliv L, )+ mex] G (2ol
Peylivi r mex 120Gy Gl w2 vz Clhwld v

Donc a est bornde

5 :
B(Y,v) & j E%— grad v-grad(kgv)dxdy +

D
kik! k. k!
: : 2 et 55 o = L2
o+ J{—Z'klvyvx 57 Z'klvxvy 2 7! k2 V¥ Z klvyv Z'leyv Z’—EE vxv}
D s
g | klké : v2
dxdy = J klgradv-gradv dxdy + i vyv dxdy - (Z'kl)'(—g—)ydxdy;
2 :
D D D
b !
ki k! 2 2
, 2 a2 v Vi
2Cy |lv 2 +j —E—z-m( =), dxdy - J (Z2'ky) S dx =
D a
Rl o o2 [ kK3 2
2 1 v
Cl | v || Hl +j ("-E-z—- —-é-—)ydxdy -J ) dxdy =
Db D
i e o
y v %y J Pemy o = Sl
a

Donc & est coercive
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Proposition 2.% Si J est définie par (2.6) elora sétis—
fait la propriété (2.1)

Démonstration

) faiw = (v—uZ)+

~Sedt a=h

(2.8) X=F(a,v) + T(bu) - f(a,inf(v,u)) - ¥ (b,sup(v,u)) =
= (v-8,)" + (w-b )~ (inf(v,u)-a )" - (sup(v,u)-b_)*

Seit wv>a

f 0 s8i vzu>bpza
bz~11 gi v2bzu=as8a
b - a si vzbzaz=u
% Z
x = 9
¥ -u 81 bzvzuza ,dmm\xzo
'f~az a1 bzvzaz=u
\ 0 el bzazxvzu
Si v=u alors

Y

X = (v=a,)% + (=b )" = (v-8,)" - (u-b_3* =0

On va utiliser 1le théordme 2.1 pour.kf, a, L et j définis pear
(2.5), (2.4), €2.5), (2.6) et on va eobtenir l'existence de 1l& so-

lution de 1'inéquation quesi-variationnelle.

Soit w € K une solution de 1'inéquation quasi-veristionnelle (2.2)

avec K., e, 1 et j définis par (2.3), (2:4), (2.5), (2.6).

3 L'existence de l& solution faible de probldme A

On vea définir
(351) 'E(x,y) = y+—§§T§7 wy(x,y) (e, y)e D .,
(3.2) (0 = {(x,9) €D |wlx,y) < wix,5(x)) ]
(%.%) uzﬁ"
93

Proposition %.1 (%3.4) w>0 dens D

Démonstration

DA+ ‘J:VV'+ ~ Y,

WU AL L e XK
L'inéquetion quasi-variationnelle (2.2) devient :

alw,w'=w) + jlw,w' ) = jlw,w) = L(w —w)



e

- + + : + ] . -

alw,w ) +J-klk2. {(w‘ -—wz) - (w—-—wz) ]dxdy;j klkzw, dxdy
D D

perce que w=w -w Hy- ¥>0 sur AF ; Hy~y>0 sur BC
a(w', w™) =0

e i 2 0 -
-a(w , w )} + Jﬂ klkz (.(w *Wz) - (w~wz) } dxdy;&]ﬁklk2w dxdy

, D D
(wi«wz}+ z (w*+w~wz)$ =t (w~wz)+ = w o+ (w--wz)+
-alw , w_ ) + J klkzw“dxdy 2 J klkzw"dxdy

D D

alw ,w )€ 0 =>w =0 ; done w30

¥
Troposition 3.2 (3.5) Os- k, div(—= grad w )< kik,
‘ .

.Démomstration

Soit e dih)  w» v eyl e X

"alw, \1‘0 + | k (w+ ‘la—w ) - (w--w ) dxdy » | k-k \Fdxdy~
1 2 A2
D D

e f-w ) e ¥h + (w-w )t

a(w, ) + [ kqky Y *axdy ‘/,j klkz\fdxdy
v
i) D

Si ¥ = 0O Asns D @alors a{w, g j k dedy

si Y70 dens D alors a(w,\f’)zo

k
: il oy :
0 < —k2 le(—-E-é gred w) $K1k2
o kl oo 2
k. divl=—= enedw) €1 (D) c L (D)
e k2 ;

Proposition 3.% (5.6 wew, dans D

Démonstration

w0 dans D donc W, 7 g dans D
; + = J— | = o % =
(w=w,) /aD = e ) = G ) /AB o
Soit v = w-(w-w,)" € K
: kl .) oy
- -k, dlv(-—E-é- grad w) (w-w,) dxdy +
D



e
+ V[ klk? (w~w *(w—w s (w—w }'dxdy Jr 1 2(w~w ) dxdy
D D
J’—k dlv(—~l grad w ) (w—w i dxdy ~‘J' 1k 2(w--w s dxdy >

2
D D

-
- j.k1k2(w-wz) dxdy
D

3'"(‘51 rad w) (w-w_ )’ dxdy<o
-k, div = grad w 7, Y=
D

Moyennant la relation (3.5) on obtient (w--wz)+ =0,
done w=w, dans D

Proposition %.4 La fonction u définie par (%.%) vérifie la
relation (1.6}

Démonstration
J

w(x, Y= \5 k

(6]

(17 [ ulx, t)-t]at

~
&

En utilisant la relation (3.6} on obtient u(x, Y) >y _dans~D
Done u(x, y)> y dens @

Proposition 3.5 u vérifie les conditions aux limites (1.8)

Démonstration

Soit. el v:.wix e K

k
5 . i : +
! J‘i2 [ - dlv(——f?- grad w)—kl] X dxdy + Jklkz(-—]f) dxdy »

D ‘ D
b 0 b ’
2 e ana
g k) (142 )wy)(dx = S kK, (142 2) (Hy -y ) X dax -j k ko (1427 °) (Hy=y LXdxs
a a C

e
ks, P grad w) - k ])( dxdy - | kik, X' dxdy
k? iise
D

D

£y

kq r ;
IJ kgll— le(-»— grad w) - k J( dxdﬂ J Jﬁldxdy

2 _
D



IJ ke, (SO dxdy' sf k, k, 1 X1 axay
D

D :
+ : >
I j ok, X axdy| s f kyk, | X[ axay
D D

On obtient donc

b o b _
2 e 5o
,j }§1(1+Z )wy)(dx -J klkz(l-u’,' )(Hluy)de-J klk2(1+z )(Hz-y)x dx/<
a

a c

2 Jklkz | X|axay
Sy
En choisissant convenablement X on obtient

Wy = };2 (Hl"y) gur AR wy = kz(Hg-y) sur BC = wy =0 sur FDUDC

S e R - e : = |
“IAF = Wm0 k, wy) [AF g e
Avec la relation (%.2) ow obtient w(x,y) = w(x,Z(x)) dans L)
Donc w, =0 dans DN\Q) ' e

; J r
Seit ¥(x) = sup {y | (x,y)éﬂ}

ulx, fe)) = ¥ex)
k

]
Bropesitien 5.6 lBlp) k. divlent preda) = ke dens D60
2 73 1%

Démonstration

Soit Y edl))  YAer e ke K
alw, A) + jlw,wt AY) - Jlwowl) 2 LEXY)

k r
: 1 s + +
-J k2 le(-—E-é grad w) A \fjdxdy +J klkz{ (w——wz+ Ayt (W-»WZ) } dxdy >
D D

J kydk, AT dxdy

D

- kl . » , + AV e
[-—kz dlv(-—%; grad w) }\\f’dxdy +j klkz(mr~wz+ A dxdy zjklke dxdy
Q Q 0

Pour tout I €D(Q)il existe Ay > 0 de sorte que YA avec IAl<Ay
On & w-w,+ AY <o
Sedt A= mupp sl €€ 0)

1
max | ¥ (x,y) ]|
A

Ay = m}i{n [wz—-w] .



=3

.
Soit A€ R avec Al <Ay
Alors w+AY <« w, =5 (we AY -—WZ)+ =0

k
\[—k2 div(~E% grad w))‘f/dxdy 7 j‘klk2 Al dxdy
2 : k )

Pour A >0 \[°k2 div(—«k--l grad w) Y dxdy » ;j k1k2 \axdy

Mot it ' ¥ -
: - v - ; (Bhoped .
Pour A< Q j k2 dlv(—Eg grad w) 1 dxdy £ j klhz Y axdy

: k : i@ 5
Done J k2 [ ~diV(~El grad w) - kj]ﬁ/dxdy =0 e S (27

2 :
2 x ;

X, div(—E% grad w) = kjk, dans @ ({2)

Proposition 3.7 Pouf tout #je,Ci(fi) avec ' nul dens un voisinage
de AF et DB, Y = const. dens D\() on a la relatiom (1.11)

Démomstration

4]

3 4 > W .1‘!{’3*" = e N
j klk2 grad u-grad \ dxdj J klhz(ux‘f;+ay‘+&% dxdy
. 0
SR { 1 2 s r ; ™ 3 : AneAae o
IJ}KILCZ I‘E‘é ny | v + 2 I+ U:}‘T (-EE Wy) } \f/y uad'_y =

;é kiwxy \PX = D (kqw ) W/y dxdy ‘vﬂklwxy\f; ~ Dx(klwx)wuy] dxdy =

D
S[Dy(klwx T = D tw, V) | axay = Jklw’x( ot on dds =
D . 2D |

H

L]

1

: s .
J kyw, (1 ¥ ‘i’ynx)ds 0
AB

Conclusions 1- La fonction u définie par (3%.3%) est une solution

faible pour le probléme A .
2- Dens le cas général on n'a pas l'unicité de la solution.

Observation 3.1 S kg(y)~= 1 alors kzkl(x)
Les définitions (2.4), (2.5), (2.6) se modifient :

(380" calwan)iz J‘kl grad w.grad v dxdy +
D
+ Jﬁ{-~2’kl(wyvx~wxvy) - Z"klwyvk~ Z! kiwyv dxdy
D - L5
(%39 ) L(vj = ‘Jklv dxdy + J- kl(l+2'2)(ﬁi*y)v dx +\j kl(1+Z’2)(Héﬁy)vdx
D

& c

iJ



L9

]

+
\J kl(v—wz) dxdy

D

Observation 3,2 Sl kl(x) =1 ealors k = kz(y)

H

(il ). alww) j ~%~ grad w-grad(kzv) dxdy +
: 2

D

o
A o=
)

w_V

v dxdy

e : , e
+ M[{~ ~EE [Wy(kEV)x wx(k2V)y = 7 W e z'
D 0

2

(Zd2) Liw) = J’k2vdxdy + J k2(l+Z'2)(H1«y) vdx + *)(HZ»y)vdx

D a

k2(1+Z'

05~~—_ o

(3.13)  jlw,v) = JF kzév—wz)+dxdy
D

Les deux cas mentionnés ont été étudids dans 2.

Observetion 3.% Dans le cas oB D est un rectengle on a 1l'unicité de
la solution.

Ce cas perticulier, avec kl(x) = exp [f(x)] : kz(y) = exp [g(y)]

a8 été étudiddans 2] . 5
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