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LA MOUVfiI''{.IINT D'UN FLUIDE TRAVIIIS UN
t

MTLTIU POHUUX NONHOiVIOGENE

per Ruxandra Stavre-$t5ncescu

fntroduction

Lrdtude du mcuvement du fluide h travers des matdriaux po-

reux conduitr €D gdndral h cles problbmes d.u type frontiAre l ibre.

D e  t e l s  p r o b l d u r e s  o n t  d t d  t r s i t d s . d a n s  [ U ,  [ 2 ] ,  [ 5 ] ,  [ 4 j ,  t 5 ]  e t

en  d '&ut res  ar t i c les

Dans cet article o.r' l  dtrrdie le mouvenent d.'un fluide h*,tr&vers
un milieui poreux nonhomogbne e 1.'eide des indquations quasi-va-

r ia t ionne l les .

I_-!e_-Wulbne*

r", '  Sur une base hori-zontale impernrdable i l y a deux bassins d'eau,

de niveaux H1 et H, , avee Ht> Ha 1 les deux bassins sont sdpards
par 'une digue en matdr iau.  poreux nonhono5Sbne, ' .  Le coeff ic ient  de
p e r n o d a b i l i t d  e s t  k ( x r y ) = $ x ) k , ( y ) .

L:eau fi l tre du bassi.n pluo dlevd au bassin moins dlevd. 0n
veut ddternriner les grand.eurs p,hyeiques (14 pression., la vitesse)

et  gdomdtr iques ( la par ' t ie !0oui11de de la di6pe, la f ront iBre l ibre)

.tl
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ATUTEDUDCUCB :  Y=Z (x )

On va supposer :
(1 .1 )  te  f lu ide  inc ,ompress ib le  i
(1.2) te mouvement st .et ionsire,  i r rotat ionnel ,  b id imensionnef

(1 .1 )  on  suppose ndg l igeab les  les  e f fe te  de  cap i l la r i td i
n

( I . 4 )  Z e  C . ( a , b )  i
(1.9) on cidsigne p.erDla sect ion de ta digue et on suppose :

k l )0 ,  k2=O,  i l  ex i s ted>g  avec  k r (x ) f c r (V l> {>O c lans
at

k € c ' ( D )  , , ( L ' k l ) ' < o  '  k i = O  '  k ) 5 o

On dde igne par f )  la  par t ie  mou i l lde  de  Df  par  p (x ry )  la

au  po in t  (x ,y )en  e t  par  y=Y(x)  la  par t ie  supdr ieure  du  bord

p>O dens n i
Soit u=F+Y

p=O dens D\ -R

Hoyennent }a loi de Darcy et Les eonditione aux l initee

tit au problbrne suivant :

"Sfglfgpe--$ Trouver u, solution de .
( 1 .6 )  u l y  aans  O

D ,

(1 .?) -d iv(krkrSrad u)  =O dans n
(1 .8 )  u=H,  sur  AF- l _

(1.9) urr=O sur FD
(1.10)u. ,=O sur  AB

J

h o o o s i t i o n  1 . 1

e t  Y = c o n s t .  d s n s  D \ O  o n  a

(1.1O) dane Le sens faible.

Ddtspnel{gt.ion.,, *
I

a ) ,lrrtrx2srad u.grad Y dxdy
= J t<rt<rurrYo* =o pour tout

ffE$EcHEBaF et BD.

; u=H2 sur BC ; u=y sur FDIJ DC

a )  S i  u  s a t i s f a i t  l e s  r e l a t i o n s  ( 1 . 7 ) ,  ( ) - . 9  )  e t

grad u) Y dxdy +

&vec Y nul dans

press].on

de fl .

on abou+:

k.krujfds=
vo is i -

(1 .1O) a lors  pour  toutY e Cl tCl  avec Y nul  dans un vo is inage de

AF et  ED et  Y=const .  dane D\CI  on a
f  . . .

( 1. Ll ) | r.rrrgrad u. srad Ya*dy =9

:)) Si oJf;" tout Ye cl t-O.l  avec Y nul dans un voisinage de AF et BD
( f . 1 1 )  a l o r e  u  v d r i f i e  ( 1 . 7 ) ,  ( 1 . 9 ) ,

= -  [  d i v ( k , k
J n r - r

Y  €  c * ( O )

t
J
cfl
un

b)  J  *a*r* rad u.sradYaxay =o pour  tout  Ye c l (R)  avec y  nu l

d."rrutrr*.rii*inage ,Je AF et BD et \l ' =const. Cens D\. O ')

[k.,kr*r"od u.grad Y dxoy =6 pou] '  tout Y e &(i l
*)- 

t  t ' "

(r f rs"ud u, gradY ) =c pour tout Y € SfA) ; ,

1-div(krkr8rad u) '  Y)*0 Pour tout Y e E(r r )
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Ddfinit ion On clit que

A  e i  u  s & L i s : f a i t  ( 1 . 6 )

un vois inege de AF et

Q\'r ra l
o < J  \ ) L l

nul dens un voisinege

,rYa" 
zg

u est une solut ion faible

,  ( 1 . 8 )  e t  s i  p o u r  t o u t  Y €
DB, Y .const.  dans D\ -0 on

de AF et  DB et  Y=const .

pour le problbme
' t -

C*(n )  nu l  dans
e 1e re la t ion (1 .1,

-div(krkr8rad 
_u) 

=O dans
S o i t y e C . ( O )  a v e c y
dane D\R.

lk2gract u, grad Ydxdy =9

, t c r u r r Y a s = Q t  J k r k r u
ABU FD

Io
J r

2 I , td tude < l tune indqua'u ion quasj^- r 'ar ie t ionnel ]e

On va uti l ieer le thdorbme suivant ( [ 2] ) :

Thdolbpp-a.l- Soit Xe H4 (n) eonvexe, fermd. Soil a tX'K*n une

forme bi l indaire, bornde et coercive, f , : , (-n une forme f. indeire et
j ,  X, .X* f t  une fonct ion proprer  converg,  g .e . i .  e t  qu i  vdr i f ie  la

nrop: ' idtd suivante :

( 2 . 1 ) '  j ( a , w ) '  +  j ( b , v )  -  j ( a , i n f ( v , w ) )  -  i ( b , s u p ( v , , , y ) ) > c  V a ( b

Alors il existe au moine llne soluti.on pour f indquation quasi-va-

r iat ionnel le \

( 2 . 2 )  a ( v r  v - w )  +  j ( w r v )  -  j ( w , w )  )  L ( v - w )  V v  e  X

0n va ddf inir  i  . . , ,

(2 .3 )K=  t v  €  H1(D)  /  v=o  su r  As  j

( 2 . 4 ) f  a  :  K * K * R
|  [ k - t  f  r  k r  r
J a(w,v) = I#cr-ad w.grad(krv)dxdy + |  {  -Z'a-r i  wr(kr ' . ' )x -
I  

'D*z'  ' --*/DL K2 L j
| "r rt'l rr.? 1

t - r*(rrvlr] -z"krwrv -Z'klwrv'-'ft'**"J a*av

(2 .5 )  t , :  X  *R  o  b '

r ( v ) :  I t r x r . ,axdy  +  [ * ru ,  ( r+z '2 ) {n r -v )vdx  +  [n . , * r ( t+z '2 ) .
J  

L C

D J  

L L  

"  

4 &  

e

'( Hr-v ) vdx

1 /  ' r r

j :  X . X  - R
r

{1 ' . '  ' r \ -  i  f -  l r  / t r - r , ,
r J \ w 1 v 7 *  

I  
, t 1 ^ . 2 , , '  r r

J

D

{ * , o

e s t

( 2 . 6 )

of v** sup

Observat ion 2.1 a

+
\ .  A v r l r r

z '  
s ' r v d

J  ;  wu=w(x ,z (x )  )

une forme bilindaire



Observe ticln 2. 2

Obqelvetion 2.3

L

1
t,

-4*

:

est une forme l-indaire

es t  une fonc t ion  propre ,  convexe,  g .e . i .

Efoposit ign, 2..L K c U1 (n) est eonvexe et bornd

D
( r

+  l { - Z ' k . v  v
J t  r  Y  x
D

D

Jo, f1"11 znr *J
D

dxdy - 
J kreradv.gradv dxdy. 

J ry 
v"v dxdr j(z,kr),(#)rtlxay2

b

raxav -  
J 

(z 'kr)

&
BcS'), f*

c, lt vu2*r *J ,ry $,ru*u, - j,ry," # dxdy

d x P

Ddr,none_tJQlt_oJr

Soit  v t , r2 € K ,2 e fo,  tJ  ,  A"1*(  t*  l )*?=O sur AB

l * t * ( l -  l  ) r e  €  K ,  4  c o n v ? x e

soit (vrr)r, c k yr, ll llHl '-

rrr=0 sur AB pour tout n =) v=O sur AB

Proppsi t io jn 2.2 a est  bornde ;  s i  (Z ' tcr) -_< O, k i>O, k#<
el"ors a est eoereive

'  k . '  (x )
la(w'v)l < msx []<r(x]l t *fri lvtt -+ *ax[-Fb ki(y)] i i5lt ,2D  H t  

' U .  
5  o 2 '

:fr"tkr(x)lz'(x)l l 
t f l 'vl l i lv*i l*, l i  .,r,f l l lvyllr, , * n1t

ll "rlgtv.lir* *fro I z'(x)k;(x)l ll5ll ,z 1 v Il 12 <. c tr w ff *t ll oli Hl
Donc a est bornde

f k ,
e(Y,v) = 

J f  
u"nu v 'grad(krv)dxdv +

+ Zt k.\ i ' .  v +
- L X y

Db
,

. .  . . ?  |  k . , k l E ( x ) )
c, t! v ll -ur +.,; -Frziill-

Donc 6 est ,  coercive

k. kl
o r  L  c
I J - : < *2

D
2

v*

# u *

u"r - Zokrvrv - Ztivrv - rZ,H,*"1

llv fl 12 "

k . (x)  |  z"  (x) l l .

t
c, ll v l, 

'HI
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Si  j  es t  ddf in ie  psr  (  2 .6)  a lors  j  eat io-
( 2 " 1 )

Proposi t ion 2. 'J
fa i t  Ie propr idtd

M
( 2 . 7 )  f  ( u , v )  =

S o i t  a € b

( 2 . 8 )  X =  ) "  ( a , v )

: . !  (v-au )+

So i t  v )  u

b
%

I I- z

rF

(v-u" )+

+  f  ( u , u )
J

+  (  u - b " ) ' -

Y ( a r i n f ( v , u ) )  -  f  t u r s u p ( v , u ) )  =

( i n f ( v n u ) - a u ) *  -  ( s u p ( v , u ) - b a ) +

f ,=

u

az
u

a
fr'

a L

g 1

s 1

gt"

s i

e i

v > u > b e , a

v> b >nvz- I

v z b > 6 > u

b > v > u > e

b a v > a > u

b z a 7 Y 7 \ )

,  d o n c  X > o

S i  v € u  a l o r s

X =  (v=a" ) *  *  ( r : -b r )+  -  (v -aa)*  -  (u -b" )+  =o

On va ut i l iser le thdor&ne 2.L "pour d I  a,  L et  j  ddf in is par
( 2 . 7 ) ,  ( 2 - 4 )  r  ( 2 . r ) ,  ( 2 . 6 )  e t  o n  v a  o b t e n i r  l ' j e x i s t e n c e  d e  l - a  s o -

lut ion de f  indquat ion quasi-var ist ionneLle.

So i t  w  €  k  nne so lu t ion  de  I ' i ndquat ion  quas i -vnr i .a t ionne l te  (Z .Z)

a v e c  K ,  a r  L  e t  j  d d f i n i s  p s r  ( 2 . 7 ) ,  ( 2 . 4 ) ,  ( 2 . 5 ) ,  ( 2 . 6 ) .

t  L '  existence de ls solut ion fa ib le de , . l robl-bme A

On va

(  5 . 1 )

( 7 , 2 )

( 5 . 7 )

( x ' Y )

1
J

x  r Y )

ddfinir

t ( x , y  )

o  = { r
u=fr |r o

= Y*ThyT 5(x,v) € f t

€ D l w ( x r J ) < w ( x , Z ( x ) )

u Prorrosi t ion J "  1 ( 3 . 4 )  w > C  d a n s  D

Ddmonstration

$oit v=w+ € k
Lt indqupt, ion quasi-var iat ionnel le i2.2)

a(wrw+-w)  +  j (wrwo)  -  j (wrw)  p '  i , ( ' ; ;+ -w)

dev ien t  :
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a(w,w-, .Jkrkz 
{ 

t '*-*u)* - (w*r'"}+J u"uv>J krkrw*dxdv

parce que *=o*-*- , Ht- y>0 sur AF ; Hr*v)o sur BC

u( * * '  t d - )  =0

-a(w-r w-) + 
I 

krkz { t****"}* * (*-w*)"J dxdy z {urvrw-dxcly

(w*-wrl t  = (w*+l t -w")*  < (w-)+ + (w*w")* * , ,v* + (w-wu)+

-a(w-; w I " J 
krkrw-dxdyz 

J 
r.rrr*-cixdy

a(w- r ,w- )  <  O =)  w =Q 1  done w>O

k
f lqnorsit jg.n r.2-. (5"5) 0s- k, div(fr,  *"*u * )< kt

DdFroqstrqtiorl

s o i t  f  e 9 $ J  ;  $ = w - 1 " 7  e k

ka

N D , ,

s i f . o  4 a n s  D  a r o r s  a ( w , f : >  [ * r . n r Y o * a y- J

D

' "(*; 'Y) - 
Jkrkz f 

t** f  -*rL+ - (w-vr")*J a*ar , ,Jururf la*ay
D

(w+Y-*u ) *  <  Y*  +  (w-wu)+

a(w,f  )  "  Ik: ,kz 
Y*a"av 2 JkrkeYa*ay

s i Y Z o  d a n s  D  a l o r s  a ( w r f ' l > a
kr

O ( -ka div(t' e"*a ") 
< krkz

t-

-ko d iv($ graa w)  e  L-  (n)  c  i ,2(Q)
, 1 u 2

h o p o s i t , i o n  5 . 1  ( 5 . 6 )  w  1 * ,  d a n s  D

.^; F{mogsllatipn

w>o dans  D done w-7 to  dans  D

(w-wu,*  / ro = (vr-w")* io"  = {*v, ' " )+ ian =o

s o i t  v = w - ( w - w " ) +  € k
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r k r
|  - t"  qi iv( 

"* 
grad w) (w-wz)+ axoy<0

J 1 ^ 2

Moyennant  ta  re la t ion (3 .5)  on obt ient  (w-w")+ =O ,

,done * -*, dans D

Proposi t ion ) .4 La fonct ion u <ldf j .n ie per (7. i l  vdr i f ie la

re l  a t ion  (  1 ' .6  )

Ddmonstration

En ut i l isant  la  re la t ion (7 .6)  on obt ient  i { * ,  V)  >y d&n$" , , , , .D

D o n e  u ( x ,  y ) > . {  d a n s  n

Proposit ion 7-5 u vdri f ie les condit ions aux l imites (1.8)

( ,

J krke 
i 

c*-'r-{w-w")+)* - (w-wr)*J o*ov , - 
Ikrkz(w-wz)* 

a*dy
D D

1 k l

J 
-*, cliv(fr *"u * ) (w-w")+ dxoy - 

J 
*r*r(w-w")* o*,1y 7z

D D
(

J 
nror(w-w")* d*,ty

D

v
' i * ,  y )  =  f  k e  ( t )  [  i t " ,  t ) - t  ] a t

J
o

Ddmonstrat.ion

S o i t  X e k ,  v = w l X e  k

[ , . ,  [  -  oiv(+ srao w)-tf  I  dxdy + [*-,ur(--tr  )* d*dy >,
J  n 2 - -  

J  
L c

D

b

I  
kr(1+z'2)*"Xdx - 

J

i , .- ,f 
o, [ - ur*,t srad w) * klJX dxdy - ,f dxdY

b

f
J
c

ktk

krka (L+z'2 )  {  Hr-v)x dx ktkz (t+2, 2 ) i l i r*rXdxa

D

ll *, [ - oiorft s*u,r *l - ori X axoyf*Joru, ix I o*ov



l J  k rkzc-  X l *  dxdy l .J  k rke lx l  dxdy

n 0 b ,

tJ - ,  (r+z'2)*y-Xa* -J *.u, (L-+2,2){Hr-vl- ; fo.-J krkz (L+2,2){nn-v)J[ u*/"

D D

r

I I n.,k, X * d*.iy I -= [or*, III o*ovt J  r  I  -  |  
J  

I

D D

0n obt ient  donc

(
i  ?  

Jnrn ,  I -X /o"ov
D

En chois issent conven&bl.ement X o* obt ient

*y * k2 (ll l-y) eur AF ouy = k2(ll '-y) sur EC $ *y *0 sur f,nUnC

" l o ,  
= ;  lA ro  =  , t . t  * r )  /A rn  *  H I  I  "  IBC  = ,Hz  ;  r  lDc  =  y l n ,

A v e c  l a  r e l a t $ o n  ( ' 1 . 2 )  o i y  o b t i e n t  w ( x , y )  =  w ( x , Z ( x )  )  d a n s  D \  R
Douc *y =O dans D'r O
s o i t  v i x )  =  s u p  f v  i f  x r $ ) .  A  J
u ( x , Y ( x )  )  =  Y ( x )

3- { *op -os i ,L io : i ? .6  \3 .7 )  - kZd i " (+s radw)=k ' k2  dans  8 ' (n )
L o 2 L ( '

Ddmonstrat ion

s o i t  Y e $ ( { D , V , 1 e  n  * * ) Y e  K
a ( w ,  ) Y )  +  j ( v u , w +  l Y )  j ( w , w )  > ,  L ( . A y )

f  k r  ^  . . .  I  r- J k , d i v ( t g r a d " ) l Y d x d y * j * , * , { ( * - * u + i Y ) * . ( w * v . , * ) * J a * a y >

D D

J n.*, )Y axay

. J-o, 
di"(t srad ') )Yoxoy *,1 nr*r(w-wr+ i Y)* dxdy ,,f urnrtycixay

f i r i n
- pour tout Y e S(Otit existe lv > o de sorte que .7,1 avec l l l  < a*

0n a  w-wz+, \Y<O

S o i t  A - s u p p Y  ,  A c c Q

l*= nin [ "".-oJ'  
E  a  mgxl  Y(xr , . , r ;1
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Soit , l e n evec l l l  < ,tr.r
Alors w+ lY

f  k - l  r ' r  (

J-*, 
div(# n'*u *)) Y dxdy >, 

J x"u*l Y oxoy
9 - f k ^ , 9 r

po" "  t r>o  
l - u rd i v ( f r u "uu* )Ydxdy  7  Jn ro r faxay

pour A < o fo-t" div($ g""o w) Y dxdy , \h k.k^, f axav
J / \  I  S 2 "  J  | C

( : ' l c . | - s 2
Done ) nz [ -civ(fr eraa w) - ur] Ya"oy J[ v Y e E(n)

s , _ k r e
-k, div({ u"*u r) = kLk2 dans &'(IZ)

pr,oposit iol 5,L Four tout Yecl(R) avee Ynul dans un voisinage
de AF e t  DB ,  Y= eons t .  dans  D\R o l l  a  la  re la t ion  ( i . l l )

Ddmonst,ration

,r, (-L 
T,J Yy

dxdy =J[ur**rY*

(

J *ro, grad u.gracf i'ct:<d;' = 
tt f  .  r  r  \ r r  r -  h

J nrnz 1E o ' "y Y* *  [ t  *
, Q {

I 
kru'*y % - D*(kr*'; Yv

lcaka ( 
"ro Yo*", Yr l

J a*ay ! I *r"Or %'y- yrn*)a. =

AB

gonf i l . r lg ions L- La fonct ion u ddf in ie par (7.5) est  une solut ion
faibLe pour le pr.oblbme A .
2- Dens le cas gdndral  on n 'a pae 1'unic i t6 de la solut ion.

Observa t ion  ] "1

Les ddfini t ions

( 5 . 8 )  a ( w y v )  '

-:1r kl (wrv*-w*v, ) - Z"krwrv. - Zt kl*y, cixdy

O b

$s )  L(v)  =  
J* r "  

dxdy + 
J  

kr ( t+z '2) {nr*v) "  a*  oJ kr ( r+z,2) {Hr*y)vc lx

dxrly .

, r r - , t  " -  -
UJ \UJ

-  Dx(krw*)Yr/  a*ay =

J D
Jlnrrty- 

r.l - Dx(rcrw* Yr)
D

(

= 
J 

kr"*t Yrov- Yrn")cis =g

S i  k 2 ( V ) " =  1  a l o r s  k = k r ( x )

2 . 4 ) ,  ( 2 . 5 ) ,  ( 2 " 6 )  s e  m o d j - f i e n t  :

k, &rad w-gred v dxdy +
I
t
I
I

D

r
l
I
I

D
t



( ] - 1 0 ) i (w ' v )

9b$efye!.ion T.,Z

( 1 , ] 1 )  a ( w , v )

_10*

. +r r t r ' -w") '  dxdy
r

s t

J
D

J 1

(= l
J

D

I  r  . 7 t  ?

J t -  t  l5(krv)x -  w*(krv
D o

. ,14)  L (v )  =  t  (

J 
krvdxdr * 

J
D a

k r ( x )

1

S 
eraa

E 1 alors

w.grad(krv)

), - z"5v

k  =  k r (y )

dxdy +

kl
- Zt-t '  w'-2

( , kr(1+Z'2){ l r r , -v)  vdx kn(1+Z '2) {Hr -v )vdx

dans teJ .

rectangle on

'  f r ( t r)  =

clxdy

a ] 'un ic i . td  c le

r  .  . 1 .e x p  I  g ( y ) J

t r J
x J

b

+ l
J
c

(7. t i l  j (w,v)  = 
Ikr(v-w*)*o*oy

D

Les deux eas mentionnds ont dtd dtudiia

Observa t j .on  1 . )  Dans le  caa oS I r  es t  un
la  so lu t ion .

Ce cas per t icu l ier ,  &vec kr (x)  =  exp f f tx f
a d t d d t u c t i d d a n s  t l l  .  . ' .
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