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'pe:

T o 6 r o l o g i c a l l y  t r i v i a l  a l q e b r a i c  2 - v e c t o r  b u n d l e s

o n  r u l e d  s u r f  a c e s . I I ,

V a s i l e  B r i n z d n e s c u  a n d  M a n u e l a  S t o i a

I  n  t  r o d u , c  t i o n  .

I t  i s  a  c l a s s i c a l  r e s d l t  t h a t  o n  c o m p a c t  a n a l y t i c  s u r f a c e s

t h e  c o n t i n u o u s  c o r n p l e x  v e c t o r  b u n d l s s  o f  r a n l <  2  a r e  w e l l - d e t e r . -

r , 1 ,  C .  - ' ]  r,  m i n e d  b y  t h e i r  C h e r n  c l a s s e s  c l , c 2  ( l v u  [ t r l  ) .  I n  p a r t i c u l a r  s u c h

-  a  b u n d l e  j . s  t r : - v i a l  i f  f  
" l = O .  

a n d  
" z = o .  

F o r  a  n o n s i n g u l a r  p r o -

, - , ' j e c t i V e s u r f a c e i t f o I l o r r y s o V a n e g u I t o f S c h w a r z e n o e | 9 e r [ r r ]

.  t h a t  o n  t i r e  t o p o l o g i c a l l r T  t r i v i a L  2 - v e c t o r  b u , n d l . e  t l r e r e , , : e r e

n o n t r i v i a l  a l g e b r a l c  s t r u c t u r e s .  I n  f  a c t  t h e s e  a . L g e b i ^ a i c  b u n c i l e s
- f  

o r m  . a  v e r y  l a r g e  s a m i l . v  (  t f . r u t  i s  n o t  b o u n c J e d  ) '

.  I n  t h r s  p a p e r  t / e  c o n t i n u e  t h e  s t u c l y  s t a r t e c j  i n [ {  o n  t h e

s t r u c t u r e  o f  t o n o l o E i c a l l y  t r j . v i a l  a l g e b r a i  c  Z - v e c t o r  J L t n c i i e s

.  o n  a  r u l e c l  s u r f  a c e .  o n  t l r z  t h e  p r o b l  e n  w a s  s t u d i e c l  i n  l r ] r U - f l  , [ z - ] .

F o r  s t a : 1 e  o u n c ' l l e s  o n  r u l - e c l  s u r f  a c e s  s e e  [ + l  ,  t a . ]  .

T h e  f  i r s t  p r o b l e m , i n  o u r  c a s e , i s  t o  f  i n d  n u n l e r i c a l ' i n v a r i a n t s

,  s u c h  t h a t  i f  o n e  c o n s i c l e r s  t h o s e  a l g e b r a i c  b u n d l e s  w i t h  f i x e d .

' .  i n v a r i a n t s  t h e y  f o r m  a n  a l g e b r a i  c  f a m i l y .  I n  s e c t i o n  I  w e

'  
i n t r o c J u c e  f o r  t h e s e ' b u n d l e s  t w o  n u r n e r i c a l  i n v a r i a n t s  d  a n d  r

'?

a n d  w e  d e f  i n e  t h e  s e t  t l ( c 1 ,  r )  o f  c l a s s e s  o f  i s o m o r p l r i s m  o f

' : -  \ - ,  
.  

b u n c l l e s  y r i t h  f  i x e c l  i n v a p i e r " l t s  d  a n d  r  ,  T h e  i n t e g e r  d  i s  g i v e n  : i  1 ;

b y  t h e  s o l i t t i n g  o f  t h e  b u n t J l e  o n  t h e  g e n e r a l  f i b r e  a n d  t l r e

i n t e g e r  r  i s  g i v e n  b y  s o m e  n o r m a L L z a t i o n  o f  t h e  b u n d l e .  T l r e ,

m a i n  r e s u l t  i s  t h e o r e i n  l ,  w h i c n  s t a t e s  t h a t ' t a ( d , r )  c a r r i . e s : . a

"  n a t u r a l  s t r u c t u r e  o f  a n  a l q e b r a i c  v a r i e t v  a n c l  t h a t  t h e r e  e v * i s t s ,



U S

o f

l o c a l l l l  ,  a

s e c t i o n  2 ,

t h e o  r e m  1  .

a  t a u t o l o g i

c e r n e d  , r y i  t h

s t r u c t u r e  o

.  a r s o  L 5 l ) .

l r /e  wish

s u b l e c  t  a n d

t a u t o l - o g i c a l  b u n d l e .  A f t e r  s o m e  o r e p a r a t o r y  w o r l <  i n

t h e  s e c t i o n s  3  a n d  4  a r e  d e v o t e c l  t o  t h e  p r o o f  o f  t h e

r n  s e c t i o n  5  ! ^ / e  s h o w  t h a t  d o e s  n o t  a l w a r / s  e x i s t , g l o b a l l y

c a l  b u n d l e  ( t h e o r e m  2 .  ) .  F i n a l l y  t h e  s e c t l o n  6  i s  c o n -

t h e  c a s e  o f  r a t i o n a l  r u l e c J  s u r  f  a c e s , w h e n  t h e  a . i - g e b r a i c

n  t ' 1 ( d , r )  i s  m o r e  p r e c i s e l y  d e s c r i b e d  ( t h e o r e m  3  a n d

t o  t h a n k  C o n s t a n t i n  B i n i c d  t o  i n t r o d u c e

f o r  d i ^ s c u s s i o n s  d u r i n g  t h e  p r e p a r a t i o r r

t o  t h i s

t h i s  p a D e r .

I  .  T h e  n u m e r i c a l  i n . z a  r i a n t s  d  a n d  r  .

T h e  n o t a t i o n s  a n d  t h e  t e r m i n o l o g y  a r e  t h o s e  o . f  U ) .

L e t  C  b e  a  n o n s i n q u L a r  c u r v e  o f  g e n u s  g  o v € r  t h e  c o m p l e x

n u m b e r s  f  i e l d  a n d  l e t  / L  :  X  - - - - - >  C  b e  a  ( g e o n r e t r i c a f  l y )  r u l e d

s u r f a c e  o v e r  C .  O n e  c a n  w r i t e  X = P ( . + a ) , r , h e r e t o  i s  a  n o r m a l i z e d

l o c a l l y  f  r e e  s n e a f  o f  r a n k  2  o n  C .  L e t  d e n o t e  b y  e  t h e  d l v i s o r

o n  C  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n v e r t i b l e  s h e a  i  K  t  a n . d  e = - d e g  € '  .

' , \ r e  f i x  a  s e c t i o n  C o  o f  T  w i t h  O ^ { C ) e 9 e t * i ( I )  a n d  p o  a

oo j -n t  o f  c .  Le t  f  o=E- t1bL  Any -e le .4q '1 - t -  o l  N rT  *= l ' ( x , z )  can  be

w r  j -  t  t  e n  
" 9 o *

t h e  c a n o n i c a l

h e n c e  f o r  t h e

b f  o  
w i t h  a : ; b - €  Z a n d  , 7 = - " , C . f  = 1 .  f 2 - = O .

o o  o
S i n c  e

c l i v i s o r  l ( X  o n  X  i s  g i v e n  b y  l ( * . u  - 2 C o n Z * ( i ( r +  $ ) ,

n u m e r i c a l  e q u i - v a l e n c e  \ ^ / e  h a v e  l ( * =  - 2 C o + ( Z g - 2 - e ) f  
o

( . f  .  H a  r t s h o r n e  l J 3  ,  C n . V  ' ' )  ,

W e  r n r i l t  d e n o t e  b y  0 4 t )

t h e  d i v i s o r  C o  o n  C .  I f  L  i s

-n
f - =  U C ( l < )  & L o ,  w h e r e  l < = d e g  L

t h e  i n v e r t i b l e  s h e a f  a s s o c i a t e d  t o  t h e

a n  e l - e m e n t  o f  P i c  G ,  w e  s h a l l  w r i t e

o
a n c l  L o  €  P i c " C .  \ i / e  a l s o  d e n o t e  b v



# t ^ c o + b f o )  = % e  0 * ( a ) & n " , ( C c (  b ) )  f  o r  a n y  s h e a f  9 o n  x  a n d

b  € Z  (  0 ^ ( a )  " :  O ^ t . c o ) )

E  l r e  a  t o n o l o q i c a l l y  t r i v i a l  a l g e b r a i c  ? . - v e c t o r  b u n d l e

- 3 -

.  , , 1 ( E ) = ( o , o )  a n d  c r ( E ) = o .  s i n c e  t h e  f  i b r e s  o f  7 C  a r e

c  t o  F l  ,  w €  c a n  s p e a l <  a b o u t  t h e  g e n e r i c  s p l i t t i n g  t y D e

u r e  p u t  a l t d f g r t . r  l @ 0 t ( - d )  f o r  a  g e n e r a l  f i b r e  f  , u r h e r e

f - 1

L 6 l  a n d  s e m i - c o n t i n u i t v  t l r e c r e m ) .

c o n d  n L r m e r i c a l  i n v a r i a n t  r  i s  o b t a - i - n e d  b y  t h e  f o l l o w l n g

t i o n :

I  t ' r ' r " r e  e x i s t s  L 6 p j . 2  c , c l e g l = {  s . r .  t - t o ( x , E ( - d c o ) 8 n * ( L )  ) l o j

a n y

,  L e t  u s  d e n o t e  b v  l ' 1 ( d , r )  t h e  s e t  o f  c l a s s e s

Z : y g c t o r  b u n d l - e s  o n  X  o f  f i x e d  t v p e  ( d , r ) .

'  O u r  p u r p o s e  i s  t o  p r o v e  t h e  f o l l o l ^ r i n g

T h e o r e m  l .  S u r : P o s e  d  >  0 . T h e n :

r . e

o h i

^ . 1

^ +

i z a

r h) {
L

a ,

e t

O T

a

(

h e

A L

n f

L

o n X

i s o n t

o f  l :

d  7 t o

-
I

n o  r m

-  t -= i

o n e  h a s  H o ( x , E ( - d c o ) e r f  L ) )  Y H o ( c , . n * ( r - ( - d c o ) ) ' € a r - )  a n d  m o r e o v e r

t o ( C  , t n ( F - ( - d C o ) ) @  f - )  d o e s  n o t  v a n i s h  w h e n  d e g  L > > , O  a n d  i s  z e r o

v v h e n .  d e g  L < < O  ( f  o r ,  u s e  a  s r . r i t a b l e  f  i t t r a t j - o n  o f  E x l , E l  - : i C o ) )

w i t h  s u b b u n d l e s  a n d  R i e m a n n - R o c h  f o r  d i v i s o r s  o n  C  ) . , , T ] ' i e r e f o r e , . ,

t h e r e  e x i s t s  s u c h  a n  i n t e g e r  r .

W e  s h a I l  c a l l  a  t o D o l o g i c a l i y  t r i v i a l  a l g e b r a i  c  Z - v e c t r r  b u n d l e

w i t h  n u m e r i c a l  i n v a r i a n t s  d  a n d  r , s i ; i o 1 y ,  a  2 - v e c t o r  b u n c J l e  o f

t y n e  ( C , r ) .

o f  i s o m o r " I h i s m  o f

( r )  T h e  s e t  M (  c l ,  r )  c a r r i e s  a  n a t u r a l  s t r u c i u r e  o f  a l g e b r a i c

v a  r i . e t y .

( 2 )  T h e r e  e x i s t s , l o c a l l y  r e l a t i v e  t c  l ' 4 (  c j ,  r )  ,  a  t a u t o l o q i c a l  .

b u n c l l e  ( i . e .  f  o r  e v e r v  a f  f  i n e  o l l e n  s u b s e t  v  o f  1 4 ( d , r )  t h e r e , i s

a  b u n d l e  9 o n  X  x v  s u c h  t l r a t  f  o r .  e a c h  t  €  V  t h e r e  i s  a n  i s c n ' , r p h -

i s m  V  / + A r o /  o  E a ,  r , ' r h e r e  E a  d e n o t e s  a  2 , ' v e c t o r  b u n d l e  c o r r e s -
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o o n d i n q  t o  t h e  c l a s s  t  ) .

B g q g * s .  t .  F o r  t h e  c a s e  d = 0  s e e  t h e  r e m a r l <  a t  t h e .  e n d  o f

l e r n m a  i n  s e c t i o n  2 .

? - .  I n  g e n e r a l  c l o e s  n o t  e x i s t  g l o b a l l y  a .  t e u t o l o g i c a l  b u n d l e  ;

s e e  t h e o r e m  ? - .

3 .  I n  t h e  c a s e  o f  r a t i - o n a 1  r u l e d  s u r f  a c e s

t u r e  o n  M (  d ,  r )  1 s  m o r e  p r e c i s e l y  d e s c r i b e d ;  s

t h p  a l n e h r a i c  s f l

r -it
e e L S J  a n d  t n e o r e m

F l  ^  . .

z

2 . S o m e  p r o o e r t i e s o f  t h e  b u n d l e s  o f  l ' ' i

\ r V e  w a n t  t o  p r o v e  t h e  f o l l c ' w i n g

L - e I m a .  (  1 )  E v e r y  2 - v e c t o r  b u n c l l e  , E  o f  t y p e  (  d ,  r )  i s  g i v e n  b y

a n  e x t e n s r o n  o f  t h e  f o r r n

w h e r e  , ! r r r €  P i c o C  a n c j  Y  i s ' a  I o c ' : : l l y  c c r r i l r r l e t e  i n t e r s e c t i o n  o f

c o c l i m e n s i - o n  2  i n  X  w i t h  d e g  Y = d ( 2 r - d e )  '  - ' - ' ;

( 2 )  E r z e r y  a l g e b r a . : c  2 - v e c t o r  b u n d l e  g i v e n  b y  a n  e x t e n s i o n  l i l c e

a b o v e  i s  o f  t y p e  ( d , r ) '

( 3 )  F o r  e v e r y  f  i x e d  d a t a  Y , L L ' L | '  w h e r e  Y c x  i s  a  l o c a l l y  c o m -

o l e t e  i n t e r s e c t i o n  o f  c o c j i m e n s i o n  ? -  w i t h  d e g  Y - d ( ? - r - d e )  . a n d

L l  , L r G P i c o C ,  t h e r e  e x i s t  b u n d i e s  a p p e a r i r i q  a s  e x t e n s i c n ' s  i i l < e

" i o u l  

' u n . r  
t h e s e  e x t e n s i o n s  a r e  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  m o d u l o  c f ,  ,  b y

t h e  i s o m o r p h i c  c l a s s e s  o f  b u n d l e s  '

( 4 )  S u p o o s e  d  > o  a n d  l e t  E  b e  a  2 - v e c t o r  b u n c l l e  o f  t y p e  (  d ,  r ) '

T h e n  t h e  d a t a  Y , L ,  , L , r -  f  r o n t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e X t e n s i o n  a r e  u n i q u e l ' i ;
-  

I -  I

d e t e r m i n e c l  b v  E  ( L f  a n c l  L Z -  u D  t o  a n  i s o m o r n h i s m )

f . L g g - t .  ( f  )  " J \ u  t h e  c j e f  i n i t i o n  o f  r  t h e r e  e x i s t s  L z - Q P i c o C ' s u c l . r

t h a t  H o ( X ,  E ( - d C o - r f o ) g T i { ( L ; L ) ) l  O  ( i n  f a c t  i t s  d i m e n s i o n  i s  f - ) "

\ n J e  c h o o s e . a  n o n - z e r o  s e c t i o n  a n c . i  a p p l y  S e i - r e / s  m e t h o d  ( t 9 ] , C i 1  ' I '

$  S  )  r r u e  o b t a i n  E  a s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  d e s i r e c l  f  o r m  ( s e e  [ : J  t o r
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m o r e  c l e t a i l s  ) .

( 2 )  o b v i o u s l y  a n  a l q e b r a l c  2 - v e c t o r  b u n d l e  q i v e n  b y  s u c h  a n

e x t e n s i o n  h a s  c r ( E ) = ( o , o )  a n d  c r ( r - ) = o .  t s y  r e s t r i c t i n g  t h e . e x a c t

s e q u e r r c e  a b o v e  t o  a  f  i l : r e  f  p r o v i d e d  t h a t  f  . t Y = 9  w e  g e t  t h a t  t h e

s p l - i t t i n g  t y p e  o f  E  i s  ( d , - d ) ;  a  s i m r r l e ' a r q u m e n t  s h o w s  t h a t  t h e

i n t e g e r  r  f r o m  t h e  g i v e n  e x t e n s i o n  i s  t h e  s e c o n d  n u m e r i c a l  i n v a -

r i a n  t  c f  E  ,  h e n c e  E  i s  o f  t y p e  (  c i  ,  r )  .

( 3 )  L e r  u s  d e n o t e  & L =  4 ^ f - n a o - . f o ) a , t r t G l  a n c i  g z  L

- A - - e
= O x ( r i C o + r f o )  &  r c * ( L - z ) , C o n s i c i e r  t h e  s p e c t r a l  s e q u e n c e  o f  t e r m

: r ! ' Q = * p  ( x , Z ? & 3 . (  3 y s X r , {  ; ) ,  w h i c h  c o n v e r s e s  t o

Ep*q=Ex tp+q (  3 r@ {  r ,  t r l .  on  t ' t ' , "  o t he r  ha  na ,  f o f  (  J  ve {  t , , t r ) =

o t ra  . { ; t  ana 'L t t t (  J " *  { 1 , { ) d  4 * t? (0 r@i l t t { r t o { ! ,  ( r o r

t h e  I a s t  i s o m o r p h i s m  w e  u s e  t h e  c o n n e x i - o n  b e t w e e n  t h e  d u a l i z i n g

' s h e a v e s  , ! y  a n d  d  *  a n d .  t h a t  d i n r  Y = O )  .  B u t  o n e  c a n  e a s i l y  s e e

t  ,  -  f , - ' l
t h a t  H " ( X , & Z * {  

1 - ) = O ,  
h e n c e  t h e  e x a c t  s e q u e n c e  o f  I o w e r  d e g r e e

t e r m s  b e c o m e s :

o  - - - - r  H r (x  ,  Jzs { ,1 t )  - - - *  Ex t l  (  SyaJ  t ,  { r ) -+  Ho(v  ,Or ) , -?  o .

N o w ,  b y  a . r e s u l t  d u e  t o  S e r r e  ( L 9 ] , C h , I , $ s ) ,  a n y  e l e m e n t  i r e l o n g i n g

3  t o  E x t l  (  S r o [ t r J r )  w h i c h  h a s  a n  i n v e r t i b l e  i m a g e  i n  H o ( v  , 0 r ) ,

d e . f  i n e s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  c J e s i r e d  f  o r m .  a n e .  h a s  H o ( x , E @ { r l l = C

, a n d t h e S e c o n d s t a t e m e n t f o ] I o w s b y a , , r u e 1 l . i < n o w n a r g u m e n t

( 4 )  L z  i s  d e t e r m i n e d  b e i n g  E x ( E ( - d c o - ' r f o ) ) .  Y  i s  d e t e r ^ m i n e d  a s

t h e  z e r o - s e t  o f  t h e  u n i q u e  ( m o d  C * )  n o n -  z - e r o  g l o b a l  s e c t i o n  o f

o - 1  n  . o - l  ^  o '  - . o - l
E e ) L z  U s i n g  a q a i n  u o ( x , E @ { , - } l = C , ' J " o X i t  w i l r  b e  w e l l - '
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d e t e r m i n e d  a n c l  t h e r e f  o r e  ( b y  r , l n o v a i l i l i t ' l )  J

w e l l - d e t e r m i n e d  b y  t h e  b u n d l e  E .

R e m a  r l <  .  F o r  d = O  i t  f  o l l o w s  f  r o m  t h e  p a  r t  ( f )  t h a t  e v e r y  2 - v e c t o r

b u n d l e  E  o f  t y p e  ( 0 , r )  i s  o f  t h e  f o r m  n * ( r ) ,  w h e r e  F  i s  a n  a l g e -

c t o r  l c u n d l e  o n  t h e  c u r v e  C  w i t h  c . ,  ( F ) = O .  l 4 o r e o v e r , t h e r e
' \  I '

, , t h a t  
i s  L l  r , ^ r i l l  b e

b r a i i

i s  a n  o n e  t o  o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t u r e e n  t h e  s e t  o f  i s o m o r p h i s n r

c l a s s e s  o f  t h e s e  b u n d l e s  o n  t h e  s u  r - f  a c e  X  a n c J  t h e  s e t  o f  i s o n o r p h i s m

c l a s s e s  o f  2 - v e c t o r  b u n d l e s  o n  t h e  c u r v e  C  w i t h  
" 1 . = O . T h u s  

t h e

c l a s s i f i c a t i o r i  o f  t h e s e  b u n d l e s  r n e a n s  t h e  c l - a s s i f i c a t l o n  o f  t h e

c o r r e s o o n d i n g  b u n d l e s  o n  c u r v e s .

3 .  T h e * a l S e l r a i c  q g ' u g t ! . l , f e  o f .  L ( 9 . , r ) .

I n  t h i s  s e c t i o n  w e  s h a l l  o r o v e  t h e  p a r t  ( I )  o f  t h e  t h e o r e m  l .

S u r r r : o s e  d > O  a n c l  L b ' t  E  b e  a  Z - v e c t o r ^  b u n d l e  o f  t v p e  ( d , r ) . I t  f o l l o w s

b y  t h e  l e m m a  t h a t  E  d e f  i n c . s i  a n  e l e m e n t  5 u €  e x t ) g . . (  3 r e J  y 8 ) ,L tzy

w h e r e  I f  0 ^ ( - d c o - r f o )  @ 7 2 " ( L l ) , J r = 0 ^ (  d c o + r f o ) 8  z r ( L )  a n d

t h e  d i t a  . L 1 , L 2 ,  Y  a r e  u n i q u e l y *  d e t e r m i n e c J  b y  E .  I f  Y / g  ( i . e .  E  i s

n o n - u n i f o r m ;  s e e  t s ] )  t h e n  5 r / o t  i i  Y = A  ( i . e . 2 r = d e  a n d  E  i s

u n i f o r m )  w e  a g r e e  t o  e x t : t e l  t h e  s l n q l e  d e c o m p o s a b l - c  b u r i d l e  o f  t y p e

( C , r ) ,  I t  f  o l l o w s  a q a i n  b y  t h e  l e r n m a  t h a t  t h e  c l a s . s  o f  E  i r l "  M ( d , r )

c J e f  j - n e s  a  u n i q u e  p o i n t  i n  t h e  p . r o i e c t i v e  s p a c e

(  r . x r L g . , (  J r a  J  t , 8  z )  \  l o  3  ) /  a n .- x

.  I n  o r r - l e r  t o  p a r a r n e t r i z e  t l l e  r ^ , r h o I e  s e t  t a ( d , r )  w e  h a v e  t o  m o v e

L I , L Z  a n d  Y  a n d  t h u s  t o  l o o l <  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  E x t '  L e t  I P o  b e

t h e  p i c a r c i  v a r i e t y  o f  i s c m o r p h i . s n r  c l - a , s s e s  o f  l i n e  b u n d l e s  o F  7 - e r a

d e g r e e  o n  C  a n c J  l e t  I L o  b e  t h e  u n r - v e r . F , a l  P o i n c a r 6 - i : u n c i l e  o n  C x l P o '

L e t  [ 1 o  b e  t h e  t l i l b e r t  v a r i e t v  o f  z e , i - € - c J l m e n s i o n a l  I o c a l l y  c ' o m p l e t e
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i n t e r s e c t i o n s

h e a f  o f  t h e

o f  d e g r e e  d (  2 r - d e  )  i n  X  a n d  l e t  3 "  b e  t h e  i c l e a l .

u n r - v e r s a l  s u l r s p a c e  Y o c  X  X l H o .  R e c a l l  t h a t  l H o  i s

e d ,  q u a s l - p r o j e c t i v e  o f  d i r n e n s i o n  2 d ( 2 r - d e ) ( s e e  [ 5 J  ) .

b y  7  t h e  v a r i e t y  I P o x F o x l l t o .  \ , V e  h a v e  t h e . f o l i o n r i - n g

n a t u r a l  r f i a r r s :

x <  u  x

s m o o t h

L e t  u s

d i a g r a m

d e . n o t e

w i t h

' l  
- ^

x z  ' x ^ P 3  
, -  * r <  l H o

.J ;i

r c lp r ; l c^n ,  
I  I  

pL ,o?  
o

.  n r Y r o  - ;
. Cx tFlo ---l# tro

r ; V e  u s e  t h e  n o t a t i o n s :

h /  .  . *  . re t  ( ) t
L i =  ( r c x p i )  (  L o )  i = L , 2 ;  3 y  =  ( I x *  o = ) *  ( g  ) ,  w h e r e  v = ( I x n n 3 ) - 1 ( " o

N o r a r  i t  i s  n a t u r a l  t o  c o n s i c l e r  t h e  r e l a t i v e  t " t :
:q,=i lL l ru*(  0^(-dco-.roi  )@(t*r7f  (r* ,  )  @Jv,, f t2x( dco+rro )W^t2frql

T a k e  t h e  s p e c t r a l  s e e u e n r e

t.

i
L

I
i
i

I
:).

).

r ! ,Q=rP( x, 4"f3*( yye{r,  . t ;  )  ,

a n d  n o t i - c e  t h a t

,Z ' '  =Ho(  x ,Z*6* (  3 "  e {y r  8 r )  ) . rHo  V ,4*$  * (  
0ve { t ,  , t ; )=o

, l ' t  =H l (  ^ ,  ? , * l / 9 , !  3 "s  {L ,32 ) )=  r - r l ( x  ,3d6^ (  0ve{ t ,# r ) )on r1v ,d "Fo

, u ' ; , o  = H 2 ( x , % w n  
* (  

9 r *  8 1 , / . r ) ) . . H 2  1 x , " { r e t ; t ) = o .  .

I t  f o l l o w s

p o i n  t  o t  Z

o f  L 2 ] t h a t

t h a t  r . x t ? - 6  . (  3 ,
" x

c l e t e r n i i n e d  b y  L 1

W../^,, d, = d

e  {  t r  8 )  = o  a n c l  i f  w e '  d e n o t e  b Y  z  t h e

i L z  a n c i  Y ,  r . ^ r e  d e d u c e  b y  m e a n s  o f  a  r e s u l t

r=x t )  .ev@f l I , { r )  ,
" x r r
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B u t , . q e n e r a l l - y , 9 .  t s  o n l y  a  c o h e r e n t  s h e a f .  a n d  n p t  a  l o c a i l y  f  r e e

o n e .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e , a l t h o u q h  Z .  i s  r e c j u c e d  (  i n  f a c t  n o n s i n g u l a r )

t h e  f u n c t i o n

z  - - - - - ) d i m  e ^ t L r o , . (  J y  , t r @ " ( ] - t )  ( z = ( L t , L 2 , Y )  )
L z x  

l
i s  n o t  C o n s t a n t .  T l r e  j u r n p  o f  c J i n r  E x t '  h a p O e n s  a i r e a d r z  i n  t h e  C s s e

w h e n  C  i - s  a n  e l l i p t i c  c u r v e  (  s e e  a n  e x a m p l e  t n . ,  L u ] . ' ^ '

F i e  t a l < e  t h e  s t r a t i f  i c a t i o n  g i v e n  b v  d i m  E x t - " , , 1  J v ,  J z o { ; t ) =
n

= c o n s t a n t  a n d  r , v e  g e t  (  b y  s e m i c o n t l n u i t y  t h e o r e m )  f  i n i t e L y  m a n y

s t r a t a

c j i m  E x r $ ; f  
' 3 v  

@ {  r r { z ) = i ,  = = ( L t , L z , Y ) J ,

r , . r h i c h  a r  e  Z a r i s l < i  l o c a l l y  c l o s e c i  s u b s e ' t  s  o f  V  '  l V e  c h o o s e  o n  Z t

t h e , " r e d u c e d  s t r u c t u r e  a n d  l e t  g " ,  o c  t h e  c o r r G s p o n d i n g  r e l a t i v e  8 . t '

N o w  e v e r y  s h e a t  s , i  i s  l o c a l l y  f  r e e .  L e t  7 .  b e  t h e  d i r e c t  s u m  o f

Z r .  
" n C ' R ,  

t n e  c o r r ? s p o n d i n g  l - o c a l l - v  f  r e e  s h e a f  o n  Z ' I t '  f  o l l o r r s

f  r o m  p r e v i o u s  c o r l s i c i e r a t i o n s  t h a t  t r t e r s  e x i s t s  a  n ? t u r e l -  i r - i i e c t i v e

n a p  l i ( c l r  r ) - - - ?  p ( # )  , n d  ' . r , f  s h a . l - I  i c l e n t i f  y  t ' r ?  s e t  i l (  d ,  r )  : v i t h

i l o  i i n a q e  i n  t h e  o r o j  e c t i v e  
' l u n d l e  o f  t h e  c i u a l  c f  - 9 '  , p ( 9 . , x )  '

T t  i s  n o t  c l i f f i c u l t  t o  s e e  t h a t  i 1 ( c {  , ' r )  i s  a  z a r i s l < i  o n e n  s u ' f s e t

o f  l P i $ l  ( s e e

t u r e  o f  a n  a l q e b r a i c  v a  r i e t Y  "

aJh.e.-]"-o-c-ql,-9j:.q.Is'-i.lgg*?I'--i\s*lgslgl'']3r-c-n"L-:g4le'

1 n  t l r i s  s e c t r o n  l r l €  s h a l l -  o r o v e  t h e  p a r t  ( 2 )  o f  t h e  t h e o r ' - m  1

.  a  @  |  o r
C l e a r l - y  \ i  e  m a Y  a s s u m e  Z  =  7 ' i  ( o n e  s t r a t u m )  r n d  J t  =  ' t r i  '  r - s  L

p :  X x  7 *  - - - * 2  7  b e  t h e  c a n o n i c a l  p r o j  e c t i ' o n  a n c i  t e t  d e n o t e

d .  = ' , *  (  0 ^ (  - h c o -  r f  o )  )  @ ( n  *  t z - ) * ( 0 - r  )  a i r c  T  r = ' \ @ x (  c c o +  r f  o )  ) e 1 E  x

z i .=  |  ze i  I

i . 1
l l l  L e n ' n a  5 J  . t t l u  s u  I \ L i t r  / '
L J

r z r&2) .

T h e n  \ , . J e  h a v e , t h a t  g , = + " C l (  3 r r " 7 r r { z )  i s  a  l - o c a l l y  f  r e e  s h e a f
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o n  Z  a n d  c o m m u t e s  r ^ / i t h  b a s e  c h a n g e .

L e t  l P ( R I )  b e  t h e  p r o i  e c t i v e  b u n d l e  o f  t h e

q :  F ( R f  ) - - - - - - : 7  b e  t h e  c a n o n i a a l  p r . o i e c t i o n '

c J i a g r a m

c J u a l  o f  S ,  a n c J . l - e t

C o n s i d e r  t h e  c a r t e s i a n

X x lP (? " * )  .  q "  
)  x ' ^z

t
I
l r )v

P (RJt)

I
l p
.'|,'
Zq

t r (  d ,  r )  c  f P (  f f )  a n d

\ \
1 t

. .  / l \ \ \  l r e  t h e  C O f r e S -
O J ( \ \ r / i , " r v{r\, ,/

g i v e s  a n  e x t e n s i o n  o i l . . V '

3 " , . @ f { * o ,

F o r  e a c h  t e V , " t h e

i s  n a t u r a l l Y  e q u i v a -

. A  a  - - r  - ^ 1  i - . , ^ - + i l - . ' l a  o h a a f  n n  l p / q p z ( ' \

a n d  l - e t  U n r r t t x r ( 1 )  b e  t h e  t a u t o l o g i c a l  i n v e r t i b l e  s h e a f  o n f P ( q f ) "
lr ("Jf / -

l v e  u s e  t l r e  n o t a t i o n  r ,  ! ' r = q ' * (  { r ) ,  T t = 1 ' x ( g z )  a n d  V ' = q ' x t '  Y (  ) "

T h e  c a n o n l c a l  s u r i e c t i o n  q ) ( ( t r )

0wtg; ( -r ) *-r q*(e ) v+o'r{tr., 1r,.*Ti, ,  Tl t  ,

h e n c e  a  s l o b e l  s e c t i r r r  E  n l r o t l . f  3 r , . * T { , T r *  p ' # (  d * t n * ) ( l ) ) ) '

_  L e t . n o t " . r  V  b e  a n  a f  f i n e  o o e n  s u b s e t  i n
'l

V ' = p ' - t ( V ) = X  x v .  t v e  h a v e  t h e  i s o m o r p h l s m

E x t r  ( v '  i , . .  )  = r l l o ( v , Z r d : - (  . . .

a n d  r e t  a ; e , f ; x t t ( u '  ;  J y r , * i l  r f ;  @  P ' " (  O e (
L

p o n c J i n g  e l e m e n t  o f  = l u .  J ' h e  e l e m e n t  1

o ---). g;_* p'x( drpt f;,ul ( 1) ) -. 7 --?)

t h e  s h e a f  F i .  o b v i o u s l y  f l a t  o v e r  V '

t i o n  m o c l u l r :  ' r t t *  o f  t h e  a b o v e  e x t e n s i o n

m o c l u l . o  6 f w i t h  t h e  e x t e n s i o n

. o  Q  , a f  O ,o  * - r { z  - _ - - - - - - - 2 E t  * - i J y - 4 1 " -

w h e r u  E t  i s  a  Z * , , t e c t o r ^  b u n c l l e  c o r r e s n o n c ] j ' n q  t o  t h e  v e r y  c l a s s  o f  t

T h e n  w e  l r a v e  t h e  i s o m o r o h i s n  T  t  + w t %  = ' ' - ,  a n d  s i n c e  V  i s  f  ' l - a t
' p

o v e r  V  o n e  q e t s  t h a t  t h e  s h e a f  9 F  t s  l o c a l l y  f  r e e '  F  w i l l ' - b e  a

t a u t o l o g i c a l  b u n d l e  o n  X  x  V

\',Jn e f e

r e d u c

l e n t
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h  t n a l - o l : a l  n o n * e x i s t e n c e  o f  t h e  t a u t o l o q i c a l  b u n d l . q

l i l e  s h a l l  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g

T h e o r e m  2 ,  L e t  X  b e  t h e  r a t i o n a l  r u l e c J  s u  r f  a c e  { F . ,  (  e = 1 )  .

T h e r e  i s  n o t  g l o b a l 1 y  a  t a u t o l - o g i - c a l  b u n d l e  r e l a t i v €  t o  t ' 4 ( 1 , 1 )  .

P r o o f ,  L . e t  u s  c o n s i d e r  f h e  f o l l o w i n g  c a r t e s i a n  d i a g r a m  i h  t h e

g e n e r a l  c a s e :

, r )  
q  . >  x

F u r t h e r  w e  s h a l l  n r e s e r v e  t h e  p r e v i o u s  n o t a t i o n s '

L e t  u s  s u p p o s e  t h a t  t l r e r e  e x i s t s  a  b u r - r d l e  o n  X x M ( c l ' r ' )  s u c h

t h a t  f o r  e a c h  t € 1 4 ( d , . )  t n e r e  i s  a n  i s o m o r o h i s m  T t U t T Y E t  '

w h e r e  E a  d e n o t e s  a  Z - v e c t o r  b u n d i e  b e l o n g i n g  t o  t h e  c l a s s  o f  t '

I  d a c / - L t  i  q  a n  i n v e r t i b l e  s h e a f  s i n c e  1 " 1 (  d ,  -  )  i sT h e  s h e a t  o o ( v a J z  
- )  j - s  a n  i n v e r t l o l e  s n e a  |  s l r r c e

: l f = e d u c e d  a n d  c l i m  H o ( X , = . 8 d ; t ) = I  f o r  a n y  E . .  T h e  b u n d l e

( l /  =  f f ' ' & p ' f p x  ( T e l ' r - l l )  i s , a g a i n ,  t o u t o l o g i c a l  a n d

p ;  ( " F . ' e { i " t ) o  0  .  C o n s o q u e n t l y , t h e r e  i s  a  s e c t i o n

6 - € H c ( X  r M ( c l , r  ) , g ' & T / - \  v ' + i t h  n o n -  z e r o  i m a g e  t h r o u g h  t h e  r d e n t i - -

x z
I

I
l P
Iv
I

Z

x  7c  ra (d

I
I  o '
I

0
I t 1 d ,  1 1

i s  i n  j  e c t i v e

o ,

f  icat ion: p;(  g 'a?L-L) , ' / ' ' ! ,4 ' rvqu$1aZL-tt .  
o Ho ($(sf ' r - t ) /argbf:  t  )  )" ,

s G ,  T h e  c o r r e s p o n d i n g  m a P  T i - + ' T '

f  o r  e a c h  t  €  1 4 ( d ,  r )  ' T h e n

€  i s  f l a t  o v e r  i " 1 ( d , r ) ,

- o  F  i s  i n  j  e c t i v e  a n d

h a v e '  t h e  e x a c t  s e q u e n c e s

modu lo  414 -
L

i t s  c o l c e r n e l

i

Qtu 2

' \ ,I\t o

a --p. dz- ----a E 3 ,, e{ , ----*-?

o - f o ) @ z d ( L r )  
a n d

t '

f ,  t =  d * t - cw h e r e  q (  t  ) * z = ( L r ;  t - r , Y )  ,
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\ J )

. n

lo p.

dd(

r  )  s u

T h e r e f o r e  $ J e  h a v e

o --> T'2̂ -

0t// r:r: /
w h e r e  " t  = V  A  o

!  e  E x t t ( ,  
"  

M (  d ,  r

f  h o  a v f  a n c r  a r n .

i i

t

t - ^

* ' l

I ' i ( l ) l ) : v f f - t .  T h e

l - a i .

p r e v i o u s  d i a g r a m  b e c ' o m e s

t r r  r  [=t .
I
I  p = p ^
v  ' t

(fc

l r l

J  r=  d* tco* f  o )E | iY$z) .A lso  
'  €  t ' to  r€  *  J  

" *  
{  L ,  E  ̂ na  Tr , -a  T{

a r e  f  l - a t  r r y i t h  r e s p e c t  t o  p ' a n d  m o r e o v e r  i s o m o r p h i c , l o c a l l y  r e l a t i v e

t o  l ' 4 ( d , r ) ,  s i n c e  h o E n d (  J r e  d i = h o r n . l (  3 V ) = f  w h e n  Y  i s  O - d i m e n s i o -

n a l  i n  X  t [ z J , l ( o r o J - ' L a r  5 ) .  A s
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C o n s e q u e n t l y ,  w e  C ' e d u c e
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a n d  r h e  p r o o fl r s  I  r '  r  u ' l t  

" F l  v  , .  
I

i s  o v e r .

1 a- I J -

6 .  T h e  c a s e  o f  r a t i , o n a l -  r u l e d  s u r f a c e s .

I _ [ S _ " - f g g _ _ L  A s s u m e  C { P -  (  f  . " .  X s  F e  a  r a t i o n a l  r u l e d  s t r r f  a c e ) .

T h e n  t h e  s e t  l ' 4 ( d , r )  i s  a  n o n s i n g u l a r , c o n n e c t e c l  ,  q u a s i - p r o j e c t i v e ,

r a t i o n a l  r z a r l e t y  o f  c l i r , r e n s i o n  i n c J i c a t e r j  b e l o w :
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" V  
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