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S u r  l e s  f i b r d s  i n s t a l i ' l e s  d e r a n q  z  s u r  t p 3 (  c )  .

'  p a r

C o n s t a n t i n  3 5 n 1 c d

I n t r o d u c t i o n

L e s  f  l b r  d s  i n s t a b l - e s  d e  r a n g  2  s u r  I e  p l a n  p r o i e c i i f  o n t

6 t6  6 tud lds  dans  (  t2 l  ,Ls ] ,  [ rs ]  ,  l i a ]  j  .  Le  bu t  du  t rava i l  es t

d ' a b o r d e r  L e  c a s  d 9 "  .  f  i . b r d s  j . n s t a b l e s  c J e  r C I n g  2  s u r  t P 3 (  A )

( v o t r  a u s s i  L 4  p o u r  L e  c . .  s  d e s  f  i b r d e  t o p o l o g i q u e m e n t  t r l v i a L s ) .

t l ' a p r b s  (  [ Z ] , t h 6 o r b m e  2 . 5 ) ,  1 a  f a m i l l e  d e s  f l b r d s  i n s t a h l e s

d e  t y p e  t o p o l o g l q u e  f i x d  e s t  t " d F  l a r g e .  F t x s n s  e n c o r e  l e  d e g r d

d ' i n s t u U i f  f  t d ,  c e c i  e s t ,  p o r r r  u n  t e l  f  t b r d  e ,  I e  p 1 u . c  g r a n d

e n t i e r  d  
'  

t e l  q u e  f : (  - t 1 )  a  d e .  s e c t l o n s  g l o b a l e s  n o n - n u l l e s .

L , i n s t a b r l r t e ' e s t  e q u l v a L e n t e i  f  i n d g a l i t d  O t l t l t )  "  O n

t r o u v e  e l o r s  q u e  1 ' e n s e m b l e  d e s  c l a s s e s  d ' j - s o : m o r p h i s m e  d e  t e l s

f i b r d s  p e u t  6 t r e  m u n i  d ' u n e  a t r u c t u r e  d e  v a r i 6 t i  a i g d b r i Q U e ,

e n  f  a i t  u n  e s p a c e  d e  m o c l " l l l  g r o s s i e r :  c ' e s t  u n e  c o n s 6 q u e n c e  '

e n  u t i l i s a n t  l a  m d t h c l c j e  d e s  e x t e n s i o n s  c l e  S e r r e ,  d e  I a  v a  r i a -

r lon  c le  Ex t  dans  une a i t  o rma t ion  (  L4 ]  .  lo l  ,  le i  p  "  l lo  )  "

.  E n s r - r J . t e . c ' e s t  I e  p o i n t  p r i n c i p a l r  ' - J I l  c J d t e r m i n e  e X E i c t e m e n t

l e s  s y s t l m e s  ( c 1 ,  c , d )  (  r d s p "  ( c l  , c y d ,  , d )  s l  
" 1  

e s t  p a l r  )  '

q u i  a p p a r a i s € i e n t . .  P o u r  c e c l  G n  d o i t  c o n s t r u i r e  d e s  c o u r b e s

c o n v e n a b l e s  a y a n t  d e s  d l d r n e n t s  n i l p o t e n t s  e t  o n  u t l l i s e  I a

m d t h c c l e  c l e  F e r r a n d  t S l  e t [ { .  i } r d c i s 6 m e n t , l e  n d s u ] - t a t  p r o u v e -  : ; :

d a n s  l e  P a P l e r  e s t  I  .  . '

T h d o ; - b r n e .  S o l e r t t  
" . , 0 " - ,  9 e : ;  e n t i e r s  v e r l f j a n t  c r c r = O * ( m c l c i  2 )

- . +  L  a  
_ ' , , .

g!_?i-cl ast pqrr , &ez/z z st soit d > it . t 'A1ef9-{e&9e[!Ig

M(d)  c les  c lasses  c l ' i son ro rph i sme c fe  f l b r€ t?  vec ' t o r i -e l . s  h01 ;8mq- i l 2hs9 .
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?
d e  r a n g  2  s u f  [ P ' (  A )  d e  t y p e  t o p o . L o g l q u e  ( c ' c r )  ( r d s p . ( c ] . , c n , " < ) )

e t  c J e  c J e c r r d  d ' l n s t a b t l i t d  d  a d r n d t  q n e  s t r u c t u r e  n a t u r e l . - l - e  d e

v a r t d t d  a l q d b r r q u e  f a i s a n t  d e  M ( d )  .

D e  p l u s  ,  t 4 (  d  ) e s t  n o n - v i - d e  b  1 ' e x c e p t i o n  d e s  c a s  s u i v a n t e s :

(  1 )  d2-c lc ,  +c ,  1 -  o

(  i l  )  c, l2-dc,  +cr=7.

( i 1 1 1  d 2 - d c r * c Z = Z  o u  3 , c l  p g l f - g l  (  c (  = O ,  d = 4 f c ,  ( m o 6   ) )  o u .

( 1 " = 1 .  a f  l i c t  ( m o c l  4 ) ) .

1 .  S o i o n t  f  l X  - - - - - ? Y  u n  m o r p h i s ' m e  p r o p r e  e t  p l a t  d ' e s p a c e s  C o o -

p l e x e e  o u  v a r i d t &  a l g 6 f r r l q u r - : s  o t  q  I  a " "  d U - m o d u l e s  : o h d r e n t s

p l a t s  r e l a t i v e m e n t  b  Y .  C o m m e  o n  s a i t , l n  p e u t  d e f i n i r  r J e s  : : . 1 . i .

: . .  - t  &  I  1 ,  / n - . d \' r '  f a i s c e a u x  6 r / ' - r e l a t i f s  Y f , l  ( T r f l ) ,  e n  p r e n a n t  l e s  f a i s c e a u x  a s s o - '

c i d s  d u x  n . i f a i s c e a u x  v  F _ _ . - >  r x t i  (  f - 1 ( v )  ;  V  , V  ) .-X

S i  g l Y ' - - - 2 Y  e s t  u n  c h a n g e m e n t  d e  b a s e  e t  s i ;.

x  - - -  f  o Y

I ts ' l  I  s+ .x ' ' r l

e s t  I a  d i a g r a m m e  c a r t d s l e n  a s s o c i d ,  a l o r s  o n  p e u t  d d f t n i r  d e s

R e n v o y o n s  i  l a .  s e c t i o n  5  p o u r

f i b r d s  c o n c e r n a n t  l e s  q u e 3 , l e s  1 4 (

m o d u l i .

1 a  A 6 f i n i t l o n  c J e s  f a m r L l e s  d e

d  )  e s  t  u n  e s p o c e  g  r o s s i - e  r  d e

0"-cohd--

m o r p h i s m e s  d e  c h a n g e m e n t  d e  b a s e  g

s* (h-tf eil)------->-A#;' (r: 9'),

"t "! 
l '*(F) , 9'= 8',r{). ,"' raisceaux -t"*lffr,9) uon,

r e n t s  e i  I e s  r d s u l t a i s  c o n c e r n a n t  l c s  l n a g e s  d ! r e c t e s  g - a f *

-  r 1 1 -
p e u v e n t  6 s ' '  g € n € r a l i s e r  a u x  r e f f i t .  , € f ,  p a r t l c u l i e r  s o n t  v r a i s

I

L e s  t h 5 o ' t t , m e s  c l e  c h a n g e m o n t  d e  b i i s e ,  d e  s e m l - 6 o n t j . n u i t d e t  d e
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c o n t l n u l t d  (  t a l , [ o l ,  [ g l l .  p o u r  l a  p a r a m 6 t r i s a r i o n  d e  M ( d )  n o u s

u t i l - i s o n s  1 e  r d s u l t a t  s u i v a n t  ( v o l r  a u s s l  : 1 ' a u t e u r ,  S u r  l e s

E x t - g l o b a u x  d a n s  u n e  O S t o r m a t i q n  r C o m p . l , l a t h .  r v o l  . 4 4  r . F a s c  " 1 - 3  o p . Z Z  u
c

( 1 9 ? 1 ) ) .  F i x o n s  X  I  
, r  Y ,  F  r 9  * t  u n  e n t i e r  Q .

. | | .g f igg3 l$Sg. I1  ex is te  une par t i t io r r  locaLement  f in ie  cJe  Y par

d e s  s o u s - e s p a c e s  I o c a l e m e n t  f e r r r d s  t e l l e  Q U € ,  e n  n o ! a n t  p a r  y '

l a  s o m m e  d i  r e c t e  d e s  c e s  s c u s - e s p a c e s  e t  p a  r  g  : Y ' - :  Y  . 1  " a p p l i -

c a t i o n  i n d u i t e  p a r  i n c l u s i o n s ,  1 e  f  a i s c e a u  t r J l r f f | 9 )  e s tr
l o c a l e m e n ' t  I  i b r e  e t  c o m n u t e  a v e c  l e s  c h a n g e m e n t  d e  b a s e .  D e  p l u s ,

( Y " , g )  v d r i f  i e  1 a  p r o p r i d t d  u n i v e r e e l " l e  c o r r d s p o n d a n t e .

q 5 r y o _ n s t r a t j - o n .  L a  q u e s t i o n  e s t  l o c a l e  s u r  Y .  O n  p e u t  d o n c

s u p p o s e r  q u ' i l  e x i s t e  s u r  Y  u n  c o m p l " * * S '  d e  d " - m o d u l e s  i i b r e s

de  rans  f l n l  r e l  que  pou r ' t ou t  p r  t * t f f f r g ) t rV6PH)  e t  une

p r o p r i J t {  a n ^ l o g u e  d ' a p r b s  u n  c h a n g e m e n t

L ' e x i s f , e n c e  d ' u n  t e l  c o m p S - e x e  e s t  p r o u v d

h y p o t h l s e  s u p l i m e n t a i r e ,  p a r  e x e m p l e  s i  f

c a s  d " a j - L L e u r s  q u e  n o L r s  1 ' u t i l l s o n s  i c i ) ;

un'royonu b Lsl  .  i l f f  (q q est locarement

l e s  c h a n g € . , m e n t  d e  b a s e  s i  e t  s e u l e m e n t  s l

de bas t l . , ,que l ,conque .

d a n s  l a j  n r o y e n a n t  u n e

e s t  I  j - s s e  {  i e  s e u }

p o u r  l e " c a s  g 6 n S r a 1

l l b r e  e t  c o m r n L i  r e  a v e c

l e s  f a i - s ; c e a u x

?"i

€ 
"4p,. dr?:-* X 2 

), 4 r'lt" &, L- t tri 
" 
o,,t 1 oc a I e m en t 1 i b r e $ . D' a p rE s

r o U

Y i  = l y  eY  I  o im  Ex tQ(xy r9 r , $ i )=k  3

( L 1 f " l  , p . 5 6  ) ,  o n  p e u t  t r o u v e r  u n e  p a r t i t i o n  d e  Y  s u r  l l r  q u e l l e

1 e s . . d e u x  f a i s c e a u x  d e v i e n t  l o c a L e m e . n t  1 i ' b f e s r  c ' e s t  1 a  p a r t i t i o n

c h e r c h d e .

C o m m e  e n s e m b l € 1  . Y ' =

e t  g  e s t  L ' l c l e n t i t d .
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2 ,  L e s  f  l b r d s  v e c t o r : i e l s  c o m p L e x e s  (  c o n t i n u e s  )  d e  r a n g  ?

s u r  l P 3  s e  c l a s s i t l e n t  p a r  c J e s  c o r . r p l e s  d ' e n t i e r s  ( c ' c r )  v d r i . -

f l a n t  
" ' " 2  

= 0 ( m o d  2 J  ( I e s  c l e , s s e s  d e  C h e r n ) ,  a u x  q u e l s  o n

a J o u t e  p o u r  
" l  

p a i r  u n  d i d ' n e n t  d € v ,  ( l " i n v a r i a n t  d ' A t i y a h - R e e s

L I ] ) C

O n  s a i t  q u ' i l  e x i s t e  s u r  c h u i l u e  t y p e  t o p o l o g i q u e  d e s  n o m b r e u x

s t r u c t u r e s  c l e  f  t h r d  h o l o r n o r p h e .  L e s  f  i b r d s  s t a b l e s  e t  s e m l -

s t a b l e s  a c J m 6 ' t e n t  d e  m o d u t i  t f O l  .  t a n d i s  q u e  l e s  f  l b r f s  i n s t a b l e s

( 1 . e "  q u j .  n e  s o n t  p a s  s e m i - s t a b l e s )  f o r m e n t  u n e  f a m i l l e  n o n -

b o r n d e  ( 1 7 ] , t h . 2 . 5  ) .

P o u r  u n  f i b r 6  v e c t o r l e l  h o l o m o r p h e  E  d e

'  d ( E ) =  s u p l r l n o r ( - r ) /  0 ]

E  e s t  i n l l . ' i a b l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  d (  E  )

e x  t  e n -

1 e

r a n g  2 , n o t o n g

T l i t " r t e )  (  e n  n o r m a l l s a n t ,

s i o n S U p p o s e c , ( E } * o , . . e . . c o n d . i , ' t t o n e s t d ( E ) 7 o e t s j . c , ( E ) = - i

l a  c o n d i t i o n  e s t  d ( e ) 7 . A  ) .  D a n s  c e  c a s  d ( E ) " s ' a p p e l e  L e  d e g r d

d ' l n s t a b i l i t d  e t  o n  a  :  h o E ( ' * c J ( E ) ) = 1 ,  v o i r  p a r  e x e m p r e  ( L 7 ] ,

l e m m a  3 . 4  )  o u  1  l e m m e  s t i i v a n t "  F i x o n s  ( c y c r )  ( r e s p " ( c l r c y o ( )

q u a n d  
" 1  

e s t  p a i r  )  e t  n o t o n s  p o u r  u n  e n t i e r  d  >  ! | c t  p a r  1 4 (  d )

l ' e n s e r n b l e  d e s  c l a s s e s  d ' i s o m o r p l r i s m e  d e  f i b r d s  v e c t o r i . e l s  h o l o -

m o r p h e s  d e  r a n g  ? -  a y a n t  t y p e  t o p o l o ! i q u e  ( c * c r )  ( r ' e s p . ( c l , c ' o <  ) )

o t  . i e  d e g r d  d ' . i n s t a b i l i t d  d "  S u l r p o s o n s  P s i '  l a  s u i t e  
" l  

p a i r .

P o u r  u n e  c o u r b e  Y  n o t o n s  i c i  '  . , ( i . , 1

(  f t o 0 " C X c r - d - 2 ) + L  ( r " o c l  2 )  s i  d + 2 - t f i c t  = a  ( n r o d  4 ,

o ( ( Y ) =  {

I  r ro0" (  Yzc- -d -a)  (noc l  2 \  s i  d+z-%c ' t f  a  (mod 4)  '

L I I

R a p p e l o n s  q l t e  p o u r  u n  f  j " b r d  h o l o n r o r p h e  S . d e " r a n g  2 ,

o C ( E ) =  t ' r o ( E (  - % c f 2 )  ) - h ' ( = - ' ! / , . 1 - 2 )  )  ( m o d  2 - )  '

L a  r n J t h o c J e  d e  S e r r e  d ' d i u d i e r  e l e s  f l b r d s  d e  r a n g  2  p a r

s l o n s  ( [ i 2 ] , C h . I , t 5  )  e t  d e s  r a i s o n e m e n t s  c o n n u s  d o n n e n t
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L e U - e . ,  ( 1 )  T o u t  f  i b r 6  e  c J e  1 4 ( d )  e s t  d o n n  {  p a r  u n e  e x t e n s i o n

o *3 CI( d) ---> E ?y( "r-d) 
----+ o

o I  v  e s t  u n e  c o u r b e  l o c a L e n e n t  i n t e r s e c t i o n  c o m p l b t e  d e  d e g r d

t
d ' - d c . '  + c 2 ,  a y a n t  d  

"  

d  0 " {  c r - a - z d )  e t  
" {  

( y  ) *  J ,  .  L a  c o u r b e  y
J.

' . i ^ . ( ^  A a F  E  l ^  ^ a ' . ^  1 ' , . . . r ,  - t ,e s t  u n i q u e m e n t  t l 6 t e r m i n d e  p a r  E ,  c J e  m d r n e  1 ' e x t e n s i o n  ( m o d  G  r  c

Q j  f  n v e r s e r n e n t ,  u n e  c o u r b e  c o m m e  c i - c ! e s s u s  d 5 t e r n i n e  t e l l e s

e x t e n s i o n s  e t  l ' e n s q r n b l e  d e s  c l a s s e s  d ' i s o m o r p h i s n e  d e s  f i b r f s

o b t e n u s  a i n s i  s ' L d e n t i f i e  i  I - ( y , 0 . . ) * , / C * .

Q u a n d  Y  v a r i e ,  i L  e s t  p r f f d r a b i . e  d e  r e g a r d e .  1 1 v , 0 " ) * , 2  C *

c o m m e  s o u s - € r ' l s e r n b L e  (  o u v e r t  )  r { e  I ' e s p a c e  p r o j  e c t i f
1  - -

r P ( E x t ' (  $ v ( " 1 - d ) ,  o ( a )  )  ) .

L l n e  l e m m e  a n a l o g u e  v a u t  p o u a  
" i  

i m p a i . r .  ' F : , " .

;  i  F a i € ' o n s  a u s s i  l a  r e m a r q u e  s u i v a n t e  !  p o u r  u n  f  i b r d  E  d e  t 4 ( C )

c t r m ( E n c l E ) =  ( t u - ; t . u )  + 1 ,  c t o n c  l e  d e g r e '  c t ' i n s r a b i r i t d  c J ' u n  f  i b r d

.  de  ' r , ang  2  on  peu t  1e  ' a f , f  i n i r  auss l  b  1 'a ide  de  la  c l i r nens ion

e s p a c e  r l e s  e n d o n o r p h i s m e s .

.  L  [ " l o n t r o n s  m a i n t e n a n t  c o n m e n t  p a r a m d t r i s e r  i ' l (  d i )  .  O n  v a : ' , s e

b o r n g r  a u  c a s  
" I  

p a i r ,  1 e  c a s  
" l  

i n r p a i r  { t a n t  a n a l o g u e . N o t o i t s

p a r  i i - l  l e  s o u s - e s p a c e  o u v e r t  d u  s c h d r n a  d e  H i l b e r t  c J e s  c o u r b e s

1 . 1 . c . ( 1 o c a 1 e m e n t i n t e r s e c t i o n c o m p 1 E t e ) a y a n t p o 1 y n 3 r r e d e

H i l b e r t  (  d 2 - c l c r +  c r )  ( I + ? . + c l - / r c '  )  "  
t  

U  a t P 3 *  l H  L e  s o u s - e s p a c e

t

u n i v e r s e l  a s s o c i f , .  A p p l i q u o n s  1 a  p r o p o s l t i o n  p o u ' r  l a  p r o j e c t i o n

7t t  rp3*rH *-+tH er le f  a i .sceaux +*f ;1tyGt-d)rhCrt) )  et  soi r

[ t ' - * 9 - - - - * l l l  1 e  n i o ' r b h t s m e  o b t e n u .  C o m m e  e n s e m b l e ,  l H ' =  U  l U , ;  , o ]
k r \

lb { i l  =  l r r  e l l - l  I  d i r rnx. l (  Sfn(" r - . i ) ,  d to)  l= i .3 ,

e t  g  e s t t i t ' i d e n t i t f  (  t n  e s t  l a  c o u r b e  a s s o c i 6 e  b  h  ) . l r l o t o n s

par  f r /  t i ' i tmag ie  inverse  d .  Y  par  (  ih3  x  9 )  e t  par  E ' :F3x l l - { ' -?  l f { '



-6 -

La pro jec t ton .  so i t  o t )  i=  - t * l ' (Ar l r ,  C- lGt t ) )  :  c 'es t  un  
* .

m n d u l e  i n v e r s i b l e  e t  s a  f  i . b r e  a u  d e s s u s  d ' u n  p o i n t  h  € : l H '  e s t

l e  f a l s c e a u  r l u a l i s a n t  d - r ,  ,  L d  p l a t i t u d e  e t  u n e  s u i t e  s p e c t r a l e
d h

d o n n e n t  u n  l s o m o r n h i s m e  n a t u r e l  ( v o i r  p a r  e x e r n p L e  L z ] , 1 e m m e  p - )

d e  S a s e  q u e  L '

I  co*u * dt, (c
6 h  ' h

e s t  o u v e r t .  S o i e n  t  / t 6 " '  I e  s o L r s - e s p a c e
, , 7

7 t "  z  (P ' '  x  tH '  -+ ,  l l l ' "  l a  p ro j  ec t i on  "  Le

q  9  - 1  t  / t u l  l a  l \ , h r t r \*6:= aKtu6r t  Jr r r (e , -o{ ) ' t l ta l )  esr  rocer . 'enenr  r lbre sur  lH"  er  commute
d

a v e c  l e s  c h a n g e m e n t s  d e  
' o a s e .  

o n  t r o u v e  a l o r s ,  € f l  u t l l i - s ? n n  d e s

c o r r d s p o t ; c i a n c e s  b i j e c t i v e s  c o n l m e  c l a n s  I e  l e m m e r e u c  l " e n s e m b l e  d e s

c l - a s s e s  d ' i s o n o r p h i s m e  c l e  
. f  

i b r i . r  v e c t o r i e l s  h c l o m o r p h e s  c l e  r a n g

? -  o  d e  c l a s s e s  c l e  C h e r n  ( c y c r )  e t  c l e  d e q r f  d ' i n q t a b i l i t d  c J .  ,

s ' i c l e n t i f  i e  a v e c  u n  o u v e r t  c i e  Z a r i s l c i  d e  f p ( ' E * )  (  p o r . r r  i a  p r o p  r t 6 t . €

c l ' e t r e  o u v e r t ,  v o j - r  L a ] ,  l e r n m e  3 ) .  C o n r n e  I ' i n w a r i a n t  o C  e s t  l o c a -

l e m e n t  e c n s t a n t  d a n s  u n e  a d f o r m a t i o n ,  o n  o b t i e n t  s u r  i , l ( d ' l  u n e

s t r r r c t u ; ' e  c l e  v a r i  € t {  a l g 6 b r i q u e .

4 - "  n d f i n i s s o n s  l e s  f a m i l l e s  d e  f r b r d s  p o u r  1 e s  q u e l l e s  f " 1 ( c J )  e s t

u n  e s p a c e  r J e  r n o c l u l i ' g r o s s i e r  ( v o l r  L f o l  ,  Q z  p o u r  l a  q u e s t i o n

a n a l o g u e  s u r  [ P 2 ) .  S o i t  T  u n  e s p a c e  c o m p l e x e  ( o u  u n e  v a r i d t d a r g d -

b r i q u e  s r r r  A )  e t r , & , u n e  f a r n i l l e  r J e  f i b r d s  p a r a t d t r f e  p a r  T , t e l l e

q u e  1 e s  c l a s s e s  r l e s  , - 4 a  
. s o n t  

d a n s  l 4 ( d ) ,  S o i t  q t  t p 3 x  T  * - +  T '

1 a  p r o j e c t i o n  e t  f a i s o n s  d ' a b o r d  I ' h v p o t h e s e  :  q * ( . r A ( - d ) )  e s t

l - o c a l e m e n t  i l b r e  e t  c o m m u t e  a v e c  l e s  c h a n q e m e n t s  c l e  b a s e .  
'  
' .

O n  c t d t i u i t  r J ' i c i  e t  c l u  f a i t  n u e

a v e c  l e s

4"i)r, ( Jgl, G,-/),r!(d)) u crmrilu r e

cJe  $ t3  *  . lH "  ob tenu  e t

f a i s c e a u

ensenb . l . e

1-4-2d )  3

c h a n q e m e n  t  s

lH"  - lne lH-
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) .  |  \
5 1  T  e s t  r e d u i t ,  a l o r s  1 ' h v p o t n e s e  e s . t  r e m p l i e  ( c o n s d q u e n c e

c l u  t h d c r B n r e  c J e  c o n t i n u i t f  p o u r  l e s  & ' r t - r e l a t l f s , n u i s q u e  n o E ( - d ) =

= 1  p o u r  E  d e  l a ( d )  ) ,  O n  p e u e  d o n c  
. t r o u v e r ,  

l o c a l e m e n t  p a r  r a p p o r t

b ' r  ,  c J e s  s e c t i o n s  e  d a n s  . - A ( * d )  a y a n t  l - a  p r o p r i d t 6 :  p o u r  t o u t

r  ,  d  m o d ( 4 4 f * )  e s t  n o n * n u l l e  d a r r s  l j o (  p 3 ,  . - , t , t ( - d )  )  =  c .

f ; n  u t i l i s a n t  t e l I e s  s e c t i o n s  e t  d e s  r a i s o n e i l l e n t s  d e  p l . a t i t u d e

o n  t r o u v e ,  l o c a l e m e n t  p a r  r a p p O r t  b  T ,  c l e s  e x t e r l s i o n s

( x) :o---* o(*)

Z c l P 3 x T  € t a n t  u n e  f a r n i l l e  p l a t e  c j e  c o u r b e s  I . i . c .  i n d e x f e

p a r  T .

P a r  r a p p o r t  a u  c a s .  t P 2 ,  s u r  t p 3  o n  a  d e s  s a u t s  p o u r  ,  " i '

c f i m  E x t l (  S " ( " t - . 1 ) ,  d t u l l  t  p a r  e x e m p l e  p o u r  c r = c r = o ,  o 1 ' - o  e t

d = 3 ,  v o i r  L e l  ) .  p o u r  d l ' r i , r i n e r  c e  R I d n o m ] n e  f  a i s o n ' 3  u n e  n o u v ' e l l e

r { ync , rh tse ,  Qu i  i r np l i que  que  Ar f  l  
(  U r ( ' , ' d ) ,  O(cL ) )  es t  }oca }emen t

k

l l b r e  e t  c o n m u t e  a v e c  l e s  c h a n c l e n e n t  d e  b a s e  3

: r r t : r '  "  ' g t l q  
o  d d  c l - c ,  )  e s t  l O c a l e n e n t  l i b r e  e t  c o r n m u t e  a v e c  I e s

c h a n q e n e n t s  d e ' b a s e

E n  e f f e t ,  o n  6 ,

'  -b*t l  cyr(c,- &\,( i(d')) = 7x&J't '1^.{",-d')ta@))
e t  L ' e x t e n s i L n '  ( + )  d o n n e  u n e  s e c t i o n  d a n s

4*t'( Jtlc,-d), u(d'))r' 2?t' '(02(c'- d) ) (!(ot))

e u i , d ' a p r E s  1 e t  i e n t m e  i i e  S e r r e  f  [ t S l  , C h . I , l e n t m e  6 . 4 . 3 ) , e n g e n d r e

ce f  a isceau.par  consdquence,  t - * ; (J r tc r -d - ) ,0 f * l )  =  
? . *  

(Ur )  .

0 n  t r o u v e  a l o r s  u n e  s u i t e  e x a c t e

o -+ dr=q o,( O) --*.q,x( 0z) -+ Rle*Yr"rgtlq* A( d-"1) ----+ o

e t  L .  a f f  i rmat ion  cherc t rde  sur  tb*L ' r tV^rc , -d ) ,  9 ta ) )  " "  
rdsur te r .

I l  e s t , : d o n c  j u s t i f l d e  L a  c J d f i . n i t i o n  s u i v a n t e :

1 a  f  a m t i f ' f  e  " r t  
d e  f  i b r &  d e  c l e g r f  d ' i n s t a b i f  i t J  O  s ' a p p e l - e

' r  
r l e m e n t  l i b r o s

g .g  s i  l ' es '  f  a i sceaux  q , . -A ( -d1 ,  S , ' l * ,A (d - " t )  son t  l oc i
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e t  c o r n m u t e n t  a v e c  l e s  c h a n g e m e n t s  c J e  b a s e .  C o m n e  d ' h a b i t u d e ,

o n  v a  i r l s n t i f  i e r  c J e u x  f  a m i l l e s  , 4 .  ,  $  s ' i J .  e x i s t e  { r e P i c  T  t e l '

q u e  A - % @ { d )  l
N o t o n s  d e  n o u v e a u  p a r  E  :  l ? r  x  i 4 (  d )  _ - - r  1 4 (  d )  l a  p r o i  e c t i o n

e t  p a r  Y  C  t p 3  x  t 4 (  d )  l a  f  a m i l l e  c l e  c o u r b e s  c J d t u i t e  c J e  l a  f  a m i l l e

u n i v e r s e . L I e .  S i  V  e s t  u n  o i i v e r t  a f f i n  p e t i - t  r J e  l ' 1 ( d ) ,  a 1 - o r - e  i 1

e x j s t e  s u r  l P 3 2 < V  u n e  e x t e n s i o n  " t a u t o l o g i q u e "

0---a 0(a1-# 6 ----+ uu (ct-d)-> o,

e n  p a r t i c i r l i e r  u n  t L b r €  t a u t o l o g i q u e .  C e t t e  e x t e n s i " o n  c o r r e s p o n d e

( i  l ' a l c l e  t J u  t h 6 o r ) m e  c 1 e  c h a n g e r n e n t  c J e  b a s e  p o u r  l r t l - n e l a t i f  )

;  l a  $ u r i e c t i o n  t a u t : l : q i q u e  p * ( 9 " ) - * - 2  O r e c g * ) Q s - ' o  >  , , '

p :  \ P (  € ' *  )  - - - - - a  t H "  e t , , : r t t  l e  m o r p h i s m e  s t r u a t u r ^ s l t '  ! '

Avec  l es  f  a i t s  c i - c j , es . sus  i 1  va  ,7 ,6su l te r  que  r l (  d )  es t  u i ' t i ' i : : eso?ce

. ' g r c s s i e r  c ! c  n r o d u l i  p a r  r a D " c r t  a u x  f a r l i l l e s  p u r e e

I l  s e r n b l e  q u ' i 1  e s t  d i f f i c i l e  c l e  c l d c r i r e  - 1 e s  p i - c p r i 6 t d s  c l e

} a  v a , r i 6 t O ' f f 1 . l ; ,  (  d i c r e n s i o n , l i s s i t { , . o . ) '  D a n s  L i l  o n  d 6 m o n t r e

q u e  p o u r  c r = c r = O  e t  o (  = 0  (  c l o n c  f i b r d s  t o p o L o g i q u e m e n t  t r i v i a l s )

1 a  . . r a r i e t e  M ( 2 )  (  f , 1 ( C I ) =  l a  c l a s s e  d u  f i b r d  t r i v i a l ,  t 1 ( I j = r ,  )

a ' C J g t t X  C O n r p o s a n t e s  c o n n e x e s o l i - ; s e S ,  r e t i O n e l l e s ,  r J e u  d i r n e n s i o n  5 8 ,

r 6 s p  . 4 9 .

b "  p a s s o n s  )  l ' e x i s t , 6 n c e  c J e s  f i l t r d s  i n o t a c l e s ,

F a i S 6 i l s  C ' a b o r c l  l a  r e n a r q u e  q t l ' u n e  c o u r . b e  Y  c o m m e  d a n s  1 e

l e m m e  o u  s o n  a n a l o g u e  n ' a  . p a s  u n e  c o r n p o s a n t e  i r r d c l u c t i b l e  X  q u i

s o i t  1 i s s e .  E n  c f i e t ,  o f ,  d u r a  a l o r s  u n e  s u i t e  e x a c t e

ct ---)syl tx Sy Jx/ 3 i --*

i  
a  t r o u v o r  a l - o r co i r  u A " a  r ; u # p o r t  f i n i .  o n  v

J L - .  >  o ,

quq  o " l  x s ( Jy ( r , o (4 . )) ,

q u l  e s t  e r y ' c o n t r a c l l c t i o n  a v e c  t ) ' ' V  ' J  d " ( . c r - a * Z d i '
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L a  r e m a r q u e  s u i v a n t e  e s t  q u e

n e  s o n t  p a c  p o s s i b l e s  e t ,  q u e  , j 2

a u x  f  i b r d . s  d e  l a  f  o r m e  0 t . l l  O

2
s u i t e  f l u r ?  d ' ' - d c - , + c o 7 7 2 .  .

i e  c a s  . l ? - d c r n c p  4  o ,  d 2 - d c r * " r = 1

- < { c r + " 2 = o  c o r r e s p o n d e  e x a c t e f i e n t

0 6 c r - d ) ,  S u p p o s o n s . c l o n c  P a r  L a

S o i t  X  u n e  c l r o i t e  d e  l p 3 "  l , n e  c o u r ' r e  I . i . c o  Y  c J e  d e g r d  Z  e t  c t e

s u p p o r t  X  e s t  c l o r r n d e  n d c e s s a t l e m e n t  D a r  1 a  c o n s t r u b t i 0 r r  d e

F e r r a n d  L S ] .  3 ^ /  U ,  e s t  d ^ - m o r J u l e  i n v e r s i b l e  c l e  l a  r o r m e

0 * { r )  a r r e c  r 7 7 - L ,  o n  a  l a  s u i t e  e x a c i s

[ --+ 0-'t"> ---*? C0'( -> 60, ---+ 0
x- 

u. . ,  -z-r)  "e t  u f l r l s o m o r p h i s r n e  O l y  *  0 " ( - 2 - r )

s u p r r o s o n s  d ' a b o r d  q u e  c ? .  e s t  i m p a i r .  A l o r s ,  e 0  p r e n a n t  " ,

D  ^ l - ^, A ( d t - d c . ,  + c "  )  d r o i t e s  d o u b l e s  d r r q i o i n t e s  a v e c  r = 2 d + 2 ' c y  o n

t r o u v e  d e s  c O u r b e s  1 " i " C o  Y ,  d e  d e g r d  d 2 - c l c  L * e Z  
e t  a y a n t  -

O V  =  0 " { c r - a - z c J ) .  p a r  e x t e n s i o n s  o n  t r o u v e  c l e s  f  i b r ^ 6 s  i n s t a h l e s

d e  r a n g  Z  a y a n t  c l a s s e s  c J e  C i l ' r e r n  ( c ' c 2 )  e t  c l e g r d  c l , . i n s t a b i l " i q d

e x a c t e n e n t  d .

p a r  l a  s u i t e  * 1  s e r a  c J o n c  p a i r .  S u p p o s o n l ;  d 2 -  d c r + c r * " z . A l o r s

u n e  e v e n t u e l l e  c o u r b e  Y  c o m r n e  d a n s  l e  l e m m e  e s t  u n e  d r : O i t e

d o u b l e  a v e c  r = 2 d + Z - c l .  M a i s  d a n s  c e  c a s

h o  0 r t  V r " r - c l - 2  )  *  r l + 1 - % c l '

D ' a p r b s  1 a  i i f i n i t i o n  c l e  o ( ( Y ) ,  , t  r d s u l t e  q u e  1 e s  s e u r l s

c a s  p o s s i t l l e s  s o n . t  (  o ( = O ,  d f  1 t " { r n o d   ) )  e t  (  o L  = 1  , u * } ' ! c ' , ( m o d  4 } )  "

'  P a s s o n s  a u  c a s  c t 2 - c j c L n c ? = 3 ' v u  1 a  o r e m i b r e  r e m a r c l u e '  u n e

e v e n t u e l l e  c o u r b e  Y  c o r f l m e  c J a n s  i e  l e m m e  c j o l t  6 t r e  u n e  c o u r b e  : ' ; ] ' '

c l e  m u l t i p l i - c i t i 3  e t  c l e  s u p p o r t  u t l e  r J r o i t e  X '  T e l - l e s  C o u f i , b € s  ' j . :

{ i o n t  c l a s s i f  i J e s  d a n s  (  L 3 i  , L Z . ] , P r o p o s l t i o n  9 . 1 )  .  J x / ( 3 " n . g . i  )

r d s u t t u  u n  0 - - m o c l u l e  i n v e r s i 5 l e  (  o n  v d r i f i e  l o c a l e r n e g ' t ) i  d "

la  f  o rme 0* (  r )  avec  r  7 r  - I  (  S ian t  u r r  quot len t  da  J* /  3 , f t  i ,On Q,  '
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l e s  s u i t e s  e x a c t e s  (

0 ---t )y(r) x

p C I r  d e s  i n c l u s i o n s  d ' 1 d 6 a u x )

"rZ _-__, d / a-/ NL - fr --+ 0Jx -^--') tsx / Jy '* ux

cJclnn des

^r /at
,ty / ,Jy.t'

e t  l " l g o r n o r P h i s m e

- ] / zcL .  Les  su i tes

0 *-, {9ntzr)" fi I \ftr*fil *" Lfty -, O/Yy* Yi -4 0

O u l *  =  S *  ( - 2 - ? - r ' )  "  D o n c  n d c e s s a L r e m e n t  '  r = d + l *

e x a c t e s  m o r l t r e n t  q u e  P i c  Y j j '  P i c  x ,  d O n c

d  y  * 0 " { c l - 4 - Z d )  p o u r  u n  t e }  r ,  e t  q u e  h o 0 "  ( Y z c r - d - z ) = d + y * b - c L '

O r r ,  t r o u v e  l a  m d m e  c o n c l u s i o n  c o r i l m e  c l ' n s  i e  c e s  p r d c d d e n t  '

R a p p e l o r - , s  a u s s i  q u ' u n e  s t r u c t u r e  e ' l o u b l e  (  r d s p "  t r i p l e )  s u r

une dro i te  ) (  es t  de  la  f  o r ine  su iva : ' r te  (  t3 ]  ,F ]  ,  LZJ  )  :  s l  x=y=0

s o n t  L e s  d q r " t i o n s  p o u r  1 a  d r o i t e  x ,  a l - o r s  1 a  c o u r b e  e s t ' d o n n 6

p a r  u n  i < J d a l  h c m o $ i r r e  d e  l a  f  . r r n e  ( a x + b y  , n 2 , Y Z ) ,  r d s p '  d e  L a

f  o r m e  ( a x + i . l y +  
" * 2 * c l x y +  

e y ? , i 3 , ) r 3 ) ,  .  o i  a , l :  €  * o 0 * (  r + 1 )  s a n s  z € r o

c o m m u n  e t  c . d , e e t t o 0 * ! . ) .  
\ n r f - _ _

.  5 o j . t  m a l n t e n a n t  d 2 - a c r + c r = 4 . .  S i  X Y i n e  c o n i q u e ,  + l c r s  o n  p e u ? :

ta  c foubt -e , -  LSI  ;  -1 - 'a icJe  d 'un  fp i *o rph is rne  J* t  l ' ?  "  Ur9* {SoeO-" t )

e t  o b t e n i r  u n e  c o u r b e  1 o i . c . ,  d e  c l e g r e  4 ,  a v a n t  d \ ' *  0 " ( c t - a - 2 d )

e t  h o o "  ( / r c f d * z )  i m r : s i r "  D ' a u t t - e  o a r t e  o n  p e u t  p r e n c l r " e  Y  c o m m e

r d u n i c n  i i r j  o i n t e  c J e  r { e u x  c l r - o i t e s  d o u 5 L c ;  s  e t  c t r t e n i r  J t r a l e m e n t

l _ a  p o s s i , , r i t i t 6  n o 8 "  ( t c f c l - 2 )  p a i r .  O n  v o i t  d o n c  q u e  d a n s  c e  c a $

1 ' e n s e m b l e  c i e s  c o u r b e s  c h e r c h 6 e s  e s t  n o n - v i d e '

'  
O n  v a  l a i s s e r  l e  c a s  d 2 - d c L * c 2 = 5  D o u r  l a  s e c t i o n  s u i v a n t e '

S o i t  d o n c  d z - c l c r * "  ? Z r  
6 "  O n  p e u t  d c r - i . r e  d 2 - d c  r + c r = A & - + 3 p  

+  Z d

it

a v e c  c J e s  e n t i e r s  & ) r I  .  P 2 a ' ^ 6  2 . c '

O n  p r e n c l r e  a l o r g  Y  c o m m e  r d u r r i o n  d i s j o i n t e  c J e  c o u r ! : e s  d e  d e g r ' g i r r
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