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CURVf i$ WIT*I  I { I tFOTHNTSi  AND

SURFACE SINEULARITIES OF TYFE

A l " e x a n d r u  B u i u m

O . I n t  r o d u c t  i o n

T h r o u g h o u t  t h f s  p a p e r ,  t h e  g r o u n d  f l e l d  l s  t h e  c o m p l e x

f  l e l d  c  .  B y  c u r v e  w o  w i L l  a ) " w e , y s  m e a n  a  c o h e n - H a c a u l a y

q u a s l - p r o J @ c t i . v e  s c h e m e  o v e r  S  a f  p u r e  d i m e n s l o n  s n e .

I t  J . e  F r e l l  k n o w n  [ f  , t ]  t h e t  i f  C  . t e  a  r e d u c e d  p r o J e e  -

, . t i v d '  c u r v e  e m b e d d s d  i n  a  s m o o t h  p r o i e c t l v e  3 - f  o l d  V  e u c h

t h a t  C  ! e  l o c a l t y  e m b e c j d a b l e  | n  s m o o t h  e u r f a c e s ,  t h e n

c  $ t o b a l l y  l i e e  o n  a  s m o o t h  s u r f  a c e  c o n t a i n e . d  l n  v ,

N o t e i , , t h a t  t h e  a b o v e  t u r n s  o u t  t o  b e  f a l s e  i f  o n e  d o e s  n o t

s u p p o s e  c  l a  r e d u c e d ,  e v e n  i f  t h e  s u p p o r t  o f  c  i s  a s s u m e d

t o  b e  s m o o t h  c o n n e c t e d  i s e e  t 3 ]  ) .  S o  n i l p o t e n t s  o n  C  m e l /

i n p o e e  s i n g u l a r i t i e s  f o r  t h e  s u r f a c e s  c o n t a X n i n g  C '  T h e

a i m  o f  t h j ^ e  p g p e r  L a  t o  g e t  &  p l c t u r o  o f  t h e e e  o i n g u l e r i -

t l o g .  W @  w i l l  r e s t f f i  o u r s e l v e s  t o  t h e  c a a e  w h e n  t h e  s u p p o r t

o f  C  i s  s m o o t h  ,  c o n n e c t e d .  ! ' { e  '  p r  o v e  :

IHgquq, f ,  Le t  C be  a  p rcJec t ive  curve  ombedded tn  a

e m o o t h  p t t o J e c t l v e  3 - f  o l d .  S u p p o s e  D ' C r e d  1 s  g m o o t h  '  c o r l *

n e c t e d  a n d  c  h a e  a  2 - d i m e n s j " o n e l  Z a r l e k i  t a n g e n t  s p a c a

An
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I

h  e l . o * e d  p o i n t "  L e t  H  b e  f r  v e r y  e m p l e  d i v i s o r  o n
' l

I e t  I m H - !  |  t o *  t h e  l l n e a n  s " l s t e r f i  o f  e u r f e c e a  i r r

p a o a e n g  t h r o u g h  ( ) .  L e t  n  k r e  t h e  m r . r l t i p l i c i t y  o f

t h e  l o c s n l .  n i n g  o f  C  R t  s o m e  ( o r  e q u i " v a l e n f  L y o  a n y )  c l o o e d

po tn t  o f  C ,  *nd  pu t  ? t * i * t ) r - t n3 )e  w i - , e re  zs  lP (Vn / v ) ,
g r t n f t *  Cz ( l t  and  Da  i e  Ehe  sec t i on  o f  z  - _s2  D

d e f  i n e d  b y  t h e  i n J s c t l o n  o f  v e c t r r r  b u n d l e e  T r / T  O c .  T O , / T U * N  D / V  "

T h e n  t h e r e  s x i s t s  a n  i n t e g e r  * o  e u c h  t h a t  f o n  e n y  n V  n s

t h e r 6  i , s  a  Z a r t s k f ,  o p e n  s U b s e t  U  +  d  o f  l m n - C  I  w i . t t r  t h e

p r o p e r t y  t h a t  f o r  a n y  S  €  U ,

-  1 ) ,  $  h a s  o n t y  A n _ I  a i n g u l a  r J  t  i . e s  .

2 ,  f  h e  n u r n b e r  o f  t h e s e  e i n g u l e ! ' i t l s s  t s '  r n ( H . D l U + t .

3 )  C  l " s  a  Q a r t i e r  d i . v i s o n  o n  S ,  , ,  j i l

Let  us  rnake so [n6  rema rks  :

( O . 1 )  $ l n c e  j . n  o u r  T h e o r e m ,  m ( l - l . n ) . ; * t  > 0  f o r  $ > > 0 ,

t t  f  o l Io ' "vs  tha t  $  j -s  a ) -weye s ingu. la r  f  o r  rn  >> O.  9o  the  ,

T h E o r e m  e p p e i a r s  e s  a n  a n a l o g u s  o f  6  r e e u l f  s f  S e v e r t  t J
- f - 1
( s e e  a l s o  L 6 , l O l  )  w h t c h  s a y s  t h a t  h y p e r s u r f a c e e  F  o f

s u f f i . c S " e n t l y  h i g h  d e g n e o  c o n t a i n i n g  a  s m o o t h  s u b v a r t s t y  X

o f  e l : ! . m e n s L o n  k  >  N / 2  L n  p t t t  m u e t  h a v e  s i n g u l a n i t l e s ,  t h e

e i n g u J . e n  l o e u . *  o f  F  h e v l n g  d { m e n * i o n  z k - N  a n d  a  d e g r e e

w h t c h  1 o  c o m p u t a b l o  j . n  t e r m s  o f  d o g (  F  )  a n d  B o n r e  t n v a r L a n t s

o f  X .

( Q . 2 )  T h e  T h e o n e m  l , o  a l . s o  a n a l " o g u s  t o e  r e s u l " t

e a y X . n g  t h a t  i . f  X  i " e  s  e m o o t h  s u b v a r l e t y  o f  a

r _ r ' )

o f Bloch Lql :?':

s n o o t h  v a r i e t y  i ! :
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Y  c  { P N  a n d  d i m ( Y } * 2 d t n r ( X }  t h e n  t h e  g e n e r X c  h y p e r s u n -

f  e e e  s e c t i o n  o f  c o n t a l n i n g  X  h a s  o n ) " y  o r d L n a r y

d o u b l e  p o i n t e .

( o . 3 )  o n e  c o u l d  p r o v e  t h o  a b o v e  t h e o r e m  l n  t h c  f o l -

l o w l n g  w a y t  F l r s t  p r o v e  a  } o c a L  a n a l o g u s  o f  t h e  t h e o r e m

( w h i c h  e e 6 m s  i . n  f a c t  t o  b e  c l e e s l c a l  c t . [ O  p . 1 7 J  )  a n d

t h e n  g l o b a l i . z e  i t  w i t h  t h e  s a m e  m e t h o d  u s e d  | n  p r o v i n g

t h e B e r t 1 n 1 t y p e t h o o r e m 9 1 n [ ' ] . T h t e m e t . h o d i s p r o b a b 1 y

e a s l e r  t h e n  t h e  o n a  w e  a d o p t e d  i n  o u r  p a p e r .  T h e  r e a g o n  w e

c h o s e  e  l o n g e r  w a y  l s  t h a t  t h t e  w a y  g i v e e ' e  q u l t e  n i c e

p { c t r , * ; g r , r g f  t h e  s i m u l t a n a o u s  d e s i n g u l a r i z a t ! , o n  o f  t h e  g q n e r &

sur f  aces  S pass l { t i ' g  th roug.h ' " i .e  .  Wo th ink  tha t  ln  f  ac t  the

,  r E a l  i n t e r e s t  f o r  t h e  t h e o r e m  L l e s  i n  t h l s l p l c t u r e  w h t h  w 1 l L

b e  t m p l i c l t e l y  d e s c r i b e d  * n .  t h e  p r o o f .

T h e  r @ s t  o f  t h l a  p s p e r  i s  d d v o t o d  t o  t h e  p r o o f  o f  t h s

t  heo rem .

I  a m  e n d e b t e d  t o  C . B $ n i c d  a n d  F . C a t b n s s s  f o r  s e v e r a l

v a l u a b l e  d l s c u e s i o n s  e n d  f r u i t f u l  s u g g e s t i o n e .
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1 " "T h s  m m i . n  e * n s t  n u c f  L s n  "

S t a r t  w j " t h  t h e  f e 3 1 * e v t n g

("
( I " 1 )  t " g U f # ! ,  L e f  d c p c W  b e  e l ' o s e d  l " e t e r e l o n g

o f  e m o o t h  c s n n e c t e d  q u a s $ . - p r o J  e e  t  t v e  v a r { e t l " e s  ,  w h e r e

S  ! s  &  c u r v 6 ,  F  i e  a  e u r f a c e  o n d  w  i s  s  3 * f o l d .

L e t  W L € W  b e t h e b S " o w * n g u p o f  W  e l o n g  t ,

Z  t h e  e x c e p t t n a l  L 6 c u e ,  F l  - t h e  p r o p e r  t r e n s f o r m  o f

f
F  a n d  d  . ,  t h e  c u r v e  c u t  ' u y  F r  c n  Z .  O e f  l n s  T

( k + 1 i / on F and tL

k Ct o& l r r : ;F* rega rded

& a  s c h e m e e ,  w h e r e  k  V  L  l e  s o f f i e  i n t e g e r .  l - e t  . , ' S  c  W

, b o  a n  l . r r e d u c i b i " e  n o r m a L  o u r f a c e  d i e t l " n c t  f r o n n  F  n n d

C . I  l t s  p r o p s r  t r a n 6 f  o r m  o n  W L .  i " h o  f  o l l o w l n g  a r e

e q u i v a l e n t  r

L )  G  c o n t a L n e  f ,

2 ' i  Ot  eonte ins  } *y "

t o  b o  t h e  C s r t l e r  d l v i e o r

t o . b e  t h e  C a r t l e r -  d f v i s o r

g g g  t . o  T a k e  6  g e n e r t c  p  e  {  ,  d e n o t o  b y  p 1  t h e

c o r r e s p o n d d n g  p o t r n t  0 n

.  s u r f o e e  i . n  w  p a e s i n g

€  a n d  d e n o t e  b y '  R l

I t  t u r n a  o u t  t h a t  t h e

( F - . R . G n  R l n , p  a n d

' p r e c i s e l y  b y  I  w h i c h

l e m m a .  F { e  o f f i t t  d e t a l i e

d  ! ,  t a k o  a .  g e r m  R  o f  s m o o t h

t h r o u g h  p  a n d  t  r & n s v e r e a ! .  t s  \

I t s  s t r l € t  t r e n € f o r m  o n  W l .

l o c o l  f n t e r a E c t l o n  n u r n b e r e

( F .  - l  R ,  " G "  ̂  R ,  ) -  d ! . f  f e r'  I  l -  I  l ' * I ' P l

l e a d s  t o  t h o  c o n c l u s l o n  o f  o u r
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f { o w  s { r p p o a s  w s  F r e  l n  t h e  h y p o t h e o i s  o f  t h e  T h e o r e m .

W e  p e r f  o r n n  t h e  f  o } l o w l n g  c o n s t  r u e  t i . o n  '  C o v e r  C  w t t h

Z a r j " e k l  C I p e n  s s t s  H C *  c .  V  s u c h  t h s t  t h s r e  e x l s e

o m a o t h  s u r f e * e e s  F t  -  l l l  h a v i " n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t

C  n  l v ,  ! b  n (  n  n  W r )  a e  C a r t g e r  d l v i s o r s  o n  F l .  L e t

f r : V t  €  v o '  V  b e  t h e  b t r o w l n g  u p  o f  v o  a l o n g

d * *  D o  L 6 t  Z 1  b e  t h e  e x c e p t i o n a l  L o c u s  a f  f l . ,  F l " L

t h e  s t r i c t  t r a n s f o r m s  o f  F t  v 1 e  n i t t w * ) = W r i -  W i

a n d  f , f * = r l l n  Z l .  B y  L e m m a  ( 1 . 1 )  C f r  s t i c k  t o g e t h e r

g i v l n g  @  c u r v €  E L .  L e t  f  , N r - - - >  V ,  b o  t f r o  b L o w t n g

u p  o f  V L  a l o n g  J L ,  Z z  t h e  e x c e p t l o n a l  l o c u e  o f  " f  
z ,

F A L  t h 6  s t  r l c t  t  r a r r e f  o r m s  o f  ;  , F r *  v l a  f  ; 1 ( l ' f l t ) - l T A i - - t  
t J l t

t c f
and d  Z fF  Z t^72.  Aga in  by  Lemma (  1  .1 )  ,  d  Z f  s t  t ck

t o g e t h e r  g t v i n g  a  c u r v o  ! 2 .  $ { o w  s l n c e  F l f  & r e  t r a n a -  ,
f\

v € r . B s L  t o  Z "  1 t  f o L l o w e  t h s t '  d  o  d o e s  n o t  m e s t  t h o
4,I

p r o p e r  t  r a n s f  o r m  Z t Z  o f  Z l  o n  V  z .  I t e r a t l n g  t h s '

, a . b o v e  p r o c e d u r s  w e  o b t a i n  a  s s q u s n c $  o f  m o r p h i o m s

f
vn  *V^ , -1  ;E>

v k '  o  <

Vi.

I  l o c u s

=J  on

f o r  J

t J  f o r

l l e e  t h a

s  c h o l c o

and  eu  rves  Jk  on

ls  the  b }ow lng  uP  s f

7 k * L  ' t h E  e x c e P t l o n a

e t  r i c t  t  r a n s f  o r m  i r t

f l
t h a t  d u ^ t J u =  ?

a r e  l s o m o r P h i c  .  t ' a

t h a t  L e m m a  ( 1 . 1 )  i m P

e o n s t  r L i c t  1 o n  f  r o m  t  h

k  €  n * 1 ,

a long  Jk

s u c h  t h a t  f o .x,+ I

.  D e n o t e  b Y

o f  f k * l  a n d  b y  t J "  t h e

V u  f o r  J  (  e .  I t  f o L l o w s

1  a i  t n  p a r t l c u l a .  t J n

a n y  J  * 1  , ?  ,  .  . , f l - I  .  N o t e  a l s o

L n d e p e n d e n c e  o f  t h e  a b o v e

o f  W t  a n c l  F i .



S n t h e n o t e t i o n s o f  $ i  p u t  9 k  @  f k * L f k n r " . . f n  ( * n * 1 d ) l

nd  consJ .de  r  t  he  I  j "nea r  sY$t  em CIn  Vn !

l t * l  s :  I  E ; 'n*  * t= , .  - . .  c . -  P  f i - rzn- r  -  t "  I

h e r e  f t  j . e  a n y  i n t e g e t ^ .  T h e  a 1 . m  o f  t h l . e  $  U u  t s

r o v e  ! h s  f o l l o w l n g ;

w

p

-s-

2 n T[e _!Uregj-_S.y * t e m  l r - l  "

(  2 .1  )  ! f iS,1S,  The Ltnea r  syst  em I  t *  I  ts  baee pelnt

f r e e  f e r r  m > ) O o

W e  w : . l l  p r o v e  f  l r s t  t h e  f ' o l l * w j - n g  ' u n i f  o r m i t y '  l e m m a

e o n c e r n S , n g  l l n e a r  $ y s t @ m s  o n  s u r f  a c E e :  , ' 1 .

(2 .?  )  Lq, l : lUA.  There ex i$ ts  a  f  unctLon r f  r  lN "  fN - r  lN

h a v i . n g  t h e  f o l l o w l n g  p r o p e r t y , ,  L e t  b e  @  g m o o t h

p r C I J e , e  t L v e  s u r f  a c e  a n d  c o n s l d e r  a n y  s e q u e n c e  o f  f f i o f l -

p h l s m s

x, ,yn  
tn  

,  yn- l

whero  $1  ls  the  b lowing  up  o f  Yo a t  d  a rb t t , r& ,F1 l

d i " s t i " r ' l c t  p e i n t o  F o l , . . , p o d  €  Y o  a . n d  f o r  k  >  L o  g k * I

i e  t h e  b l c w i . n g  u p  o f  Y k  a t  &  s s t  o f  p o l n t e  l p f . f  ,  . .  , p p 6  J

e u c h  t h & t  f o r  e a c h  J * l , . . , d ,  p k J  l i e s  o n  t h e  e x c 6 p -

t i o n a l  l t n e  ' * I '  -  . )  b u r  n .  
" ;

u u J  E  f [ * ( p k - t , 5 )  b u t  p k J  d o e e  n o t  1 1 o

o n  e n y  s t  r l . c t  t  r * n s f  c r m  a f  &  * n o ,  w l t h  k o  (  k  ,  L s t  t {
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b e  6  v s r y  e r n p l s  d l v l " s o e '  o n  Y  a n d  s  >  L  s u c h  t h e t

the  l i .nesn sys tenn le r " r -x "  I  i "u  baee po in t  f  reen where

K V  ! s  &  c a n s n i c o l  d t v l e o r  o n  Y "  T h e n  t h e  l t n e e r

s y s t  e m

lr* I * I f[*m Z'rlur, .o - 
ryYfr*rcr,-r,J 

- 
+unl I

l s  b a s e  p o t n t  f r e e  a n d

x l ( x  , o x 1  T * ) )  ! !  o

f  o n  m  )  n r 1 (  d , n )  +  s ,  w h e r e  Y k  s  9 k * l $ k . n 2 .  . 9 n  r

. t fqo- t .  Us ing  the  aarne techn i "quo as  in  [5 i  wa may

e a e t t y  r e d u c o  o u r s e l v e s  t o  p r o v l n g  t h E t  f  o ' + '  a n y

b l o w i n g  u p  O ' t F , - * i : - > X , , a t " " ' x  6 X ,  w l t h  e x c e p t i C I n a l

l " o c u s  E ,  t h e  l l n e a r  s y s t e m g

P s

P ' o

'  ( w h e r e  R  E  2 T , ? f r r . ,  *  i . e  +  t E * n i  a n d
J  

.  4 J  
J

Y|(m*olr . ' r -  R I
t  o  Y I l  r * -a  )M R '  I

f  *  t "  
? * ,  

+  (m-e*?nd)M

6 !B  tn  
?* ,  

+  214,  +  ( rn -s -?nd-2)M

R ' o  C r H R  +  ? E  )  h a v e  s e l f  l n t e r s e c t l o n s  >  0  ' a ' n d

c o n t a i n  L - c o n n e c t e d  d t v i s o r e .  N o t e  t h a t  e s i - f l n t e r a e c -

t lone c&n be  made -Z  O prov i .ded m-s  ls  b tgger  t "han

o n  o b v i o u s  
,  
b o u n d  d e p e n d l n g  o r r l y  o n  n  a n d  d  '

N o w  c h o o e o :  f o r  e a c h  J * 1  ,  .  .  ,  d  s n  i r r e d u c l b l o  r e d u c e d

d l v l e o r  F a ,  €  |  f u  I  p a s o l n g  t h r o u g h  P o J  ,  a n  
. l r r e d u c i b l e

r e d u c e d  * y  €  | m  I  p a e s i n g  t h r o u E h  y *  - f * ( x - )  a n d  P n

a r b i t r s r y  l r r e d u c i . b l e  r e d u c e d  ' F l  €  l m l . ' n e f f n e



oqr *

T h e n ;
r t N

A ;c Yffr - R e P

' B s c  c t " ? f i l - R '  €  P "

t recauee ox P[mo * E aneJ t f l* f  f  i lu*J are

e f f e c t d v e  f o r  e n y  k * l  , . , 1 1 1 n

W S w j . l } p r s v e t h s t B { s l - c o n n e c t e d ; l n t h e s a m e

w e y  o n e  r n a y  p r o v e  t h o t  A  i e  l - c o n n e c t o d  '

$ u p p o e e  B  ! E  B l  +  B Z  s s l t h  B s  >  O  ,  8 * I  , 2  "  w r l t l n g

.  B * =  a " * F ; i l n  + f l 2 , ^ e k 1 6 o f [ t n ,  *  
" * Ek J o ^ '

w h e r e  e o k 3  . s m  
a r e  i n t e q e r s ,  w E  g € t  6 r V  o  '

f f l  "  
6z *  0 ' .  ar+ar_**Z,  * ] . t  

JoaakJ=-e.  
we may supposs

6 r *  o  a n d  p u t  u k J * * L k J ,  * = * ' .  B ' l e  g e t

B t B e . 6 r f f z  " 4 7 , ( u f , . f z a n 3 )  
+  o ?  +  2 a

. . , N N P

l f  , ' :5o*n  
' t s }  

and 
'8?  

r * re  f to r i -zs fo r  we have Bu -  b "M

wt th  t r *  7  CI  hence 6r f f r ,  b tba  A b ' *ba- l  ' !G  r l r -e - I '

C o n s e q u e n t l . y  E L g z  V  L  p r e v i r l e d  m * s  V  Z n d + ? '

N o w  $ u p p c s o  6 r * o .  L e t  o n J  b e  i h e  s t r l c t  t r o n s f s r m

o f  E r o  c r ' :  X ,  B e c a u s e  o f  t h e  c o n d i t l o n e  l m p o e e d  t o
n J

t h o  c @ n t e r e  o f  t h e  b l e w t n g  u P 6 ,  w 6  h a v a

f  i l u a J , =  o k j . *  F k * 1 , 3  *  " '  *  F n , J

h e n c o

4TYi l tn l i *+(ur i t rJ  
+  (arJ+"eJ l ra l  +  ' '
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e 2 .

r  l n  C a s e  3 .
\ , o

8 6 1  2 ; .  O .  I n  C e s e  I .  w e
} \J

leaet  on€ of  the n.u.mbens

Z >  L .  S u p p o s e  n o w  w o  a r e

a I l  t  h €  n u r n br e  r s  o t J  a  r s

c s  B 1 8 a  >  3 .  I f  t , h e r e  l s

b e t w e e n  t h e  n u m b e r s  t t J

h e r o  e r s  a t  l e a s t  t w o

u m}:o re 
" t  J

d o n o .

{
I

c ,  {
I

I
I

I

L

' : '  
$ l nca  B I

a L s o  g e t

I  , B b *  i 8
^ J

L n  o n e  o f

e e r o ,  w e

p r e c L s o l y

t h e n  g l B

f lO f i -ZS  rO

B r B ,  V  2 *
L E

L e t  G "  *  b e  t  h e  s t  r l c t  t  r a r r s f  o r m  o f  F u  *  o n  X '  "l i J  R J

T h r e e  € a $ e s  m a y  s c c u r :

C a s e  L  x  +  F k j  f o n  a n y  k  a n d  a n y  J

C a s o  2  :  x  €  F r j o  b u t  n  4 !  r t J o  f o r  k +  1

c a e e  3  s  x €  F r - r , J * A r i . J o

S ' le  heve  accond ing ly :

B l  *  
4 ( " r J G r J  +  . . .  +  ( a r J * . . * " n J ) G n J )  +  ( a + c ) E

* J

w h e  r E

O  1 n  C a s a  i ,

o l  t  +  "  . * & . i  . t  l n  C a s
- J O  - r ' O

Z d r ,  + . . + 2 a .  a  - r  * 8 ,
, J o  r - I , J o  1

> 0 we g6t ZZ,,
k J

a  7z  Q  and  81nc { t  s t

f l o f i - z€ ro  ws  gs t  B IB

t h e  c a s e s  2  o r  3 .  I f

m u s t  h o v e  e V L  h e n

one  f l o f l - zaFo  nu rnber

2

2  2 7  3 + E - + 2 4  7 z  2 .  I f  t

n u m b e r e  b e t w e s n  t h e  n
I

a-+?s  7z  L  and we ars

L e t  u s  p r o v e  r i s w  L e m m e  ( ? . 1 ) .

T a k e  & n  a r b i t r s r y  s  € V n  a n d  l o o k  f o r  a  m e m b e r

s f  t  r *  [  n o t  p a o s L n g  t h r o u g h  x ,  w h o r c  m  i s  a n y

L n t e g e r  b J - g g e r  t h a t  s o m e  b o u n d  n o t  d e p e n d l n g  o n  x  '



* I S *

F u r t  V *  f s ( x ) '  s y  E e d ' t f , n 1 - t y p e  r e o u l t o ,  t h e n e  s x r s t s

@ s r n o s t l r  c e n n e e t e d  s u ! - f a e e  v  e  f  u I  p a s s i n g  t h r o u g h

y  a n d  m s e t l - n g  D  i n  d * ( H  " f i ) V  
d i C I t l n c t  p o i " n t a

P o l , . o , P * 6 "  L e t  Y k  b o  t h e  s t r i c t  t n a n s f o r m  o f  Y = Y o

o n  V k ,  T h e n  5  S  X o Y n ,  X  t a  l i n e a r l y  e q u l v o l e n g  w t t h

? : n  o n  v n  a n d  t h s  l n d u c e d  $ e q u 6 n c e

Y  - > Y- n  n - r
__> Y, ---) Y

L o

l s  p n e c t e e l y  o f  t h e  f o r m  
' d o s c s " i . b e d  

1 n  L e m m a

FuFt  hermc l r€  ,  i " f  M ls  t  he  t  r6c6  e f  l - l  on

( e . 1 ) .

X ,  w e  h a v e

s  s u c h

u  €  v f  (ox {  Tn) )

s y $ e  e

or'1 ,

l r .  I
s i  i n

w t t  h

] "1nea r

d J  u n c t  I

(  2 . 1 )  ,

1 ( d ' n ) +

|  (  * -1"  )n l < . .  I  re  bsee
v l

t e  b a s e  p o t n t

i s  b a s e  p o i n t  f r e e  a n d

p a r t f c u l " e r  t h e r e  e x i s t s

u t x )  f  O .  C o n s l d e r  t h e

p o i n t

f  r e e ,  9 o

nt ( Cx( f* ),) -o

a  gec t  I "on

e x a c t  s e q u e n c e :

mo( Ov (r*) I 1* * no( Ox( r*) ) ---__>

$ * n c

J  aro
L

nurnb

t h e t

su rJ

a n d

*---+ nL(Ov (r*-r 7yJ-* , vtr(Ov-(rr))-> ur(Ox(rm) )

e  / 5 , n  l s  $ u r J o c t f v e ' f o r  m  V * I ( d , n ) + s  a n d  s i n c e

l - ' I
n t ( O v  ( T * ) t  

i  ;  l s  a  d e c r e a s s n g  $ e q u e n c e  o f  n a t u r a l
n

e r o ,  t h o r e  e x l " e t s  f r Z  ,  d e p e n d t n g  o n L y  o n  V , H , C ,  $ u c h

1 3  ̂  i s  a n  i s o m o r p h l s m  f  o n  n  7  n z ,  e o  o / m  1 s

ecr tvs  f  o r .  n  Z  nz  . f i l ence u  } l f  t s  to  Ha(evn(Tm)  )

w e  & r e  d o n e , .

CI* (  Tr , )  *  0^  e  &nOT*)  .  chooee an  ln teger

t h s t  t h e

f r e e "  8 y  s

by Lemrno

16'ft.,"'.1,,61 7 61

l u *  -  * v l
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-€"*-gq$ gtUg.LoS* q.q*!_ Le-e q,) g fu

l (eep ing  in  mi .nd  t  he  no t  e t  $ .$ns  f  rom S f  v {e  w i } .1

c o n c l u d e  t h s  p r o o f  c f  t h o  T h e n r s r ! o

I t  f o l l o w s  f r o m  L t l  t h s t  t h e r e  e x l s t s  &  n o n - e m p t y

Z a r " i s k i  C I p e n  e u b s e t  U o  o f  l m x - c  I  w r r o s e  r n e m b e r s  & r @

n o  r m a l  (  e o n r n e c t  e d  )  s u  r f  & c e s  ,  p n o v t d e c l  m  > )  0  .  T a k e  .

S  € ,  U o  a n d  l e t  S t  b e  t h s  s t r l e t  t r s n s f o r m  o f  I

o n  V k  f  o r  k o l ,  . .  1 t 1 .  F r o m  L e m m a  (  1 . 1 )  w e  d o d u c o  t h a t
n

f  o r  k  4  n - l ,  S k  p s s s e s  t h r c i r g h  d  * ,  c o n s @ q u e n t l y ,  l f

R n  d e n o t e s  * T t ,  +  . .  c  +  7 n ,  t h e n  t h e  d L v i s o t  f  : t  
R "

l s  e f  f e c t L v e  o  C o n s l d e r  t h e  c , I a " g r & m  o f  a f g o b r a l c  m o r p h t o m e :

U/x A
|  , . 1  

,  
O  |  ' {  |  , O i l

lmH [ ------:-2 lf i*tt -'- t l*rt l

J f.*
u o  h  r l f l * n - * ^ 1 = l t *  l

w h e r e  h ( $ ) '  t j r [ S - n n "  $ i . n c e  h  h a s  6  r e t r e c t ,  l t  l s ' l n -

J e c r i . v e ,  t n  p a r t L e u l a r  d l m  I m m - c l  - <  d l m  i f f * n - * n 1 .

W e  w { 1 1  p r o v o  t h s t  t h e r e  e x i s t e  a  n o n - e m p t y  Z f i r t s k i  o p e n

i i  s u b s b t  U '  o f  I V X ' t n - * n  I  s u c h  t h 6 t  f  o r  e n y  S n  C :  U '  ,

S u =  f o * $ n  c o n t  a i . n s  C  n  h a s  o n l y  A n _ I  o i n g u l a  r i t  l e s  a n d

t h s  n u m b e r  o f i  t h e  o i n g u l a r l t i e s  l e  t h a t  g { . v e n  l n  t h e  T h e o r e m .

.  S u p p o s e  w e  e l r e a d y  h a v e  p r o v e d  t h i . s .  I n  p a r t l c u l a r

V - * ( U '  )  c  U C I .  $ f n c o  h  l s  &  r e t r a c t  f o r  € = f o x l U ' * - >  U o  l
'  l o x '

l t  f  o L l o w s  t  h a t  t  l e  l n  j  e c t  l " v e  a n d  d o m l n a n t  ,  h e n c s

t h s  i . r n a g o  o f  t  c o n t a L n s  &  n o n - e m p t . y  Z a r l s k i  o p o n  E G t r '

U  w h i " c h  w 1 1 1  b e  g o o d  f  o r  o u r  T h e o r s m .  ' i : "



t ,  F  \  -  ( * t  n l . F k , k + l ) u n * r *  1  1 "  o  0 .E  - ( r . _ k .  r  k r V k

- ( z t .  f k )  '  r .

f i y  t - o m n r e  ( ? . I )  o n d  B e r t i n L ' s  t h o o r & n ,  t h e r o

r l o n * s l n p  t Y  T " a r t s k *  s p e n  s u b e o .  U i  o f  l t *  I

\

lq

* E -

L s t  u { i  p r o v e  n o w  t h e  e x l g t e n c e  o f  l * ' "  T s k e

L r $  l

e f  V, [ , r , ] * -*o I  and put  $k= * ' i **$* "  Let  f**

a r b $ " t  r e r y  f  l " h r e  o f  Z k *  ( k  <  e )  e n d  f k

t r f , t r a n y  f  * b r e  o f  Z k "  W e  h a v e :

( $ n .  f  t * )

( $ k ,  r k )

b e  6 n  a r b t t r e r Y

r :  @ Zar iek i .  C Ipen

c

& n

& f l -

e x i s t s  &

cono l "e t  lng

s s c t l o n  o f

s u b s e t  a l }  o f

T h e  n u m b e n  s f

pur \f 
,lrwol ,

D n

b o

& n

vh

o f  s m c o t h  m s m b e t r g .  L e t

L L n '  L e t  # +  L ' ;  c I t .  l
$ u h * e e  r p a m b e r . s  c u t  1  

t n  d l e t l n c t  p o i n t s .

t h e e e  p C I i n t s  f f l & y  b e  c a l c , u l a t e d  & s  f  o l l o w e  I

\ z* Y zu"'L , f,rz-zJ.z ̂  7z en d t hen

( $ n " 1 , ) u ^ *  m ( H ' n ) v -  ( Z l '  t r ) v r -  ( Z 2 '

,  *  r n ( H , ' : ) v *  , $ z t ( 1 ) "  T i z {

z"  \n j  = r r=  (  4  "  T : "  ) . ,  eo

\ z \  v ,

( {rT Telz*

Now {

m ( H  " n l V n t  w h c r e  t  t s  t h e  n u m h e ' n

W r J " t e  f  o n " a n y  f  * b r e  f , . .  6 n  @ x e c t

n
O y f l n a I L y

d e  f  t n o d

s e q u e n c d

( s n "  2 \  E

l n  t h s  T h o o r c m .

whero J f  , ,
V n .  i l o t e  t h 6 t .  o (  l e  g u r i e c t i . v e  b e c a u o o

a  b a s e  p o i n t . f r e e  l l n e a r  s u b e y s t e m  o f  I

m u e t  b o  e u t ' s m a t t c a l l y  c o m P l s t e .

o -> Ho(vn ,  J  rn(r r )  )  -> *o,(un ,  Qv 
n(rr )  

)  a"  Ho( lP '  ,  r f r (  1)  )

! P L  o n

d e f l n e s

1)  I  t rh lch

., ' :
t s  t h e  e h i s a f  o f  * d e a l e  e f n

Im cX

cF"
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H e n c e  * r *  l J , -  ( r * )  I  =  a * m f  r *  |  ? ,  e o n s s q u e n t l y  t h e
/ 6

d l n r e n s i " o n  o f  t  h e  s € t  o f  d l v $ . e o r e  { n  {  t n '  I  e  o n t * e i n i n g

s t  l e a s t  a  f i l r n e  f *  i " e

a  Z a r i o k l  o p C I n  s u b s e t  o f  l  t *  l ,  a l l  o f  w h o s e  w r e m b e r e

d o n '  g  c C I n t a L n  s n Y  f *  "  F i n a } l y  p t r t  U ' o  U i  ^  U g  n  t ! ! .

B y  t h e  i n t c n e e c t { o n  r e L a t i o n s  c o n t p u t e d  s b o v e  t t  f s l l - o w e

t h 6 t  f  o r  $ n  6  U '  ,  t h e  (  e e t - t h e o r e t i c  )  l n t e r $ e c t  t o t l . , , b e t w e e n

$ n  a n d  Z l n  -  7 ' *  v .  .  .  \ * /  z n - ! ,  n  v  Z n  h a e  p r e e  l s e l y  \ )  =

= m ( H . O ) V n t  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t E ,  e a c h  c o n n e c t e d  c o r n p o -

n e n t  b e i . n g  a  c u r v s  o f  t h e  f  o r i n "  l r n . t - ,  I  z n a  . . .  \ . /  F " - l , n

w l t h  l n t e r s s c t i o n  n u m b e r e  (  I  r n ,  l i * l  , n ) $ n =  
I  S e d  a l l

i = l , . . 1 1 1 - 2  a n d  a l i  o t h e r  l n t e r s e c t i o n  n u m b e r s  ( i ' f n . l J n i r n

e q u a l  t o  z e r o .  D e n o t e  t h e  a b o v e  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t s  b y

f  
( 1 \  

, , . . r d  
u  ) .  w G  c r a i m  t h a t  $ n - r  '  * >  s o  l s  a  d E s i n -

guLer t c la t l on  o f  $o  w l th  excep t i . ona l  I ocus f l " f  (  1 )u - ,  . .  * r l - (  
y  ) J

T h l e  l e  &  c C I n s @ q u e n c e  o f  t h e  f o l l o w l n g  I

(  3 . 1 )  t g S | ! S .  L s t  V  b e  s  s m o o t h  3 - f  o l d ,  O  a  s n n C I o t h

c u r v @  w h i c h  i s  a  c l o s e d  e u b s c h e m o  i n  V ,  f  : V t  * - _ >  V

t h e  b l o w i n g  u p  o f  V  a l o n g  0 ,  Z  t h e  e x c e p t i o n a l  l o c u s

o f  f n f  6 f * . b r e c f  t h e r u L e d s u r f a e e  Z - * > D  a n d

$  a  d i v l s C I ' r  o n  V t  s u c h  t h a t  ( S . I -  ) v - =  l ,  $  n  l ' "' 1

c o n s j . s t s  o f  o n e  . p o t n t  p  a n d  $  j , s  e m o o t h  e t  p .  T h e n

' t l s ' $ > V l g a c ] . o a e d l m m g r g l o n o r o u n d p ( r n t h e

c o m p l e x  t o P o l o g Y ) .



-L ,e -

gggg, l . "  The locar l  tnJec t iv l t y  o f  f  le  obv i .o t re .

N o w  s u p p o s e  t h e r e  i $  a  f l o f i * 8 6 f , o  t s n g e n t  v € c t o r  v  e T p $

whi "ch  i .e  cer r ' f ,ed  by  the  tangsnt  f f lap  TOf  :T 'V I  - - '>  tp "

i n t o  a e r C I .  X t  f ; . o L l o w e  t h a t  v  6  T p r a  w h i c h  c o n t r s d j . c t s

g h e  r e l a t i o n  ( s . r l o ,  *  r  a n d  w e  6 r e  d o n e '' 1

R e t u r n l n g  t o  t h e  p r o o t  o f  t h e  T h e o r e m ,  n o t e  t h a t  e i . n c e

9 o  t o  n o r m & 1 ,  L e r n m a  (  t  " 1 )  l m p 1 * e s  t h a t  $ o  c o n t a l " n e

C .  T s  p t o v @  t h a t  S o  h a s  o n L y  A n - l  s l n g u l a r l t i e s ,  i t

L e  e u f f { c { e n t  t C I  s h o w  t h a t  e a c h  l r r e d u c j . b l e  c o m p o n * n t

s f  e a c h  f , . , * f ( t )  h o e  s e l f l n t e r s s c t l o n  - 2 . S L n c o  s u  * s

6 c n e n $ t e i n ,  l t  l s  e u f f l c j . e n t  b y  [ t ]  t o  p r o v e  t h a t

g * K g  =  K S  ,  w h e r e  g r $ n - l  *  $ $  t e  t h e  r e s t r l c t i o n
C  f l - I

o f  f  r V n _ L

r i s 6 ' t - * t  v o  ' d e n o t e  t h e  n s t u r a l "  l n c l u e i o n s  a n d  l f  w c

p u t  d n - I ' f  
" o , R n  

w e  g e t

gaK$o ,  g * r * rnuo*  so )  F  q * f * , *uon  su )  r '

r q  q - ' ( K V

n-L  
Rn- lo  sn - r *  Rn-J " )  *

n - l *  
9 n - , 1 )  *  * r n - r '=  q x ( K v

I n  t h e  e n d  w e  w i l l  e r h o w  t h a t  C  l e  a  C e r t l " e r  d i v i e r : r

o n  S  "  N o t e  f i r e t  t h a t  t h e  r e s t r l c t l o n  o f  C  t o  t h eo

r o g u l a r  L o c u e  o f  5 *  1 c  e q u a L  a s  a  C a r t i e r  d l v l s o r  t o

n  t l m e s  t t s  s u p p o r t .  $ 6  w e  w 1 1 ] .  b e  f  L n l s h e d  l f  w s  p r o - v e

t  he  f  o l lowJ.ng  :



n
l
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( 3 . 2 )  L E M M A ,  L 6 r  ( A , S )  b e  a n  A n - l  s u r f a c e  s l n *

g u l a r t t y ,  P c  A  a  p r t m e  o f

a n  l d e a l  o f  h o l g h t  o n e  w l t h
tV

t h o  s h e a v o e  o f  t d e a l o  I

t h o  p u n c t u r o d  s p e c t r u f i i

p r i n c i p a l .

$ p e c ( A ) \ g . T h s n  I  t s

P r q o f .  $ t n c e  I  h a e  n o  e m b e d d c d  c C I m p o n e n t s ,  i t

must  bc  p r lmsry  eo  t t  l "e  oque l .  to  the  syrnbo l lc  power

P ( n ) . * * o n  t h o  o t h e r  h a n d  b y  l " g ]  t h s  d t v L e o r  c l a s s  g r o u p

" o f  t h e  c o m p l e t l o n  o f  ( A . g )  h a e  c a r d i n a l "  n ,  a n d  s l n c c

c 1 ( A )  , c  c 1 { A )  ,  o (  n  )  n u s t  b e  p r t n c i p a l .

h e t . g h t  e n e  a n d  I  c  A

p r o f  ( A / T  )  * 1 .  $ u p p o s e

and (  p*  ) -  a  re  equa l .  on



- 1 6 *

RH[:gF{r"NIE$

t r  A"ALT$dAhl  ,  $ . i i l - { : I f " jAN,  Ber t in*  the* r8rnE fo r  hyp* r -sur face  s*c -

t * o n e  c o n t a f  n l n g  &  s u l b s c h e s n e ,  C o n r r n u n l c a t i O n s  i n  A I g  "  7 ( 8 )  '

( l s 7 $ ) ,  7 ? 5 * 7 9 S "

R .  M , A l { T I t , !  , S s m €  r ' ! u m s r t C a L  C r i t a l r j - a  . f  
o r  c o n t  r a c t i b i l i t y  o f  c u r v e $

o n  a n  e l g e b r o t c  s u  r f  a c e  I  A m e r  " J  . f 4 a t  h  '  8 4 t  L 9 6 ? )  '  4 ' 8 5 - d ' 8 6 .

3  C " t 3 a r u l C S ,  O " F O R S T f i R ,  $ u r  L e e  s t r u c t u r e s  m u l t l p l " e s ,  f f i @ n u s c r i p t '

&  S " $ L O C H ,  T h e r a i s ,  C o l u r n b i a  U n * v e r s i t y  ( 1 9 7 0 ) '

5  E . B C I F l t s I H R I  ,  P l u r l c e n o n i e a l  m o d e l e  o f  s u r f  a c e s  o f  g e n t ' r e i '  t y p e '

Puh l  .  M&th .  IH f rS  ,  42(Lg7?- ' t ,  t r77-? ,2} "

&  0 . G A L L A R A T I  ,  f i i c e r c h o  s u l  c o n t a t t o  d i  -  s - , u p e n f  l c l o  e l g e b n l c h e

J . u n g *  c i J  $ " r / e  ,  U f i i " v e  r s t t  a  d i  G e n o v a  ,  P u b b l l c a e i o n i  c l e l l '  I  s t  1 8  u t o

d i "  M s t  e m a t  * c a  t l  .  8 8  (  1 9 6 0  )  .

7  s - b R € C 0 ,  P ; q V A L A E $ ? H G A ,  e 0 , n f  e r e n c e  o n  r ; o m m u t e t , . V e  a I g e b . a ,  K a t a t a ,

l 9 $ I  .

I  J . L I F M A N ,  ! ? a ' i t o n a l  s l n g u l " a r l t i o s  w f t h  a F p t r l c a t i o n e  t o  e L g c b r a i c

e u n f  s c e $  e r r e l  u n i q u e  f  a e  t o t - J - z a t l o r ' r ,  F u b L . M a t h  "  I t " t E S ,  3 S  (  1 9 6 S )  '

1 9 S - 4 9 7 .

g  F " S H \ l f i , R I  ,  $ u i l e  i n t e r s e x i o t " r i  d e l l e  v a r i e t a '  a l g e b r l " c h e  e  E o p r a

t  I o r o  c f i t - 6 r t t e r l  I r  a i n g o l a r l t a /  p r o i e t t l v @ ,  1 4 @ r n . R n  A c a d "  d e l L e

$ c  "  T o r j - n o ,  $ .  I I  ,  5 2 (  L g O Z )  .

l O  L  U R L } ,  $ u l - i e  e { n g o l $ r i t d  i . r * p o s t e  d a  u n a  v a r i e t a ' a l g e b r i c a

p r o i e t t l v a r  a L l o  t p e r s u p e r f i c i e  c h e  p a $ s a n o  p s r  € s e a ,  R e n d '

X r : r* t  "  Lomba rdo A ,  112 (  1978 )  ,  2,05-2L2 "

S e p a r m e n t  o f  M a t h e n a t j . c a

I N C I I E $ T .  B - d u l  P d c i i  2 2 C

7 9 6 2 2  B u c l r e r e s t ,  R o m a n i a ,


