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Dans ce t  a r t i c le  on  ce ; t f ; rm inc  pour  chaquc i f , roupe f in i

G et  nosrbre prdrnier p ,  une borne inf fer ieur pour le nonrbrc

de ls  ea : :ac tb : res  i r reduc t ib le*  X  des  G d ,on t  l t index  i .e  Sc l ru r

SUR Lll lr;'0il':rrRli

.riCrN'I L I ItWEit

])lS Cii}{ir0T:'i}Ltli

Dji $C;{Uit $i","11 A

sur A

pour  un

valeurn

tn.. ( 7,)=
!d

c l a s s e s

1 I ordrcl

aussi q.ue

fnr-rn i {  1- \ : )Tr

Une questi .on analogr:s pour le nourbre Ae * X€frr(U)

clont l t index cle Schur s l r r  [q r  m6(Xr)= 1 ,  a 6X4 consic ldrd

par R*r iow (voir  f  5 l )  reponi larr t  h unr:  p loblbme de R.Brauer
I( v o i r .  L l J  ) "

0n exemine auss i  c l rau t res  s i tua t ion$ par ' f i cu la i res  r

S o i t  G  u n  { ; r o u p c  f i n i  c t  C l = "  r C ? . r . .  "  } C s  l c s  c l a s s e s  a

nnn  i t r , : ' r i i  s+n r t  r ' r . gng  C '  "  F iXOnS C . l €  C l  C t  SO i tu  v r ! i J  u (  ) u  !  v v r r  u q r r u  v  Q  r  r ^ v r .  

!  *

K i = Q ( X r ( s 1 ) r  q .  r , f u u ( a i ) )  o r 5 .  K r e r : : r ( c )  e t  k . =  [  r c l a O l *  S i

,  *e tXr i r  r 'es t  pes rnu l t ip le  c le  po Cn d,4dui t  que

group non- t r i v ia l -  G dont  les  carac tbres  on t  ies

dans  e  l -o  noubre  i ies  car i i c tb rbs  i r reduc t ib le is  € rvcc

1  ,  c  t  es t  au  moins  t+ l  oD.  t  c  'es t  ] -e  nonbre  c les

.1c  con; ru ; i r i son  2- rd ; ;u1 ie r  o

orcl  gr= n,  i l  est  b ien connue 1r inclusion I{ ieQ(Q",  )

I l i=gal  (Ut t -6) , / l l t )  c 'est  t :  sous { t roupe Ae Ufr .

l e 1 s  c l a s s e s  e  t c l  q u e  e l - 8 i , ( v o i . r  [ 6 ] ) .

E y i d e m e n t  [ 2 f r . ; l { i ] =  1 i r ' e t  n o t p n s  p a r  h r , . o . r h k i  u n  s y o t b n e

de rcprcse in" r , . i .n i$  pouu les  c lasscs  rnodu lo  I { i  "  Notons  par

f . i  1?ac t ion  du  groupe G sur  les  c lasses  A c l ro i te  rnodu lo  (S i ) ,

p i r  $ .u l t i1 . i1 - i ca t ion ,  Ccnc  3 i  ;G - r  th .  ou  i r=  [  * ,  (  g i )J  -

So i t  T=Trx ,  .  .  x ' - i " :  C l  - )>S=S; rx .  .  .  
"S i *  

Qr r i  cs t  in je ;c t i r rc

parco  quc  ' I1  es t ,  in jec t i ve  c t  nou: i  a l lons  s lupposer  GC S i
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PR$POSITI0N. Soit  D uner elasse d*, conjugaison du groupe

s  e r  $ u . p p o 3 o n $  q u e  l l n i l /  t ,  -  s o i t  s i € t l i c  l n G  e t  i 1 r =  f K ; : t i l  +. .  -  -  - J  
J  

- J  -  J  J

A l o r s  B . n S  c $ e s ' b  u n i )  r e u n i o n  d c s  l c ;  c l a s s e s  d e  e o n j u g a i s o n

d u  g r o u l : e  G o

ILRij tUVli .  Si €i6DnG ori  obt ient T,.(A)nrfn(e3) cians SfrO,

k * 1 , o " o s s "  i l v i c l e r n r o n t : f  , ( S i )  a  u : i  p o i n t  f i x c  m d n e  ( f " l )  I  e t  p e r
d .J J

.cons,Squence 
T1{s) e-,  ; :ussr i  un poi .n1;  f ixe ,  dci :c on r '  1;r \u;=t rJ'

(g l )*  pour un tr-€Go On i i / : 'J .u i t  que gt*  u$u-}  of i  (c1,ord Si)=L n
\-- J/ u ,,
paree que o: rd  g;= ord s ;  r  Per  f r (S)ru,T i (S;  )  "  l ' ia is  e l ruS3

s i  E  €  l l , ,  e t  o n  t r o u r r e ,  h u t h l r  " .  . , i t k J  t c r  q u e  a ; n  e  r c e  q u i
J L ,

m 6 i : r t r o  f l U e , , ; , ' I ) f t C  e s b " . . L l n e  : : E u n j - c n - c l e s .  r ' 4 k . i  c l a s s e s  c 1 c  C O n j r - r " , .

gaiaore ci1-1- ,grcir :pe i l ; .*  i . l i . i isn'  dvi t i i :n icr:  [  1,  : -  ' i ; ,1 pi i l "c ir  c lu ' t  i rur.r ' l '  
'  '

h/1r (morJ l { ;  )  on  { i  C t *g1 t  c r i { } r }s  le  g roupe S rna is  p&s c lans l le  i  , r .
. d  r " l  t J

gr :ouDe Go

CilR0&I,$ftUt 1. $oit p un nombre preuiero Alors le nombre

des e lasses  de  con juga is ion  p* r . 'egu l ie r  D du  groupe s  avee
€

l 0n1 ' {  f i  es t  c ionnd par  *o=t  I ' f t : ,  r  ou  l radd i t ion  es t  fa i t

aprbs torr ' f  i .  te l  qu€ C orU iJ i  r  p )=i

pRiJU\iI l" Por.rr c]raque i] (, S classo p-rdgulier averr DnGlg

on a par i -a proposi t icn prclcdl ldnte ,  {  l r lk-=} quan<1 on fai t
] - ] -

I ' ac lc l i t ion  ap : . 'hs  t r :u t  i  i c ; l  q*n  8 ;  e  Df iG o

0B$ll i iVjrTICNS.. 11 Les nornbr:es. R- sont bien sldterminds
p

par le tablear. i .  des ca::€lct i : ros c lu group: G"

2 j  P a r t i c r . r l r b r e m e n t  s i -  X t ( u ) g  q  , p o u r  i = l r  e  .  o  1 s  c t

t o u t  g  I  C  ,  l c $  c . J - a s s c s  c l c  c o n j u g a i s o n  d e  G  s o n t  l c s  t r a c e s

$ur  G des  ce l les  ,Ju  g i 'oupe .S  e t  sn  es t  le  nonbrc  i les
v

c- lesscs  p- rd ; ;u l i . c : :  t l c  G o  lv ide  racn t  ,  cc lb  ce t  une c i , r 'ac t l r i s t ique

dcs  l j roupes  c lon t  l cs  coruc te l re  s  on t  c ies  va leurs  dans  A e

Til: lt0Ril l ' ,ui 1" Pour cheique groupe fini G et pen nombra
e

prdmier  ,  le  nombre  Ce l ;  car : :c t i res  i r rcduc t ib les  du  6roupe G

r

c lon t  l - ' i r idex  c jc  Sc i :u r  r  i l o (  X)  ,  n te  s t  pae c i i v is ib lc  par  p  ,
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etes t  p : l .us  g rande que *p  r

P t t i lUV, r  .  T1  es t  b ren  connr t  Quc les  rcprcsente t ions

clu groupe slrmdtr i -o,ue sont rdal . iselbles c lans Q" (voi : :  2 )  "

Donc les  r .c ;p r6scr : "La t iuns  i r re , fu rc t ib ies  du  Sroupe S r  Qu i

sont  d*s  p roc lu i ts :  Lensor ie ls  c les  represent r t ions  c les  g rCIupos

s)rmotr ic luesr so: ; r t  aussi  rdat isebLes C,ans Q +

Soi t  lF : ,  "  .  " '  F - r }  
= I r : r (S)  c t  pour  chaquc l i c  S

l *  I
'  p * r : d p ; u l i e r  s o i t  x 1 €  D 1  ,  i = 1 . y . " . 1 f  .  f l  e s t  c o n n u  ( v o i r  [ Z ] l

o , u e  l e  p - r e . n g  d e  l a  s i a t r i c c  (  
f i ( x ; ) ) 1  

i = l r " ' . 1 t  e t  i = l ' r " o ; f

c t e s t  f  n " r d m e  I  d o n c  c n  t r o u " o  
f ,  

, r . . ,  
f t ,  

r r r ( E )  t e l  q u e

d e t (  P . ,  ( x  , ) ) / o ( m o t l  p )  p o l l , r  : ' i 1 - ; j ' ' : i 1 *  i , i = l - '  . . o 1 f  o  P a r  1 * ;
l L  J

propos i ' t io i r  r jemont rd  tpor l r  exac tenent  nO c lasses  p* regu. l i&r 'es

D i  r l u " g r o u p e  S  l e s  i n t c r s e c t i o n s  r i n  G  s o n t  n o n  v i d e s "

S u p p o s o n s  d o n c  x 1 = S i €  G  p o u r  i = i r . . . , r [ )  e o u  s o i t  
F i  

o D -

i = l r  , . .  , D t r )  + - e 1  q u e  
' C : ' - (  

f i i ; ,  
)  ) i o ( r i r o d  p )  p o u r  i ,  i = l r  . . .  r ^ p '

Cons i i i6 rons  la  rds t r i c t ion  de  le :  sur  G e t  so i t

. r l  f g  ) = i  a ; , - K , . ( x ; )  a v e c  ? 0 , e  , J t i * ) .  l ' i o t o n s  l l = 1 p '  ( g i ) ) ,
r i  ;  

* J '  
lC= I  r . ( r  i i  J  j \  

l  
-  J

, l = ( a i k ) ,  r t = ( X ? ( x r ) )  o D  i r j = l r . " . , t p ,  k = f , o . . ; s  l  d o n c

N=Al l  et  1es p.*rengs cles,  A et  i i  $ont eupdr ieure h tp .  Flus

n r - , { e i  s p r n n n t . .  r \ r r r  i r , ' r p  h i  o n  c o n n u e  d v a l u a t i o n  c l u  d e t  ( A H )  ,I J f  
'U  \ ,  I  L :  ( ;h l l ;  ] I  u  t  i /  s+  r4" ' v

o n  t r o u v e  n o  v a l e u r s  p o u r "  k  r  h o t o n s  p a r  1 ,  " ' .  r * p  r  t e l  q u o

d e t ( * i t ) / o ( n o c  p )  e t  c i c t ( X * ( e 3 ) ) / 6 ( n i o d  p )  ,  o b - i , i , k = l r o ' o ! n F

T l n n n  T l o i l r - ' e h a c l u e  k * l r , " o 1 [ . " . ,  o n  p e u t  t r o u v e r  i  t e l  q u e
v v , . v  -  r -  

r ,

( n  , ' .  l = t  T . i a i s  F .  1 , .  c s t  u n e  q - r e p r d s e n t a t i o n  e  t  1 4 .  p r e u v e, . Y l " i k /  *  o  r r  
/  r l L r

e s t  t e r n i n d e  . ( v o i r  t ] l )

Tl l l roi :{ l i i f f i  ?" $oit  G une sroi lpe f ini  et gupposons Z/ lOl"

A l o r s  l e  n o n ; b r c  d e s  X e l r r ( G )  a v e  c  ( r n U (  X ,  )  r  e ) = t  e s t

o r ' ^ X n i  o r r r .  . ' \  f = n " + !  +  ,
u u y v

i : i t i i uY; i  "  Su i :po$ons quc  X l r . . ' r  [ f - * l  qu i  $ont  t ro r " rvds

per  le  th$orbrne  l  son t  les  seu ls  avcc  1a  pr :opr i$ tc  que
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(mO(  )0 ) rz1* !  .  No tons  a lo rs  l e=  & t  '  So i t H un z*groupe Xe

$ylovr du

a" #l"n *

f r e t  I
rir ''l

l h l

t1/= H
,  l = - l -

sont 'd, i t

t a t i o n ' d

i ; { roupe G et  & un ca'} 'act&r 'e l j -ndaire dd I{  teJ- que

t  f=rr, ,  {7 = OT 
:* V=r!i  l ln* cera-ctbre Ei induit$ D&r

r{ o 'scj-r 
+= ffi *j.xi . S,. *iXi at

l:rXi + S* or*, e Alo rs  pour  i ) r f  a i  e t  b i

is ibles pa::  ? p&rce qu* & et V scnt des q*veprdsen*

L r  p l r o u p e  G " ( v o i r  [ ' : ] l -

Avec les r i r i ta. t i .ons anter. i .cu. :s ,  dvi idernent QC*i)-V(8r)=o

e le$ents  2 - , regu l ib rs  e t  c l i f fd ren t * :  de  S l .@ ( l tun i td

-* 
f l , i l= 9(ej=[c: i ; l  ;  Alors

* 1  ( a i - b r ) X i ( c 3 ) - c , ( m o d  2 )  ,  i = l r o . ' r f - l

d i  o r l  u i *b i  (moc1 2- )  paree  que c le t  (  Xr i  (C5) ) /o  ( r *od  2)  .

L i ia is 'par la th6or&me Ce r 'dciproci td de Frobenius nr lu,s.

t rouvons  
"1=o 

e t  Or= t ,  aonc  u f tc  co ; r t rad ic t ion  '

COROLL.IIlt l i  ? . Supposons 1/[G I .t /", tA) e St pour

i = l r . . o ; $  "  A l - o r s  p o u r  a t t  u ' i o i t t s  n r + l  v t r i e u r s  d u  k  m * ( ? 0 * ) = 1 "

P; l l tuvi l  o Pa:r  la thdorbmr:  de F3rauer.*Speiser (voir  [4 ]  )

r rn(  ?0) *z pour tout  ?Le:ru(S) i  paree que %'t (s)€ R

toujour.s ?. / l : t ; l  s i  !c l l r  {

COItuLLAl i tn 5 *  Supposons lc l { r  ,  X,  (e)e e ,oU

i * l r  "  o . 1 $  e t  s c l i t  t  } e  n o m b r e  d e s  c l a s s c s  c 1 e  c o n j u g a i s O n

2*r,d:gul ier*  Aiors pour au moins t+1 caractbres.  i r rcCuct, ib les

nr . , (  X ,  )=" r ,  l l n  e f fe t  ,  dans  ce t  cas  *2=t  "  
(vo i r  t$ t l

!d

0BSXiiY;\lfClJ$ * Cidnbralemerrt le nombre t+l , donc

nr+ l ,  est  1e p1.us grand poss ibJ.e sans aut res supposi l i -ons sur

G n  V o i r  p a r  e x l r n p l e  G = S q  c  j

COitOLl i i . I I t rT  4,  S,Lpposons t  g  l  =  z tupb" . .ec .9 th  p '  . .  .  1  Q

sont nrrrnbr. 'es preniers dB Fenrat " '  , r lors, pour. r iu noins nr+!

pol-lf ' gj

d e  c ) ,

0n €{

otl {i

car ' : : c tb re ,q  i r rec iuc t ib le  s  du  groupe.  G on  te  nU, ( f i )= f  +,IJ
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f ;R i iWE "  f l  os t  b ien  eonnu que e(p- l ) ,  "  -  (Q* i )  e r : t

r l i i i ' i  r - ' i h l  , "  n F r r  m , , ( X r )  ,  p o l l r  c h a q u e  X t e l r r ( C )  ,  ( v o i l '  [ 3 i ) .r . " . "  k  
.  .

C0i"i0l,L:rl idjj 5 * Suppo:rorrs HdG , iI abelien et

[Or l i ]  =pto,  ofu p cst  un i . rotnb::e prei i . , ier  *  Alors poi ] r  Ou nloins

n  carac thres  i r i :ec lue t ib los  du  G on a  n^(  X)=1 #
P u a

FRSlUV"ii , Far ]a tl ieorhmo cio fto (voir' [: ]) oi:] a ql: s

'X ,&) , /pn  *  L {a is  on  a  auss i  rn , , , (&) l  7 - . t )  s
q{
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