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SUR LI NOL

CARACTERES IRREDUCTIBLIS

DONT L'INDEX DE SCHUR SUR Q  EST TRIVIAL

par
VICTCR ALEXANDRU et ION ARMEANU

Dans cet article on determine pour chaquecvgroupe fini
G et nombre prémier p , une borne infferieur pour le nombre
des caractéres irreductibles )@ des G dont 1l'index de Schur

aup oy mﬁ()ﬁ), n'est pes multiple de p. On ddduit que

pour un group non-trivial G dont les caractires ont les

(\)

valeura dans f le nombre des caractérsas irreductibles avec
mQ(7L)r 1 , ctest au moins t+1 ol t c'est-le nombre des
classes de conjugaison 2-régulier .

Une question analogue pour le nombre des 7C€Irr(ﬁ)
demt 1'index de Schur sur. ., %m()c>: 1, a été considéré
par R.Gow (voir [5]) repondant & une probldme de R.Brauer
(voir [1]).

On exemine aussi d'autres situations particulaires .

Soit G un groupe fini et C1=e;ChyeeesC . les classes d
conjugaison dans G . Fixons g;€C; et soit
Gl (o Vs B0 e 1) o X ;€Irr(G) et .= [ xpa0]. si
1‘ordre' ord g.= n, il est bien connue l'inclusion KfC@G*%i)

aussi que H-:Gal(Q(uqi)/u-) c'est lg csous groupe delﬁﬁ_

4 i
formé par 1@3 classes 4 tel que gqnugi.(voir fed)
i ,3{ "
Evldement .ﬂ ] ‘et noton& par hl""’hk' un systéme
e i

deiféproﬂunLuﬁtS pour lee classes modulo H; . Notons par

Ty ltaction du groupe G sur les classes & droite modulo <gj>,

Ea 8

~s 3
par smultipliecation,done . :0 ou I ~[ e e ]
pa : Jdone T;:G—» Sy, ouM;=[ &: (4;)
Soit T=Tyx...xT 1 G-€>stﬁ XeseXSer gui est injective
e} L

parce que T, est injective et nous allons supposer GC&€ S .
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PﬁQEUQLTIONO g0it D une classe de conjugalson du groupe

S et supposons que RNGF @ . Soit gjecjc2DF\G et me L’ . ]

bl

Alors BNG cfest une reunion des kj classes de conjugailson,

du groupe G
PREUVE, 51 g€DNG on obtient Ty(g)ﬁuTk(gj) dans S¢z’
X i

% py ) 5 s NS < Ty o . noTe
k21,...,8. Bvidement T.(g.) & un point fixe mBme <&j> s, et par

m ) £ T T e I I o 5 e~ o5 o
COHtjéqu e e ‘,ijvﬂb) i (AL&»'\.M&. un yL;.‘xlb L LXe g CLJ.L,L‘\/ g a (C)J)l'lu

(87

‘ =1 i
<gj>u pour un u€G. On dédult que g.:= ugu ot (d,ord gj)~l

¥ g 3 e Aot o d 7
parce gue ord g= ord gj y Dar Bl(g)ﬁJfl(g;) » Mais gjn“gj

- % 85! ;
sl ci&l% et on trouvo@lné{kh}o., . }tpl que 33"'5 Seg -gul

montre ques-DNG . esb-une Jéunionwdes.:pé};; clssses de conju=—

Y

gaigson duigroupe G. o lals,

T N T BGOSRl ASE I, T (SCRE S R S e i b e
B & Viagemaernt ph ek S P grce . gie pold
3

J
> h SRR e s 1
h#h' (modH.) on a g}n,gj dans le groupe S mals pas dans!le
) [

groupe Ga
CORCLLAIRE 1. Soit p un nombre premier. Alors le nombre
des classes de conjugaision p-regulier D du groupe S avec

DNGE' @ est donné par n 2:-1/ + 5 ou ltaddition est ot

spres tout 4

tel que (ord gi,p)zl 5

PREUVE, Pour chaque D¢CS classe p-régulier avec DNGAZ
¢ g

£

on a par la proposition précédénte Z: l/k_zl quand on fait
1'addition aprés tout 1 tel Que g DOYE s

OBSERVATICNS, 17 Les nombres n, sont bien déterminés
par le tableau des caractéres du groupe G.

29 Particuliéremenﬁ si 7Q ZIEW  pour izl coays €t
tedt  g60G 5 les clas ses’ dg conjuggisbn de G sont les traces

sur G des CGllQﬁ du groupe .S @&t np est le nombre des

T 3

‘classes p-régulier de G. Bvidement , celd est une cersctiristiq

des groupes dont les caractéres ont des valeurs dans @
THECREME 1. Pour chaque groupe fini G et peZ nombre

&
prémier , le nombre des caractdres irreductibles du groupe G

dent 1'indewx de Sehur ., mO()C)', ntest pas divisible par p.;

#

4y



ctest plus grande que np .

PREUVE . T1 est bien connu que les representations

du groupe symétrique sont réalisables dans Q. (voir 2 Yo

£ 4 A4

Donc les représentations irreductibles du groupe S , qui

o

sont des produits tensoriels des represents tions des groupes

symetriques, sont aussi réalisables dans Q »

(7

Soit %P13°.0, M Y=Irr(s) et pour chaque D;C S

=1,...,f « Il est connu (voir [2])

}—Ju

p-régulier soit Xié D

que le p-rang de la matrice ( ﬁ& }1 i=lyeee,t et §=1,000,1
test f méme ; donc on trouve Fj,...,;bfé.Irr(ﬁ) tel que

det(}ki(xj>)#o(mod p) pour fheque izygslyveea,f s Par la

proposition demontré,pour exactement n_ classes p-regulidres

£
D. du.groupe S les intersections D:N G sont non vides,
: & i

Supposons donc Xx:=g:.€ G pour izl,...,no et soit fi

.
i
[
»
?
-
ot
@
=
L2
-
1¢o}
(.)J

ot }& (z ))ro(wod p) pour 1i,Jj= 1,.,.,np,

Considérons la "éatrlotlon de Fﬁ sur G et soit

v Y g Sve g ) ”'L
fbias(bj/~£§% Hiijk(xa) avec 7%16 Irr(G). Notons N~(}L(
“:(aik) ; Hz(?@K(xj)) ol i,j:ls...,np y k=1,0..,8 . ; donc

N=AH et les p-rangs des.A et H sont gupérieurs & np +« Plus
précisement, par une bien connue évaluation du det(aH) ,

on trouve np valeurs pour k , notons par l,...,n_, tel que

P

det (a;, )#o(mod p) et dat(?ﬁk(gj))%é(mod p) 4 oﬁmi,j;k:l,aos,np

Done pour chague };::l,.,,,np on peut trouver i tel que
(p,aik):l . Mais /%JC}est une Q- rﬂpré>entation et 1a preuve
est terminée .(voir [%])

MHEORUVE 2. Soit G une groupe fini et supposons 2/|Gl.
Alors le nombre des XeIrr(d) avec (mQ('}’V),E):l est
supérieur & f=n,+l ,

PREUVE , Supposons que 0613"'2)bfi1 qui sont trouvés

par le théordme 1 sont les seuls avec la propriété que



Sl
(mﬂ(ib),z)zl . Notons alors le'Xt . Soit H un 2-groupe de
Sylow du groupe G et QA un carsctére lindaire de H tel que

A AL, et }2:1? ,6@::@9 et \§319 les caractéres induits par

f=1 ”ji
A et ‘Solt @“: ] &'Xt + o Gy IS et

~H ® e i A i=f Tk
Tl S
\U*-;éj b 7M + g%m bi7$i . Alors pour 1i2f &g et bi

sont divisibles par 2 parce Jque <§ et \¥ sont des g~représen—
tation -du groupe G.(voir [3]).

Avec les notations anterieurs , évidement qxgj):Qng):
pour g elements 2-regulidrs et différents de gy=e (Lfunité
de G), et <§( e )= ‘?(*‘” G:H] +  Alors

Zj( 5=b )Xy (g3)=0(mod 2% o Elaaes Bl
d'oll a;=b; (mod 2) parce que det(?@i(gj))#o(mod L

ﬁa’s par la théordme de réciprocité de Frobenius nous
trouvons a;=0 et blzl,'d>qc une contradiction .

COROLLAIRE 2 . Supposons 1?[@! et ?bi(g)eiﬁ pour

12l s i3 8 BLOPE au moins n

e

Ol

H3

2+l valeurs du k m}(?@k)xlo
PREUVE . Par la théordme de Brauer-Speiser (voir {41)
on & m@;(%)é2 pour tout XeIrr(§) ; parce que '?(,i(g)e R
on & toujours o/lal si lal#r .
COROLLAIRE 3 . Supposons 1GI#1 ; X, (g)e @ ol
1=l 08 el golt t le nombre des classes de cohjﬁgaison_
2-régulier. Alors pour au moins 141 carzctéres irreductibles
‘QQ(X;%ﬂJ En effet , dens cet cas n,=t . (voir [¥1)
OBSERVATIONS , Géndralement le nombre t+1 , done
n,+l, est le plus grand possible sans autres supposit?ons sur
G. Voir par eX&mplevaS3 5 ‘ tE

COROLLAIKE 4 . Supposons |G| = Zapb°.¢qc ol Py dvhid

nA+1

sont nombres premiers dg Fermat .  flors, pour au moins 5

caracteres irreductibles du groupe G on a mQ(EL)=1 0
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PREUVE . Il est bien connu que 2(p~1)...(g=1) est
divieible par m}z;{?{;) , pour chaque XeIrr(G) . (voir [31).
COROLIAIEE 5 . Supposons H4G , I abelien et
[a:3] =p™, ob p est un nombre premier . Alors pour ou moins

n_ caractdres irreductibles du G on & m@(%)#l M

PREUVE ., Par la theordme de Ito (voir [3]) on a que

‘_'X,(l)ﬁJm . Mais on a aussi m@(%)/ (L) .
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