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UNE PiTOPRIETE DE LA SOIUTION D'UNE CLASSE

D I I1SI]QUATIONS VARIATIONNETI,ES

par  AI iCA RADOSIOVESCU

t h i s  p a p e r  w c  s t u d ; '  a  c l a s s  o f  v a r i a t i - o n a r  i  n e . r : : - r r  i  Jr i u t r  _LJ . t sguc l J - l -  Uy
] r i -nd  and fo r  i t s  so lu t i -on  *  pnopre ty  r i kewise  er  rnax im
d e r i v e .  r r o r  i r r u s t r a t ' r n 5 ,  t h e  r e s u r - t s  i i r e  u p p l i e d  t o
porous  rned ia  p rob lems and"  to  obs tac le  p rob lems.

1 .  I n t r o d u c t i c n
I
i

L a  c l a s s e  d e s  i n d q u a t i o n s  v a r i a t i o n n e l l e s  q u i  e s t  a b o r d d e
d , a n s  t e  t r a v a i t  e s t  c i l r a c t 6 r i s d e  o ; " - ; ;  ; ; ;  ; ; ; t ; ; ; r ; ; " ' * = '

(
a ( u , v ) =  i g r a d u g r a d v d x

J " U

J L I

\ I . I /

e t  p a r  u n  e n s e m b l e  d e s  c o n t r a i n t e s  d u  t y p e  d . e  c e l l e s n r r " i
Y  

q r  c a y l r d -

ra i ssen t  dans  des  p rob lbmes  c le  l a  rndcan ique  c ies  f l u ides  pa r rn i  des
m i - l i e u x  p o r e u x  o u  d u i  t y p e  d e  c e r l e s  q u i  a p p a r a i s s e n t  d a n s  r e  p r o -
b l b m e  C c  I t o b s t a c l e .

.Dans  l a  p re rn ib re  pa r t i e  du  t rave r i l r  on  d .d rnon t re  I rex i s tence
e t  I t u n i c i t e i  d e  l a  s o l u t i o n  d u  p r o b l b m e  v a r l a t i o n n e ]  c o n s i d d r 6 .  o n
o b t i e n t  e n s u i t e  u n e  c a r a c t 6 r i s a t i o n  r € f i & r q u a b l - e  d e  c e t t e  u o t , r t i o *
( p r o p r i d t d  n o r r i r r i e i e  d a n s  1 e r  l i t t d r a t u r e  d e  s ; p 6 c i a l i t d ,  d a n s  l e  c a s
h o r n o g b n e ,  l - a  p r o p r i 6 t d  d e  r s u p e r s o l u . L i o n , , )  b .  l r a i d " e  d e  l a q u e l l e  o n
6nor rce  e t  on  d .dmon t re  l e  r6su l ta t  essen t i e l  du  t rava i ]  donnd  pa r
1 e  t h d o : r b n e  2 , r  r i n  c o r o f l a i r e ,  o n  o b t i e n t  u n  c e r t a i n  p r i n c i p e  d . e
maximi;rn

A  l a  f i n  d u  t r a v a i l  o n  c l o n n e  d e u x  e x e m p l e s :  I e  p r o b l b m e  d r e j c o u -
i e t i e n t  d f u n  f l u i o e  d  t r a v e r s  u r r  m i l i e u  p o r e u x  e t  l e  p r o b l b m e  d e
l r  o b s t a c l e ,  p a r  l e s q u e l l e s  o n  i l l l i s t r e  J ' a p p l 1 c . a t i . o n  d u  : r d s u l t a t
o b t e n u

L e  c a d r e  d - u  t r a v a i l  s e r a  l e  s u i v a n t :

S o i t  V  u n  e s p a c e  d e  l l i l b e r t  ( s u r  l e  c o r p s  i t  d e s  r 6 e l s )  e t  V '
s o n  d u e r l  ,  c ' e s t - t - c i i r e  I f  e s p a c e  d e s  f  o n c t i o n n e l - l e s  l i n d a i r e s  e t
c o n t i n u e s  s u r  V .  0 n  c i 6 s i 6 n e  p a r  ( . , . ) V  l - e  p r o d u i t  s c a t - a i r e  s u r  V ,
p a r  i l .  i l v  s a  n o r n e  e t  p a r  ( .  , ' . )  I ' r . r p p l i c a t i c _ r n  c r e  d u a . l i t 6  s u r  V r x  V .

So i t  a  :  V *V  - -  i t  u r l e  f o rme  b i l . ; - nda i r : e  eL  con t i nue ;  pa r  con .s6 -
q u e n t ;



\ L . 1 )

Soi " t  K

s o i t  f  u n

n n e l l - e :

( } . 3 )

(  l - . 4  )

u € .  K  t e l  q u e :

7 r ( i , Y - a 7  \  v e  l i

f" t tu> o tel que

un  sous -ensemb le

6 t , 5 m e n t  d e  V f  .  0 n

l a ( u , v ) \ a M  \ \ u t l u ' u v

convexe  o  ncn -v ihe

c o n s i d b r e  a l o r s  j  I

t \ v  , \  u ,ve  V

e t  f d r m d  d e  V .  E n f i n ,

i n 6 q u u t i o n  v a r i a t i o -

1[ 
t"o,tve.'

L  t (  , r ,  v -u  )

t r . l  [ o ] t .O n  p e u t  d d m o n t r e r  ( c f  .  L v J r  v r l  '

T h 6 o r b r n e  1 . 1  S o u s  l e s  h y p o t h b s e s  c i - d e s s u s
'  "  . a 1 l ' i  n t i  o r r e .  c ,  I  e S t - b - d i f e :a ( ' r ' )  e s t  v - e l l r l ; t / J q u s r  L

I  x > o  t e l  q u e  a ( v , v ) z x \ l v l \ v v € V

l a  f o rme  b i l i nda i re

de  f ron t ib :  e  ? f r  r6gu l i b re .

d e  S o b o l e v  d e s  f o n c t i o n s  v  t e l l e s

, s l
t .

I
t
!

a l 0 r s  I ' i n t i q u a t i o n  v a r i a t l o n n e l l - e  ( 1 . 3 )  a d m e t  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e '

L ' o b j e t  d u r  i r a . v a i l  s e r a  c o n s t i t u 6  p a r  u n e  l n 6 q u a t i - o n  v a r l a t i o -

n n e l l e  d u  t y p e  ( 1 . 3 )  d a n s  l a q u e l l e  l a  f o r m e  b i l i n 6 a i r e  a ( ' , ' )  s e r a  '

d d f i n i e  p a r  ( l . l ) .

D a n s  l - a  : l . i t t 6 r a t u r e ,  l e s  i n d q u a t i o n s  d u  t y l r e  ( 1 . 3 ) , :  s o n t  a p p e l 6 e s

r les  in6quat i - r :ns  var ia t io r ine l les  de  pren ib re  espbce (c f  . ' i 8 ] )  e t  e1 l -es

^  ̂ -+  ^^A^- r  r - i  lues  aux  ph6non ier res  ls ta t  j -onnr r i res  .
D t . . , I 1  U  D y s u r r r Y 4 v u

2.  La  f  o rmula t ion  du  pro l l ' bme ; .  i ' ex rs tence e t - - l  ]
de  l -a  so lu t i on

Sci t  f t  un
^ 1 t .

UI I  L r s  D  r6 r lE

ouvert  born6 d"e H.t ,

p a r  H n  ( . C L )  1 ' e s p a c e

/ f  1 1 a .
Y 6 v .

(  2 . 1 )

( ? - . 2 )

H n  ( f L )

\ \ ' \ \ , r  l -a

v ar? ( .CL) et  *  ur " ( r l )
' d n r

r - l  /  n
I - r  t  u ,  .  .  .  , L L

o f r  1 , " ( fL )  es t  l f  espace  des  (c lasses  de )  fonc t i ons  d 'e  ca t r6  sommab le

sur  5*L et  o i . r  les  ddr iv6s f f i  
sont  pr ises au sens des d is 'br ibut ions

I

sur  (L  .  l , lun i  du  proc iu i t  sca la i re :  - - "  ' : '

( u , v ) n  =  l r  "
.CL

e s t  u n  e s p a c e .  d " e  l i i f b e r t .  C o m r n e  d r h a b l t u d e ,  o n  d 6 s i g n e  p a r

norme g6n6:r :6e par l -e prod,ui t  scal-air :e ( '  
"  I  

et  par \  \  n

, n r
t ^

- '--- t 'du 'dv
d x * + J * e x i o x

i = A  ? L



- 1 - "
i

l a  sen inor :me sur  l la  (n - ) .  Auss i ,  on  d"6s igne
n l t  r \  \  - r - - .  " A / 1 - 1  \U ^ ( - ( L /  O a n S  i i  \ r L . , / .

-  
' ^ -  . l -  " / u  A  r  - , , * r r r n .  \ '  1 .  .var :  I  :  l i  (J  L)  - "  i l ' ( 'd_ l t_ ;  on ddsi i ,ne I

d  t  ord"re z6ro t [ 'C 
"  

I  =u/AS'  qu i  ,  c  onf  onnbr i rent
/  t - - ' \  \  ' -
(  L l l ) ,  e s t  1 i n 6 r ; i r e ,  c o n t j - n u  e t  s u r . i e c t i f  .

l {ous  cons id6rerons  ensu i te  une cer ta lne
q u i  c o n s t l t u e r a  1 ' o b j  e t  d  ' d t u d  e  d u  t r a v a i l  "
d-6rons cl tabo: 'C 1e sui-vant sor. t .s-ensemble de
d t e n s e r r r b l e  d " e s  c o n t r a i n t e s  :

- - 4 ,  n .  -n r l z r  H ' (  ( ) )  ' l q  
C l $ t u f e  d . ei , * *  r r o \ _ \ L r l  f c

' o p 6 r a t e ' u r  d e  t r a c e s
au thdorbrne  d ,e  t races

indquat  1on var ia t  ionne l le

.Pour  ce la ,  nous  co l l s . i -
^ -

r r ' r l a \  \  ,t i  ( J  L  )  q u i  j  o u e  l e  r 6 1 e

o i r  g  es t  une fonc t ion  donn6e b ,  va leurs  rde le ,c ,  dd f , in ie  sur  ? -O- ,
l - e s  p r o p r i d i ; 6 s  d e  r 6 g u l a r i t 6  s e r o n t  p r e c i s 6 e s  u l t d r i e u r € j i i € r t .
I ' {a in tenan. t ,  nous  supposons que -  s tannu le  sur  un  sous-ensenb le
g u l i e r  e t  o u v e r t  t  d . e  ? [ ,  a v e c  m e s u r e  s t : i i c t e : n e n t  p o s i t j - v e  e t
g  V o  s u r  2 - c L .  A v e c  c e s  s u p p o s i t i o n s r  o n  o b s e r v e  q u e  a , u r r o e m b l e
p e u t  s ' d c r i r e  s o u s  l a  f o r r ; r e  3

( 2 . 3 )

( )  / \

o u

\ 2 . ) )

K  =  [ t a ] i 4 ( ^ C L )  ;  v = r ;  s u r  ? C L  e t , v  > , o  p . p .  d . a n s  e ]
L  

u  

\  

' -  r - "

(  - " -
I l  =  

l t  
-  V  ; ,  v= i3  sur et  Y 7-  o  p .p,  c lans .aL l

= f " e t { 4 ( ] } )  ;  v = o  s u r

d n n *

r e -

que

1!

r;

r \' o  
l

e t  f ^  es t  f  i n te5 r ieu r  de  ?n - \  L . .
f n t r o d u j - s o n s  s u r  I l ' ( - O - )  f a  f o r m e  b i l i n d a i r e :

/  ^  r  \  , rA  ,  a^  \  r r  I  f  n  t  n  .  \  /  l '( z . b  )  I I  ( j L )  x  I {  ( l L )  ?  ( u , v )  - - +  a ( u , v )  =  \  e " * A  u
jL

et  ,  pour  f  d  onn6e dans  , t  ( fL  ) , ,  cons ic le l rons  la  su j -vante
v a r i a t i o n n e ] 1 e :

. r n - A  A - -  r
6J AU V \ I-d.  q

. a
l h o d t l D t l n hv r v t t

\ ( . l ) i t r o u v e r  u €  K  t e l  q u e :

e i ( u , v - u )  >  ( t r v - u ) , ' d  v €  K

2
o i r  ( , , . )  e s t  l - e  p r o d u i t  s c a l - a i r e  u s u e l  d a n s  L ' ( J L ) .

P r o p o s i t i o n  ? . 1  - D e L n s  l e s  l . , y p o t h b s e s  c i - $ e s s u s  e  s i  g  a H z  ( ? f t )  a l - o r s
f  i n 6 q u a t i o n  v a r i a t i o n n e l l e  ( 2 . 7 )  a d m e t  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e .

D e i m o n s t r a t i o n

J' lous d6montr"ons que nous nous sl tuons dr. lns les hypothbses du



t h 6 o r b m e  1 . 1 .

O r r  v e 5 r i f i e  i r m 6 d i a t e r r t e n t  q . u e  I t e n s e m b l e  K  e s t  c o n v e x e .

l i ious  rnont rons  qu t i l  es t  fe r rne j  en  cho is issant  une su i te  1vr , )c  X

avec  v .^*+v  c lans  H4( -n* )  e t  en  d6non-bran t  que.  vGK.  Pu isc iue  
" ; *  "n

dans  I I4 ( -CL) ,  i I  en  r '6su l te  que vn- - t  v  da l rs  t - ( fL )  e t  a lo rs  i I

e x j - s t e  u n e  s o u s - s u j - t e  v ^ . .  d e  l a  s u i t e  t .  t e l l e  q u e  v ^ .  c o n v e r g e
n ^ r . , ^ * r r o l 1 o r n o r 1 f ,  p . p .  c l a n s  J L  v e r s  v  ( v o i r  t  L \ ,  p A r  e x e r t p l e  )  .  A . y a n t
I J v r a v u u v l t r u l i r \ / a l v  y . y .  q u 4 I U J L .  t  \  r v 4 *  L * - \ t  I r * *

- \ r  f r r ) > .  l . t  n n , y r  n - ' c q n r r F  t ^ r 1 f  X C - C L  C & 1 .  v  r _ V  j t  A h  r d s n l J : r .  ( . l n pU u f i ,  \ X J , / . /  V  p U L { I  p - t c r > t l t t ( ,  U L , L t !  - d .  \ :  - \ L  U c , . , J .  V q \ , s  I \ t  l I  u r L  I s r " t t t - L l , , r . :  V . ( I g

l r r  I  i m i  t e  n o n c t u e i l e  v  d . e  l a .  s u i t e  v , . r .  a  a u s s i  l 4  6 A r n o  n v ' n n - n {  d t d
!

d o n c :

v T r O  p . p "  d a n s  f li 2 . B )

\ < . ) )

Pursque  1 top6r? teu r  de  t races
e tu  de  p lus  ,  T l '  ( a f t )  c  Lz  (an - )
l n  . n n r r o ' i . s a n n e  V  - ' t  V  d a n S  I { 'r e  v v r l Y  v r b v r r v

{ v * - -+  {  v  dans  1 , "  (4 ( ) ) .  , , . a i s\ n 0

{ t = g

I

i
r '  . . 4  u  n ' r  ,  - , 1 ' r ^ n t

{  :  I I  ( J L )  - ?  I I ' (  A J L )  e  s t  c o n t l n u\
p \ / o r - .  - i r r - i o n t i ^ -  n n r * - i n r r o  a l O f S  d gr r l u v  t

( - (L )  nous  ob tenons la  conver 'gence

{ v  = A  c a r  v  e  K  e t  d o n c ;$ n n

D e  ( 2 . 8 )  e t  ( 2 " 9 )  n o u s  c o n c l - u o n s  q u e  v € K  e t  d o n c  K  e s t  f e r m 6 .

i \ , ion t . r 'ons  main tena,n t  que l f  ens ;embl -e  K  es t  non-v ide .  $o i t  Een^  ( r r - )

u n e  f o n c t i o n  a y : a n t  l a  p r o p r i 6 t 6 :  ' [ ' E = g .  I ]  e x i s t e  u n e  t e ] l - e  e x t e n -

s i o n  d e  g  p u i s q u e ,  c o n f o r ; ' n e S n r e n t  b  l t h y p o t h b s e ,  5 €  I I % ( a J ) - )  e t  I t o p d -

ra teue de  t races  ' f  :  l i n  ( -CL)  - - t  T I ' / ' (A f l - )  es t  sur jecb i f  .  , ' r . lo rs  E j
s u p ( 6 , 0 )  e s t  a u s s j -  d a n s  l l n  ( J a )  e t ,  6 t i c l e n r n e n t ,  E * > O  p . , p .  d a n s  - a L  .

P o u r  p r o i r v e r '  ' i u . e  ! * a K ,  i t  f a u t  e n c o r e  v 6 r i f i e r  q u e  " [ ' g : g :  c e  q u i

e s t  f a c i l e  A  v o i r :  { S J s u n (  {  g , O ) = s u p ( B , O ) = B  ( c o n f o r m 6 r r i e n t  e  t ' h y -
n o ' L h b s e  p ' 2 o  s u r  6 I ) * i  "  i i n  c o r r c l - u s i o n  ! ! X  e t  d o n c  K  n t e s t  p a s  v i d e .t ) / -

Le proc iu i t  sca la i re  ( -  , '  )n  de  t l ^  (n - )  inAu i t  sur  V  une s t ruc tu re
d r e s p a c e  d e  l { i l b e r t  s u r  l e r t r u e l ,  d e  p l u s ,  } a  s e m i n o r r n e  \ - \ n  e s t
6 n r r i r r n l o n i o  ; ,  l a  n o r m e  l \ . , l l n  ( c f  . [ + j ,  p a r  e > l e r a p l e ) ,  c t e s t - b - d i r e :

( 2 . 1 0 ) ]  ' * . 7 o  t e l -  q u e  r r . \  u \ o  l = t t  u \  ^ 4 , r \  u \ , r  ,  \  u  € V

P o u r  p o u v o i r  a p p t i q u e r  l e  t h 6 o r b m e  1 . 1 ,  i l  f a u t  e n c o r e  d d m o n t r e r
q u e  l a  f o r m e  a ( ' , , )  e s t  b i l i n d a i r e ,  c o n t i n u e  e t  V - e l l i p t i q u e .  L a

b i l i n d a L r i t d  e s t  i r n n e S d i a t e  e t  l e i  c o n t i n u i t 6  s e , :  d d c l u i t  b  1 ' a i d e  d e

1 I  1ne, .a l i t  6 o.e Sch' ,vart  z :
' - r n

(2 . r . r )  a (unv)  =J  > ; f f i t *
_ _ \ L  I = i \

. n 2- {' ,. n , .,i/t,
.  f l  { / o u \  " \ i l  <  t ? v \ - u * \  =o" ' } r= 

^ \%) 
*)  \ ) '31 ' ) " t )  t

-sf -(rr-



t:

\  "  I  n3  \ \ u  \ \ ;  \ l v  \ \ n , \  u r v G - v

P u i s q u e :

( 2 . r 2 )

t , 1=  l U l

a ( u ,  u )  =
7  - \ - .  n  . L

\ s-fhl_\- ^ '
J  7 l - \ g x u )  

* X  =  t u \ , r
-st- 1- 4 r

d n  1 1 + i - l i - ^ - +  " l ^
u I l  L { L ,  J - J : I l t d I I L  L i , d o t r w i b m a  i - d ^ r r n * - i ^ ' -  l a ' t r r  \q . J u ^ r s r ! s  J - r 1 E g l - { d .  u - L L l l l  \ 4 .  L v  )  ,

'  \  u e V

nous  ob tenons :

c i r a p p l i q u e r  I e  t h 6 o r b m e  1 . l
I

a  , ' n e  s o l u t i o r i  e t  c e t t e  s o -
l

L  r . i( 2 . L 3 )  a ( u , u ) ' >  - \ - - .  \ \ u  \ \ *  ,  
' $  

u €  V
d \ L '  

t . 4

d o n c  l - a  V - e l l i p t i c i i d  d e  a ( '  , "  ) .
l f a in tenen t ,  nous  so [1mes  en  mesure

q u i  n o u s  a s s u r e  q u e  l e  p r o b l . b m e  ( 2 . 7 )

l u t i o n  e s t  u n i q u e

?  D r ^ - - ;  A - t s A ^  ^ ^  ' t  ̂  ^ - . r . . ! i
) t  r I U p I ' I t i u e i i  t - l e  l c i  S O I U t r l - O n

0 n  v a  m o n t r e r  c i . - a p r b s  q u e  l a  s o l u t j - o n  u € K  d e  I t i n 6 q u a t i o r r - ,
v a r " i a t i o n n e l l e  ( 2 . 7  )  a d m e t  u n e  c a r a c t d r i s a t i o n  i n o 6 p e r r c i a n t e  d e  l a
f o n c t i o n  g  q . u i  i n t e r v i e n t  d a n s  l a  d 6 f i n i t i o n  d e  I ' e n s e m b l e  K  d e s
c o n t r a i n t e s .  D e  f a g o n  p l u s  p r b c j - s e ,  n o u s  d 6 m o n t r e r o n s  q u e  u  s a t i s -

\ r . . ,f a i t  a  I t i n i q u a t i o n  ( 3 . 4 )  q u i  e s t  u n e  i n 6 q u a t i o n  v a r i a t i o n n e l - l e
d o n t  t r t e n s e n b l e  d e s  c o n t r a i n t e s  e s t  c o n s t i t u 6  p a r  c l e s  f o n c t i - o n s
n o s - i  t i  v e s r  c l a  H :  ( f L )  .

O '
l , t rous  dds i6nons par  K , ,  I tensemble  su ivant :

K * . =  
l * .  

H 4 ( - f t ) v  e .  I (  e t  J  t  G i i * te1s  que\ ) . L ) , u . r= t ( " -u ) ]. - l
9 r

o i r  u  e s t  l a  s o l u t i o n  d e  ( 2 . 7 )  ,
L t e n s e n i b l e  I (  6 t a n t  c o n v e x e ,  n o n - v i d . e  e t  f e r m 6  d e  l I 4 ( J L ) ,  i l  e n

1 6 s r r l t e  . q F l r q  d i f f - i n r r l i i  ^ i r ^  I  f  z r - a n - , - - r ^ -a c D q r u c r  D d , r . L r  u r r a r u u - r r / c ,  q u e  l f  e n s e i i , b l e  K , . ,  a  ] - e s  n i 6 m e s  p r o p r i 6 t 6 s :

I ( r ,  es t  non-v ide ,  convexe e t  fe rm6 d .e  I {a  ( -CL i
r ' 1 h a  n z t r -  +  - . i  ̂ -  a  I  1 r  / ^  r r {  /  , r  \v u D U - l  v u u - L U r - r  , . 9  A u L  t 1 o \ l  L / .- _  

E "  
" f f - t ,  

d r u n e  p a r t  s i  v u 6  K , ,  a l o r s  w € . K  e t ,  d . e  l - r a u t r e  p a r t ,
^ / up u j - s q u e  w = t ( v - u - )  a v e c  v € .  K  e t  t - e  R ^ . ,  a l o r s  w = -  O  s u r  ? - C I  c a r  \ r = g = : g

sur ?-()*
O b s e r v a r t i o n  l _ : 3  S i  w r , w . ( - -  I { u  a l - o r s  l v i + w z e  } ( u  d o n c  K u  e s t  u n  c 6 n e .-

V ra i rnen t ,  e i r  t : a i son  de  l , : r  d6 f  i n i t i on  de  l t e i i sen ib t  o  T (  ,  ^y . t  d6J r u  , t l l  J  v I 1  L : g -

d u i t  q i r f  i - l  e x i s t e  v n  , v . e  K  e t  ] e s  n o i n b : : e s  r ^ ,  ? L >  o  t e l s  q u e  l v i =
=  t . .  (  v ;  - u  )  ,  i =  L  r ? . .  t t l o r s  r  :

J- t-

w 4  + w a =  t n  v {  +  t r v "  - u (  . n  + t . ) =



c - 1
t -  -  \  \  t ^  t "  ! l - \  . ,  - , ,  I=(L,r +z) \ ;-1; vn n (r- 

;:;?;i 
u. -*J

L  - ^ , - 4  ^

^ !  , -  t r  t 1  q ^  \ - '  i 1  a h  f d S U l t e  V G K
P o s a n t  t =  L r * t r .  e t  v  =  

; - ; '  
v n - f  t t -  ; ; - l v '  I  r - L  c r r  - L s D u r r u u  v  r q r !

* \  t t -  \  c t  T  Z a

n u i s q u e  g <  - - l J - a  1  e t  r r e n s e m b l - e  K  e s t  c o n v e x e "  E n  c o n c l - u s i o n ,  i f
Z  I  1 -  t . 2 .

e x i s t e  v e  K  e t t i >  O  t e l s  q u e , w n * w . . = a ( v - u ) ,  c f  e s t - b - d i r e  w { + w a €  K u '

n - ^ ^ -  - .  - , :  + - .  ̂ . ^  2  C e  l t i n 6 q u a t i o n  v a r i a t i o n n e l l - eP r . n n n q i  t ' r  o n  J . 1  S o i t  u  e  K  l a  s o l u t i o n

( D  u r \  S n . i t  K  l t r r n q c r n h ' l  o  d d f i n - i  n a r  ( 3 . i ) .  A l o f s :
\ 1 o $ )  o  D U 1 U  

" U  
I  s l l D s r r r v r \ '  Y * -  \ -

I

a ( u , v , t )  >  ( f  , w ) ,  \  *G K. .3 . 2 )

Ddmons trat j .on

S o i t  r v € K , r r  1 1  e x i s t e  a l o r s  v '  K

L ' i n 6 q u a t i - o n  v a r i a t i o n n e l - 1 e  ( 2 " 7  )  e s t

p l i a n t  c e t t e  i n d g a l i t 6  p a r  L )  O  e t  e n

:rLt6 d-e l -a for ine n( '  f  )  et  d-u produi t

o b t  i e n t  ( 3  . 2 )  .

I lemaro ! .e  On peut  d6morr . t re r ,  de  fa ;o 'n  gdn6ra1e,  }e  rdsu l - ta t  su j -vant r

(vo i r  tg ]  I  :  1 '  j -n r5quat ion  var ia t ionne l le  (L t :3 )  dqu ivaut  au  prob lbme:

. r- ^ t , _ , . , \ x  /  + , , , >  .  \ V r r € K . _a \ u r . v v )  / ' r \ L r u v  
u

oLi

f r - '
K  =  )  u r c l r  . f r r r -  - r l  

e t  1 t 7 O  t e l - s  q u e  w = t ( v - u )  l, t , l - I Y v s Y  t J v q r \

E n  c o n s 6 q u e n c . e ,  l &  s o l u t j - o n  u , € . K  d . u  p r o b l b m e ' ( 2 . 7 )  s e ; t i s f a i t  A

l , i n d g a l i t d  ( 3 . 2 )  ' p o u r  t o u t  w  e  K u ,  l ; l a i s  l - ' e n s e m b l - e  K o  d d p e n d  d e  t au
f o n c t i c n  u  b  l a q u e l l c  i l  e s t  a t t a c h 6 .  C e t t e  d 6 p e n d a n c e  e s t  a p p a r e n t e

c o m n e  i t  r ' 6 s u 1 t e r a  d e  l r i n c l u s i c n  s u i v a n t e :

(3  .3 ;  I ( , ,  ) l I j ( -O )  . ;  w2.  a  p - 'p .  dans  - -O l

p o u r  d d r r i o r r t r e r  c e t t e  c h o s e ,  s o i i  ' w e  I I J ( - ( )  )  a v e c  w > .  O  p . p .  d - a n s - i i

So i t  v=w+u c i t  u  es t  ta  so lu t j -on  c le  (2 . ' ( ) .  I , lous  avons  a lo rs  d -ans  i ' I

w > O  e t  u 7 O  d , o n c  Y 7 .  O  P . F . . , d a n s  0 - ,  e t  s u r  l a  f r o n t i b r e  d e  A p  Y r = O

e t  u = s  d o n c  v = ' 6 .  C o m p t e  t e n . u l . . r i e  ' i a  d 6 f i n i t i o n  (  2 . 3 )  d e  l f  e n s e m b l e

K ,  i ]  i t d s u l t e  v €  i ( .  P a r  c o n s d q u e n t ,  e n  c h o i s i s s a n t  L = I r  i ]  e x i s t e

v C K  t e l  q u e  w = L ( v - r t ) .  C o n f o r m b m e n t  b  l a  d 6 f i n i t i o n  ( 3 . t )  d e  l r e n -

semble  I (  -  nous  ob tenons w r  ",  u  
s  9 u u e r l u r . L s  w  < r \ u .

j - t e  t a  p r o p o s i t i o n  3 . I  e t  d e

p r o n o s i t i o n  3 . 2  S o i t  u € K  l a  s o l u t i o n  d e  I ' i n d q u a t i o n  v a r i a t i o n n e l l e
r  r  v  f / v u !  /

( D  . z \  A i ^ t , . . .
\ a r  |  /

i: '
e t  2 . >  O :  t e l s  q u e  w = e . ( v - u ) .

i

vra ie  four  ce t te  v .  l , Iu l t i -

u t i l i san t  ensu i te  l -a  l in6a-
. - L l n \

sca la i re  dans  |  ( l  L )  ,  o r r

f _

i * o

I

1 '  j - n c l u s i o n  (  3 .  J  )  ,  n o u s  a v o n s  :
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Th6orbn ie  3_ ._ l  $o i t  u  la  so l -u t ion  de  I t indquat ion
-  i .

S o i t  h  €  l i  
' ( - C L  

)  q u i  s a t i s f a i t  l e s  c o n d . i t i o n s  ,  "

( 2  t r \

( 3 . 6 )

( 3 . 7 )

- - - 4 , n .
r r r F  H  /  (  \  \  o a ' n n  r r r \  A  h  n - . -  nv 7  !  1 1 ^  \ _ \  r _ , /  d , v  g u  w  ,  v  P .  P .  o a n s  * \  L

U

V a r i a t i o n n e t l e  ( Z . T )
' t

( 3  " 4 ) a ( u , w )  2  ( f  , w )
\ l
Yt

t !

] leJarqpe Une fonc t i_on uG

(

J Sraa u grad
*n_

s t a p p e l l e  ( c f  .  [ " 7 1  r  P ^ a r  e x e r n p l e  )  s u p e r s o l u t i o n  p o u r  I ' o p 6 r a t e u r  A
d 6 i i n i  p a r :  - A '  =  '  A -  1  q F ) .  s e l o n  c e t t e  d d f i n i t i o n ,  n o u s  o b s e r -e * j  t  

? x i
v o n s  q u e  l a  p r o p o s : . t : - o n  ) . 2  a f f i r m e  q u e  l - a  s o l u t i o n  d e  l r i n d q u a t i o n
v a r i a t i o n n e l l e  ( 2 . 7 ) ,  d a n s  l e  c a s  f = 0 ,  e s t  L l n e  s u p e r s o t u t i o n  p o u r
I  I  nnd r  a f  a r r r , , .  l .  d6 f  i n i  Co t rune  d .eSSuS "

q u u u r  ;  L l g D i 5 u s o  

i

Nous so lnmes main tenant  dans  la  possess ion  de  la  carac tdr lsa- f  ion
d d s i r 6 e  d . e  l a  s o l u t j - o n  u ,  s u r  u n  e n s e m b l e j  d e s  c o n t r a l n t e s  i n d 6 p e n -
dant  c ia  la  fonc t ion  donnde g  e t  nous  sor rmes en  mesure  de  d ,dmoni re r
1 e  s u i v a n t  1 6 s u l t a t  e , s s e n t i e l :

I I^  ( -O )  te t l -e  que:

w d,x  7  o , \  une r i j ( - (L)  avec w>O p"p.  fL

A l - o r s  u 4  h  p . p "  d a n s  - f i - .

e ' @ C o m p t e t e n u c 1 e s } i y p o t h b s e s f a i t e s a u d 6 b u t d ; t r a -

y a i t  s u r  8 ,  i a  c c n d . i t i o n  ( 3 . 7  )  p e  u t  s ' 6 c r i - r e  s o u s  l - a  f o r m e  d q u i v a -
- l  

o n l a .

\ J . t J / > A  s u r

2r I sur

D d m o n s t _ r a t i o n  o . u  t h 6 o r b m e  3 " 1
s o i t  v = m j - n ( h r u ) = u - ( u - h ) +  o l r , r *  e s t  l - a  p a : : t i e  p o s i t i v e  d e  l a

fonc t j -on  v .  Nous avons  vG Hn( -CL)  pu lsque l -a  par , t je  p ,o -s i t i ve  d rune
fonc l ion  de  Hn(J) )  es t  encore  c lans  i l4  ( iL ) .  Se log  r ,Les  hypothbses
( 3 , 6 ) ,  ( 3 . 7  )  s u r  h  e t  l e s  p r o p r i d t 6 s  d e  u  c o l n m e  6 l 6 r n e r . r t  c r e  l f  e n s e m -
b l e  K ,  i l  z ' 6 s u 1 t e  v 2 , , o  p . p .  d a n s - 0 -  e t  v = g  s u r  2 - f l e t  c i o n c  v e K .
c e l a  n o u s  p e r m e t  d e  r e m p l a c e r  v  d a n s  ( i a , . T ) ,  d t o i r  o n  o b t i e n t :

r

r
t .

r
l n(
t .
L n

a ( h , w )  2 . .  ( f , w )  , q w e H j ( f L )  t  v , v 7 . - a  p . p .  d a n s  _ O

h2.O p .p"  d .ans  J . )

h 7 z 8  s u r  ? A

( 3 . 9 ) a ( u , - ( u - h ) - )  >  - ( f  , ( ' r - r t ) + )



De l rau t re  par . t ,  pu isque la  d i f fd rence"  d 'es  d 'eux  fonc t lons  de  K

-  - - 4  r  r
es r  dans  ' ^ t . rL ) ,  nous  ob tenons  (u -h )n . '  H l ( -n - )  t * l  (u -h ) *=u - t t  

: *
U  -  . +  -  - 1  - - - -  f \  T t -  ^ r ^ h o n +  \ , 1 / -

urve  K"  De m6me,  nous  avons  (u - ;6 )+>.  U p .p .  dans  j l  '  En  prenant  \n / :

= ( u - h ) -  n o u s  r l v o n s  r l o n c  w G l l ; ( 1 r L )  e t  w 7 . A . p . p .  d a n s  - O  € t ,  a l o r s ,

en  u t  i l i san t  la  : :61at  ion  (  3  '  t  )  '  nous  ob t  enons  :

( 3 . r 0 )

/ -  r r  \
U o - ! r /

( 3 . 1 2 )

a ( h - , (  u - n ) + )  v .  ( f ,  (  u - t r ) + )

P a r  a d c l i t i o n  d e  ( 3  " 9 )  e t  ( 3  ' 1 0 )  '  i l  r r i c n t :

a ( u - h ,  ( u - h ) - )  4  O

'  Itemarcluons maint ei:ant

p rop r i6 t6  :  a (  v+  , v -  )  -0  ' $

Ce la  imp l iqueo  g r0ce  b  l a

- " 1  J \ l l
J  4 , /  \

H o (  C t - ) c  v  e t  a l o r s , d e  ( 3 " L 2 )  e t  ( 3 . 1 1 )  n o u s  o b -

q l re  la  fo rnre  b i l i r l6a i re  a ( '  , '  )  a  la

v e  I I ^  ( f t )  e t  d , o n c  a i ( v r v " ) = a ( v * , v J  ) , \ *  
"  

G H n ( - . 0 D  '

V - e l l i p t i c i t 6  d e  a ( '  , '  )  ,  q u e :

+ a(v ,v+)  ; ' l  v  c l i^  ( .CL)  avec t ' *e  v

-  + .

a ( u - h , ( u - h ) - )  (  0

'  /  '  t ^ \ * tIia ]-s (. u-n / q

t  enons :

/ ^  a ^ \

\ ) . r ) )

,)
,  t t  '  ,  r t l i  /. ^ . i l  t u * n /  l t v  \

c e  q . u i  i m p l _ i q u e  ( r i - h ) + = O  p . p "  c l n n s  1 I  ,  c t e s t - d * d i r e  u 4  h  p . p '  d a n s

fL .  Le  th6crb i re  es t  a ins i  d .dmont rd"
Z  z  A  r  '  a ,

Quarrd  la  fo r : . t ion  f  (L '  (J l )  donnde es t  n . lga t ive ,  on  ob t ien t  une

cons6quence de  ce  theSorbrne  So l ls  l -a  fo r i ' i e  d 'u  su i ' ran t  p r inc ipe  de

maxlmuni:

Cg l .q_ l lg i re  l . l  So i t  uc  K  la  so lu t ion  de  f  indquat ion  var ia t lonne l le

( 2 . 7 )  p o u r  f - (  o  p . p .  d ' a n s f t .  s i  l - a  f o n c t i o n  g  d e  # ( a n - )  e s t  m a -

j o r 6 e  d t u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  N  a l - o r s  u *  l d  p ' p '  d a n s  f L '

@
0 n  a p p l i q u e  l e  t h 6 o r b n e  3 ' 1  p o i r r  h = N '

Olsegyg l i *n  3 -1  L 'hypothbse f  <  O p .  p .  d -ans  -CL Au co*o l l -a i re  c i -

- d . e s s u s  a  l a .  j u s t i f i c a t i o n  s u i v a n t e :  p o u r  p o u v o i r  p r e n d r e  } a  p l a c e

d e  h  d a n s  l e - b h 6 o r b r n €  J " l ,  l - e  n o i n b i : e  N  d o j . t  v d r i f i e r  l r t r y p o t h b s e

(  3  .5  )  qLr i  rev  j -en t  b :

& ( 1 { , w )  >  ( f , w ) , ' *  v r € } i . t f t ) ,  w 7 o  P " P '  d a n s  . C L

x{ais a(N'w)=0 "?;,),":*,"""*"lT;ilH,-: ;i l*n.n. dans -r}
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A  l i - n o , - 6 n J r r - r l  i  s n t i  o n  r i t t  n r o b l , b m e  (  2 . ? )
L F  t  U I l U  l . - , v r r e : w I I U e  i '' . - _ 1 1 ,  . .  -  . f f

Not re  bu t  es t  ma in tenant

i ln  fa i t  on  va  cons iddrer  le

c o n t r a i n t e s  s o u s  l a  f o r m e :

€  I I ' ( f L  )  ;  v = t  s u r ' } f L  t  v  7 v  p . p .  d " a n s  l L

a v e c  g  e t  V  c l e s  f o n c t i o n s  d o t i n 6 e s ,  r 6 g u 1 " i b r e s ,  d 6 f i n i e  s  s u r  a f l  '

respec t ive ; ien t  duns  .CL .

,Nous mont rerons  que d .e  te I les  indquat ions  var i .a t ionne l les

a d n e t t e n t  c e s  s o L u t i o n s  u n i q u e s  e t  q u e  p o u r  c e s  s o l u t i o n s  o n  p e L l t

met t re  en  6v idence une propr i$ td  ana logue a  ce l le ' *donn6e par  le

t h 6 o r b r n e  J . I  .  e t  1 e  c o r o l l - a 1 r e  3  ' I  '

p l o p o s i t i o n  4 . f  S o i e n t  ( }  r o r a
-,#---.-::-

une f onc t ion : tr;' €li l*Qln(re:aonn6e

d6 f  i n i  co tnme d .essus .  i i l o r s  1 l

d  t  d t e n d r e .  l e s  r d s u l - r , a t s  o b t e n u s  a u  
' S  

J .

p r o i r l b m e  ( ?  . 7  )  s u r  d e s  e n s e m b l e s  d ' e s

e t  f  con ime  i f , u  bZ  p r ,6c6den t .  So ien t

t e l l e  q u e  V :  O  s u r  a i l  e t  K ( g ' 9 )

indquat ion var la t ionnel ie :  ;

1
I

J

I

I

\ + . 2 )

a r l m e t t e  u n e  s o l u t i o n  u n l { u e .

Ddmons t  ra t  ion

O ; " € , r v o n s  o ? a b o r d  q . u e  1 ' e n s e m b l e _ K ( g r V )  p e u t  s ' d c r i r e  s o u s  l a

f n r m o .
f  v r  r r f v  t

( 4 . 3 ) p. p "  d"ans

t  t rouvey  u  €  K(  Br .1  )  ' te t  que . i ] l

I  & ( * , v - u )  >  ( f , v - u ) -  , V  v G K ( g , Y )
L  

J i  : :  '

l:.\
Jt c ( g , V )  =  

l v  
6 V - ;  v = g  s u r  I " o  ,  Y  ? r *

o i :  V  e s t  l t e s p a c e  d e  H i t b e r t  d 6 f i n i ' p a r  ( 2 . J ) .  . O n  a ' " ' : * d ' i i i o n t r d  q u e

l a  f o r r a e  b 1 l i l r i a i l e  a ( . , .  ) ,  q u i  l n t e r : ' r i e n t  d a n s  ( 4 . 3 )  e t  q u j -  e s t

d 6 f i n i e  p a r  ( 2 . 6 ) ,  e s t  c o n t i n u e  e t  U - " 1 ] i p l i q " 3 '  ? o u r  o b t e n i r  l - e

rdsu l ta t  6nonc6,  i l  res te  b  d6mont rer  (con formbment  au  th6orbme

- f . l )  q u e  I , e n s e r n b l e  t i ( g , V )  e s t  c o n Y e x e ,  n o n - v i d e  e t  f e r m 6  d " e  V '

L a  c o n v e x i t 6  d e  K ( e , ! )  e s t , l r n r n d d i n t e  e t .  l a  f e r r l e t t i r b  e s t  u n e ' c o n -

sdquence d .u  fa i t  que tou tg  su i te  convergen 'be  d 'ans  l l ^  ( {1 r - )  con t ien t

u n e  s c u s - s u i t e  C o n v e f s ; e n t e  p o n c t u e l l e n e t t t  p ' p '  d a n s  f L  (  o p  u t i l i s e

le  m6me ra isonnement  a ,u  ce lu i  u t i l i sd  dans  ra  d .6mo 's t ra t ion  de  la

p r o p o s i t j . o n  2 , 1 ) .  P o u r  c r d m o n t r e r ' . i u e  1 ' e n s e r i t b l n  K ! 8 , \ l )  
l : n " t  

p a s

v i ,J ,e  p6 ; r . tS  cons id -drc rons  o t  I i '  ( . i  . .  )  uno ex ienJ ; ron  de  gr ' .  I I f t (3 ' i1 )

d o n n 6 o  p a r  l e  t h d o r b m e ' J e  t r a c e s  ( v o j : ' l a  d d m o n s l ' : ' a t i o n  d ' e  } a  p r o -
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deS f lu ider ;  h"  t : : 'ar re i :s  1es  r n t _ I l - c u x  D o r e u x

'  
Cons iddrons , . , le  p r :ob lb rne  d  t  dcou lement  s ta t ionna i re  d  t  un  f l -u j -de

incompress ib lc  D.  t r : i vers  t i r ;  f i i t i eu  poreu] r  ] romo6bne c lu i  sdpare  d  eux
" r d s e . r v o i r s  . d e  n i v e u u x  d i f f 6 r e n t s  I {  e t  } r  & v e c  } i >  h  > . Q .  L e  m i } i e L i

r  q u i  - r S p a r e  l e s  d e  u x  r 6 s e r v o i : : e s  e s t  b o r n d  p s . r  d  e s  p a r o i s  p a r r r l l  b l e s
e t  t t  une bar ;e  hor izon tn le ,  i rnper rn<5au le  f i xe .  So i t  a  l t6pa isseur - .  d r .L

. i  m i l i e u  p o r e u x ,  &  )  o .  s o i t  , p  : I o , a ]  - - - +  ' i c , i l ]  
l a  f o n c t i o n  q u i  d 6 c r j - t

1 a  f r o n t i b r e  l i b r e  f c r r n d c  d . a n s  1 e  m i l i e u  ; p o r e u x ,  c l o n c  y ( O ) = l i ,  y ( a ) > ] i .
- . r0n  dds i ;ne  pa r  - [ L  , l a  r Jg ion  c l ' dcou - lemen t  d6 f i n ie  pa r :

d o i i c  u n  o u v e r t  d e  , t " z .  O n  v a  c o n s i c l 6 r e r  l e  p r o b l b r a e  2 - - d i n c n s i o n n e l ,
L a  g 6 o : n . t r i e  d u  p r o b l b i n c  e s t  d c n n 6 e  p a r  l a  f i g u r e  5 . 1 .

+ j  -  1r ] - E . ) . 1

L e  m o u v e m e n t  d n n s  l e  n l l i e u  p o r e - u x  e s t  d d c r i t  L  l . ' a i c e  d e  l a

v i - t e s s e  d e  f  i l t r a t i o n ,  s o i t  n .  D e  1 ' d c u : r t i o n  d e  c o n t i r i u . i t d  e t  o e

l - a  1 o i  d e  D a r c y  v i r l a b l e  p o L i r  c l e s  m i l i c u x  h o r n o g b n e s  e t  i s o t r o p e s ,

o n  d 6 d u i t :

D t  a p r b s  l e s  c o n d i t i o n s  b  l i m i t e  d e  h ; r d r o 6 e L s o d y n a m i q u e  s o u s * t e r r a i n e

o n  o b t i e n t  l - t e n s e m b l e  d . e s  c o n d l t i o n s  ( e n  u t i l i s a n t  l e s  n o t a t i o n s  d e
r \l a  f i g . 5  . l  )  :
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n={n- - ,n -J  es t  le  ' vec teur  un i t6  normal  ex td r ieur  b ,  l -a  f ron t ib re  d .e  fL
\  . i (  Y J

ef ,  }e  s l rnbo l  , .  ddnote  la  c i6 r i ' r6e  par  rappor t  b  ) ' .

L e  p r o b l b m b  ( > . 2 ) , ( 5 . 3 )  a  c o m r n e  i n ; o n n u e ,  e n ' f a i t ,  l e  t r i p l e t

[ , ^  c \  , ,  \  . ] ^ n c  i ]  e s t  u n  p r o b l b r n e  d e  f r o n t i b r e  l i b r e .  B a i o c c h i  a
t Y  t ^ ' - r *  J  : " '  ,  Y ' "

rnon 'b rdu  cependan t ,  qu rap rbs  un  changemen t  convenab le  de  l -a  fonc t l on

inconnue  u ,  ce  p rob lbme peu t  se  rdd .u i re  b  une  i n6 t l ua t i on  va r ia -

t i o n n e l l e  d u  t y p e  ( l . l ) .  I  s a v o j - r ,  e o  c o n s i o . 6 r a n t  q u e  l a  . c o l u t l o n

u ( x , y )  d a n s  l e  s e n s  f a i l r l e  c i u  ! . r o b l b m e  ( 5 . 2 ) , ( 5 . 3 )  e s t  u n  6 l 6 r n e n t

d e  l r e s p a c e  I { a ( e  ) f ' l  c ( j i ) ,  B a i o c c h i  i n t r o d u i t  (  [ i ]  )  l a  f o n c t i o n :

( t r , , 1  \

o u

I  h  h  I  l r  -
\ ) . ) /  u

t h h t u ( : ; ,  3 r  )  =

e t  t l  m o n t r e  q u e
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0n ob t ien t  a ins i  L lne  in6c i r ia t i cn  var ia t ionne. l -1e  du  type  (2 ,7 )

a v e c  f = - 1 ,  p o u r  } c q u e l  l t a p p l r c a t i o n  d c s  1 6 s u l t a t s  d 6 m o n t r d s  d a n s
$ 2  a r  > r  q i  n i f i e  . 1 u " e  I e  n o m b r . e  l i l  q r i i  l n a . j o r e  l e s  v a l e u r s  c i e  1 av v  l r J  

" * t J

- & u z f
u-

( -

l l

u*

da.ns

oans2.- Y

\ u - f ) ( u - V )
= 0 s u r  f
= u o s u r \

dans -CL

. } l _

J L

n

Ll 4

= \ P

f o n c t i o n  g  s u r  ' b  . i l  ( i f  e x i s L e  u n  t e l .  l V  c a r  S  e  C (  A . & )  ) ,  r n a r j o r e
a u s s i  l a  f o n c t i o n  w  d a n s  ] a  r 6 g i o n  D "

,  . 2  I , e  p rob le ine  d  '  obs  tac  - l - e

Cons iddrons  -Le  prob lbne de  : l "a  dd ter rn ina t j -on  de  la  pos i t ion

d t 6 q u i l . i b r e  d ' u n e  n c r r r b r a r n e  d l - a s t i q u e  q u i  e s t  f i x 6 e  l e  l o n g  d ' u n e

courbe i  (  f  6 tan t  la  f ro r r t ib re  d tun  our rer t ,  J1  C.e  p lan  hoy l r ,on ta l
d e  c o o r d o n n 6 e  ( * , ; . )  ) .  L a  r t e m b r e r . n e  e s * u  s o u . r . r i s e  L  u n e  f o r c e  d . e  d e n -

s i t d  F  e t  e l l e  d o i t  p a s s e r  p a r - d - e s s u s  u n i o b s t a c l e  r e p l : e s e n t 6  p a r

u n e  f o n c t i o n  V  ,  j 1 - *  I i .

r 1 t .  ) " 2

En  no tan t  L r . vec  t  l a  t ens ion  de  men ib rane  e t  avec  f= rJ : / t ,  l e  p ro -
r  - \  .  ,

b ld ;me  aL lx  cond i t i ons  b  ]a  ] j - rn i t , e  qu i  d6c r j . t  ce  p i i e lnonbne  es t  l e

s u i v a n t :

( 5 . 1 1 )
/  -  1 n \
\ ) . L t )

( 5 . 1 3 )
( 5 " 1 4 )
( 5 . r J )

o i r  {  e s t  l i i n t " " f , l " "  o . e s  e n . s e m b 1 e s  - [ ) . + =  i x  e  O ;  u ( x 1 2 . 1  ( * ) }

*C, -o= {x=-Ct ;  u (x )  =  u  (x ) }  donc  \ '  =  ? -Ct  f - r  ? f f  e t  u+=u/ - f f

Le  prob lbne cons is te  e  t rou .ver  la ,  f ron t ib re  J - ib re  (  e t

t ion  r l :  la  rnembrane d  onnde par  la  f  onc t ion  u  te l ' }e  s  q l re  les

d , i t j - o n s  ( 5 . 1 1 ) - ( 5 . 1 5 )  s o i e n t  v 6 r i f i 6 e s .  D e  ( i . r f  )  e t  ( 5 . 1 3 )
|  / -  a ^ \  |  / -p e c t i v e m e n t  ( 5 . I 2  )  e t  (  5 . 1 3  )  ,  o n  o b t i e n t  :

.  ^ r
I  0€ )n : :  I  L

dans .ff

donc da.r is nl  la rnenbr€rne se s; i tue s. t r i .c te ine nt  eLu-dessus de I  I  o i r -

s t e i c l e  e t  d a n s  f t t  l a .  r n e r : i b r a n e  e s t  e n  c o r r t a c t  a v e c  I ' o b s t a c l e ,  .

0n  d6r ron t re (p i i r  exenp le  i  aJ  )  q r - re  le r  so lu t  j -on  fo r " i i i a le  de  ce ,  . ; :

n roh- l  b rne  eor . re  sponc l ,  pour  f  i ,  L '  (J t  )  donnd,  i .  la  so l -u t ion  c l ru r re
P r  v  v r v l r v

a . l -g U

O t *

r U  = : - j / { L *  .

I  q  n n q - i  -y v u r
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f  r ,  , r 4 r n \l  V  =  i l ^ ( l L )
I  "  

r r o \ r  q /

t t r .  r ( \  /  t l - . f  v G V  i y z r q p : p .  d a n s f L )\ . / . r v ,  
\  t  

"  -  '

t'  '  '  '  I  a ( u , v )  = \ s " . 0  u  q j r a d  v  c i x  d y
\  J -

_o^
Si  i 'obst : rc le  est  c ldc: : i t  par  une f  onr- t ion ty  (  i l r  ( fL  )  O C Cf f  I

a v e c  ' . . i J  * 0  s u r .  [ -  ,  a l o r s  ] ' i n e ( q u a t i o . r  v a r l t r t i o n n e ] ] e  ( 1 . 1 )  a v e c  l e s '

d o 1 n 6 s  (  I  "  f 6  )  e n t r e  d a n s  l a  c l a s s c  d ' i n 6 q u a t i o n s  v a r i a t i o n n e l l e s

c o n s i C , d r 6 e  d a n s  b 4 ,  a v e c  t i = O  ( o n  p e u t  t o u j o . u r s  s u r p p o s e r  q u e  f  6 0

p . p .  d a n s  . C I  ) .  I n  . r p p l i e u t r n t  l e  t h J o r b i . r e  4 . i i  e t  I e  c o r o l l a j - r e  4 . 1 .

on  re t rouve les  r i s r - r l ta ts  c l6 r ' ron t rds  uans  [7 ] ,  p "ur 'd 'es  in6qu i ' t ions

v a r i a t i o n n e l l e s  d u  t y p e  ( 1 . 3 )  a v e c  l e s  d " o n n 6 s  ( 5 . f O )  e t  a v e c  f = o .

A  s a v o i r ,  o n  o b t i e n t  q u e  l - a  s o l u t i l r n  d e , c e t t e  i n 6 s u a t i o n  v a r l a -

t  j - c n n e l l - e  ( a v e  c  f = O )  e s t  u n e  s u j . ) e r s o l u t i o n  p o u r  l t o p 6 r a t e u r  , r

d 6 f i n i  p a r  A u = -  #  (  *  )  e t  e r l e  a  a u s s j  . l a  p r o p r i 6 t 6  d . ' 6 t r e
Y ^ J  U J ' i

' l a  p l u s  p e t i t e  p a r m i  l e s  s u p e r s o l u t i o n s  q u i  s a t i s f ' o i . , . L  l q *  e o n d i -  '  l

t i o n s  ( j . ' l  )  e t  ( 4 . , 4 ) .  E n  p a r t i c u l - i e r ,  c e t t e  s o l u t i o n  e s 1 ,  p l u s

pet i06  que ra  ccns tan te  qu i  ma jore  .L& fonc t ion  \P  dans  f t * .

i n 6 r l u n r t l o n  v t r r i a t i o n n e l l - e '  d u  t y p e  ( 1 . 3 )  a v e c  l e s  d o n n 6 s :

a
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