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A NOTE ON ALGEBRAIC SUPERPOSIT IONS OF

MEROMORPHIC FUNCTIONS

Al "exandru  BUIUM

I .  INTRODUCTION r f  i .

U n d e r s t a n d i n g  t h e - u s t r u c t u r e  a n d  s i z e  o f  $ p a c e s

o f  f u . n c t l o n s  o f  n  v s . r ' i a b l e s  w h i c h  a r s  s u p e r p o s i t i o n s

' " . o f  v a r l o u s  k i n d s  o f  f u n c t l o n s  o f  L e s s  t h a n  n  v a r i a -

b l e s  i s  a  r , l c h  s u b J e c t  t  ] .  H e r e  w e  a r e  d e a l i n g  w i t h

a l g e b r a i c  s u p e r p o s i t i o n s  o f  "  m e r o m o r p h i c  f  u n c t i o n s  t ' a e e

{  z  f o r  t h e  p r e c i s e  d e f  l n i t i o n ) .  A s  a  t y p i c a l  e x a m p l - e

o f s u c h s u p e r p o s i t i o n s o n e ' n a y t h l n k f o r l n s t a n c e o f
|  -  t  r e P  r e s e n t e d  ; '1 ! i t  f . u n c t l o n s  f  i n  3  v a r t a b l e s  w h t c h  ' m a y  b r

' 3  J . n  t h e  f o r m  :

t  G L F y z 3 ) = f  (  I  ( t L , ' z )  t  4 ? ( 2 3 )  )

i

'  
:  ' "  

I  f  u n c t  i o n s  a n d  f
w h e r e  '  V  t  9 l ;  

a r o  a r b ' i - t r a r y  m e r o m o r p h l t

1 s  a n  a r b l t : r a r y  h o l o m o r p h i c  a l g e b r a l c  f u n c t i o n  ( o f  c o u r s p

f r Y r n ' X ' ' i s ' l r o u l d b e d e f i n e d o R s u l t a b l e d o m a l n s s u c h t h a t

t h e L r  c o m p o ' s l t i o n  m a k e s  s e n s e )  '  t t  w ' l 1 1  t u r n  o u t  t h a t
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t h L n g s  a r e  e a s i e r  i n  t h e  m e r o m o r p h i . c  c a s e  t h a n  l n  t h e

c a s e  o f  r  t i m e s  c o n t i ; r o u s l y  c J i f f e r e n t i a t r l e  f u n c t i o n s  t ^ l

a r r c l  f i n a L  r e s u l t s  o n  t h e  s p a c e  o f  s u p e r p o s i t l o n $  a r e

m o r e  p r e c l s e .  T h i s  i s  c J u e  t o  t h o  f  a c t  t h a t  1 n  t h e  f i € r - o -

m o r p h i c  c a s e  w s  c l i s p o s e  o f  a  p o w e r f u l  t o o l  w h l c h  l s  d i f -

f  e r e n t i a l  a l g n b r a  1 n  t h e  s e n s e  o f  R l t t  a n d ' K o l c h i n .  v { e

f , o ' F e ' t h l $  s h o r t  n o t e  i l l u s t r a t e s  o n c e  m o r e .  t h e  f a c t  t h a t  i  , , -

s i h p l e  g e o m e t . r i c  l d e a s  f r o m  d i f f e r e n t l a l  a l g e b r a  c a n  b e
;

u s e d  t C I  a n s w e r  n o n t r i v i a l  q u e s t i o n s  l n  a n a l y s i s ,

V l e  a r . e  i n d e b t e d  t o  A . G . H o v a n s k i  f  o r  i n t  r o d u c i n q  u s  t o  j ,  : r ,

t h l s  o u b j e c t .

2 .  STATEMENT$

L e t  z ,  ^ z , r r . .  .  , z n  b e  c o o r d i n a t e s  " o n  
C n .  F o r  a n y  d o -

I r  / 1  -  '  n

m a l n  A c . C n  d e f l n e :

f L $ ) = f  t e l d  o f  m e r o m o r p h i c ' s u n c t i o n s  o n  A

' l f l r ( * ) = q u b f l e l d  o f  T n ( A )  , . , r f  : f u n c t i o n s  w h i c h  d o  n o t

'  d e p e n d  o n  z i .

9 ' ( t ) = s u b f  i e l c J  o f  m v )  .  g e n e r a t € d  b y  f f i t ( A )  r .  . .  r f f i n ( A ) .

f " ( A } = ' a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  y ' ( a )  
i . n  ? n ( i l .

f(A), y7 (m(A) n y',(s)) t bryroJ#f;'H* o.f A.
? d  A

r t  i s  r e a s o n a b t e l t o  s a y  t h a t  g e ' r T L ( a ' t  i s  a n  a l g e b r a i c

s u p e r p o s i t l o n  i f  s n d  o n L y  i f  V e f ( n ) .

W e  n a y  o f  c o u r s e ;  g i v e  t h e  s a m e  d e f  i n i t l o n s  i n  t h e  a b s t r a c t
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s e t t l n g ,  r e p l a c l n g  ? n ( A )  b y  a  u n i v e r s a l  f i e l d  t 3 ]

o f  c h a r a c t e r t s t i c  z e r o  a n d  p u t t l n g  f  =  Y "  .  I n  f a c t

a l L  a  r g u m e n t  s  w e  a  r e  g o i n g  t  o  u s e  w o  r k  i n  t  h e  a b s . t  r a c t

c a s e  t o o ;  w e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  a n a l y t i c  c a s e  o n l y  b e -

c a u s e  o f  t h e  f u n c t i o n - t h e o r e t i c  i n t e r e $ t  o f  t h e  p r o b l e m '

T h e  a i m  o f  t h i $  n o t e  i s  t o  p t - o v e  t h e  f  o l l o w i n g :  " ' l

T I , I E O R E M . -  F o r  a n y  n  t h e r e  e x l s t  c o u n t a , b l y  m a n y  n o n -

z e r o  d i f  f  e r e n t i a l  l c J e a l  ,  Q u ,  b  r .  
( k  €  A /  ) '  i n  t h e  r l n g

o f  d j . f f e r e n t i a l  p o l y n o m i a l s  Q I V ]  s u c h  t h a t  f o r  a n y

,  , , ' i  l "

d o m a i n  A c  C n  a n d  a n y  l e T l L t a l  t h e  f o l l o w i n g  a r e

e q u i - v a l e n t  t i :

1 )  *  e  ?  ( A ) .

2 \  T h e r e  e x i s t s  a n  i n d e x  k  s u c h  t h a t

. , ,  ' '  '
f l u ( f  ) = o  a n d  0 k ( t )  *  o  , ; ? ' ,

C O R O L L A R Y . -  n j . f  f e r e n t i a l " l y  t r a n s c e n d e n t a l  n e r o m o r p h l c ' " '

f u n c t i o n s  a r e  n o t  a l g e b r a i c , - s u P e r p o s i t i o n s o  k r . . ^

R e c a l l  t h a t  a  f u n c t i o n  i s  c a l l e d  d t f f e r e n t l a l l y  t r a n s -

c e n de n t a 1 i f 
i;, ifl ?" ? :;:i :l-llf., i-lLl ?!j"'" 

a I e,e b 
: 
u' " d' f -

f e r e n t i a l  u q r a f f i ; d c e  o f  s u c h  m e r o m o r p h i c  f u n c -

t l o n s  f o l l o w s  f o r  i n s t a n c e  f r o m  L ' } '

r  -  - - - 1
i ,  , . , r : i .  , , : i  RE tv iARK ' .  -  By  the  bas i s  t heo re rn  L3  ,  p  . L26 )  t he  l dea Is Qlk

, ,  1 . r .  a n d  b n  
. l n  o u r  t h e o r e m  m a y  b e  s u p p o s e d  f i n i t e l y  g e n e -  i : u  i  ' .

r a t e d  i n  t h e  d i f  f e r e n t i a l  s e n s e .  I ' t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g  l r i '

t o  d O t e r r i i i n e  e x p l i c l ' t e l y  f o r ' a n y  n  a  s e q u e n c e  o f  f  l n l t € . , 1 s 1 1 ,
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F o r  a n y  i n t e g o r  n  >  I  w e ;  $ / ' i . 1 1  c o n s t  r u c t  a  c e

o '  c o r r e s p o n d e n c e  a s  f o l l o w s ,  L e t  y 1  y 1 5 p r  * l j k  b e

r b n t i a l  i n d e t e r m i n a t e s  w i t h  r e s p e c t  t o  d e r i v a t i , c r . ,
? ^ t ) t

O I r . . . r d n  w h e r e  L e  r = 1 1 t . . r n f  r  j € 3 e f o , . . t *

k €  K = l t r . . 1 m I .  p u t

s e t s  o f  g e n e r a t o r s  f o r  t h e s e  i d e a l s .

qp
I n  w h a t  f  o l l o w o  w e  p r o v e  t h e  T h e o r e m .  Y r t e  w i l l  t h e  s t a n . -

t - 1  i  1 f  1
d a r d  n o t a t i o n s  f r o m  L 3 J  e n d  L l J , L Z J .

3.  COUN]A.BLY MAf{Y CORRE$POI{DENCES

C o n s l d e r  t h e  f  o l l . o w t n g  c l i f  f  e i - e n t f a l  p o l y n o m i a l . s :

F J =  
t r  

y r 5 n v z 3 k o . . Y n J k  I  G J =  
+  

* i ; k * z i k . . , w n ; k

M J =  G o G l .  .  . G * ( f r l C ,  )

F  *  M r y m + M l y * - 1 * .  .  . * M . *  S  *  ) f  / E y  .

"  L s , t "  C ' c  X  b e  t h e , c l o s e d  s u b s e t  g i v e n  b y  t h e  l d e 6 1

^  r - r t - ,  o  1
L = l d i Y i S p r  d r * ' i 3 k i i e l r i € J r k € K J  f . . -

qnd -  T -J  c  z  be  the  c losed subsers  g iven by  Lr l  and t t l  ' : , : ! r -

i n

f f

a n

r t a

d 1

s

I

x = $ p e c D Q l v r 3 p ,  * r J k ;  r 6  r ,  J  € , - l , r  k e  r |  , , ,

Y=speco a lv l  r ' . -
z = $ p e , c o Q { v ,  y i j k r  * i J k ;  1 € r ,  i € J ,  k € K } , "  t  * e  Y

e -
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r e s p s c t l v e L y .  T h e  s e r  R y ( R x : 1 ( c ) n  ( T r  v )  )  ( w h e r e

p y z Z  - - ) X  a n d  P y : Z - ) Y  a r e t h e n a t u r a l p r o J e c : -

t i o n s )  c l e a r l y  d e p e n d s  o n  m  a n d  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  Y *

F r o m  f  a  i t  w i l l  f o l l o w  t h a t  Y ,  a r e  c o n s t r u c t l b l e

s e t s  i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  Z a r i s k i  t o p o L c g y  o f  y  a n d

n
f  i ' o m  !  5  w e  w 1 1 1  g e t  t h a t  n o  Y *  l s  d e n s e  i n  Y .  S o ,

m o d u L o  t h e s e  t w o  f a c t s  o u r  T h e o r e m  w i l l  h e  p r o v e d  i f  w e

p r o v e  t h e  f o l l o w i n g :

C L A I I - , 4 . -  F o r  a n y  d o m a i n  A  c  C  
n w e  h a v e

f  ( x \ = { r ( v )  i  u ' q { v J  = - ?  ' t n $ }  
r  k ; r f u ) € Y r }

T o . p f o v e  t h e  c l a i m  c o n s i d e r  f i r s t  a  d l f f e r e n t i a l  s p e -

c i : a l i z a t l o n  u  a s  1 n  t h e  r i g h t  m e m b e r  o f  t h e  a b c ; r v e  e q u a -

l i t y .  B y  c o n s t r u c t i o n  o f  Y ,  t h e r e  e x i s t s  P  e  Z

' 6 u c h  t h a t  P r r  O  l v l = k e r ( u ) ,  r  " =  [ C  ,  F ]  ,  P  #  s .  B v

$ e i d e n b e r g ' , s  e m b e d d l n g  t h e o r e m  t l  t h e r e  e x i s t s  a  s u b d o -

ma. i -n .  B C A and an embedd' { 'ng v  such that  the f  o ;X ' r l "owing

d iag  ran i  commu t  es  I

q f (

',{:

m

:
r ( u )Qlv lz t *

I
I
I

m (A)

f ( R./P

I
l v
I

m $ )

t  j €w h e  r e n ' @ t v r  Y r J r r  w r 3 r c i  i e  r
1

J l  k €  K f  .  T h i s  s h o w s



t h a t  v ( y ) .  { l _  s a t i s f i e s  a  n o n * t r i v l a l  a J . g e b r a i c  e -
, B

q u a t l o n  w i t h  c o e f  f  l c i e n t e  i n  f ' ( s l  h e n c e  {  e  ?  ( A } '

c o n v e ' n e e l y ,  i f  , l e ' l f t ( a \  r - ,  y " ( a )  f o r  s o m e  B  t h e n

t  h e r e  e x i s t  s  b y  s e p a  r a b l l i t y  a  p c l . y n o m l a l  g  6  y '  ( a l L v J

s u c h  t h a t  U ( f  1 * o  a n c J  ( d g / d V  )  (  f  )  *  o .  l l r l t l n g  c o s f  -

f t c i e n t s  o f  g  a $  q u o t i e n t s  o f  s u m s  o f  p r o d u c t $ ' o f  e l e -  *

m 6 n t s  i n  ^ r t 1 ( B )  
1 . .  , 7 ' l T l n ( A )  w e .  s e e  t h a t  s . s p e c i a l l z a t i o n

v . p '  * 7  m $ )  i e  l n d u c e d  f  o r  s o r r e  r n  ,  e x t e n d l n g  t h e  s p e -

c i a l i z a t i o n  y  1 _ t  f  .  C l e  a r l y  k e r ( v )  €  p * - 1 ( c )  n  ( T  r .  v )

. e o  y  l - - )  f  g i V e s  a  m ( A ) - p o i n t  o f  Y *  a n d  w e  ' a r e  d o n e .

4  .  CONSiRTICTIB I  L ITY

I n  t h ' 1 s  f  w e  p r o v e  t h e  f o l l o w l n g r

P R O F O S I T f O N . -  L e t  f  : U  - - - >  f {  b e  a  m o r p h i s m  o f  a f f i n e  ' 1 ; ;

^  R i t t  s c h e . m e s  w i r i c h  i s  c j i f f e r e n t i a l l y  o f  f l n i t e  t y p e  a n d

s u p p o s e  W  h a s  a  N o e t  h e  r i a n  u n d e r ' l y i n g  t o p o l o g i c a ) .  s p a c e  .

' T h e n  f  l s  c o n s t  r u c t  i . b l e  .  ,

'  
P r o o f  .  l f / e  m a y  w r i i ; t e  f  = $ p e e r . , u  w h e r e  q : A  * >  B = R I b - .  -  - . h r .  1'  v  t " I ' " ' " k r

l s  a  m o r p h i s m  o f  d i f ' f e r e n t i a L  a l g e b r a s .  B y  t h e  b a s i s  t h e o -

r e m  S p e c O B  i s  a l s o  N o e t h e r l a n  s o  b y  a  s t a n d a r d  t r l c k  i t

. .:i

ir,:

T e r m i n c L o g y  i e  f r o m  [ r ] .  T h e  c a s e  
" ;  

a  s i . n g l e  c J e r i v a -

.  r - 1
t i o n  w a s  p r o v e d  r n  L I J .



1 . s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  t h 6 t  f ( L J )  1 e  c o n s t r u c t i b l e  i n

k = 1 .  N o w  e x a c t l y

p r o v i n g  t h a t  u r r d e r

d o m a i n s ,  f ( $ p e c O S )

W .  B y  i n C u c t i o n  o n  k  w e  m a y  a s s u m e

a s  i n  L i l  w e  m a y  r e d u c e  o u r s e l v e s  t o

t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  A  c  B = A l b l  a r e

c o n t a i n s i a  n o n - e m p t y  o p e n  s u b s e t  o f

i t  i s  s u f f i c l e n ,  
: "  P r o v e  t h a t  f ( S P e c

e r f t p t  y  Z a r i s k i  o p e n  s u b s e t  o f  $ p e c  A  '

s u f f i c i e n t  [ 5 1  p r o o f  o f  6 . E ]  t o  p r o v e

L E M M A . . -  $ u P P o s e  A c

e x i s t s  a  s u b r l n g  o f

s u b r i n g )  c o n t a i n i n g  A

s  + o  s u c h  t h a t :

d o m a i . n s ,  T h e n  t h e r e

t  b e  a  d ' i f  f e r e n t . l a l

a n , e l e m e n t  s €  8 , ,

= e { U }  a r e ' R l t t

B  (w l i i ch  maY f l . o

n c l  t h e r e  g x i s t s

' i  i ' i

S p e c O A .  T f r i s  l s  P r e *

c i s e l y  t h e  t h e o r e r n  o n  e x t e n r J i n g  s p e c i a l i z a t i o n s  f t r O . I 4 O J .

i { e  w o n ' t  a p p l y  h o w e v e r  t h i s  t h e o r e m  a n d  g i v e  i n s t e a d  a

m o r e  d i r e c r  a r g u n e n t ' ( a s  w e  d i d : l n  [ t ] 1 .  O n  t h e  o t h e r  . '

h a n d  n o t e  t h a t  t h e  t h e o r e m  o n  e x t e n d i n g  s p e c i e l i z a t i o n s

c l e a r l y  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  o u r  p r o p o s i t i o n  s o  w e  w i l l  o b -

t a i n  i n  f a c t  a n  a l t e r n a t i v e  ( a n d  w e  t h l n k  e a s i e r )  p r o c f  o f

t f i l s  t h e o r e m  (  a t  ] e a s t  i n  c l r a r a c t e r l s t i c  2 e r o )  .  T h e r e  i s

a n  a c J d i t t e i t " r a l  r e a s o n  f o r  g i v i n g  h e r e  t h i s  a f t e , n n a t i v e  p r o o f ' :

o u r  a r g u m . e n t  m a y  a l s b ' b 6 . , . ; . o p p l i e d " " ' ' . t o  g e t  i n f o r m a t i o n s  o n  t h e

d l f f e r e n t i a l  d i m e n s i o n  n c l f n o m i a l s o f  t h e  c o i n p o n e n t s  o f  f i b r e e

o f  m o r p h l s m s  b e t w e e n  R i t t  r n a n i f o l d s '  B u t '  t o  e x p l a l n  t h i s  E p -

p l i c a t i o n  i s  h e y o n d  t h e  s c o p e  o f  t h l s  n o t e c

c o m i n g  b a c k  t o  t h e  p r o o f  o f  t h e  p r o p o s i t i o n  w e  s e e  t h a t

b y ' , , t h e  z e r 1 1  c h a r a c t e r i s t i a '  A F s t r m p t i o n  w e  h a v e  f ( $ p e c O B ) *

= f  { $ p e c  B )  / \  S p e c O A  a n d  s j - n c e  $ p e c U A l s  d e n s e .  i n  $ P e c  A

B )  c o n t a i n s  a  n o n -

B u t  t o  h a v e  t h i s  i t  i s

t h e  f  o l l o w i n g :



r )

2',t

C  l s  l s o m o r p h i c  t o  a  r l n g  o f  p a l y n o m i a l s  o v e r  A

l n  p o s s i b l y  1 n f  i n l t e l y  m a n y  v a r i a b l e s  a n d
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