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O N  I S O L A I E D  S I N G U L A R I T I E S  O F  C O M P L E ' T E  I N T E R S E C T I O N S

by

A l e x a n d r u  D I M C A

L e t  ( X - , 0 )  b e  a n  i s o l . a t e d  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  s i n g u l a r i t y  a n d- o '

G :  ( X , : )  - - - - *  ( g , O )  b e  a  m i n i v e r s a l  d e f o r m a t i : o n  f o r  ( x a , o )

C o n s i d e r  t h e  f o l  l o w i n g  g e n e , - a l  p r o b l c m :

F o r  a  p o i n t  s  €  B ,  h o w - m a n y  ( a r r 4 , h g t  " b a d ' . r )  s i n g u l a r  p o i n t s  x .  ( s )

c a n  o c c u r  o n  t h e  f i b e r  X r = G - l  ( r )  ?

T h e  f o l l o w i n q  t w o  e s t i m a t e s  a r e  a l r e a d y  a t  h a n r " l '  .  ,  -  i

( 0 . 1 )  f  * ( x r , x . ( s ) ) 6  m ( x o , o )
" , i

' , '  ( 0 . 2 )  f  [ e m b d i ; ( x s , x , r { , s ) ) - c i m ( x r , x , i t ) ) ]  5  T ( x o , o )

w h e r e  m ( X o , 0 )  ( r e s p .  j ( x o , o ) )  d e n o t e s  t h e  m u l t i , o l i c i t y  o f  t h e . d i s , c r i n r i n a n t

,  ( r e s p .  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  b a s e  s p a c e  B )  o - f  t h e  d e f o r m a i i o n  G .

r ' l
, r . : ' .  i i  ' i  

l n d e e d ,  ( o . t )  f o l l o w s  f r o m . [ r e  
J  

t l . B . 2 )  a n d  t o  d e r i v e  ( 0 . 2 )  w e  l o ! 9 . , , , ,

t  G  i s  a  s t a b l e  r c e  w e  c a n  u s e  L e m m a  1 ' B  i n  [ t i ' p ' 1 1 4 't h a t  G  i s  a  s t a b l e  m a p  g e r m  a n d  h e n  

r  _ . 1
w h e n  X ^  i s  a  h o m o q e n e o u s  n y p e r s u r f a c e  s i n g u l a r i  t 1 '  B r u c e  l z J  h a s

o
:  i l + r  o b t a i n e d .  a  b e t t e r  e s t i m a t e ,  u s  i r r g  t h ' e  i n t e r p l a y  b e t w e e n  d e f o r m a t  i e n  o f  j * , r r '  ,

, l - , ' , , , . ,  s i n q u l a r i t - i e s  a n d  t h e i r  i n t e r s e c t i o n  f o r m s .  N a m e l y ,  h e  s h o w e d  t h a l r i l h e  i i r
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"l

:.ir..

where  d=deg  X , ,  - ,  n=d i rn  Xo  and  y - (Xo )  i s  t he  M i lno r  number  o f  Xo '  No te  tha t

i n  th j  s  case y . (xu)=m(X^)=  t (Xo)
n  

, i n " " ' - " " r u t i ,  i n  i h i s  c a s e  w e r e  r e c e n t l y  o b t a i n e d  b y  l u i v e n t a l  L g l

a n d  V a r c h e n k c  I t t ] .
. r ln  the  Dresent  no : t€  we. t ry  tE  show t l ra t  the  mgthod used t - r ;y  BruEe '  "

' i

c a n  g i v e  s o m e t i r n e s  b e t r e r  u p p e r  b o u n d '  t h a n  ( 0 . 1 )  a Q J  ( 0 . 2 )  i n  t h e  c a s e

o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  s i n q u l a r i t i e s  a s  l ; e i i '  ; ' '

I n  f i a c t ,  w e  c o n s i d e r  X o  a s  t f t e  f  i b e r  o f  a  f u n c t i o n  f  :  ( x , o ) - +  ( c ' 0 )  '

w i e r e  X  i S  i t s e ' l f  a n  " { s o l a t e d ' r i n g u i . a r i t y  o f *  c o m p l e t r e  i n t e r s e c t i o n "  T h e

m a i n  i n g r e d i e n t  i s  t h e  u s e  o f  m o r s i f i c a t i o ' l - , s  o f  t h e  f u n c t i o n  f  d e f i n e d  o n

t h e  M i l n o r  f  i b e r  o f  X  a n d  o f  t h e i r  a s s o c i a i i a {  y a n i s h i n g  c y c ; l e s '  T h i s  c o n -

a - t

s t r u C t f b n  w a s  I n t r o d u c e d  i n  I l l  a n d ] i s  b r i e f l y  r e v e i w e d  h e r e  i n  t h e  ' { , i r s t

s e c t  i  o n

T h e  s e c o n d  s e c t l d n  d e a l s  w i t h  r e ' l a t i o n s  b e ' p l e e n  d e f o r r n a t i o n s  o f  a

l a t e d  s i n g u l a r : i t . i e s  o n  a  p r o j e c t i v e

w a y  t o  t h e  h y p e r s u r f a c e  c a s e  t r e a t e d

^ : b : , : . . ) t .  L

I

;.

:

* : l t $ i - . ' 1 : . i

,  f u n c t i o n  f  a s  a b s v e  a n d  t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m  s  o n  t : h e  m i d d i g p b g $ o l o g y r . ' ,

g r d u p  o f  t h e  M i l n o r  f i b e r  o f  X o .  ' :

F o r  w e i g h t e d  h a m o g e n e o u s  s i n g u ! , a r . , i  t i e s ,  w e  r e l a t e  i n  t h e  n e x t  ' , 1

s e c t i o n  t h e  r a n k  o f  S  t o  t h e  m i d d l e  B e t t i  n u m b e r  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  '  r ' ' ; i i

w e i g h t e c !  p r o l e c t i v e  c . o m p l e t e .  i n t e r s e c t i c n s  a n d  t o  t h e  e i $ e n v a l u e s  o f  ' ] ; ' r

r - l

s o m e  a s s o c i a t e d  m o n o C r o m ) /  o p e r a t o r s  i n . t ' r o d u c e d  b y ' H a - , m m  L 1 0 J '

: , 5 - l ; ' , , .  ' l n  
t h i s  w a y ,  o u r  u p p e r  b o u n d s  c a n  b e  e x p l i c i t l y  c o m p u t e d  i n  t e r m s

' a

,  o f  t h e  w e i g h t s  a n d  d e g r e e s  o f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  X o  i n  m a n y  s i t u a t i o D S , , , . - ,

( e .  g .  h o m o g e n e o u s  s  i  n g u l  a r i  t  i  e s ,  B r  i e s k o r n - P h a m  s  i  n g u l  a r i  t  i e s ,  c u r v e '  a n d

s u r f a c e '  s i n g u l  a r i  t i e s )  .

i -  i 1 ; r  : *  A s . a n  a p p l ' i c a t i o n ,  . w e  b o u n d 'i  n  t he  I  as t  sec t  i on  the  numbe  r  o f  i  t o - , , , ,

c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  V ,  i n  a  s i m i l a ' r , r ! r .

b y  B r u c e .  , 6



The  upper  bound  we  ge t  i s  shown  by  exa rnp les  to  have  an  assympto t i c

b e h a ' r i o u r '  s i m i l a r  t o  ( 0 . 3 )  a n d  h e n c e  i t  g i v e s  i n d e e d  s o m e t i m e s  a n  l m p r o v e m e n t

o f  t h e  d ! r e c t  e s t i m a t e s  ( 0 .  t  )  a n d  ( O . Z - )  '  ( R e c a l  I  t h a t  f o r  a  w e i g h t e d  h o m o - '

g e n e o u s  c . o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  : ! n g u l e r - i i t y  X o  o n e  h a s  m ( X . ) ) , 3  ( X o ) = f ( X o )

le I  tt "  J  /

. T h e r e  i s  o n e  a d d i t i o n a l  d i f  f  i c u l  t y  c o m p a r i n g  t o  t l r e  h y p e r s u r f  a c e

c a s e .  T o  b o u n d  t h e  n u m b e r  o f  a l  I  s i n q u l a r  p o i r , t s  o n  X ,  w h e n  d i n n  ' X '  i s  e v e n ,

o n e  h a s  t o  m a k e  a  s u s p e n s i o n  ( s t a b i l i z a t i o n )  c o n s t r u c t i o n  a s t "  L ' 1 .

B u t  f o i  f u n c t i o n s  f  a s  a b o v e  t h i s  s u s p e n s i o n  ( w i t h  f e w  e x c e p t i o n s )

t a k e s ' u s  o u t s i d e  t h e  c l a s ,  c f  w e i g h c e d  h o m o g e n e o u s  s i n g u l a r i t i e s  a n d  w e  a r e

n o  l o n g e r  a b l e  t o  m a k e  e x p l i c i t  c o r , i p u i - a t i o n s .  , , i *

f luwever ,  Example  (4 .3 )  be low. "s ,ugges" t .s  tha t  the  upper  bound ob t .a ined

u s i n g  t h i s  s u s p e n s i o n  h a s  t h e  s a m e  n i c e  a s s y m p t o t i c  b e h a v - i c t i r o '

i .  T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  m o r s i  f i c a t i o n s

,  I n  t h i s  s e c t i o n  w e  m a i n l y  r e c a l l  s o m e  d e f i n i t i o n s  a n d ,  - r e s u l t s  f r o m

[ r J .  
t "  p r o v e  t i t a t  t h e - m o n o d r o m y  o p e r a t o r  c o n s t r u c t e d  v i a  m o r s i f i c a t i o n s

r ' l

co l .nc ides  w i  t h  t he  monodromy  opera to r  i n t roduced  by  Hamm L  10J  .

L e t  X : g 1 = . ' . = g p = 0  b e  a n  a r r a l y t i c  c o m p l e t e  i n i e r s e c t i o n  i n  a  n e i € h -

< r ' f , ' t l - r e  o r i g i n  o f  G n + P  ( n ) r 1 ,  p l t 6 ) ; ,  , h a v i n g  a n  i s o l a t e d  s i n g u l a rbou rhood

p o i  n t  a t 0 .

C o n s i d e r  a l s o
a

t h a t  X o = f - '  ( o )  [ l  x  i  s

l a r i t y  a !  0  a n d  d l m  X

For 5 >> 8>

g e n e r a l  w i  t h  l  r l  <  {  ,

'  n + P ' 0 )  - * ' 1 C , O )  u u " na n  a n a l y t i c  f u n c t i o n  g e r m  f  :  ( G '

a g e i n  a  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  w i t h  a n  i s o l a t e d  s i n g u -

= d i m  X - 1 = n - 1 .
o

0  c h o s e n  s u f f i c i e n t l y  s m a l  I  a n d  r € C p  s u f f i c i e g l l y

i t  i s  k n o w n  t h a t  t h e  M i l n o r  f  i b e r  o f  X  - " ' , . . .

F i r =  { "  e  c n + P ;  l x l r <  t ,  9 ( x ) = r  }
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i s  a  c o m p a c t  C *  m a n i f o l d  w i t h  b o u n d a r y ,  h a v i n g  t h e  h o m o t o p y  t y p e  o f  a

b o u q u e t o f n - s p l r e r e s . T h e n u m b e r o f t h e s e s p h e r e s i s b y d e f i . n i t i o n t h e
. 1

Mi  I  no r  number  / t L  
(X )  o f  t he  s  i  nqu l  a r i  t y  X  L1  0 j  '

.  t  -  i -  . .

U e t  P  d e n o t e  t h e  v e c t o r  s p a c e  o f  p o l y n o m i a l s  i n  x r " ' " ' x 1 + p  o t

d e g r e e t ( d , f o r s o m e d } . 3 . F o r l y 0 c h o s e n s u f f i c i e n t l y s m a t ] a n a f o r a
.  . l s

$ e n e r i c  p o l y n o m i a l  q  6 p  r ^ r i t h  l q l < 4  ,  t h e  f u n c t i c n  f ' t ( f + q ; l X  h a s  t h e

f o l  l o w i r r g  p r o p e  r t i e s .  , :

)  L-+ l ' .  i  t  
"  

homotoPY equ iva I  ence '

where Dt

( 1  . 3 ) i  
' i ' h e  f  u n c t i o n  f ^  i s  a  H o r s e

I

d e g e n e r a t e  c r i t i c a l  p o i n t s  v i t i t h  d ' i s t i n c t

whe-e s= FL(X)+ I t (X^)" " - - - ,  r  o

( 1 . 4 )  T h e  t o p o l o g i c a l  t Y P e the map of  Paj  r :s

( r , r - 1  ( c ) ) ' - - +  ( 0 ,  - c ) , "  c * { : r , . " , t r }

i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e s

' l

r e s t r i c i i o r i  f  I  X .

t e t  b € D d  b e  a  r e p l  n u m b e r  w i t h  U 7  f c , l  f o r  i = l ' " " ' s '  T h e n  t h e

e  - 1  ,  -  o o

f  i b e r  X  = f  . ( b )  i s  a  c o r n p a c t  c *  n r " n i f o l d  w i t h  b o u n d a r y  a n d , - i , 1  , f o m e o m o , r p h t c" o ' q  

b e r  o f  t h e  c o m p r  l  s i n g u , r a r i t , T  X o .
t o  t h e  M i l n o r  f  i b e r  o f  t h e  c o m p l e t e  i n t e ' r s e c t i o t '

A n y  p a t h  r € T q ( D r  -  C , b )  i n d u c e s  a  m o n o d r o m y  o p e r a t o r  h * , H n - 1 ( [ o ) - *
r d

, d  .

_ - +  H n _ i  ( r o )  .  ( s i n g u l a r  h o m o l o g y  g r o u p s  w i t h  Q - c o . e f f  i c i e n t s  a r e  u s e d

t h r o u g h o u t  t h i  s  P a P e r )  .

t h e  p a t h
[/e denote by h the monodromy operato-{ ' -co' f fesponding to

w o ( t ) = b . e x p ( z t (  i t ) ,  t € t 0 , 1 ]  "

0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  n " t t  [ r o ]  h a s , q g n s t r u c t e d  t w o  f i b e r - e q u i v a l e n . t '

C *  f  i b r a t i o n s  a s s o c i a t e d  t o  t h e  f u n c t i o n . f i : ' ( X , 0 )  * - *  ( C r O )  i n  t h e  f o l l o w -

( 1 . 1 )  T h e  i n c l u s i o n  E = i f l r ; 1  t o 6

= [ z e  c ;  I ' l c d ] .

( 1 " 2 )  T h e  r e s t r i c t i o n  r o | ? e  i s a  s u b m e r s i o n .

f u n c t i o n ,  i . e .
t s *

c r i r ' , i c a l  v a l u e s

i t  h a s  o n l Y  n o n -

. l  , . . :  r c ,  €  D 5  '

o f

f :
q

m a d e  a b o v e  a n c i  m o r e o v e r  d e p e n d s  o n l y  o n  t h e

ii
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i  ng  way .

E: ! ,1 f l t * .  '  ' In=Xof ls ,  fo r  t>  0  smal l  e inough '  where  5 ,  denotes
-_.-. 

- t-

the sphere of  rad ius t  centereJ- i i - fhe ot - t

" f h e  f i r s r  f i b r a t i o n  i s  t . h e n  
Y " r D t t *  

t t ,  
f o ( x ) = f ( x )  

' + l r ( x ) l

a n d  i s  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  c f  t h e  i ' t i  l n o r  f  i b r a t i o n ' "  i "

T h e  s e c o n d  f  i b r a t i o n  i s . t h e  m a p  a 1

{ . , 2 { x € c n + P ;  l x t ( t ,  e ( x ) = 0 ,  I  t ( x ) f  =  .  } - - ' s }
f  l L  '  o

,p .  (x )= t  i x )
l l

O u r  m o n o d r o m y  o p e r a t o r  ' h '  i s  a s g o c i a t e d  t o  t h e  f  i b ' r a ' t i o n

t f  ̂ : { x €  E ;  l r - ( t ) !  = b  }  - - -  t 1  t P  f  ' ) = f  ( x )  '  '  i -
l L  f  I  q  I  J  " b  '  l ? '  "  

' q '

T h e  n e x t  r e s u l  t  s h o w s  t h a t  o u r  c o n s t r u c t i o n  i s  c l o s e l y  r e . l a t e d  t o  , \

t r tat  of  ! - lamm.

T h e  f  i b r a t i o n s  Q ,  a n d  t 1 2 ,  a i e  f  i b e r  h o m o t o p y . , e , q u i v a l e n t .  i n  ' p a r t i -
l l  l L  .

c u l a r  t h e i  r  m o n o d r o m y  o p e r a t o r s  a r e  c o n j u c a t e

Lem$a.  1 .2 .

P roof

Let  E l  be the to ta l  space 
" t  Y ,  and notg ' ; t t *a ' t '  Erc Ba =

=[xe cn+P;  lx . l (  S]  .  Let  E. ,  denote " the l i ' ,E leegle of  E. '  and 
Yt  

the extension

of L to Er . r-( l
l l  I

cO
T h e n  ? '  i s  a  C *  f  i b r a t i o n ' h ' y i n g  a s  f  i b e r  a  s m o o t h  m a n i f o l d  w i  t h

l '
b o u n d a r y  d i f f e o m o r p h i "  t o f o '  ' '  j : " - '
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p p

S i n c e  i 5 e  i n c l u s i o n  i n t  X - ^ c  n  i s  a  h r - r r n o t o p y  e q u i v a l e n c e ,  i t  f o l -
o o

=
l o w s  t h a t  t h e  i n c l u s i o r .  E . , c F . ,  E i v e s  a  f  i b e : '  h o m o t c p y  e q u i v a l e n c e .

l l

? l ' l "e f r t  j r (x )J=  61- :  t !  ,  Y l  
(x )= f  (x i  a , - , .1 ,  us ins  c ie fo rmat ion 's  a rs t l :

m e n t s . a s  i n . , ( [ 3 1 , ,  5 , ) ,  i t  i s  e a s y  t o  s h o w  t h a t  f o r  i i ; , , r  a n d  b  c h o s e n  c o n -

V e n i e n t l y . t h e  f i b r a t i o n s  
T , ,  

a n d  
Y i  

( r e s p . ( f a  a n A  
f  3 )  

a r e  t o p o l o g i c a l l y

f i b e r  e q u i v a i s r r t .  
n

.  t ^ / e  h a v e  a s s o c i a t e d  t o  e a c h  c r i  t i c a l  p o i n t  c O  o f  f O  a n d  t o  a n  , e l e -  . , ,  t
:  ' l

n e n t a r y  p a t h  * 1 ,  j o i n i n g  b  t o  c O  a  t h i , n b l e  A k €  H n { f , [ o )  a n d  a  c o , : r e s p o n n -

c f r r 1
" ' f  n g  v a n i s h i n g  c y c l e  5 r = A A , . € - H ^ - , , ( l ' ^ )  .  N o t e  t h a t  t h e  s e t  9  = t d 1  , . . . ,  d s * f .- J  t  -  

K  k -  n - l  o .
r 1

.  i s  a  s y s t e m  o f  g e n e r a t o r s  f o r  t h e  v e g t o r  s D a c { e ' H  .  ( X  ) .  l ?  I
I  , . . *  

' Y - -  " n - l ' - ' O "  U ' J "

O

t h e r e  i s  a  n o n d e g e n e r a t e  i n t e r S e c t i o n  f o r m  , . ; r , , '  ; ; : '  ] ; .

Hn_l (io) x [ln_,, tl 'o, Do)---+ o

w h i c h  g i v e s  a n  i n t e r s e c t i o n  f o r m  S  o n  H ^ - . ,  ( i ' ^ )  v i a  t h e  m o r p h i s m
r i "  I  o

j r r , , . . , ,  ( xo )  - : r  Hn - t  (Xo , f , o )  i nduce 'd '  h ry  i nc lus ion .

Fo r  a  se t  L  o f  van i sh i ' ng  cyc les  as  abc r re ,  we  sha l l  deno te  .by

s ( [ )  t h e  s  x  s  m a t r i x  ( s (  f  i ,  6 r r ] ) , )  i , i  j = - 1 - , ' . ; . . ' , s ' a n d  i t  i s  a . t r i v i a l  f a c t

tha t  r tcs ( [ )  =  rkS .

2 . . D e f o r m a t i o n s  o f  s m o o t h i n q s  .

.'r. 
: .

F i r s t  . r + e , " . s h a l l  c o n s i d e r . * f i -  - c o n s t a n t  d e f o r m a t i o n s  i n  i h e  f o l l o w i n g
I

. r  ' l

s e n s e  ( 1 3 J ,  3 1 ) .

Let , ' ( "X; . , ; :g) ,c(0n+P,0)  be a smoo. ,bh, f .ami ly 'o f  complete in tersect ions'  
1 . '

w i t h  a n  i s o l a t e d  r c r : i t i c a l  p o i n t  a t  t h e  o r i g i n  s u c h  t h a t  d i m  X a = n  a n d



:
7 -  .

? ' 1

l r ( X r ) = c o n s t a n t ,  f o r  t  €  1 0 , 1 J .I  r '  
-  -  L  ' ,  t

t

A s s u m e  t h a t  f  + :  ( X * , 0 )  - +  ( C , 0 ' ) ,  i s  a  s m o o t h  f a m i  l y  o f  f u n c t i o n s  s u c h
. L L

- 1 .
t h a t  X - ^ = f : ' ( 0 )  i s  a n  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t y  o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  w i t h ,

t o t
r ' )

d i m X * ^ = n - 1  a n d  F " ( X n ^ ) = c o n s t a n t , f o r  t  € [ O , t J .  ' ,  i
t o l r u

I n  t h i s  s i t u a t i o n  w e  s a y  t h a t  t h e  f u n c t i o n s  f o t  ( X o , O )  - *  ( C , O )

a n d  f  1 :  
( X 1 , 0 )  - +  ( C , O )  a r e  

f l - " q r i v a i , e n t .

r a
W e  h a v e  r e m a r k e d  a l r e a d y  i n  l 3 . l ' t h a t  

i n  t h i s  c a s e  t h e  t o p o l o g i c a ,  . , i

t y p e  o f  t h e  m a p  o f  p a i r s  ( 1 . 4 )  a s s o c i a t e d  t o  t h e  f u n c t i o n  f a  i s  t h e  s a m e

r -  . 1
f o r  a n y  t  €  [ 0 , 1 1 .

} J e  g e t  t h u s  t h e  f o l l o w i n g  ( c o m p a r e  t o  [ t 4 l ,  5 g l '

P rqP.o.s,i li.oJt 2. 1

: i ; '  A  f ^ - . o n s t a n t  f a m i l y  f * :  ( X t , O )  - - >  ( C , 0 )  a s  a b o v e  g i v e s  , r i s e  t o  a , g  ,
I  f  r '

t r - ' ] i : - r , " '  na tu ra i '  i dana i f  i ca t i on  Hn- t  ( i oo )=  Hn- r  ( f l r o )  wh ich  p rese rves  the  i n te rsec t !?p

i  
i i r r n s ,  t h e  s e t s  0  o f  v a n i s h i n 3 , . c y c l e s  a n d  u n d e r  w h i c h  t h e  m o n o d r o m y

o p e r e t o r s  h .  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f u n c t i o n s f  ,  ( i = 0 , J , ) ,  a r e  c o n j . u q a t e '  0' l

' T h e  
n e x t  e x a m p l e  w i l l  b e  n e e d e d  i n  t h e  l a s t  s e c t i o n .

E{ampl  e . -  2 .1 X r . i i - , j , .

L e t  4 , , . . . , 6 ^ , ^  b e  p o s i t i v e  i n t e q e r s  ) 7  2 ,  d = a t  u n * p  '  d O = d / a O '
I  '  n + P  

f ' n l t t o n.  '  
A s s u m e  t h a t  t h e  d e f i n i  n g  e q u a t i o n s  g 1 = .  .  . = g o - 0  o f  X  a n d  t h e

. _  f  :  ( X , 0 )  
1 . +  

( C , 0 )  a r e  g i v e n  b y  w e i g h t e d  h o m o g e n e o u s  p o l y n o m i a l s  o f  d e g r e e

t \ r

d  w i t l .  r e s e . p e c t  t o  t h e  w e i g h t s  w t  ( x , . ) = d ' ,. K K
A N

" T h e n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  o f  t h e  m o n o d r o m y  o p e r a t o r  h
;  t  l l E l l  L l l g  l r l s  r  q v l e r  

l ' " '  r  " - "  
'  -

:

a s s o c i a t b : a  t o  f  i s  g i v e n  b y  t h e  f o r m u ' l a s



a  ( x )=

- 8

n \< r (  n+p
1 . . <  i 1 (  ,  .  .  ( i  , . . (  n + p

/ t - r \

I  A  " .  . . . a .  1 ,1 ' l i  \ n - r  /
L  

- _  - i r " ' - i r '  ' J

T - T  G l n i ( i t l b 1 * " ' * i r l b r ) -  r  )t l
i l r . . . , i r

1 r <  i 1 , r (  b k '  1 ,  [ 4 = ' 1  , .  .  ' , ' r .

P roo f

I

L

" ' |  r r ' .  
w h e n  t h e  p o l y n o m i a l s  g o  a n d  f  a r e  o f  B r i e s k o r n - P h a m , . a y p " ,  t h e

r 1
r e s u i  t  i s  p r o v e d  b Y  H a m m  [ ' 1 1 J  

'

L e t  w  d e r - i o t e  t h e  v e c t o r  s p a c e  o f  a l  I  t n e  p o l y n o m . i a l s  o f  t h e  g i v e n

( t  - \  |  .  n + 1  - 1

w e i g h t e d  h o m o g e r i e i t y  t y p e .  T h e  , u '  6 * l ( 9 , f  ) = ( g 1 '  "  ' ' 9 0 ' f  )  g W P l ' t  * n = 9  
' ( 0 )

- 1 ,  - ! ' ^ -  ^ - l *  ^ ^ - ^ l ^ + a  i n f a r c  
I

a n d  X n l = X g n f - l  ( 0 )  a r e  i s o l a t e d , a s , i n g u l a r r t i ' e q  p f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n s J

i s  a  Z a r i s k i  o p e n  s u b s e t  i .  w P + 1  '  ,  r .  :

l n  p a r t i c u l a r ,  G  i s  p a t h * c o n n e c , t 9 d ,

i , i o reover ,  i f  (g , f )€c ,  tner i ' ' ru (xn)  anc t  f l . (xn6)  
depend on ly  on  the

n u m b e r s c . a n d d  [ e l .  
' ,  ' . ,

I ] L J

' . T h e ' ' r e s u l t  f o l l o w s  u s i n g  ( z . t l .  g  r - ' l

N o w  w e , s h a l l  c o n s i d e r  d e f o r m a t i o n s  u n d e r  w h i c h  t h e  i n i t i a l  f u n c t i g n

f  :  ( X , O )  - *  ( C , 0 )  s p l  i t s  u p  i n  a  n u n , b e r  o f  { " i m p l e r )  f  u n c . t i o n s  f  
i t ( X i , 0 )  

- - >

* +  ( c , o )  ( c o m p a r e  t o  [ t 4 ] ,  5  z ) .
' +

T h e  p r e c i s e  s e r t i n g  o f  t h e  p r o b l e m  i s  t h e  f o l l , Q W , i n g "  [ r , e I  g ' ( x ) = 0 ,

t  e  [ O , f ]  b e  a  s m o o t h  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  g ( x ) = O  o f  X ,  d e f i n i n g

. . t  ^ ^ h * P  
*  

-

f o r  e a c h  t  a n  a n a l y t i c  c o m p l e l e  i n t e r s ^ c t i o n  X t  i n  s o m e  b a l I  B U C  C " ' r

:  . . i

cen te red  a t  t he  o r i g in .  (go=g)  ' , ; ' * " c ; i " ; , q  : :

, 0 n  X t  w e  f  i x  k , d i s t i n c t  p o i n t s  a , ,  ( t ) , . . ; ; . i . r , P k ( t ) - ,  q h n g . u l a r  o r  n o t ,  f o r  
.

t

t > 0 .  L e t  f t  b e  a  s m o o t h  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  ' f g n c t i o n  f  s u c h  t h a t

f  
t ( a i  ( t )  ) = 0  f c r  i = 1 ,  . .  . , k  a n d  t )  0  a n d  f o = f  .  i  -  : i  -

Cons i  der  the  cor  respond i  ng  f  unc t  ion  ger ; rpp ;



r l , ( x ' , " ,( t ) ) - ( c , o )

a n d  m a k e  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  ( s e e

:  ,  ( a )  r h e  f a m i l y  r l  t o r  t e  ( 0 , I

1 _  r r t  * t , r t t - 1 /a n y  i = i , . . . , k .  l n  p a r t i c u l a r  X ' o = ( t t /  (

s e c t i o n  s i n g u l a r i t y .  : :

u e f . r . b ) .

f r  
- c o n s t a n t  f a m i  l Y ,  f o r

e n  i  s o l  a t e d  c o m p l  e t e  i  n t e r  -

[ r ] ,
i s  a

o )  i s

t

\ { e  deno te  b r7 .  f  . . . :  (X , ,0 )  r - r  ( tC ,O)  the  
f - c lass  

o f  f  i  
and  by  ' 1 io  the

c o r r e s p o n d i n g  f i u e r  r l l  ( o )

f o r  a n y  i = l  , . . . , ' k .( b )  I  i m
tr0

a , ( t ) l  = o

2 . 3P r o o o s i t i q n

(A)

W i t h  t h e  a b o v e  n o t a t  i o n s  a n d  a 3 s q r , n p t  i o n s  ,

, k  a n d  a  s e t  E  a s s o c i a t e d  t o  f  s u c h  t h a t  t h e  c . o r r e s p o n d i n g

i

m a t r i c e s  M = S  (  [ )  a n d  M i = S  (  
[ ' )  s a t i s f  y  t h e  e q u a l  i t y '

! ' t  

t '  
t

l"."1 
'' 
l

i 4 , i  ' ' i  i = 1  , .  ; " ; ,

i n te rsec t . i o -n

P roo f

1"1 ,
I

U

M_

S t a r t  i  n g  w i  t h  t h e

m o r s i f  i c a t i o n  f ^ t { - - ' *  6
q r

f  unct  ion '  f  :  ( .X, 'n)  > (C ,0)  ,

as i  n sect igr,t '  11,.
i 1

p tx)+p(xo) y,I ,ut ptx, )+i*(x, o) )

(n ) ' i h e r e  
a r e  s e t s  o f  v a n i s h i i r - C  c y c l e s  6 . t  a s s o c i a t e d  t o  t t r e  f  u n c t i o n s

we con's;t6uGL"'ai.



1 0

W e  c o n s i d e r  a l s o  s o m e  d i s j o i n t  d i s c s  B .  c e n t e r e d  a t  a , ( t ) ' a r ' d  o f

r a d i u s  0 , ( t ) ,  i = 1 , 2 , . . . , k .

, . .  I f  t ,  l  l . l  a n d  t ,  ( t )  . a r e  c h o s e n  s m e . |  l  . : n o u g h  a n d  r  a n d  q  s u f f  i c i e n -

t l y  genera i ,  one  can  show ;he  fo l  l r :w ing  fac ts  (us inq  fo r  i ns tance  the  ' . , i i . : '

r - 1  ^

SeconC l so topy  Lemma o f  T i , om-Mathe r  as  i n  L ;  J '  3  '  )  '  :

' ( i ) t n e i n t e r s e c t l o n s i . = i r i l B i a r e n ? t u r a 1 l . v ' : i ' d e n t i f i e d w i t h t h e

| 4 , i  l n o r  f  i b e r s  ' o f  ( X t ,  a ,  ( t ) )  f o r  a n y  i = 1  , 2 , . . .  o k

( i i )  V i a  t h e  i d e n t i f i " " t ! o n s ,  , "  I  
i , , .  u r Q  m o r S i f i c a t i o n s  f o r  t h e

' q l  r l

l '  t  r  f ^  ^ \  F  .  I  a  l .

f  u n c t i o n s  f  l , ( x t , a ,  ( t ) ) - - - >  ( C , 0 )  f o r  a n y  i = 1  , 2 , ' ' '  , k '
l l ,

I , l i  th t h e .  s a m e : l o i a t i o n s  a n d  a s s u m p t i o n s  a s  a b o v e ,

: ' _

s s z  h lxy* i , t f to , ] - r , lo I f ( * i  ) *  F i ,o(x, ; )Jra  nk

where 
f  , ro(x ,J :  denotest h e  m a x i m a l  d i m e n s i - o n  o f  a n  i s o t r o p i c  s u b s p a c e

L e r  , = p t ( x ) +  A , L ( x ^ )  a n d  s , =  F ( X , ) +  g . ( r , ^ )  f o r  i = 1  , 2 ,  " ' , k '  l ^ / e  k n o w
t  I  

' o '  
i  /  

'  t '  I  l o

t h a t  f  h a s  o r e c i s e l y  s  c r i t i c a i  p o i n t s  b '
O J

s  .  o f  t h e s e  c r  i t  i c a l  p o  i n t s  a  r e  i " n '  t h e  b a  I
I

. ; ' : ,

t  , t J  ,

van is .h : i ' i r {  cyc ie  d j  6  nn -  j  (Xo )  J tas  suopor t

N  - 1' i  
= f  

-  '  ( U )  ' i s  t a k e n  a s  t h e .  l 4 i  I  n , > r :  f  i b e r  o f
o o

. . i  er ' :  J \ - '  
u s i n g  

' ( i i )  
w e ' f  i n d  o u t  t h a t  X t o  i s

. (
t h e  v a n i s h i n $ ' C y c l e  U j  c o r r e s p o n d s  t o  a

X .
l o

0 n  t h b  o t h e r  h a n d ,  i t  i s  c l e a r  t h a f ' t h e  i n t e r s e c t i o n  n u m b e r  o f  t w o

v a n i s h i n g  c y c l e s  w h i c h  h a v e  s u p p P r t s  i n  d i s j o i n t  b a l l s  B .  i s  z e r o '  f ,
i :  

^ ^ - . . ^ ^ ^ ^ . , : l l  IT h e  f o i  l o w i n g  c o n s e q u e n c e  w i l l  b e  u s e d  , , i : n  t h e  f  i n a l  s e c t i o n '

G.o Lo I-1 a,ry 2, 3
I

o n  l ' - .  F r o m  ( i i )  w e  d e d u c e  t h a t
r ' ' '

I  B ,  . and  thus  we  ge t  (A ) . .  , "  :  i  3 * r : ,
I

i s  i n  B ,  ,  t h e n  t h e  c o r r e s P o n d i n g
I

conta ined in  f , j= l ' ^nB,  ,  where
:  l g  o . .  |  ,

Xo

t h e  M i l n o r  f  i b e r  o f  X . o j " " n d  h e n c e

v a n i s h i n q  c y c l e  J I g H - . , ( i ' , ^ )  f o r '- j -  n - t  . l O

|  . c



-  1 1

i n  H  .  ( f .  ̂ )  ' . r i  t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n t e r s e c t  i o n  f  o r m '
n -  I  l o

P roo f

E a c h  o f  t h e  i ' n t e r s e c t i o n  m a t r ' 1 c e s  M .  i s  c o n j u g a t e  o v e r  Q " t o  a  m a t r i x

' / l \ l

I o  I  o l  I  y " ( r ' )
l _  |  I  J  t  '
t--r- l
l o  I  t ,  I
L -  |  i )

w h e r e  i l ' , = S t  p i ) ,  E t  b e i n g  a  b a s i s  o f  t h e  v e c t o r  s p a c e  H n - l  ( X : o )  e x t r a c t e d

f rom the  sys tem o f  oeneraaor ,  ,E  
i  '

.  a i  - ^  Y i
l 4o reove r '  we  can  change  the  b+ 'S ! .9  f5 '  

t o  a  d i f f e ren t  one  6  '  . :

s u c h  t h a t  S ( t r ' )  h a s  t h e  f o r m  :  ' : i 1 : :  ' , :  '
)

( 2 . 5 ) FH
w h e r e  t h e  d i m e n s i o n o f  t h e  n u l ' s q u a r e  b l o c k  i s  p i r o ( X i o ) ' ' '  u " * ' * " " " - "

- . : i  V i a  t h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s , -  t h e r i r [ a , ! r i x  M  i s  s e e n  t o  b e  e q r r i v a l e n t  t o

, '  a  m a t r i x  a s  i n  ( 2 , i l ,  w i t h  a  n u l  s q u a r e  b l o c k  o f  d i m e n s i o n  
, 4 ' ,  

( * ( * t ) *
l = 1 , k  I

f  i r o ( x ' o ) )  '

The  resu l t  t hen  fo l  l ows  by  e 'asy  I  i  nea r  a l  Seb ra  '  
I

Remgrk 2.5

'  
,  '  ,  i ,  N o t e  t h e  f o l  l o w i n g  e s t  i m a t e s  f o t  

F  i r o  
' '  , 1 r :  i

^ A A  + h a n  r h a  i n r e r s e c . t  i o n  f o r m  S  i s  s k g w -r :  t , \ - , f  n - l = d i m  X  i s  o d d ,  t h e n  t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m
\ l /  l f  f l - l : U l l l l  r \ ^  r >  v u u t  L r r v "  e " v

o

- s Y m m e t r i c  a n d  o n e  g e t s  ; r '

fa, ,o u) >, 1/2 . [ (xo) ^ ,



t y p e  ( F o , f . , f  - )  ]

(x; >, fo**in 
(F*,,l*-)

3 .  T h e  r a n k  o f  . l r e  i n t e r s c c t  i o n  f o r m

l n  t h i s  s e c t i o n  w e  r e l a t e  t h e  r a n k  o f  t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m  o f  t h e

w e i g h t e d  h o m o g e n e o u s  s i n g g l a r i t i e s  o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i i , r n g , , t " o  t h e  m i d d l e
{ *

B e t t i  n , . : n b e l  c f  t l ' r e l r  a s s o c i a t e d  w e i g h t e d  i . , t ' o . j e c t i v e  v a r i e t i e s  a n d  t o  t h e

m u l t ' i , p : l  i c i t y . o f  t h e  e i g e n v a l u e  1 .  J o r  a  s e q u e n c e  o f  m o n o  d r o m y  o p e r a t o r s .

L e t " ( X ,  g ; ' ; ' . b e '  a , n  i s o l a t e d  s i n g u l a r i  t y  o f  c o m p l e t e  i  n t e r s e * q , 1 , i p n  i n

C n l p  d e f i n e d  b y  t h e  w e i g h t e c i  h o m o . g . e n q q q , s . p o , l y n o m . i a l s  f .  w i t h  d e g  f i . = d i  w i t h

r b s o e c t  t o  t h e  w e i q h t s  w t ( x , ) = * ,  €  N * ,  ' t - o r  i = 1  , .  . . ' p i  j = 1 ' , . ' , "  r , ? t P '- J J

D e f i n i t i o n  3 . 1

12

( i l )  l f  n - 1 = d i mX o  i s  e v e n ,  t h e n  S  ' i s  a  s y m m E t r i c  f o r m  
[ s a y  

o f

a l rd  one  c le t s

f ) - .
T  I S O

.rl:!.j .I,le

f .  c a n  b e
I

c a  l , l "  X

c h o s e n

. e  g o o d  w e i g h t e d  h o m o g e n e o u s , s i n g u l a r i t y  i f  t h e  o o l y n o m i a l s

s u c h  t h a t  t h e  g e r m s

F' i l.; i . t r 
" 

-r 
i" ::t r-!

Xt f  . ,  ( x ) = . . . = f  
k ( x ) = 0

!

J k = l  , .  .  .  , p

a r e  i s o i a t e d  s i n g u l a r i t i e s  o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n s .  -  r i r . r .  : r " r

As  remarked  by  G j  us t  i  ,  no t  ' a l  I  we i  on ted  homogeneous  s  i  ngu la r i  t  i es

a r e  g o o d  ( e . g .  ; . , = * 2 1 * 5 * y 3 ) ,  f  z = y 2 1 2 * 5 * ' y 3 ) )

H o w e v e  r ,  i f  w . , = . . . = w n + p  o r  i f  d r = . . . = d n  ,  t h e n  
" ' ' ? ; ; u a i " t t i  

t y p q

,  '1 4* - .  { t  ,+ 
_a r q u m e n t  s h o w s  t h a t  X  i s  q o o d .  ) :  Y f  - : , ,  .

To  the  germ Xn cor responds some a lg ;ebra i ,c ' . vE iTEt ! /n  the  we igh ted
' F q

p r o j e c t  i v e  s p a c e  P  ( w l  , .  .  .  , w n + p )  [ 4  J .

W h e n  X  i s  q  q o o d  s i n g u l a r i t y ,  Y ,  i s  a  q u F s , i - - s m o o t h  c o m p l e t e  i n t e r -

s e c t i o n  a n d  h e n c e  a  V - v a r i e t y  [ , -  ]  t 3 . 1 . 5 )  .  I n  p e r t i c u l a r  Y O  i s  a  Q - h o m o l o g y

m a n i f o l d  a n d  t h e r e  i s  a  H a r d  L e f s c h e t :  T h e o r e m  f o r  i t s  c o h o m o l o g y  l t i l  
( f . f l )

={xe cn-P;
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f , , ( X ,  . , 0 ) * ( C , 0 1
K  K - l -

h a s  a n  a s s o c i a t e d  m o n o d r o m y  o p e r a t o r  h , .  a c i i n q  o n  H
k -

.  .  . l

r n  s e c t  r o n  |  .  r - e t  S  d e n o t e  t h e  i n t e r s e c t  i o n  f  o r m  o n

P r o p o s i t i o n  3 . 2
- - . r  #

n*o-  L( fL)  '  
as c lesc r  i  bed

Hn (r)

'  . , .  { .  :
r ,  , t l r t - H q i '

d e n o t e s  t h e  k ; B e t t i( i )  r k

number  o1 '  Y ,  t

( i i )  t t

( Y ) +  t ,  w h e r e  Y = Y ^ ,  b L ( Y )
p r (

o d d  a n d  t  = 0  o t h e r w i s e '

s i n g u l a r i t ' y , ,  t h e n .

o f  a  p a i r  g i v e s

s=1(x) -bn-  1
= ' f  f o r  n ) r 3

X  i s  a  g o o d

'" 0 ::-t Hn ( a l) - Hn (f) -J* iin'(f ' a I) ':-+

and  we .  oe r  i  ve  r k  S=  f  
(X )  -bn  (  ?T )

l = y f l S  S - r = X  , f l S ^  b e  t h e  t i n , k s  c o r r e s p o n d i n q  t o  X = X ^  a n d  t o  X  I
L = x l l ) O  r  L -  p - t  u  

l l n : K s  L r . l r r s > P v r r u " ' Y  " "  "  ' p  p : t

N o t e  t h a t  D  s ? 3 '

.  
T h e  S 1 - a c t i o n  o n  S o  g i v e n  b Y '  ' '

w1  tn*o  
\

t . x = ( t ' . * 1 r . . . , t ' ' x n + p /

t h e

t h e

t h i s  
' a c t i o n  

o n

[ l 0 ] ,  
w e  s e t

I

. L  5 =  j , ( X ) -  f ,  ( -  t  )  
k c o r a n k  ( h p + 1 - k -  i d )

r  k = 1  , p

where  co rank  T=d im coke r  T '

P roo f

T h e  h o m o l o g Y  e x a c t  s e q u e n c e

I e a v e s  i n v a r i a n t  t h e  l i n k s  f ,  a n d  f , ' a n d  m o r e o v e r  L t S l  r ' t '  L ' / 5 1  =

. Lt3' ing

e  ' { € - .

|  1  f i " a n d
L  . J

' ' " ' '

S m i ' t h - G y s  i n  e x a c t

r e s u l t  o f  H a m m  o n

s e - q u e n c e  a s s o c  i a t e d  t o

t h e  c o n n e c t i v i t Y  o f  I

bn (  ?  i )  =bn-  1  (  a  l )  =bn-  1  ( I , )  =un- ' ,  (v )  -
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w h e r e  t  i s  d e f i n e d  i n  t h e  s L a t e m e n t " o f  t h e  r e s u l t  ( i )  '

0 n  t h e  o t f i e r  h a n d ,  c o m p a r i n q  t h e  S m i t h - G y s i n  e x a c t  s e q u e n c e s  a s s o -

1 \:-l
c i a t e d  t o  t h e  S ' - a c t i o n s  o n  L  a n d

H n ( f , )  - - - '  H n ( f ' )  i n d u c e d  b y  i n c l u s i o n

the  pa io r  ( f , ' . , f , )  t hen  g i v t r s  1

d i rn  Hn (  E ' , )J  )=bn- .1

T h e  e x a c t  s e q u e n c c

d i m  H

t  - .  ,' ,  w i  f  i n d  o u t  t h a t  t h e .  r n o : - P h i s n r

i ' s ,  t i  i  v i ' i ,a , l r '  '  The exac t  seouence o f

T

( f )+un  (X ' )

i  n  [ r  o l  (  1  .  B)  shows tha t
L J

n  
( f , ' , t ) = .o r "n r  ( n ,  -  i a )  .

T h e  l a s t  t w o  f o r m u l a s  g i v e  t h e  r e s u l t  ( i i ) .  
D  

' r , r r :
u

r - ' , o i . ' *  y *  men t io t i o ,n ,oh /  some s i t ua t i ons  when  rk  5  Can  .be .co rnpu ted  e f  f ec t i ve l y

u s i n g  P r c p o s i t i o n  ( l . z )

No te  f , i ' ns t  t ha t  
l 4  

(X )  can  b i :  a iways r  compu ted  i n  te rms  o f  
.w . , ' d ,

. :  ' l . n  t h e  c a s e  o f  h o ' , t e g e n e o u s  s i n q u l a r i t i e s  ( i . e .  t l = . . . = w n * o = 1  )  t ^ ' e

' , '  i r i n c e  t h e r e  a r e  r o r m u l a s  f o r  b n - 1 ( Y )  ( s e e  f o r  , i n s t a n ' c e  I r z l l  .  '

W h e n  c J i m  X r (  2 ,  w e  c 2 r 1  c c n ' r p u t e  b " - . ,  ( Y )  u s i n g  t h e  f o r m u l a

ill
t r g e o m e t r i c  c e n u s n  p o  g i u " n  i n  [ 4 J  ( 3 ' . 4 . 4 )  a n d  t h e  o b v i o u s  f a c t

1 - d i m e n s i o n a ' l  V - u a r i e t y  i s  s m o o t h  r ' l u : 1 . ,

: i  " , F r o r  t h e  s i n g u l a r i t i e s  d e s c r i b e d  i n  E x a m p l  e  ( 2 . 2 )  w e  c a n

.  / . .  \
u s r n g  \ r r / .

I r i
srq.'.{,i,),!r:ti:.i i_-1

' ' i ,

i:;.15

, , , t  I

c a n  u

for  the , .

tha'tr..3', ' , ,

compu tc  r k  5

R e m a r k s  3 . 3

( i )  S i n c e  t h e  c o h o m o . l o g y  a l q e b r a  H x ( y , Q )  h a s  t . h e  s a m e  s t r u c t u r e  a s

.  , , k' " ' . r r f , b ' f ' " l a n  0 s u a l  c o m p l d t e  i n t e r s e c t i o n  i . e .  e x c e p t  t h e  m i d d l e  d i m e n s i o n  H " =

.  = Q ( r e s p . ' 0 )  f o r  k  e v e n  ( r e s p . o d d ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t o  k n o w  b n _ . ,  ( Y )  i s  '  " \ : , i r , :

e q u i v a l e n t  t o  k n o w i n g  t h e  E u l e r - P o i n c a r 6  c h a r a c t e r i s t i c  / - { f i  o f  Y .  - : e , i

ii:;i.d
?

( i i )  l f  X f  , , ' i s . a  s e m i . - w e i g h t e d  h o m o q e n e o u s  s i n c t u l a r i t y  o f  c o m p l e t e  . u . , i " y y '

' s i ! r ' '  
i n t e . r s e c t i o n  f S l  c o r r e s D o n d i n g  t o  t h e  s i n g u l a r i t y  X  a b o v e ,  t h e n  n o t e  t h a t  " \ * \ k

L J
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t h e

t h e

M i l n o r  f  i b e r s  I  a n d  [ " ' "  h o m e o m o r p h i c  a n d

s a m e  i n t e r s e c t i o n  f o r m s

( i i i )  T h e r e  i s  a  v a . r i a t i o n  o p e r a t o r

i n  p a r t i c u l a r  X  a n d  X ' h a v e

, a ! a * . r 3 r

va r  :  Hn_ t  
( Io,  ? xo) ---+ Hn- t  

(xp)

a s s o c i a t . e c  i n  t h e , u S u a l  W a y . t o  t h e  m o n o d r o m y  o D e r a t o r  h  i n t r o d u c e d  i n

r  1 ,

s e c t  i  o n  1  ( s e e  f o r  i  n s t a n c e  L 9 J  )  '

T h e f o r m u l a 3 . 2 . i i s h o w s t h a t f o r c o m p l e t e i n t e r s e c t i o n s ( a s

o p p o s e d  t o  t h e  h y p e r s u r f a c e  c a s e ! )  t h e  v a r i a t i o n  o p e r a t o r  i s  n o t  i n  g e n e r a l

r . l

a n  i s o m o r p ' h i s m .  I n d e e d , ' o t h e r w i s e  o n e  w o u l d  h a v e  a s  i n  i 9  j

r k  S = r k ( h - _ i d )p

a n d  t l - i i s  c o n t r a d i c t s  ( 3 ' Z ' i i ) '

4 . t s o l a t e d . s i n g u ] a r i t i e s o n p r o j e c t i v e c o m p l e t e i n t e n s e c C I o n s

n + n

h / e , , c o n s i d e r  a  p r o j e c t i v e  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o r ,  v c P i ' - u  d e f i n e d  b ! . , . ; , ' ' '

t h e e q r j a t i o n s P . , ( x ) = . . . = P o ( x ) = 0 , w h e r e P , i s a h o m o g e n e o u s p o l y n o m i a l o f

d e q r e e  d .  ,  d l ) r d . , ) . " '  ) . d p ) ,  2 '  P ' t ' Z '

t r J e  a s 5 u m e  t h a t  V  h a s  o n l y  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s  p ,  '  
' * 1  

' : ' i : J { '  a n d

w e  t r y  t o  g e t  a n  u p p e r  b o u n d  f o r  t h e i r  n u m b e r . N - - f u n d  , t h e i , r  c o m p . l e x i . t y ) .

T h e p o l y n o m i a l s P i c a n b e c h o s e n s u c h t h a t t h e c o m p l e t e i n t e r s e c -

t i o n s

uu={*€  Pn+P;  P . ,  (x )= '  ' , { y , i ' { i 1 ' ; . . . , P=po(*)=oJ

a r e  s i n g u l a r  a t  m o s t  a t  t h e  s i n q u l a ' r " ' 9 ' Q i n t s  o f  V '
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I n d e e d ,  t h i s  c a n  b e  d o n e  i n d u c t i v e l y  o n  k ,  u s i n r l  B e r t i n i ' s  T h e o r e m

. r  - 1

t L Z J ,  p . 1 3 i l .  F o r  i n s t a n c e  P . ,  , s h o u t O  O . :  t a k e n  a s  a  g e n e r i c  m e m b e r  o f  t h e

I  i r rea r  sys tem I  (V ) "1  ,  t he  homogeneous  co r rpo r " ren t  o f  deg r ree  d . ,  o f  t he  i dea l

I  ( V )  o f  t h e  p r o j e c t ' i v e  v a r i e t y  V .
o ^

T h e n  a p p l y  B e r t i n i ' s  T h e o r e m  t o  t h e  l i n e a r  s y s t e r w  I ( V )  
z  

o n  t h e

s m l o t h  p a r t  o f  { t . , = o }  a n d  s o  o n .

i  . ,  '  Moreove ' r ' ,  we can supnose tha. l

f o r  a n y  k = l , . . . , p ,  w h e r e  H  i s  t h e  h y p e

Le t  s f  ( r l =P ,  ( t ,  r ;  , .  f  
t  
1 * ) '=Po  ( t  ,

i = l , . . r p - 1 .

- : i c /  T h e n  X ' g o 1 r ; = g  ( r e s p .  X o r g o ( * ) = f o ( x ) = 0 )  i s  a n  i s o l a t e d  $ i ' n g u l S t r i t y

o f  ' c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n ,  n a m e l y  t t i e : c o n e  o v e r , t r l t d  s m o o t h  v a r i e t y  l . / o - , ,

( r e s p .  \ , l  ) .. D

: j  t { o i e  t h a t  t h e  s i n q u l , a r i ' t r i e s  o f  X ! : c , t , ( 1 ) = 6  ( r e s a . ; r r X , : j g t ( ^ ) = f t t x ) ' = 0 ) ,

f o r  t l O  c o r r e s p o n d  t o  t h e " , s i n q u l a r i t i e s  o f  V n _ . ,  { r e s o  V p = V )

"  M o r e o v e r  a l I  t h e  a s s ' u i n p t i o n s  c f  ,  p r o p  .  2 . 3  a r e  f u l  ' ' . : i , l  l e d .  u s i h g

( 2 . \ )  a n d  ( 3 , . . 2 .  i )  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n q .  ,

P rop,-os i-t i.on .4 . 1

t h e  i n t e r s e c t i o n

r p i a n e  g i v e n  b y

? 1

x )  f o r  t  €  [ 0 ,  t J

s \^/ ,  =V, O H are smooth
K K

x  = 0 .  ' .
o

n t ^

,  x € 0 " ' Y  a n d

t

,ri;i:4.ti
,i:

t  . . .

,F- 
( f(xi  )*f i ,o(* io) ) ' (  

1t{x}+ 
t  nl  yixo)*un-, (wo) - E ]

w h e r e  X ,  ( r e s p . X i o )  d e n o t e s  t h e  s i n q u l a r i t y  o f  t h e  t o m p l e t e

V  ,  ( r e s o . V )  a t  t h e  o o i n t  n -  f r- p - l  - ;  t h e  P o i n t  P 1  f " o r  i = l , . . . , N .  
6s 

Let  us deno, te.  by.  ,en(xtX.o) t ' the ; ight -hand s ide in  the

T h e n  t h e * r o p o s i t i " o s i - ( 4 . 1 )  g i v e s  a  b e t t e r  u p p e r  b o u n d  t h a n

w h e n ,  r o u g h l y  s p e a k i , n g ,  B ( X , X o )  <  / , , t ( X o )

t h e  i n v a r i a n t s  i n v o l v e d .

i  n t  e rsec t  i  on

:  i ,

a b o v e  i n e q u a l i t y , .

( 0 .  t  )  a n d  ( 0 ,  z )

b e h a v i o u r . o f
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Exjrmp]e.. 4 ."2

W e  c o n s i d e r  t h e  c a s e  d 1 = " ' = d ^ = d '  T h e n  u s i n g  t h e ' ' f o r m u l a s
' i )

w e  f i n d  t h a t  1 , t  
( x )  ( r e s p .  

f ( x o ) )  
i s  a  p o l y n o m i a l  i n  d  o f  d e g r e e

I

l e a d i n g  c o e f f i c i e n t  t " l l ; t l  '  r e s p '  ( n * : - t ) '  M o r e o v e r '  b n - t  ( w o )  i s

c a s e  a  p o l y n o m i a l  i ' n  d  o f  d e g r e e  n + p - ' l  '  l t  f o l l o w s  t h a t

' "  Ie l
n + p  w i t h

i n  t h  i s

B (x ,  x^ )
L(n,p) '= :5 ;Gi=

l u

N o t e  t h a t  t  ( n ,  P )  (  1  i  f  a n d  o n  l Y  i f

d i m  V )  2  c o d i m  V - 3

w e  h a v e  a s  i n  ( 0 . 3 )  '  ( :  { :

jt:

and moreover

t'lote

a n d  h e n c e  ( 4 .

p o i n t s  o n  V .

t h a t

L ( n , 1 ) = l i m  L ( n . P ) =
n-t oo

t h a t  i f  n = d i m  V  i s

1 )  g i v e s  a n  u P P e r

W h e n  n  i s  , e v e n ,  i  t

. n

o d d ,  t h e n

b o u n d  f o r  N ,

i  s ,  . e a s y  - t o

F, ,o 
(x 

, o)'f ' '1, 'Jo r

t h e  t o . ! a l  n u m b e r

s e e  b y  2  . 6  . i  i  a n d

a,n"y., .i =ll"-;,. . rrNt

o f  s i n g u l a r

[ . r t ]  ( 8 . 1 0 )

1
z

f  
( * i ) * f l i r o ( * , o) = o

i ' f  a n d ' b n l Y  i f  X .  i s  s m o o t h  a n d

(  i  .  e .  o f  t y p e  A n  , D n  , 8 6  , t ,  o '

l n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  u P P e r

s u s p e n s i o n  d e v i c e  a s  i n  a r u c e  I z l '

X .  i s  a  s i m p l e  h y o e r s u r f a c e  s i n c l u l a r i t y
l o  ,

f' 8 i n  A r n o l d  n o t a t i o n s )

b o u n d  f o r  N  i n  t h i s  c a s e '  o n e  n e e d s  a

. r : .  . . t  J

. ' ,  l i i ,  i ' ' V l e  c o u l d  i m a g i n e  n o  b e t t e r  a p p r o a c h  t h a n  t h e  f o l  l o w i n g

p e n s i o n .  X t : d t = 0  ( r e s p ' X t : 6 t = 7 t = 0 )  w h e r e  E f  ! ' 5 0 = ) =

r r  \  ' t  - z  7 t ( * , = ) = f t ( x ) + t r z z  f o r  z ,  A  a n d  l i  i n c '  " t , '= g I ( x ) + z t ' z  '  T  

t t t " t n " ' " n  q e n e r a '  e n o u o h '  
- x o  

a n d ' x ! . . ; a r e. : l . f l  t he  cons tan ts  I  ,  7 i  a re  chosen  genera  I  e t reuu r r '  ̂

i s o l a r e d  s i n g u l a r i t i e s  o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n s '  M o r e o - v e r  i f  a r ( t ) ' - e x ;

i s  a  s i n g u l a r  p o i n t " ,  t h e n  ( a , ( t )  ' o )  e  I !  i s  a g a i n  a  s i n q u ' l a r  p o i n t

rl .i ',ej ^ tl riJ : t

! r  f u



I n  t h i s  w a y ,  u s i r r g
:

( 2 . 4 )  w e  g e t  a n  u p p e r  b o u n d  f o r  N  i n

1B

t e  r m s  o f

N o t e  t h a t  t h e

i n  g e n e r a l  a n d  h e n c e

" t a t  i o n s .

/ 4 ( X o )  ,  l , t ( X o )  a n d  t h e  r a n k  o f  t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m  5  o r  1 1 . .
l l o o

I ' J e  c o n s i d e r  a g a i n  t h e  c a s e  d 1 = . . . = d p = d .

U s i n g  ( : . 2 )  a n d  ( . l . Z . i i )  i t  i s  e a s y  t o  s h o w  t h e ; f o l l o w i n q .

T h g  M i i n o . r  n u m b e r  p  ( X o )  n e s p .  4 t x i )  i s  a  p o l y n o m i a l  i n  d  o f

desree n+p w i th  lead ins  coef  f  i c ien t  t i l ! ) ,  .  t ' l f t t l  resp .  t l l ?1 . " ( " i f  ; ' )  .  ' r : - i  '

Mi i reove r ,  ab  i "  [ z ]  Lemma 5 , ,on .e  can  show tha t ;  co rank  ( r ' . 0 - i o )  i s  a

p o l y n o m i a l  i n  d  o f  d e g r e e  (  n + p  f o r  k = l , . . . , p -

Let  us dbnote by E '  the upp:e l r ' :bound we,  get

E =  p ( l o ) *  / ^ ( I o )  - 1 / 2 . r k  i
t l o

T h e  a b o v e  c o m p u t a t  i o n s  s h c w  t h a t

= ? i
T r - . - r -  , !  B  n ' + n ( 4 p - 1 ) + 4 n ' - 4 0 + 2L \ n r p / : = l t m - ? - . 7 - T = f f

d + * F ( x o /  l ( n - F l ) \ n + t )

p a r f i c u l a r ,  w e  h a v e  a s  i n  ( 0 . 3 )

r 1

L ( n , 1 ) = l  i m  L ( n . o ) = :  .
n - r  ao  

'Y '  2

( i )  l f  w e  u s e d  a  ' h o m o g e n e o u s '  s u s p e n s i o n  g i t e n  U V  S l = g l *  ^ , r O t  ,
cl

Ft= f t+ , l z  P  ,  t hen  Xo , * - :  a re  homogeneous  s ingu r la r l i ' t i es ,  bu t  t he i r  M ' i , l no r

number . s  become too  b ig  to  g i ve  i n te res t i ng  upoer . l $o ,unds .

( i  t )  |  t  s e e m s  t h a t  t h e r e  a r e  u " r r f f i " s - o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t  i o n s

s i n g u l a r i t i e s  I o , X l  u r e  n o  l o n g e r  w e i q h t e d  h o m o g e n e o u s

one  has  no  ge i re -a l  me thod  fo r  ma lc ing  exp l  i c i t  compu-

p r e s e n t e d  i n  : t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e .

l n

A  h a p p y  e x c e p t i c n  i s

Ex.a,mple 4..3

Rgmark:._!J x

- t

T



V  f o r  w h i c . h  i t  i s  k n o u r n  t h e  m a x i m u m  n u m b e r  M  o f  s i n g u l a r i t i e s  w h i c h  c a n

r e a l  l y  c c c u r  o n  V

T h e  o n  l y  s u c h  e x a m p  l e  k n o w n  t o  u s  i  s  w h e n  P = d  r . = d " = 2  a n d  i  t  i  s  d u e' t l

t o  K n d r r - e r  l 1 3 l  C h a p . l l .  I n  t h i s  c a s e ;  a n d  a s s L r m i n g  n ) . 3  o d d ,  o n e .  h a s
1 l

t h e  f o l  l o w i n g  e q l r a l  i  t i e s ;

M - n + 3  ,  
l , *  

( X o ) = 2 n + 3  a n d  B ( x , x o )  = ( 3 n + 7 )  / z

t h e  r n a x ' i n r u m  1 , 4  h r e i n g  o b t a i n e d  f o r  a  p e n c i l  o f  q u a d r i c s  v ' r i t h  S e g r e  s y m b o l

[ { r ,  r  ) ,  ( t ,  r  ) , .  i . ,  ( 1 , 1 ) J
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