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] I '1AN I  FOLDS IN SOME I  NTR INS IC FORMAL CASES

Ste fan  PAPAD IMA
,

I  NTRODUCT I  ON

S u l  I  i v a n ' s  r e s u l . .  l - , f l  ( r " "  
" . t e p  i r l )  s h o w e " d  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f

L  )  
' i u r  

l -  J

' ' ! ' J '  
( . . . i  r  .  r  .  !

. a l g e b r a . i c  n a t u r e .  I n  m o r e  d e t a i l " , -  t h e  t h r e e  s t e p s  o f  . t h q " c t a g s ' i f : i c a t i o n

m a y  b e  d e s c r i b e d  a s  f o l l o w s .  . r L O  . ,

Star : t ing wi th  the rat ional  cohomo, logy a lgebra.*  9ne rmrs i !  8e,V6, ,61r t ! ,  ; r  i , , . r , i ,

a  w ? y  o f  c l a s s i f y i n o  P o i n c a 1 6  d u a l  i t y  a l g e b r a s . : e v e r  Q .  T h i s  s t e p  w a s .  , , ' . , . :

ca r r  ied out  '  
"  [ rJ .

T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  d b t e c t  t h o s e  P o i n c a r d  d u a l i t y  a l ' g e h r q s  w h i c h

; ' r ' " '  
com€ f  rom man i fo lds .  Here  one  may  use  t ' hg - - fo l  l ow ing  more  genera l  a lgeb ra i c

r - 1
1 ;  t e s t  o f  r r r a t i o n a l  s u r g e r y t ' ,  w h i . c . h  w e  s h a l  I  b r i e f  l y  r e c a l  l ,  f o i l o w i " g  U  J .

L e t  X * b e  
" t 4 - . o n n " c t e d  

Q - l o c a l  s p a c e  w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  H x ( X ; q )  i s  a

p o i n c a 1 6  d u a l  i t y  a l g e b r a  ( P . d . a . )  o f  f o r m a l  d i m e n s i o n  n .  l , u " n

' 1  r ,

/ - L  € H n ( x ; Q ) .  [ o ]  a n d  p = f  n , € O  H 4 i ( x ; 0 - ) ,  o n e  m a y  a l w a y s r f  i n d ,  i f  n # 0

i "
{ m o d  4 )  a  c l o s e d  m a n i f o i a  n n  a n d  a  m a p  f  : M  - }  X  w i t h  t h e  p r o p e r t y :

f  i n d u c e s  a  r a t i o n a l  h o m o l o g y  i s o m o r p h i s m  a n d : - . r , ,  i l - i

r*[M] = 
/, 

, tx (p) =pn,,

l f  n=4 l i s ( k1 ,1 )  t hen  the  ex i s tence  o f  M  and  f  w i th  the  above  p rope r$y* i i , s

'  (x)

i , :
e g u i v a l e n t  t o  t h e  f o l  l o w i n g  s e t  o f  " d i f f e r e n t i a b ' i l  i t y  c o n d i t i o n s " :  . ' '  ' ' . ' , :



- 2

( o r )  t h e  n : m b e r s  . 1 : (  J u  , f > l  , u "  p a r t i t i o n  o r  k ]  a r e  t h e

P o n t r j a o i n  r u m b e r s  o f  a  c l o s e d  n l a n i f Q l , d ' ; '

( O Z ;  t h e  q u a d r a t i c  f o r u n  H 2 k ( X ; q )  O  n ' O ( X ; e )  - > " Q  g i v e n  
" b ,  

. n "

P o i n c a r 6  d u a l  i  t y  i s  a  s u m  o f  c q u a r e s  
" o v e r ' , Q  

i  " :

.  7 l /  /  '  '  \
( o t ) c ' (H ' o ( x ;q ) , f  ) =  ( t o (n ) ' , ; . r " )

|  ' -  
I

( i f  ( r t  = ( d t , .  
j ' ,  ( . d r ) ,  p ( u  s t a n d s  f o r  t h e  m o n o m i a l  n i r .  n * . ,  { i  d e n o t e s

t t , r  * r  '  . \

t h e  s i q n a t u r e  a n d  L O  i s  t h e  H i r r z e b r u c h  p o l y n o m i a l )  '

l f  H  i s  a  p . d . a .  o n e  m a y  e a s i l y  d e r i v e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f  i c i e n t  , : . , , .

, c o n d i t i o n s  f o r  H  i n  o r d e r  t o  h a v e :  H = H * ( m ; q )  ,  M  a  c l o s e d  m a n i f o l d ,  ' b y  ,  , l

, *  a p p r o p r i a t e l y  r e F o r m u l a t i n g r  t h e ' : . b o n d i t i o n s  ( O - f * ( 0 3 )  ( s e e  $  f  ) .  ' ' . ' : r ' ) ' , ' : r  , . ,

r  l l i ;  ' , , : i ' , , ' ,  , A t '  t h e  i a s t  s t e p ,  L h e r e  i s  a  g e n e r a l  t h d o r y  o f  t h e  a l q e b r a i c

c e s c r i i j t ' i o n  o f  t h e  r a t i o n a l  h o m o t o p y  t y p e s  ( n o t  n e c e s s a r i l v  m a n i f o l d s )

w i t h  a  g ' i : V e n  ( a r b i t r a r y )  c o h o m o l b q y  a l g e b r a ,  i n  t e r m s  o f  m i n i m a l  m o d c l s

, r^-l i- 
'|' ' i- -'i

d i t i o n s  1 p 1 ) - ( D 3 )  a r e  i n v o l v i n q  o n l y  t h e  c o h o m o l o o v  a l q g b r a ,  e v e r y  s l ) ' a c e

w h o s e  c b ' h o m o l o g y  a l g e b r a  c o m e s  f  r o m ' m a n i f o l d s  i s  i t s e l f  o f  t h e  r a t ' i ' o n a l  '  '

h o m o t o p y  t y p e  o f  a  m a n i f o i d  a n d  t h i , E ,  r e m a r k  c o m p l e t e s  t h e  s o ' l u t i o n  o f  t h e  , , 1 , , '

c l a s s i f i c a t i o n  p r o b l e m  s t a t e d  a t ' " t l e  b e g i n n i n g '

T h e  a i m  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  f o l  l o r r y "  l h c  ' a b o v e  D r o q r a m  a d d i n g  s o m e

s i m p l  i f y i n g  h y p o t h e s e s .  
' l n  

o r d e r  t o  a v o i d  t h e  c o m o l  i c a t i o n s  a r i s i n q  i n  q e -

n e r a l  
' 5 t  

t h e  t h i  r d  s t e p ,  w b  s h a l  l  r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  t h e  i n t r i n s i c

f o r m a l  c a s e s .  A  g r a d e d  a l q e b r a  H  o v e r  O  i s  s a i d  t o  b "  
i n [ ' ] t l : " l t y - l t : T " l

( r " "  I i  )  i t  there  is  exac t ly i i : iq "p .e r ,Q-homotopy  tyoe  X such.  tha t  gxX=H'  For
L J

e i < a m p l e ,  i t  i s  s h o w n  i n  l - l l  t h " t  a  ( f < - l ) - c o n n e c t e d  P . d . a .  o f  f o r m a l
L - J

d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  o r  e q u a t  t o  4 k - 2  i s  i n t r i n s i c a l  l y  f o r m a l  '

A s  f a i ' " a s  t h e  f i r s t  s t e p  i s  c o n c e r n e d ,  t h e r e  i s  a  c e r t a i n  c a s e

w h e n  t h e  g e n e r ' a l i  c l e ' s s i f . i c a t i o n  o f  
l ] l ]  

t " t , " t  a  p a r t i c u l a r l y  n e a t  f o r m ,

o f  homgq .e .noys ]y  -Len -e le ted .a lqeb ras  H ,  de f  i ned  by  the



proper t y  t ha t  t heY

A , - a

H " ( s e e l T l f o r a
r- ._l

T o  s u c h  a

a r e  g e n e r a t e d  a s  a l g e b r a s  b y  s o m e  h o m o q e n o u s  c o m p o n e n t

g e o m e t r i c  i n t e r p r e t a t , i o n  o f  t h i s  c o n d i t i o n )  '

P . d . a .  o n e  c a n  . r : s s o c i a t e  t \ , . ' J  m o r e  n r : m e r i c a l  i n v a r i a n t s :

A
b y :  r - d i i n  H ' a n c i ' t h e ' l u p l e n g t t i  c  d e f i n e d  b y t  d r - H l * O

d e q r e e  c  h o m c q d n o u s  f o r m s  q ,  i n

t h e  r a n k  r  d e f i n e d
--__-\

b u t  l l + .  .  .  H + = 0  .  . D e n o t  i  n g  b y  H :  , ^ ^  (  r )  t i r o s e
u ' r e v

c+.1

t h e  v a r i a b l e s  X 1 , .  ' . , x , -  r  p o l y n o m i a l  f l o r  d

w i t h  r a t i r : n a ' l  c o e f  f  i c i e n t s ,  w h i c h  h a v e  t h e

even a.nd

p rope q ty

ex ter  i ;o , r  fo r  d  odd '

that the forms --- !15- .  -
) x .. , I

\
. : . , J 9 '  a r e  I  i n e a r l y  i n d e p e n d e n t '  w e -  c o n s t r u c t e d

) Xa r

H ^  h a v i n g  d ,  r  a n d  c  a s  i n v a r i a n t s  a n d  w e  s h o v : c d
Ll

g e n e r a t e d  P . d . a .  a r i s e s  i n  t h i s  w a y  q l d i t  m o r e o v e r ,

a n d  H q ,  a r e  i s o m o r p h i c  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  f o r m s  q ' t

f o r  a n y  s u c h  q  a  P . d . a .

t h a t  e v e r y  h o m o - o e n o u s  1 Y

t h a t  t h e  a  I  g e b r a s  H q , ,

. a n d  q , ,  a r e  l i r l q a r i Y

equ  i va  I  en t ,  t *u  fS ]  .

G iven  the  a loeb ra  Ho  ,  cne  may  cons t ruc t  ' a  Q-ho i ' t o topY . ,  t JPe . ,oo  ,

u n i q u e l y  d e t e r m i n e C  ' b y  t h e  o r o p e r t Y  t h a t  X O  i s  f o r m a l  r a , n d  H * X O = H O ( i i 3 i )

When speaking of l l9-t* l-9"3l",,hqmoJo"py,iv39 of X we shal I  always aslunre

t h . r  X  i s  h o m o l o g i c . 3 . U J  _ , 1 - q o n n e q t g d  i . c .  F .  ( X ; q ) = 0  f o r  i ' { f , .  . W e  s h a l l  a l s o

assumu rrol- I l -on that al l  qraded al 'qebras H are 1-gongglgg i "u '  Ho=Q
-=\ {1 - - : r d - H - = q  ( w h e n  H  i s  h o m o q e n o u s l y  o e n e r a r - e d  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t ' o  4 > 2 )  '

\ , J i t h  t h e s " ' ' ' p " t i f i c a t i o n s ,  i t  i s  w o r t h  n o t i n q i { h a t '  g t a r t i n q  w i t h  q '  X o

m a y  b e  e x p l  i c i t e l y  d e s c r i b e d ,  e i t h e r '  b y  c o n s t r u c t i n g  i t s  S u l  l  i v a n  m o d e l  ,  - .

t  .  l - ^ f  r  ^  ! r r - . -  - - r ^  
r ' 1  '

( a s  i n  [ 3 J )  o r  i t s  Q u i l l e n  m o d e l  ( a s  i n  [ 6 J ) '

l n  t h e  h c n o g e n o u s l y  g e n e r a t e d  c a s e  i t  f o l l o w s  i r n r n e d i a t e l y  f  r o m  t h e

r e s u l t  q u o t e d  f  r o m  f S l  a r - r u t  a n y  P . d . a :  h a v i l : q - c " (  3  i s  i n t r i n s i c a l  l Y  f o r m a ! '  ; , , ,  -

T h e  e x a m p r e  H = H * ( ( ( p a c  x  p 4  c ) f i e z c ) ^  r t r i ^ u ' ' ? i ] - u l  ,  s h o w s  t h a t  t h i s  i '  
' , - ,

n o  l o n g e i ' t r u e  f o r  c = 4 .  T h e  f  i r s t  s e c t i o n  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  i s  d e - V ' g t e d

t o  t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g :



THE0REM 4  .  *e t  14  be

4 -

a  c o m p a c t ,  b o u n d a r y l e s s ,  o r i . - e n t a b l e ,  h o m o l o g i c a l  I y

4 - c o n n e c t e d  d i f f e r e n t i a b l e  m a n i f o l d .  S u p D o s e  t h : t  H x ( u ; 0 . )  i s  h o m o g e n o u s l y

g e n e r a t e c J ,  w i t h  , , ( 1 ,

f )  c = 4  :  M  h a s  t h e ' g - h o m o t o p y  t y p c  o f  a ,  s p h e r "  S d .

I  l )  c= l  :  i f  d=2k+ '1  ther r  M has  the  Q- t romotopy  Lype o f  a  ^ - , * -^ r :€u

^  ^2k+1 -2k+4
, of p coir i es of t2 

k+l 
" 

^2 k+{ 
i ,., '

l f  d=2k  then M has  the  Q-&c;no topy  type  l f  a  compl ,ex  o f  the  fo rm:

sum

t s

g i , ,Ven by:

[tl =
I

"7 [.d .dJ. . d  l v i r " i l t
i = l  L  J  J J

..J ',

!

Z, ls9
i = l  L  I , ,i.,l_ w i t h  r * ) r r .  ,

r $

T h e  i n v a r i a n t s . J r e :  t h e  d i m e n s i o n  n = 4 k , i h e  r a n k  r = r , + r  a n d  t h e " . i  i g n a t u r e+ -
s  = t * - t -  ,  s u b j e c :  L o  a  s i n g l e  r e s t r i c t , i  o n :  6 -  i s  a  i i i u l , t i p i e  o f  a  c e r t a i n

n  urnbe r  6 ,_  ,  depenc l  i  ng  on  I  y  on  k .K '

l l l )  c = 3  :  e v e r y  M  h a s  t h e Q-homotopy  rype o f  sc i re  X_ ,  where

3-l t
a  . '

qe1 i  -o .  ( i - )  ;  X^  and  X_  have  theu '  i  e ! 1 .  , l  
1  

q z s a m e  Q - t 1 l p - e  i f  a n C  o n l y  '  
t '  Q 1  a n d  C 2  , a r e

l i n e a r l y  e q u i v a l e n t ;  i f  c j  i s  o d d  w e
i 1

m u s t  h a v e  r = j  o r  r \ 4 -  j ! ? ; : :'  /  ' '

tgq".r3-. The numbers 6n are

t h e  r e m a r k  f o l  l o w i n g  i t  p r o v i d e  m o r e

computabl e. P ropos i t ]  o1_=2_llql *:_an+---

conc i ' e te  i  n fo rma t ion .

: ft:-

u s i n g  a q a i n  
[ t J  

' t  c o m e s  o u t  t h a t  a n y  4 - c o n n e c t e d  p . d . a .  H  o f  f o r -

m a l  d i m e n s i o n  n d 5  i s  i n t r i n s i c a l l y  f o r m a l .  T h i s  f a , i  l s  t o  b e  t r u e  i o r , n = 7 ,

a s  s h o w n  b v  H = H x ( ( s z " s 5 ) . / f  ( s 2 ^ s 5 ) )  ( s e "  $  , 1 .  T h e  s e c o n d  s e c r i o n  c o n r a i n s

t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n q :

T H E O R E M  2 .  L e t  M n  b e  a h o m o l o q i c a l  l y  4 - c o n n e c t e d  c l o s e d  m a n i f o l d ,

o f  d i m e n s i o n  n ( 6 .

- . ! --_- -__-I f  =n=2 or 3 t hen  M has  the  e - t ype  o f  52  o r  53 .



l f  n=4  then  M has  the  O- - t ype  o t  s l  o r  c f a  c o n n e c t e d  s u m  o f  c o P i e s

o f  P 2 C ,  r - .  o f  t h e m  w i t h  t h e  s t a n d a r d  o r - i e n t a t i o n  a n d  r -  w i t h  t h e  o p p o s i t e

o n e .

I  f  n=5  then  M has the Q.-type of S5 or of a conne-c,teci*111-9lts$Pi.91

o f  S2xs3

I  t .  n = o
(\

t h e n  M  h a s  t h e  Q - t y p e  o f  S t  o r  o f  S n  ,  t h e  c o n n e c t e d  s u m  o f

- ? -  
?

R , v S ,  o r  o f  l {  ; f  S _ w h e r e  M  i s  a  c l o s e d  m a n i f o l  d  w h o s e  Q - t y p e r . , r : ;

,  d e o e p d s  o n  a n  a r b i t r a r . y  c u h i c  g  a n d  i s  c o n s t r u c t e d  i n  L e m m a . ' l

of p "coP i es of S J x S J ,  o r  o f  H . f  S - w h e r e  M ^  i s  a  c l o s e d  m a n i f o l d  w h o s e  ( ) - t ) t p e r . :
'  q "  r  q

d e n o t e d  U y  X q

($ z l  '  ro. , , f  ro,
" " 4  

m -  f f S ^  h a v e  t h e  s a m e  Q - t y n e  i f  a n d  o n l v  
' f  p 1 = P 2  a n d

q 2  1 2

c ,  r s' t l i n e a r l ye q u i v a l e n t  t o  q ^

i  .  M a n  i f  o l  d s  w i t ' h

L e t H b e a

c i e s c . l ' i b l n g  h o w  t o

4  - c o n n e c t e d  P .  d .  a .  o f  f  o r m a  I  d  i m e n s  i o n  n  '  \ ' / e  b e q  i n  b y

r e c 0 E n i z e  t h o s e  s u c h  a l g e b r a s  u l h i c h  c o m e  f : - o m . m a n i f o i e i i g , ' 1

P R O P O S l T l 0 N  1 .  l f  n r O  ( m o d  4 )  t h e n  t h e r " - ' l - i  
" 1 ? t " d - T " " i f

MN

such  tha t  Hx  (Mn ;  Q)  =H.  I  f  n=4k  i t< l r l )  t hen  the  nec11 : r l  and  su f  f  i c  i  en t

c o n d i t ' i o , n  f o r  H  i n  o r d e r  t o  h a v e  a  r e p r e s e n t a t i o n  a s  a b o v e  i s  t h a t  t h e r e '

l i t .  r  \

e x i s t :  a n  , , o r i e n t a t i o n ' r  
/ - t e H o m  

( H " * , 4 ) \  
l 0 \  

a n d  a  " P o n t r j a g i n  c i a s . s " '
l r /4 .  /

p = I p i € O  H r r  w i t h  t h e  o r o P e r t i e s :

(oxl )
. , ' {

the  numbej rs  ?  { .
t t.  v t /

.  ( p ( o  l [ c ,  
"  

p a r t i t i o n  o f -1a i 'e  the
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6(H'* ,  I ,L  )  =  1 . ,  (Lo (n)  )

! l

w h e r e ,  i J ' f u = ( ( d 1 , . . . , f u r ) ,  p c d  s t a n d s  f o r  t h e  m o n o m i a l  o o * . ,  O * , .  '  ( i
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p t - o . o . f . :  l f  n = 4 k  ( k , i 1 l )  t h e n  i t  i s  p l a i n  * - h a t . t h e  c o n d i t i o n s  ( O x ' t 1

t o  ( 0 " 3 )  a r e  n c c e s s e r y .  C o n v e r s e l y ,  i f  n l O  ( m o , J  4 )  o r  i f  n = l + k  ( f < ; ' f  )  ,  t h e n

a l l  w e  h a v e  t o  d c  i s  t o , c o n s i d e r " c h e  f o r m a l  4 ' c c n n e c t e d  G : l o c a l  s p a c e - X

w r  i h  t f , e  p r o p e r l . y : ' t h a t  H x ( X ; q ) = H  , a n C  t o  c h e c k  t h e  c o n d i t i o n s  ( O ' t  )  t o  ( D 3 )

s t a t e d  i n  t h e ' i r i i r o d u c t i o n .  I n  t h e  r e m a i n i n g  c a s e  ( n = 4 ) ,  i f  H 2 = 0  t h e n  w e

lr ,,
m a y  t a k e  M = S ' . , 1 f  H ' 1 0  r v e  r n a k e  t h e  r e m a r k l  t h a t  t l ; . r e  i s o m o r p h i s m  t y p e  o f  l - i

t t I t

i s  d e t e r r n i n e d  b ' ,  t h e  i n t e r r s e c t : i o n  p a i r i n g ' H t s  &  H ' - _ 3  Q  a n d  t h e n .  i - : c a l l  i n g

( O O Z )  ,  w e  m a y  t a k e  M =  t h e  c o n n e c t e d  s u m  o f  r . *  c o ' i , e s  o f  . P 2 C  w i t h  s t a n d a r d

o r i e n t a t i o n  a n d  o f  r -  c o p i e s  o f  P 2 C  r " i t f ,  t h e  o o p o s i t e  o r i e R ' t a t i o n ,  t h u s

c o m p  i e t  i  n g  i l i e  p r o o f  .

P R 0 0 F  0 F  - f  H E C R E l 4  1  ( e x c e o t  i  n g  t h g d i v i s i b i l i t v  c o n d i t ' i c n  o n  ( f ) :  : ! , r
, ' ' . I

'  T h e  c a s e  c = {  i s  r a t h e l t r i v i a I .

, l ' n  t h e  o t h e r  t w o  c a s e s ,  l - e c a i l  f  i r s t  t h a t  t h e  r a t i o n a l  l r o m o t o p v

c i a s s i f  i c a t i o n  c o i n c i d e s  y r i t h  I , h e -  c i a s : i ' i : f , i c e t ' i o n  o f i a t , h e , c o h o m o l o g y  a l g e b r a s

( d u e  t o  t h e  i n t r i n s i c  f o r n i a l  i t ; r  p r o p e r t y  m e n t i r n e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n ) . .

6  '  i  . . X . .  . .
*  | n i t h e  e a s e  < - . = 3  t h e  c o h o m o l o g y ' ' a  l , g e b r ' r a  o f  M  i s  o f  t h e  f o r m  H " M = H c | r

. . i  /  \
t o r  s o m e  q €  H r  - ^ ^ ( r )  ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  i ' 1 ,  h a . s  t h e  Q - t y p e  o f  X . . '  ( s e e  I n t r o -

'  o r f e q  ' " , |

d u c t i o n ) .  X q . ,  9 n d ,  X q , ,  h a ; :  t h e  s a m e  Q - t y p e  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  a ' l r i e b r a s  H q ' '
'  

' r L
t - {

a n d  H q .  a r e  i s o m o r p h i c ,  w h i c h  i n  t u r n  i s  e i u i v a l e n t  t o  c l r  b c i n g . , ' l ' l n e a r l y- " - ' - 1 2 - - - ' I - - ' - ' ' - | "

e q u ! v a l e n t  t o  q ?  ( s e e  a q a i n  l n t r o d u c t i o n ) .  h e  g a v e  i "  I S l  n e c e . s s a r y . a n d- r - .  ' L  -  t -  J

s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  i n  o r d e r  t o  h a v e :  H l  - , - ( r ) 4 f i .
d ;  i ' e Q

F g r  c = 3  t h e y  a r e  n o n v a c u o s  o n t y  i f  d  i s  o d d  a n d  i n  t h i s  c a s e  t h e y

t a k e  t h e  f o r m :  r = 3  o r  r , )  4 .  l t  r e m a i n s  t o  s h o w  t h a t  a n y  a l g e b r a  H q  c o m e s

f  r o m  a  c l o s e d  m a n i f o l d ,  w h i c h  t u r n s  t o  b e  v e r y  e a s y  i n : , U Q ! ' 5 9 ' ; q A s ' e  ( u s i - n g  t h e .

, c o n d i t i o n s  ( o x , t ; - { o x l ) )  s i l c e  t h e  o n l y  n o n t r i v i l a [ - - : : q : l i b i l l t y  i s  d = 4 m

a n d  i n  t h i s  s i t u a t i o n  w e  h a v e  H 5 m = 0 .  r . :
q

i f  M  h a s  c = 2  t h e n  H x M  i s  d e t e r m i n e d  b y r ' t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m

A A
HoM I  HsM =->Q. l f  d=2k+,1" ,  then we are deal inq rwi i ' t ' , l r : is  ,skew-symmetr ic



n o n d e g e n e r a t e  f o r m  o v e r  Q ,  w h o s e  r a n k  m u s t  b e  o f  t h e  f o r m  2 p  a n d  w h o s e

n o r m a l  f o r m  i s  t h e n  t h e  o n e  c o m i n q  f r c m  t h e  c o h o m o l o g y  a l g e b r a  o f  i ,  c o n n e c t e d

s u m  o f  p  c o p i e s  o f  , 2 k + 1 * s 2 k * 1 ;  l f  d = 2 k  t h e n ,  , b y  ( o x z ; ,  t h e  i n t e r s e c t i : o n

f o r m  o f  M  m a y  b e  w r i t t e n  u r ,  f  
" ? ,  

-  t "  y ? , ,  a  L o r n n l e t e  s e t  o f  i n v p r . ' r n q n t s
i = 1  j = l

b e ! n g  g i v e n  b y  t h e  d i m e n s i o n ,  t h e  r a n k  a n d  t h e  s i . q n a t u r e .  D e n o t e  b Y  H , ' , t h e  P . d . a .

o f  f 6 r m a l  ' d i m e n s i o n  4 k , h a v i n g  x - . . . . . x  .  v . .i o n  4 k  , h a v i n g  t l  , .  .  .  , , r r n  t  y  1 t . .  . , Y r _  ,  d \ ,  a s  a n  a d d i t i v e  ,

b a s i s  f o i  H + ,  w i t h :  d e c t  x . = d e g  y , = 2 k  a n d  d e g  c . r ' , *  = { L ,  w h o s e  m u l t i p l i c a t i o n  i s , , . , j

g i v e n  b y  t h e  q u a d r a t i c  f o r m  w r i t t e n  a b o v e .  \ d e  h a v e  t o  s h o w  t w o  m o r e  t h i n g s

'  
i n  o r d e r  t o  c o m p l  e t e  t h e  p r o o f  , p f  ' T h e o r e m  4  .  T h e  f  i ' r s t  i s  t h a t ,  d e n o t  i n g

b y  X  t h e  c o m p l e x  t l e s c r i b e d  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  t h e o r e m ,  o n d  h a s  H * X = H

and the  second is  tha t  H i . s  the  cohomology  a lgebra  o f  a  c losg .<1" .q r i " i l i t j f i d l ld  i f

a n A  o n l y  i f  t h e  s i q n a t u r e  o f  H  i s  a i v i s i b l e  b y  < r O .  \ { e  a r e  q o i n g  t o  a i v e  t h e . . .

p r o o f  o f  t h e  f  i r s t  a s s e r t i o n ,  O o s t p o n i i r g  t h e  o t h e r  o n e  u r i t i , l  , , t h e  n e x t

P r : g p o s i : c i o n .  C o r r e s p o n d i n q  t o  t h e  g i , . r e n  c e l I  d e c o m p o s i t i o n  o f  X r o n e  m a y  '  . l , t ' . , ; :

i m m e d i a t e l ' y ' w r j t "  d o w n  t h e  Q u i l l e n  r n i r , i m a l  m o d e l  L X  t [ t , ] ,  [ ' - J ) :  a s  a  f  r e e

g r a d e d , : L i e  a , l g e b r a ,  L *  i s  g e n e r a t e d  b y  u 1 , . . . , E r  ,  b 1  , . . . , b n  ,  f L ,  w i t h :
A  

-  
. t  

' +  t  t  -  t

d e g  a , ' l d " g  b : = 2 k - 4  a n d  d e g p r ,  = 4 k - ' t ,  a n d  t h e  d i - f f e r e , n t ' i a i , D . ' l g - ' g i v e n  b y i
-  |  '  

J  
: l

D a  .  = D b  . = 0
1 J

, r
"t-

.li3
a n d  D p L = / *

/  i = 1
t .
L l

'" ,J'-
r
5- lx r-. "l
/ e  l  v :  r  " i  l
.  4 b  I

J = l

K n o w i n g  t h a t , i n  g e r : r e r a l ; ' t h e  f r e e  L i e  a l g e b r a

( w i  t h  a  d  i m e n s i o n  s h i f  t )  t o  a n  a d d  i t  i v e  
l b a s  

i s
J

q u a d r a t i c  p a r t  o f  t h e " d i f f e r e n t i a l  g ; i v e s  t h e

L , ]  I , .  t h e  a s s e r t i o n  f o l  l o w s

o e n e r a t o r s  o f  L *  c o r r e s P o n d

o f  H .  ( X ; 0 J  a n d  t h a t  t h e
x

coa I  geb ra  s  t  ruc  l r  re  (see 
lZ"J  ,

o

.  r ' :
l { 6 m a r k .  U s i n g  t h e  s a m e  a r q u m e n t s  a s  i n  t h e  a b o v e  p r o o f

, :

( t h e  c a s e

l = 3 )  o n e , , m a y  d e d u c e  t h e  f o l  l o r , 4 i n g  s l i g h t l y  m o r e  g e n e r a l  r e s u l  t :  a n y

4 -conne l i ' f ed  homogenous ly  genera ted  P .1d .a .  w i th  odd  cup - leng th  i s  t he

c o h o m o l o e ' y  a l g e b r a  o f  a  c l o s e d  m a n i f o l d .
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D e f  i n t i ,  f  o r  a n y  r ' t ) r { , t w o  p o s i t i v e  n u m b e r s  s m  a n a  s j  b Y  :

( 1 )  s m  l j e n e r a t e s  t h e  q r o u p
[_*  

{ run ' ' ' i ,  oo [ *J  
=o except i i : rs  perhaps

, -  - " )
0,, i-* J I

. i
n l

I
.ryl L

, l

n

(

D^ I lrl an.t, l M L J

( w h e r e M i s a c l d s e d

P' t" R-'"i
p l -  LM" I  denote the

excep. t  !nq  perhap-s

o(
o t t u  t /

I

g e n e r a t e s  t h e  c r r o u p s- (M8t) ;f ;ri=o
M

t- 4m'i
l M  Lm a n i f o l d , d . { p )  i s  a  p a r t i t i o n  o f  m ( 2 n , )

co r i "esDond , inE . -Pon t r j ag  i  n  numbers ) , , "

Fo r  any  UT t l  ,  de f  i ne  a  nu rnbe r  fO  bY :

6 k = t k ,  f o r  k  o d d

(3 )

f^  =s/
t m m

for  k=2m

P R 0 P 0 S l T l 0 N  2 .  i )  T h e  i n v a r i a n t s ' , : n = 4 k ,  r  a n d  f f i n  t h e  s t a t e m e n t

T h e o r e m  ' 1  ( t f r e  c a s e ' c = 2 ,  d = 2 k )  m a y  a p p e a r . i f  a n d , g r l i y  i f  6  l s  a  m u l t i , -

p l e  o f  5 0 .

v,  (v)

k - t h

.  .  \  ^ 2 k - 1 - u ^ [ ( z t  )  t ]  
r ^ z u - l - {  ) .  n u m e r a t o r  ( 8 , . / k )  ,  f o r -  a n y  k r w h e r e  - ,| | )  o ! a = '  L - '  ' - ( z  ' 1  ) ' '  . - k , - / r  r o r  a r l y  K r w r r e .

K '

i i i )  s - ^  d i v i d e s' l m both s . , -  anc l  s l  ,  fc r  a i ly  m.
l m m

P  r o o f : {1l&".!lif :' I

i )  f n i s  i s  m e a n t  r t o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  T h . e o r e m  4 .  R . e c a l  l i n g

' ,  . : r " l  t t h e  f  i r s t  p a r , t  o f  t h e  p r o o f  ,  t h e  a s s e r t i o n  i s  t o  b e  r e f o r m u l a t e d  a s  f o l l o w s :  : , . p * 1 ,

: ' i l i l : r . . t h e  P . d . a .  H  c o n s t r u c t e d  s t a r t i n g  f  r o m  k ,  r *  a n d  r -  i s  t h e  c o h o m o l o g y  a l - , , , , 1 , , , 1  : ' i r i {

g e b r a  o f  a  c l o s e d  m a n i f o l d  i f  a n d  o n l y  i f  i t s  s i g n a t u r e  i s  a  m u l t i p l e  o f  , F . i i .
& Lt ,

o :k .  1 ; ' * i pg f i ' ( t ' 1 ' o )  t hen  the  d i v i s i b i ' l  i t y ' cond i t i on  on  6 (H)  i s  an  immed iq f i g * i , , '

- - - -consequence of  the def  in  i t  ions (4 )  -  (3)  ,  for  any k  " t1 :  , ,

B e r n o u l  I  i  n u m b e r .

i i )  T h i s  w a s  c o m p u t e d  ' "  I r ] . '  
I n  p a r t i c u l a r  s U  i s ' n o n z e r o

f o r  a n y  k .

i .



F o r  t h e  c . o n v e r s e  i m p l  i c a t i o n  w e  s h a l  l .  d e n o t e  b y  
/ . 1 . o  

t h e  o r i e n t a t i o n

of  H c le f  ined  by  / .a .  o (c . . r )=4  
and we sha l i  f  i r s t  e ;<amine the  easy  case, , , .  ' r vher  

,  , - ,
./

k  i s  o c i d  ' a n d  ' . . : h e  P o n t r j a g i n  c l a s s  p  m u s t  h a v e  o n i y  o n e  c o m p o n e n t ,  n a m e l y  p t  :

| '  6 k  d i v i d e s  6 - ( H 2 k , 1 . i . , . ) =  G  t h e n ,  b y  d e f  i n i t i o n s  ( l )  a n d  ( 3 ) ,  r . -  =  r t ( l ' t 4 k )  ,

w h e r e ' M l + k  i s  a s  i n  A " i i n i t i o . n  ( 4 ) .  ! { e  m a y  t h e n  t a  k e :  
f J .  

= f i . o  a n c l  p = p k = p k l - M . , [ * L L i
l l A i

a n d  w i t h  t h i s  c h o i c e  i t  i s  i r n m e c l i a t e  t o  s e e  t l r a t  * u  h u u " : 1 . t . .  ( p d  ) = n  "  [ t j
t

f o r  a n y  p a r t i t i o n  d  o f  k ,  t h r , r s  c h e c k i n g  c o n d i t i o n . ( D * l )  f  r o m  P r o o o , s i t i o n  ' " 1  .

T h e  e q u a l i t i e s  7 , c  
( n d ) = n *  

[ m ]  t o g e t h e r  w i t h  t h e  H i r z e b r u c h  f o r n i u l , a ,

i m p l y  t h a t  l . (  t r , , t o i ) =  i r ( t l ) = f  ( t t 2 k  , 1 " i . )  ,  i . e .  c o n d i ' t i o n  ( p x l ) .  C o n d i t i o n
/ ' t -

( O x 2 )  b e i n g  v e r i f i e d  b y  t h e  v e , - y  c o n s t r u c t i o n  o f  H  w e  m a y  c o n c l u d e  b y  a p p l y -

i n g  P r o p o s i t i o n  4
now' :  ' ' t i i + S t  p p o . " { t h a t  k  i s  e v e n ,  s a y  k = 2 m .  l f  s f  = s r *  t h , e n  w e  m a y  a r g u e  e x a c t l y

a s  b e f o r e .  l t  i s  c l e a r ,  a n y w a y , , , .  t h a t ' t *  d i v i d e s  , Z _ *  ,  f o ' r  a n y  m .  l f  s l * s r ^

t h e n ,  c h o o s i n g  N l m  a s  ! n  d e f i n i t i o n  ( l )  w l t h  t h e  p r o D e r t y  t h a t  S i r ' r f t ) = r r -
o a ' .

a n a  m l m  a s  i n  d e f i n i t i o n  ( 2 )  r ^ r i ; t h  t h e  p r o p . e r r t y  t h a r  O ( u f * ) = t ;  ,  w e , d e d u c e
o v l r l

tha t  6 l ( r , ro )=a .  C i ( t , to )  f  o r  some nonzero  in teger  a  and tha t  p2  
L lJ tc r .  

lhe

r n a n i f o l d  M = N o - a . M o  f u l f i l s  t h e  c o n d i t i o n s  o f  d e f i n i t i o n  Q )  a n d  h a s  t h e

a d d i t i o n a f  p r o p e r t i e s :  6 ( 1 1 } = Q . . " n l  p i H * 0 .  l J e  f  i n a l l y , d e d u c e  t h e  e x i s t e n c e

. o f  a  r n a n i ' f o l d  l i . ,  a s  ! n  d e f i n i t i o n  ( 2 )  a n d  w i t h  t h e  o r o p e r t i e s :  f ( M l ) = 0
' )  r  - r \

and p-  l_r t1  I  )  0 .

l f  ( i r ,  U i v i d e s  S  t h e n  w e  r n a y  w r i t e  6 - = 6 ( m 8 t )  ,  w i t h  l 4 8 *  a . s . i n

( Z ) .  B y  e v e n t u a l l y  a d d i n g  a  m u l t i p l e  o f .  t h e  m a n i f o l d  M '  p r e v i o u s l y ' c o n s t r u c -

t e d  w e  m a y  s u p p o s e  i n  a d d i t i o n  t h a ,  o 1 [ t ]  )  o .  W u  s h a l l  t h e n  t a k e : s o * , . l i . t . i c , r ,

?tr  '1  r -  * l  ? ' -  . .  \F- ' -T1

f 
=oiFl "/,o and p=p,n+or' 

: 
.?;:: ojn="r and pr'=to1*lJJ 

|,t.U.lt ' 'Q'i(D"'4)
i s  c h e c k e d  b y  s h o w i n S :  

7 . r "  
( p l - ; = O f  L t _ ]  ,  r o r ; a . 4 . y  p a r t i t i o n '  

[ ;  
o f  2 m .  W e

[ -  L -

deduce as  be fore  tha t :  
A  

( tO(p) )=  Stm) ,={H"* !To) -6(u- " ' ,1 r ,  )  ( the  las t

? r - 1  ,
e q u a l i t y  u s e s  O ; L * j  >  

: )  
T h e  u s e  o f , P r o p o s i t i o n  4  f i n i s h e s  t h e  p r o o f .

i i i )  l f  s r = 4 1 ( N : t )  ,  N o  b e i n g  i i r i n  ( 4 ) ,  t h e n ,  u v  [ 1 { , * "  a l s o  h a v e :

s m = 6 ( N 4 * ) ,  w h e r . e  t h e  p r o p e r t y " l l g n " r : ' ' p i ( N ) = 0  f o r  i * n ,  P i  b e i n g  t h e



1 0

i - t h  r a t i o n a l  P o n t r j a g i n  c l a s s .  W e  d e d u c e  t h a t

o f  s l  ( t h e  o t h e r  d i v r s i b i  I i t y  a s s e r t i o n  i n  t l r e

,2= G(lr4t^N4*)

s t e t e m e n t ' b e i n g

i s  a  m u l t i p l e

i  mmed  i  a te )  .

t h e  c o n g r u e n c e s  o f

m a n i  f  o l  d s  t o g e t l r e r

R e m a r k .  O n e m i a h t  a l s o t r y  t o  c o m p u t e  i : h e ' n u m b e r s  S  Z n  
b t '  u s  i  n g

d e s c r i b e  t h e  P o n t r j a g i n  n u m b e r s  o i  c i o s e d

r z e b r u c h  s i c l n a t u r e  f o r r n u l a .

[ ' ' ]

w i t i r

v i h  i c h

t h e  H  i

2 . Low d imens i cng l nomgl os i-q.e.l-t:-L:qg1gg!*i.n tlpl qs

I h e  p l e s e n t  c l a s s i f i c a t i o n  r e d , , t c e s ,  ! , i t r i l a r l y  t o  t h e  o n e  i n  t l - r e

p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t o  t i r e  e n u m m e F a t , i o n  o f  t h e  ' r a t i o n a l  c o h o m o l o g y  a l q e b r a s

o f , , i , t h e  m a n i f o l d s  u n d e r  d i s c u s s i o n ,  d u e  t o  t : h e ,  i , n t r i n s i ' c  f o r m a l  i t y  o f  t h e

4 - c o n n e c t e d  p . ' c l . a . ' s  o f  f o r m a l  d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  c r  e q u a t . , t o , , $ ; , , ( s e e ,  t h e

i n t r c d u c t i o n ) .  H e r e  a  , q r e a t  s i m p l i i i c a t ' i o n  a r i s e s  f  r o m  t h e  f a c t . ' t h a ' t  f  h e

' ' , d i f f e r e n t i a b i l ! t ' y ' r  c o n d i t i o n s  o f  P r o p o s i t i o n  4  a r e  n o n t r i v i a l  o n l y , ' f , o r

n = 4  a n d  i n  t l i a t  c a s e  t h e y  w e r e  a l  r e a d y , w o r k e d  o u t  i n  q  4  "  "

' L E M M A  1  .  T h e  r a t i o r r a l  h o m o t c ; p ; i r : , c l ' a s s i  f i c . a t i o n  o f  h o m o l o g i u e l  1 y

{ - c c n n e c t e d  c l o s e d  m a n i f o l d s  M  o f  d i m e n s i o n  6 , . , , , h a , V i n o  H 3 M = 0  a n d  d i n r  l - - t 2 l " i = r

c o i n c i d e s  r , , ! t h  t h e  l i n e a r  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t f r e  i u b i c s  q  i n  r  v a r i a b l e s  ( n o

r e s t r i c t i o n s  o n  q l ) .  M o r e  p r e c i s e l Y , .  f o r  a n y  s u c h  c u b i c  q ' t h e r e  i s  a

m a n i f o l d  M  w i t h  a l  I  t h e  s t a t e d  p r o p e r t i e s ,  w h o s e  Q - t y p e  X
q _

' d e p e n d s  o n  l Y
q

o f l  Q ,  a n d  s u c h  t h a t :  a n y  M  a s  a b o v e  h a s  t h e  0 ; t y p e  o f  s o m eM anC 14
Y

h a s
_  Y 1

t h e  Q - t y q *  o f  M q Z  i f  a n d  o n l Y  i f u .' l i s  I  i n e a r l

q _
ro  q2y  e - q u  i v a  l e n t

_  t _ - , - l: .  ' r i  'P . r -oo f  .  Fo l - l ow ins r  L14J  we  sha l l  desc r ibe

o f  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f  ' l - c o n n e c t e d  P . d . a . ' s

2 . )
h a v i n g  H r = O  a n d  d i m  H ' = r ,  a n d  t h e  s e t  o f  I  i n e a r

- -  
a u t i i i  q - i n *  i  V a r i a b l  e s .  T o  H  w e  a s s o c  i a t e  t h e

a b  i  j  ec t  i  on  be tween the  se t  '  r r

H  o f  f o r m a l  d i m e n s i o n  6 ,  - t i

i s o m o r p h i s r n  c l a s s e s  o f  j r i . . i ' ' .

c u b  i c  Q g  C e f  i  n e d  b y  ;  , , . 1 1 r . i



1 1

g * ( x ,  y , t ) = / {  ( ^ . Y . t ) ,

o r i e n t a t - ! o n ) .

fo r  any  x ,y ,z  E i12  t  f i €  H o m ( H 6 b e  i n g  a r i,il \ t0]

C o n v e r s e l y ,  g i v e n  a  c u b i c  q  i n  t h e  v a r i a b l e s  x ,  r . . . , X r  ,  w e  d e r t o t e

b y  G  t h e r Q * v e c t o r  s p a c e  h a v i n g  , 1 , . . . , x r  a s  a  b a s i s ,  w e  c o n s t r u c t  l i q

a d d i t i v e l y  b y : H - = { @  G  O  G x , S  Q -  ( w i t h  d e q r e e s  0 , 2 , 4  a n d  6 )  a n d  t n e n  d e f  i n e
q

t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  H o  b y :  x . y ( z ) = . , ( ^ , y , . ) ,  f o r  a n y  x , f  , 7 € G  a n C  x . y * =

= r x . r = y x ( ^ )  f o r  a n y  x € G  a n d  y * € G o .  I ' t .  i s  n o t  d i f f  i c u l t  t o  s e e  t h a t  t h e s e

c o n s t r u c t i o n s  i n d u c e  a  b i . j e c t i o n  b e t l e e n  t h e  a p o r o p r i a t e  s e t s  o f  e q u i . v a -

I  e n c e  c l  a s : e s ,  a s  a s s e r t e d .

F o r  a n y  c u b i c  g ,  l e t

w i t l r  t h e  p r o p e r t y  t h a t  H x X ^' q

a ' c l o s e d i f n r a n i f o l d  M  i n  t h eq

L e m m a  f o l l o w -  e t  o n c e , f r o m

' t  I t
I  f  H - M  

' 1 0

u s  d e n o t e  b y  X -  t h e  u n i q u e  Q - h c m o t o p y  t ' / p e, q

= H ^  P r o p o s i t i o n , l .  q u a r a n t e e s  t h e  e x i s t e n c e  o f
q

Q . : t y p e  o f  X O .  T h e  o t h e r  a q s g r t i o n s  o f  t h e ,

t h e  P . d . a  c l a s s i  f  i c a t i o n .

P R 0 0 F  0 F  T H E 0 R E M  2 :  T h e  c a . s e r s  ' n = 2 , 3  a r q , t r : i v i a l .

F o r  n = 4 ,  i f  H 2 M 4 = 0  t h e n  o b v i o u s l y  M  i r a s  [ h e  0 - t y p e  o f  5 4

t l i e n  w e  a r g u e  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  P r q p o ' i t i o n  4 .

Fo r  n=5 ,  i f  r f | 5=0  t l r en  M has  the  Q- t ype  o f  55  ,  whereas  i f  
'  , , i .

, q

d i n r  H / ' M ) = p )  0  t h e n  H x M  i s  i s o m c r p i r i c  t o  t h e  c o h o m o l o g y  a l q e b r a  o f  a  c o n n e c -

L e d  s u m  o f  p  c o p i e s  o f  s 2 * s 3

F o r  n = 6 ,  i f  H 2 l ' t 6  u n d  H 3 N 6  a  r e  b o t h  z e r o  ,  t h e n  M  h a s  t h e  Q - t y n e  o f  s 6 .

l f  H 2 l , t 6 = o  b u t  d i m  H 3 M 6 = 2  p )  0 ,  t h u n  H * M = H * S '  .  F i n a l  l y  i f  d i *  H 2 t " t 6 = r )  o

^ /
a n d  d i m  H l m b = z  p ' ) 0  t h e n  H x M  i s  t h e  c o n n e c t e d  s u m  o f  t h e  s u b a l g e b r a s

H = H x " u " n  M  a n d  H I = H * S ^ .  l / e  m a y  a p p l y  t h e  L e m m a  i n  o r d e r  t o  f i n i s h  t h e
t '

p roo f

. r - :g* .p* r= .  \ r , r i t ing  H=H*  t i s2^s5 l f fF ; t | ) ,  the  Q.u i l len  mode l  l ' ,  o f
rl" -.

t h e  f o r m a l  l } - h o m o t o p y  t y p e  c o r r e s p o p ( i ; ; r g  t o  H  m a y  b e  d e s c r i b e d  a s ,  f , o l 1 o w s ,

u s i n g  t h e  a l g o r i t h m  o r  f 5 l :  L u  i s  t h q , , f  r . g e .  q r a d e d  L i e  a l q e b r a  a e n e r a t e d  b y

X , y , o  , b ,  J " L ,  w i t h :  d e g  x = d e q  y = { ,  d e l  a = d e g  b = 4  a n d  d " g f "  = 6 ,  w i t h  d i f  f e -
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. r " 1  1 1
r e n t i a l  o i v e n  b y :  d H *  ,  d H y  ,  d H "  a n d  d r b  a r e  z e r o  a n d  o r l r = } , V J + [ U , " 1 .

' 0 n e  m a y  c o n s t r u c t  a n o t h e r  m i n i m a l  c l i f f e r e n t i a i '  g r a d e d  L i e  a l o e b r a ( t , A )  w i t h

t h e  s a m e  g e n e r a t o r s  a n d  t h e  s a m e  q u a d r a t i c  p a r t  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l ,  b y

f  i -  " ' i " i  . .  f  f  a . r  r -  T . n  - i
def in ing:  dx=dy=0, da= 

L*,  i ** ,4J ,  db= [Vi  [ -X;vJJ and d7.r .= l -u,yJ *Lb, t

" .  ( L , d )  w i  I  I  t h e n .  r e p r e s e n t  a  Q - h o m o t o p y  l y p e : , w i r t h , r c o h o m o l o g v  a l q e b r a  H

. e a .  i -  
- l  

.( 1 2 1 ,  I  1 1 1 )  a r r d  i t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  s e e  t h a t  ( 1 , , , d , , )  a n d  ( l , a )  a + - e  r l o t
L -  J '  b  r . J  H '  n

i s o m o r p h i c ,  s h o w i n g  H  n o t  t o  b e  i n ' t r " i n s i c a l l y  f o : r m a l  ( a e t u a : l i l ' y  t h e  t w o  i i : , 1 , i . ,

m i n i m o l  m o d e l s  r e o i - ' e s e n t  t h . r  o n l y  p o s s i b l e  Q - h o m o t o o y  t y p e s  h a v i n g  H  a s

c o h o m o l o g y  a  l g e b r a )

t ,
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