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I n  t h i s  . p a p e r  w e  p r o v e  t h e  f  o l l o r u i n g :

I  n e o r e q  A n y  r a ; ' r [ <  3  t . o p o 1 - o , g i c a l  v e c t o r  b u n d i . e  i ] n  . :  h o m o g e , f i Q o l J $

r a  t  j - c , r r a I  3 - f  o J - d  X  h a s  a n  a l S l e b r : ' a i c  s  t r u c t u r e  "  ,
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l " l .  L e t  X  b e  a  c o n n ' e c t e c l  , n o n s i n g u t l - a r " . , p r o j e e t i v e  3 - f o t ' q : l

o v e r . G :  a n c !  Y ' e , X  a  1 o c a L 1 . y  c o m p l e t e  i n t e r s o c t i o n  ( * l " c . i , )  s u b -

s c h e m e o 1 i c t r c l i n e n s j . o n 2 . L e t l - L , e a n i r 1 r l e r t i b 1 e ( 9 * - n o r j u 1 . e .

A  t h e o r e r n  d u *  e $ s e n t i a l l y  t o  S c r r c  (  I J f t " J  a n c l  h g J , C h . I ,  * S )
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r a n k  2  v e c t O r  b u n d l - e  F  o n  X  a D l l e a r i n g  a g

a n  e x  t  e n s  i o n  :
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T l r e  C h e r n  c l a s s e s  o f  F  a r e  g i v e n  b Y :

( 2 \  r : -  f  F ' l = c . ,  ( L ) ,  c . r ( F ) = L V Jt . - t  . . 1 \ ,  /  - l \ * /  '  - . / \  '  P

$ e r r e " s  c o n s t r u c t i o n  h a s  b e e n  e x t e n d e d  b v  V o g e l a a r  t o  r a t r k  3

v e c t o r  b u n c t . l . e s , A s  s t a t e c j  i n  m $ l  ,  V o g e l a a r ' s  c o n $ t r u c t i q n  q a n

b e  c l e s c r i b e c l  a s  i t  f  o l l o w s ;  . . $ u p n o s e  t J e t  N v  t x & t - - l  i *  g e n e r a t e d
^  

t  l ^ ' ,

o y  Z  g l o h r a l  s e c t l o n s  t l . , t 2  n n c {  t h a t  H t ( > i . , L " * ) = 0 .  l ' h e r l  t h e r e

e x i s t s  a n  a l g e b r a i c  r a n k .  3  v e c t o r  b u n c j l e  g  o n  x  w h i c l ' r  a p p € d f 5  ' ' ; r

a s  a n  e x t r l n s i o n  :

o --? ,- 0^

, . . i t J , e .  
s h a l ] -  u s e  t h i s  c o n s t r u c t i , o n  1 n  i t s  g e n e r a l  f  o r m . V i / e  s t a r t

r r r i t h  x , y , L  a s  a b o v e  a n d , r , n r - i t h ' a  r a n k  2  v e c t o r  b u n d l e  F  o l - r  d "

,
s u p p o s e u ' - ( l , F ' ) = c a n c l t h a t c l e t * r ! r @ F ' c o n s i d e r e d a s a r a n k ? '

v e c t c i r  b u n c l l e  o n  Y , h a s  a  g 1 o h a 1 .  s e c t i o n  v a n i s h i n g  n o r s h e r e ' T h e ' n

t h e r e  e : < * s t s  a r r  a l . g e b r a i c  r a n ! <  3  v e c t o r  t r ' u n d l e  E  o n  X .  g l v e n  b y

a n  e x t e n s i o n  
. , ,

( 3) o ----+ F *-:_-.+ E -*--*j*Jr;**+ o

a '

r r r d e e d , a s  c l e ,  * t  
\ *  

@  F Y f o * X ' t  t  3 Y ' F )  a  g l o b a l  s e c t i o n  t  o f

d e t  * " 1 * d  F  d e t e r m i n e s  a n  e l e r n e n t  g f  H o ( x  , i , ^ t ( 1 , : 3 " , ' ) )  a n d  t h i s

o n e  l i i r s : t o  a n  e l e m e n . t  e  : o f  E x t t (  3 " , F )  ' b e c a u s e  H 2 ( x ' F ) * o '

1 f  (  3 )  i . s : r t h e  e x t e n s i o n  c l e t e r m i n e c J  b y  e  t h e n :  E  i s  l o c a l l y
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T h e  C l h t : r n  c l . e s s e s

{ c - ,  ( E ) = c 1 ( F )
l . L

t
( 4 )  {  . r ( E ) = c r ( F )

t * "' I

i  ^  l r : \ , . ( ^  1 t r .
t , . 3 \ L / * \ u I \ l

*4 . *

t  v a n i s h e s  n o w h e r e  (  t h e  p r o b l - e m  i s  t r - o c a , l  ,

f f C I l  , c h . r , L e m r n a  - 6 " 4 . 3 . ) .  :  , . .  ,

o f  E  a  r e  g i v e  i i l  b y :

, i.,r'tr
f  L I J

\ , - n  / Y \ \  t v l  ^ c Y r  f f l  \
/ t r l  _ , \  I  /  o  t D r J  - r -  r r , \  L , ,  

Y /

w h e r e  c r ( x ) * " i ( T x ) "

T h e  f  i r s t  r e l a t i o n  i n  (  )  j . s  a . c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f  a c t  t h a t

" l = O  
f  o r  a  c o h * r e n t  s h e a f  o f  d i i n e n s l o r r  $ l  ( o r , a l t e r n a t i v e l y ,

r e e t r i e  t  t h e  e x r e n s i o n  ( 3 )  t ;  X  - . Y  a n d  o b s e r v e  t h a t  t f r e  m a p
2 2

H - ( x , Z )  * * z *  H - ( x  - Y , Z )  i s  i . n j e c t i v e ) . T h e  $ e c o n d  r e l a t i c n

r e s u l t s  f  r : c ; m  P o r i e o u s '  f  o r m u l a  [ S J  a n c ]  t h e  t h i r c J  o n e  u s i n g  t h e

T h e o r e r n  r J f ;  R i e m a n n * f t o c h "  I f  X = i P 3 , o n e  c a n  r J e r t v e  t h e  f o r n r u l a e  ( 4 )

u s i n q  t h e  l J i l b e r t  p o l y n o n r i a l s  a n d  i d e n t i f  y i n g  c o ' e f  f  i c i e n t $  "

J -  " 2 . 1 - e t  E  b e  a n  a l g e h r a i c  r a n l <  3  v e c t o r  b u n d l ' e  o n  ; ( . f  t  :  .

r e s u l ' t s  f  r o m  t h e  T h e o r e m '  o f  I t i e m a n n - R o c h  t h a t  t h e  C h e r n  c J a s s e s

o f  E  m u s t  s a t i s  1 1 y  t h e  r e l a t i o n

( s )  ( c t * c t ( ) ( ) ) " c z H " :  ( m o d z  )

( o n e  i d e n t i f i e s  H 6 ( X , A j  w l t h  7 -  L n  t h e  u s u a l  m a n n e r ) ,

O n  t h e  o t l r e r  h a n d , i - n  [ & J i . t  i . n  s h o w n  t h a t  t h e  s y s t e r i i s  ( c l , c ? , c a )

I t r h i c h  y * r i f  y  t h e  c o n g r u e n c e  ( 5 )  p a r a m e t r i s e  t h e  i s o m o r p h i s n ' r ;

c l a s s e s  o f  t o p o l o g i c a l  r a n l <  3  v e c  t o r  b u n d l e s  o n  X  (  X  b e i - n g  h e r e

a  c o n n e c t e c j , c o m o l e x  m a n i f o l d  o f  c J i r n e n s i o n  3 ) .

I  f  E  j . s  a n  a l g e b r a  j - c  v e c  t o r  b u n c J l e  o f  r a n k  r  o n  X  a n d  L  a n

i n v e r t i b l e  { p r - m o d u l e ,  t h e n :  i . , , : ,

c r ( E  @ t - 1 = c r (  E ) + r c f  ( L ) '

S L )  =  c  r l l j  * (  . - t  )  c r  tu , ) " - " r [ ' l .

S  t -  1 = c r (  E  )  * (  r -  2 )  c t r ( - E ) ' c , (  L  )  +

l r \  ,  2
.  + l l l . . , ( L ) "

t " l  r

^  l E' 2 \  *

c = ( E

U ] " r ( L ) 2
f ; t ) c r (  E  )

/ A \

. c 1 ( t - ) ? +
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X , Y  b e

w e  h a v P

, 1 j ' 1 ?

1 " 3 .  t t J e  r e c a l 1  n o w  t h e  l ' d o u b t i n g "  m e t h o c J  o f  F e r r a n d  L & l '
.(\

a s  i n  l -  "  1 ,  ; f  i 1 d  L  a n  t n v e r t i b l e  U y - n , o d u 1 , 3 .

* n  * p i m o r p l r i s m  
. 3 . r /  

T i i  - - * i * * 3 L * ' F o , L e , t  Z

c l o s e d  s u l i s c h e m e  o f  X  d e r e i r m i n e d  b ) ,  t h e  * d e e l :

J z=ker( 5" * 3r1 3 i  --*Jl*p r-; .

T h e n  7 - ' ! " s  a  I " c . 1 ,  s u b s r : h e m e ' C I t  X  o f  c o d i m e n e i o n  2  h a v i n g

t h e  p r o p e r t i e s :  :

( i )  [ z l = . 1  Y l

( i i )  c j e t  * r i * i v  e * a * t  n ' " 1  * S L - I .

A s  3  r /  3 z x  L  
T *  

h a v e  a n  e x a c t  s e q u e n c e :

.f,-\ ft
(7)  0--? 'L -+ uz -*  #,  *- -a o

w e  d e d u c e  t h a t

' * , ( # z ) = X ' t S v ) * N ( L ) .

i r v c  a l e  o  h a v e :  :

( i v )  L z J  = z t v l .
't

L e t  F  b e  a  r a n k  2  v e c t o r  b u n c l l e  o n  X .  r f  d e . t '  N ' U f  *  e t - ' q  o  h a s

a  q l o b a l  s e c t i o n  v a n i s h i n g  a t  n o  p o i n t  a n d  i f  H 1 ( V " r J F t  N r u r @ F ) = 0
J  l / \

t h e n  c l e t  N - r  . , @  F  h a s  a  g l o b a l  s e c t i O n  v a n i s h t n g  n o w h e r ' e , , , , , {  o n e
4-[ /\

t b n s o r s  ( 7 )  v r { t h  c J e t  N r l X @ F  , o n e  u $ e s  ( i j )  a n d  s o  o n  ) .
E '

I " 4 .  O n b  k n o w s  t h a t  t h e  o n l y  h o m o g e , n e o u s  r a t i o n a l  3 - f  o l d s

a r e :  l P = , Q = ,  l F r ,  , r ,  l P r X l P r  a n d  ' i P r K l P t X  l P l "  u T e  p f o v e  t h e  t h e o r e i n
' 5 ' - 5 '  

l . L , z ) '  1  I  r  r  r

i n s p e c t i n g  e a c h  c a s e . H e r e  w e  s h a l l  m a l c e  s o m e  g e n e r " a l  r e m a r k s

c o n c e r n i n g  t h e  P r o o f .
A

.  L e t  X  b e  a  h o m o g e n e o u s  r a t i o r l a l  3 - f o l d .  1 r y e  i d e n t i f y  H " i N , 7 A )  r . - l  , i

w i t h  . & , v s i n g  t h e  o r i e n t a t i o n  i n d u c e c l  h r y  t h e  c o m p l e x  s t f u c ' ! " u ; t ' o ,  i , \ . " : l

t
a n d  . H z  ( X , y L )  w i t h  P i c  X  b y  t a k i n g  t h e  C h e r n  c l a s s  c l  "  T . ! :

I n  e a c h  c a s e  t h e  c u p - P r o d u c t ;  , l '  r ;

t-tz(x ,zL)* H4(x ,v..) *---? H6( x,v-) 7 7t

i s  a  o e r f  e c t  p a i r i n g ,  t h a t  i s , i c l e n t i f  i e s  w a 1 x . , z j  w i t h
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Hom*( l- l ' -  ( X ,7/.) ,Z)

, s ; ' . 3 )  o f  v t 4 i x , z )  s u c h
' r -  . ,  

r i  \
t h a t  t h e r s  a r e  d i s j o i n t  n o n s i n g u l a r  r a t i i o i l a l  c u r v e s  C \ t t C  X ,

i = l r c c e  1 5  w i t h

r" (  i  )  t
l v  t

l 4 o r e o v e f r € 1 r

e x i s t s  d i s j o i n t

j = 1 , ' . . 2 I 1  I ' v i t h

= € * ,  i = l r . . . 1 $ .
I

n  ,  "  . 0  c a n  b e  c h o o s e n  s u i : hs

n o n s i n g u l a r  r a t i a n a l  c u r v e s

t h a t  i f  n € l N  t i h , e r e

, ^ ( i )  i - 1

" j  

' r L = I  
1 . . n 1 S 1

[ a ! t  
) ' i  = * r ,  i = l ,  n  .  .  1 s , J  = 1 1  o  .  .  1 t ' l  o

t " j  J  " i ,  
L - L t o . { t ' r t J  ' t 3 o " ' t r

L e t  L 1  , " . n , L s  b e  i n v e ' r t i b l *  ( 9  
X * m o d u l e s ' s u c h  
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w h e r e  Y  i s  a  u n i o n  o f  ,  d  d i s j o i n t . l i n e s . ! ^ / e  h a v e  ' i  i ' ,  r r t r . . i  i :

c ' ( F ) = 1 , c 2 ( F ) = d .r '  / - '

"  
. " T h e n  w e  c o n s t  r u c t  E  e s  a n  e x t c n s . i o n  :  - .  r l r  .  .

!  , "  o , - - - €  F ( k )  ' E ( t ) - +  J  -
. L

w h e r e  Z  i s '  a  u n l o n  o f  d i s j o i n t  n o n s i n g u l a , r  r a t t o R : q , I  c u r v e s , s o m e

o f  t h e i n r ' c l o u b l e d , a n d  s u c h  t h a t , Z ( 1 Y = 6 . t h " r c o f l s t r u c t i p n  i s  p o s s i b l e

f  o r  V , A A . , I ' e  h a v e  t o  s o l v e  t h e  s y s t e m : ir rl

[ " r , E ( t ) ) = 2 k + 1

J " r ,  
E (  t  )  ) = d + z  k + 2 k 2 + d e g  z

L " = f E (  t )  ) = ( 2 k + a ) d e s  z -  2 # - ( O  , )
w h e r e :

W E

c a s e

E (

t r (

E (

r

[ "  
t '

1 ' r (
I
L" r(

c a n : b i t i l

x=F : j .

3 .  X = t h e

c o n s i d e

t

We

t ) ) = c t + 3 t

t )  ) = c r * 4 c , t + 6 t z

2 ?
t  )  )  . 3 * " Z t + 2 c I t + 2 t "

t h e  s y s t e m  b y  a n y  o f  t h e

f  1 a g  m a n i f  o I d  l F 1 t , 2 ) '

X  a s  t h e  i n c i d e n c y  m a n i f o l d

m e t h o d s  u s e d  i n  t h e

i n  lP ,  x | f .  .  Le t



IL

o f

:X-;*+\r, f ,t--*ttl

H 2 - , , x , Z j  c o n s i s t s  o f  t h e

-L2-

b t :  ! h "  p r o J  e c t t o n  m a p s .  A  . b a : S { . s

e l e r n e n r s  J - r l  ( E *  O p ^ ( r I I  B n l ' , . , , , , , .
,  t t 7

g = c r  (  q *  0  , o * ( l ) ) . T h e  d u a l  b a s i s  ' o , f  t l a q x , Z l  i s  9 2 , f 2 .  I 0 9  , ' h a v e
"  r ' J  -  

l r ? -  , .

t h e  r e l a t i o n s :
t a ) ? ?

f g = f ' - * g '  , f - = 9 - = O

and  f  ' g= f  g 'L  i s  t he  cano ' l i i ' , ca1g e n q r a t o r  c . ' f

= i 2  a n c l  i f

. r f  , 2 a , g r , i f i f t g , o  ( k ) &  ? # 0 , - * t { . 5  t h e n  H i ( x , K ) = s  f o r  i A L , k ? r o ,
l-Z u tY;. 

. "'

( .  > ,  o . ' v ' / e  h a v e  t o  s h o w  t h a t  
' - f  

. a i € H ' ( x , , F - ) , i = l  , 2 . , ' 3  s a t i s f  y

c i c i , A c . a ( m o d  2  )  t h e n .  t l ' ' e f p  e x l s t s l , 6 n ' l a l g e b r a i c  r a n k . 3  v t : G t o r

'  
b u n c l l ' e '  E  o n  X  w i t h  c r ( E ) = c i , j " = 1 , 2 , 3 .  ' '  l

F t r s t l y , w e  c o n s t r u b t i " , a  r a h k ' ' 2  V e c t o r  b u n d l e  F  o n  X  a s  a h

e x t e n s i o n :

?!iltr ,: ' o e Ox *------+ r .*-{ Jy -p 0 :n

w i t h  y  ; $ !  r s l i s J  o i n t  u n t o n  o f  p  c ' u r v e s  o f  t y p e  7 E - l -  ( z )  ,  z & l P Z

a n d  q  c u r v e s  o f  t y p e  f  
- l  

t 4 ) ,  l e v { ' w *  g e t :

c r ( F ) = 0 ,  c 2  ( F ) = P f 2 * q g 2 .  .  . ' : -

W e  c o n s t r u c t  E  a s  a n  e x t e n s i o R : ,

o FE K %-*! E &T -----t y 
z* 

a

where  x=  7 tY 9r r r tk )  &  S*  O rn f  (m) ,  r= f r *  Opr ( l )  e  .9*  $  t rys )  'and

_.r  L . rO tE l ' 1 2 1  o r  J  \ v , f  ,

t h a t  Z n y  =  Q . . . , . " T h e

l .  l . * , ;  I

Z  i s  a  u n i o n  o f  d i s j o i n t  c u r v e s  g f .  t y p n

s o m e  o f  t h e m  d o u b l e d  ( a s  a b o v e )  ? n ' ; ; ;

c o n s t r u c t i o n  i s  p o s s i b l e  f o r  k , 7 , ' f 1 a n d  n z

\ f l e  h a v e  t o  s o l v e  t h e  s y s t e m  i . . ' . ' ,  . .

I f t n 3 i r  [ r u - t ( = l J

a

H " ( X , Z ) .

N e u'I then tS

X  b e  a  c u r v e  o f  t h e  f  o r m '

d o u b l e  C  s t a r t i n g  w i t h  a n

.A
( ! / c ( I ) .  I f  D  i s  t h e  c u r v e

d o ) = s .

" i to ) rJ  =

f r - L  ( o )

:rgp j.- ,r

= g

o r

s m

e d

m o  r p

o b t a

c 1 ( X ) = 2 f + 2 g . . L e t  C i c

Q *c l *  : 9 - z9c .w"

>t& -- '-ir

t h e n  [ o J = z  f c ]  a n a  Y - (

z € l P ,

h a v e



' '..;*';*-du,; 
-,

(  " t (  
E ' '@r )  =2k f  +2mg

I

{ " r ,  
r t s r ) = ( o + k 2 + z - k m )

L " r ( t  & r ) = 2 ( ( k * r ) f  + (

w h e r e :

{ " r ( t @ 1 ) = c r + 3 c 1 ( r )

-  1 3 -

j . "  
.

f  2* (  q  *nz , lkn)92,  Lz)

m+I)s)  [ "  4 ]  -a f r . (  8z)

. 1  r ' i

l,;:.; ,-

l 2l r -  ! E @ T ) = c r + 2 c 1 . c 1 ( T ) * 3 c r ( T ) a  
.  

,

l ' ' ' "  . - - . 2  . - . 3
b s {  

r  @  T  )  =  c 3 *  c  2 .  c t  (  r  )  *  
"  r  .  c t  (  i - . ) - + c 1 i  r  ) -

,  V{e heve :

( " f t T ) = t f + u g

J " ,  t t l '  = 7 t 2 + 2 t u ) f  2 o 1 , 2 * 2 t u ) 9 2

l -
t g r ( T ) 3 = 3 t t r (  t + u ) f  2 g

t ' r i . ' , r ' ,  Suppose' . *e1=c, i f  +  c{  'g ,V{e chbbs 'en 'ut '4q 'e '  cJ.ass of  t ' (  mod 2)  such, , ' t 'ha ' t

r = c i ( * o a  2  )  a n d  t h e  c l a s s  o f  u ( m o d  2  )  s u c h  t h - € . t  u , 5 3 ' c i r ' ( m o d  2 ) .

T h e n  i v e  p u t :

o = * t  c f + 3 t ) .  m =  L f " i ' + 3 u ) .  ,

F r o m  c r i E @ t 1 = 2 L f + 2 m g  a n ' d  c r ( E * l r ,  c r - ( E @ T 1 ' =  c r ( E e T )  ( . m o d  2 ) '  : t

l t f o l l o w s t h a t c u { E @ T ) a o ( m p + j 2 ) . , T h e l a s t e q u a t . t . o n o f t h e

s v s t e m  c a n  b e  w r i t t e n  i  '

)s )L ; t *K(&r ) .
o f  x  c u r ' , r g i s  o f  t y p e  f i " L ( t )

76  
- l (  

z  )  ,  x  cu  rves  o f  type  I5

1

i . u ( E  @ r ) = (  (  k  r 1  )  f  + (  m + i

Le t  Z  bB : i ' " a  d l s j  o in t  , n ion l '

-  
( a s  a b o v e ) , y  c u r v e s  o f  t Y P e

d o u b l e d  a n d  y  c u r v e s  o f  t Y P e

(  t  zJ  =  (  2x*v  )  f  
2*  (  2 r+v  )  s

I
I

L * t  0  ) = 2 ( 3 x + Y ) '

such  tha_q  Z f l  Y=

d o u  b l  e d

- L r O  t
\  v - l " - ' . " - . . .  : r ;

#.w.  ge tg - l t t l

W 9  m u s t  f i n d  x  a n d
1' ( ' 1 ) ' ' . "  

+  c r ( E @ T ) = ((-

T o  d o  t h i s , w e  u s e :

L e m m a  3 .  L e t  M  a n d

y  s u c h  t h a t :

k + m + l )  (  Z . x + y  )  - 2 (  3 x + Y  )

N ; > 3  b e  n a t u r a l  n u m b e r s  s u c h
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.  . , 2  .  ' :

a n d  M p f f i +  " . T h e n  t h e r e  e x l s t  n a . t u l ' a l  n u n b e r s  X , y  s o  t h a t  i i .

M = N (  2 x + y  ) - 2 ( 3 x + y ) . -

Mo reove r , vqg have fig * Zx+y *. * 
.

C h o o s i r i g  t h e  c l a s s  o f .  t (  m o d  a )  e u c . h .  t h . a t  t  * . c i + 2 (  m o d  4 ) ,  a n c i

t h e  c l a s s  ' d f  u { m o d  4 ) ' e u c h  t h a t  u = c i " ( m o a  4 )  w e  h a v e  t h a t
'  ?  . 2

k + m + 2  i s , : r o d d .  I f  t  > f p 6  a r i d , , u > > >  O  t h e n  * * S ( E @ T ) V z ( l < + m + 2 ) 1 ' .

H e n c e  w e  c a n  f i n d  x  a n d  y  s u c h  t h a t  ( 1 )  h o l d s .

'  N  o u t l A , t t p p o a e  " z ' ( E &  
T  ) = t i ( E @ r ) f  

2 *  
" ; ' ( E  

S T ) 9 2 '  
: '

'  l l  i . .

I f  t p  O  a n d  u > >  O  t h e n :  .  . .
' "  

" ; - ( E @ T ) - ( k 2 * z k m ) - { 2 x + y ) ' ! r 3 (  
t 2 + 2 t u ) -  *  t 2 , * Q , t u ) - t r =  f  t 2 *  7 ;  t u

.  )  t  g .  2  3  2  I

" ; ' ( E  
e 9 . ' T I - (  * o * 2 1 < n n  )  - ( Z x + y  ) . r ' ,  3  ( u ' + ? - t " ) -  i (  , r - * 2 t u  ) - t u =  f  u '  ' r  

f  t u .

' . 3 r ' " f ' r i , X ' L o w s  t h a t  i f  $ r e  d 6 f i n e  p  a , n d  q  b y  t h e , f o r l m u l a e :

P = c ; ( E  e T ) - (  k 2 + z k ' r n ' ) - ( 2 x + Y )  " '
z -

4
'  q = c ; ' ( E 6 T ) - (  * ' * e k m )  - ( l x + Y )  '  

'

then f or: tP O and u>PO .we 'Frq-r4g F.:p,;;01":q;p",q', ,  , .

? - " 4 .  T h e  r e m a i n i n g  c a s e s  X d P ' X l P ' I  a n d  X d P l x  l P l x  f R n ' a r r :

a n a l o g ' o u s  a n d  w e  o m i t  t h e  d e t a l , , l s .

3 . R e m a r k s  o n  t h e  m e t h o c i  o f - ' . e x t e n s ! q , n s

3 . 1 .  L e t  x  b e  a  n o n s i n g u l a r  v a r i e t y  , F . ? a , 2 , , . # c x  a  c l o s e d  s u b -

s c h e m e  o f  c o d i m e n s i -  o n  2  w h i c h  i s  ' C o h e n - t ' l a c a u l a y  a n d  s u c h  t h a t

t'lo

J -  i s  l o c a l l y  g e n e r a t e d " b y  r  e l e m e n t s , F  a  v e c t o r  b u n d l e  o n  X
Y l

o f  r a n k ' r , r - l , L e t  $  b e  a n  e l e m e n t  o f  E x t " { ; 3 * , f t  a n d  l e t

o -9 F ----+ tF * 3S. .-e*cl

i;r -.

b e  t h e  e x t e n s i o n  c i e t e r m l n e c J  b y  ! i ? r . , i h E - p r b o f  
o f  ( b g l r C h g P : L

L e m m a ' 6 . 4 . 3 . ) s h o w s  t h a t  t !  i s " . l Q d " g l l y  f  r e e

m o r p h j . s m  r * & O * l  
"  

4 @ v  a s ' s o f i i a t e d . t o

if and,,,,P.$.LV.n.tf* t he

E  v i a  t h e  m a p



- l i f t -

s * . 1 (  3 " , S )  * )  p t o ( x  , & & L i  S " ; ' S )  )  a n c l  t h e  i s o m o r p h l s m s

& , # t ( 3 " , F ) s b H K ' t d v , F )  s J  f f & r * o  1 n % c o x y , c . l  , )  1 s  s u r i e c t i v e "

, t' \  
r f  H e ( X , F ) = Q  t h e n  e v e r y  e p i m o r p h i s r n  r b a : r l v  - - +  c f "  d e f  i r ' , r a s

i ' . . r a n l <  r  b u n c l l e  a s  a n  e x t e n s i o n  o f  ,  t h e  f  o r m  c o n s i c J e r e d  a b o v e .  , . i i

W e  a i s c  i - e r n a r l <  t h a t  5 .  i s  l " o c a r . l y  g e n e r a t e d  b y  r  e l e m e n t s . i f
t

a r r d  o n l y  i f  d "  i s  I o c a l l y  g € n i l r a t e d  h y  r - 1  e i ' e r n e n t s "

I ' J o w , s u p p o s e  - t - k r a t  Y  i s  i ' c . i .  1 - o  g i v e  a n  e p i m o r p l r i s r n

r *  € p d a x i  Y  * *  & ) . /  i s  e q u i v a l e n t  t o  g i v i , n g  a  g i . o b a l  s e c t i o n  o f  t h e

v e c t o r  b u n d l e  f , l V  @  O e t  N V I X  v a n j - s h i n g  a t  n o  p o i . n t "  I f  c l e , m  Y p  r - I

t h i s  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  a f t e r  t e n s o r i r r q  F  w i t h  a  p o w e r  o f  a n

m p l e  i n v e r t i b l e  s h e a f . O n ^ , t h e  c o n t r a r y , i f  d i m  Y  ?  , - l  t h i s  c o n d i -

t i o n  i s  f u t l f i l e c l  o n l y  i n  e x c e p t i o n a l  c a s e s . H o w e v e r , o n e  c a n

c o n s t r u c t  i n  t h l s  s i t u a t i o { r . . r s , t , a . i - : ! i 1 n g  w i t h  s e c t i o n s  i n  f  l V & d e t  * { * u

r a n k  3  r e f l - e x i v e  s h e a v e s  w h i c h  a p p e a r  a s  e x . ! : , p : n s j . o n s  o f  . $ , . h e  f o n m

c o n s i d e r i r d  a b o v e  a n d  w h o s e  s j - n g u l a r  s e t s  c o r r e s g ; p n d  t o  f l ' t e  z € r c l e € i

o f  t h e  s e c t i o n s  r J e  h a v e  s t a i ' t e d  w i t h .

3 . 2 .  C o n v e r s e l y ,  s f l Y  r a r , r k  2  V e c t o r  b u n d l e  E  O n  X  c a n  b e .  ,

r e a l  l z e d  a S  a n  e x t e n s i o n ,  O n e  t e n s o r s  E  w i t h  a  p o w q f  o f  a n  a m p l e

i n v e r t i b l e  s h e a f  a n d  o n e  c o n s i d e r  t h e  € X t € ; n s i o n ' d , e t g r n i - n e o  b y

t h e  g e n e r i c  s e c t i o n , O r , i n  t h e  c a $ e  X = l P n , D r l €  c o n s i d e r s  t h e  l e a s t

i - n t e g e r  k  s u c h  t h a t  U o (  e  ( k  ) ) / O  a n 3  o n e  t a k e s  t h e  e : { t ' e r l s i o t t

d e t e r m i n e d  b y  a  n o n z e r o  s * c t i o n  o f  E (  l (  )  '

T h e  s a m e  i s  t r u e  f o r  a n Y  r a n k :

P r o p o s i t i O n  l - .  t - ' e t  x  b e  a  n o n s l n g u l a r  p r o i  e c t i - v e  v a r i e t y  o f

c J i r n e n s i o n  n  7 2 ,  L  a n  b n i p l e  i n v e r t i b l e  s h e a f  o n  X , E  a n d  F  v e ' c t o r

'  !  , b u n d l e s  o n  X  o f  r a n k  r  a n d  t r - l , r e s p e c t i v e l y .

-i 
il'  

T h e n  f  o r  k  > 4 >  O  t h e r e  e x i s t s  a n  e x t e n s  j ' s n :

V ^
o -*-) F *---* E&L" 3"@ n ***-----> 0 ",: '"

w h e r e  Y  i s  a  c o h e n - M a c a u l a y  s u b s c h e n e  o f  x  o f  c o d i m e n s  t Q l , , , 2  a n d
. : : '

R  i s  a n  i n v e r t i b l e  s h e a f  '
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l ' l o r e o v e r , l f  d l m  X * S  a n d  r = 3  o n e ' ' c a n  f  i n d  s u c h  e x t e r t s i o n , s

w i t l r  Y  n o n s i n g u l a r .

P r o o f  : l - . F i  r s  t l y ,  s u p p o s e
Airt
d f u n ( F , E )  i s  g e n e r a t e d  b y  g l . o t - r : l

1' s e c t i o n s . l , ! ' e  s h o w  t h a t  f  o r  t h e  g e n e r i c  n o r p h i . s m  u  : F  * - +  E , ' A l u

v a n i s h e s  a l o n g  L - r  C o h e n - l 4 a c a u l a y  s u n s - i r e m e  o f  c o d i m e n s i o r r  2 ,

v { e  u s e , a s  i n  t [ 6 ] ,  P r o p . L " 4  o r  f . + j u r o o f  o f  5 , 1 . ) , t h e

G H o m ( F , E ) , x € X ,  (  $ u ) ( x ) = O  3  "

m o r p h i s , n  o f  v a r i e t i e s !

${un (F,E) ***----*  6{"o*t-(E,clet  F@cJet F*{"  )

c l e f i n e d  b y  u  F - - . _ . 9  ( H r )  ,  ! i / e  c l e n o t e  b y  a  t h e  i n v e r s e  i . m a q e

o f  t h e  z e r o  s e c t i o n  b y  t h l s  m o r p h i s m . Q  i s  a  f  i b e r  h r r : n d l ' e  o v e r  X  .

w i t h  f i b e r  t h e  s u b s c h e m e  o f  N ( r X (  r - 1 ) , C I )  c i e t e r m i n e d  b y  t ' t e ^ i d e a l

g e n e r a t e d  b y ,  t h e  ( r - I ) - n : i n f , , r s .  A  , c l b s s i c a l  r e s u l t  i n  c o m m u t a t i v e

i l - q e b r a  a s s e r t s  t h a t  t h i s  s d r b s c h e n r e  i s  C o l - r e n * M a c a L l l a l r l  . , o f  c c -

d i m e r r s i o n  2

C o n t i r e ' q u e n t l y ' ,  a  i s  a  C o h e n - l 4 a c a t r l a y  s u b , s c h e m e  o f

o f  c o d j - m e n s i o n  ? - ,  Z  i s  t h e  i n , v e r s e  i m a g e  o f '  a  b y  t h e

o f  e v a l u a t i o n :

K  i s  l o c " a 1 l y

mortrhism F'*----- .p

ffsun(F , F )

morp t r i - sn t

F l o r n ( F , E ) * X  - * F  f f * t 1 n , e  ;

w h i c h  i s  a  s u b m e r s i o n .  T h e r e f  o r e  Z  y s  a  C r : h e n  , - M a c a u l a y  s u b l '

s c h e m e  o f  H o m ( F , E ) d  X  o f  c o d i m e n s i c , f i , t 2 " C o n s l d e r  t h e  p r o j e c t i o q r

m a p  f t : Z - * * + H o m ( F , E ) " F c t i  u G , i : l e r n ( F , E ) ,  V E * L ( ' u )  i s  j u s t  t h e

s c h e m e  o f  z e r o e s ' / u  o f  X t u  '  T f  E ( z ) f  l l o m ( F ' t ' )  t h e n ' f o r

r l e n e r i c  u , W e  h a v e  Y ,  =  # .  N o w , s u p P o s e  f i  s u r j e c t i V e . F r o m  t h e

g e n e r i c  f l a t n e s e  o f  f f  i t  f 6 f 1 l l o w s  t h u t .  Y ,  i . s  C o h e n r M a c a u l a y  o f

c o c l i m e n s i o n  2  f  c l r  g e n e r i c  u . L e t  l (  b e  t h e  l < e r n e I  o f  t h e  e p i -

m o r p h i s m :

E -*-9 3v &  c l e t  E  @ d e t  F i ( * * &  o
u

r e e  o f  r a n k  r - 1  a n d  t h e r e  e K i s t s  a  n a t u r a l

w h i c h  i s  i s o m o r p h i s m  o n  X r Y u " T h e r e f o r e  F t l  K

i n c l . d e n c y  s e t :

t =  { - ( u , x )  [ ,

V f ' e  c o n s i d e r  t h e

f

K
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a n d  w e  h a v e  a n  e x t e n s i o n  :  . , , i , )  i i ,  - ,  ,

o .".*p F-*-# E *-p #,,Sd"et E & det r*_*+ o ,,

w h e r e  Y  i s  e m o t y  o r  i s  a  c o h e n - M a c a u J . ! a y .  s u . b s c h e m e .  c , f  x  o f  c c -

d i m e n s l o n  2 .

? .  l r l o w , $ u P p o s o  t h a t  w e  a r e  l n  t h e . g e n e , r a l  c a s e . U s i n g  l ; ; , , f . o r  F , ,
u

a n d  r = @ L ' ,  k > + , ' O , u r c  f i n d  e x t e n s i o n s

0 *-1p p -."p E4$Lk*-eff.r@R ---t,  0

w h e r e  Y  1 s  e n p t y  c r  i s  a  C o h e n - M a c r : u l a ' r , r . , s t i b s c h e m e  o f  c o c l i m e n s j - o n

2  a n d  R  i . s  a n  i r l V e r t i b l e  s h e a f  .  : i

l i / e  s t i c w  t h a t  i f  k ; p O  t h e n  i t  n e e e s s a r i l y  f  o l l o w s  Y  f  W "  .

I n c J e e d ,  s u p p o s e  y J e  h a v e  e x t e n s i o n s  :

0 w*p F -g e S tk *--:t R ---a o

f o r  k  a r b i t r a r i l y  l a r g e .  T h e n  a n  e a s y  c o n p u t a t i o n  s h o w s  t h a t  i  : .

c 2 ( F )  6 c l ( L  ) n - 2  n -  o ' , [ . { ' ; t  } , , - (  r - 1 1 ' , J  
" r ( L ) n  

:

w h i c l ' ,  j . s  a  c o n t r a d l c t i o n .

' 3 "  R e ' c a l l  t h e  a r : g u m e n t s  j . n  l n  : n d  s u p p o s e , . . r = 3 .  T h e , ,  s u b s c h e m e '

o f  M ( : 3 x 2 , ' t 0 )  d e f  i n e d r b y  t h e  2 - n L n o r s . h a s  n c  s i n g u l a r  p o i n t , e x c e p t  C "

t ' O n  
t 1 "  o t h e r  h a n c l  ,  i f  c J i m  X  & , 5  e n d  i f  t h e  r a n k  6  v e c t o r  b u n d l e

f f t * * (  F ' , 9 ' )  i s  g e n e r a t e c l  b y  g l o b a l  s e c t i o n s ,  t h e  g e n e r : i c  m o r p h i s m

F : * p  E  v a n i s h e s  n o w h e r e o  N o w  t h e  l a s t  s t a t e m e n t  i f i , , , , F , r { i o p o s i t ! . o n

i s  c i e a r .

9 ! t l g l , g - l y ,  L e t  X  b e  a  n o n s i n g u l a r  p r o j  e c t i v e  v a r i e t y  o f  . ! j - m e n s i o n

s m a l l e r  t h a n  5  a n d  F  a  r a n k  2  v e c t o l r ;  b u n c J l e  o n  X . T h e n  t h e r e  - ; ; , i

e x i s t s  a  R - o n s i r r o u . ! . a r  s u b s c h e m e  Y d .  X  o f  c o c l i m e n s i o n  2  s u c h  t h a t

t

F i Y  1 s  a n  e x t e n s i o n  o f  i n v e r t i b l e '  S y - m o d u l e s .

P r o c ' ' f  , L e  t  L  b e  a n  a m p l e  i n v e r t i b l e  s h e a f  o n  X . W e  u s e  P r o p o s i t i o n

I  f o r  F  u l d  e * 3 $ x . E o r  k ; ; P O  t h e r e  e x i s t s  e n  e x t e n s i o r t :

O ., > F **?3Lk ---*:, 3, O n *--:-S 0

w i t h  Y  n o n i d l t n g u l a r  s u b s c h e n r e  o f  X  o f  c o d i m e n s i o n  2  a n d  R  a n

. i

l n v e p l l t r ' i l l e ' d h e a f  o n  X . T h i s ' e x t e n ' s l o n ' d e f i n e s  a  s e c t i o n  o f  t h e

v e c t o r  b u n c J I ' e  c l e t  N . r t , .  @  F @  R #  v a n i s h i n g  a t  n o  p o i n t .
I  l / \

n j  t  n  r - / * O
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R ema r l<. U s i - n g  a  r e c e n t  r e s u l t  o f  L a z a r s f  e l d  L g J o n e  c a n  m a l < e

m o r e  p " l e c i s e  t h e , a s s . e , - t j - o n , s  l " n  P r o p o s i t i c t n  1 : n a m e l y :  , i f

F * , * (  
p , L - . ) A L k - 1  i s  g e n e r a t e d . l : v  g L o b a l  s e c t i o n s  t h e n  t f r e

c o n c l u s i o n s  o f  F r r o p o s i t i o n  I  h c ' l c i o

n
S . 3 . N u v r ( e t  P  b e  t l - i e  p r u j e c t r i v e  s p a c *  L P n  a n r J  E  a  r a n k

v e c t o r  b i i n d l . e  o n  p .  u d e  h a , r e  X t t * {  E ' * ( c . ,  ( E ) ) , p r . r t :

d= - rn : . n  {  k  [  * o (  t  h l u )  (  t ( )  ) 103

T h e n  r i r e r e  e x i s t  e x a c t  s e c u e n c s s :

o**o S r  - I  3. . t  . -  r  i ) -c t )  * - -+ o-  " Y \ " 1 ' *

w h e r e  Y  i s  a  c l - o s e d  s u b s c h e m e  o f  P  o f  c o c l i r n e n s j - o n 7 , r 2  a n d  g  i s
t"Y 'jt

a  r e f l e x i v e  f s h e a f  o f  r a n l <  r . - i , w j - ' t h  
" l ( l i - ) = d "  

F o r  e v e r y  r a n l <  r - l

r e f  l e x i v e  s u b s h e a f  S  o f  $  r r , r e  h a v e  c 1 ( 9 ' ) 4 . ' J  a n O  i f  t h e  e q u a l i . t y

h o l d s  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  e x a c r  s e q u e n c e  a E j  a b o v e

Y  i s  n o t  n e c s s s a r i l y  C o l ' r e n - l v l a c a u l a y  o f  c o d i m e n s i o n ' 2  a n d  t h e

s e t  o f " ' "  p o i n t s  w h e r e  t h i s  f  a i l s  i s  e x a , e ; t l y  t l r e  . s i - n g u l - a r  s e t  o f  l f  . '

I f  r = 2  t h e n  
- #  

1 s  : - n v e r t i t r l e  a n d ' o n e  o b t a i - n s -  t h s - ' : i s , o F l 9 , t r t r u c b i . , o n , , . ,

m e n t i o n e c f  a b o v e .

I f  n = 2  l a n c i  r  a r h i t r a r y )  r . i r e n  g ' i s  L o c a l t y  f  r e e , b u t  r f  n & 3

a n d  r 7 3  t h e n  o n e  c a n  n o t  a v o i c J  t h e  r e f l e x i v e  s h e a r r , e s : i r , W o  s h a l l

' i . l l u , s t r a t e  t h i s  ' r s s e r t i o n  b y  a n  e N a r n o l " e  f  r . o m  B o l  ( C h " I I , E x " , l , l . i 3 )

, L e t  E = J & o  ( 1 ) "  T h e  s c h e m e  o ' f  z e r o e s  o f  e  n o n z e r o  s e c t i o n  1
r 3

r ' , s 6 , H o ( h - . t - f  ) )  c o n s i s t  o f  a  s i m p l e  p o l n t  x  a n c l  w g  o b t a i n  a n
\

e x a c t  s e q u e n c e :

o --*? S **a J),]- r : I
{

U S * _ - a o

i s  r e f l . e x i v e , i t s  s i n q u L a r  s e t
A

1  b e c a u s e  H " ( l p E ( - 2 )  ) = o .

l * 3  . t l o r e o v e r , c l ( S )  i * ,  .1 S

m a  x i  m a

3 . 4 .  T h e  r e n a r l < s  a b o v e  s h o w  t h a t  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c J r , i s i d e r

e x t e n s i o n , s  i n  t h e  f  r a m e  o f  r e f l e X i v e  s h e a v e g l i . € . ,  t c  o o ' a [ I , e c t

t r y  e x t e n s i o n s  r a n l (  r  a n d  r - l  r e f  l . e x i v e  s h e a v e s  w i t h  s u b b p a ,  , b s , , ,  s
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o f  c o d i m e n s : - o n p , 2  "  \ i J e  r e s t r i c t ' o u r s e l v e s  t o  t h e  c a s e  o f  I '

e x t ' e n s i o n r  o f  i d e a l s  o f  b u r v e  s  a n d  p - o j . n t s  b y  r a n l <  2  r e f  l - L x i 1 z : 9  I  ,  : ; .

s h e a v e s  L r r - :  r r o r r s i n g u l a r  3 - f o I d s  i r , t t e n r l i n g  t o  o b t a i n  v e c t o r

b u n d l e s  a s  s ; u c ; h  e x t e  n E i i 0 n s . .

B e F o r e  b t a t i n q  t h e  r e s u l t  v , J e  n e e d  s o i n e , c o n s i c l e r a t j . o n s  o f  i o c a l

a l c t e b r e :

I : gggg l - l i g l *3 :  Le t  (4 , fe6  )  b ,e  a  regu la r  l oca l  r i . ng  o f  c j " rnens ion

3 , k = A , / 4 1 €  i . t s  r e s i d u e  f i e l d , F  ' a  r e f l e x i v e  A - m o c J u l e  o f  r a n . < , 2 ,

' f h e  f o l l o w i n g  c o n c l i t i o n s  o n  F  a r e  e q u i v a l e n t . i

' " ' i i : :  '  ( i )  E x t l ( F , A )  i s  a  n o n z e r o  A - n o d u l e  g e n e r a t e c J  b y  a  s i r r . t l e :

e l  e m e n  t

(  : i  i  )  di  m,.  F /  ' i ,gtF =3
t ( '

' { i i - ' i : ; :  T ' ' h e r e  e x i s t s  a n  e x a c t  s e q u e n c e :
a

0*-*--p F %*-g, Ar**-*-9 I *.;.._;9l O,

K , i t l ' r r f  € o W t  l c i e a l  o f  h e i g h , t  5 .  M o { . ' e o v e 5 , t h e  i s o m o r p h t s m  c l a s s

o f  F  i s  u n i q u e J . y  c l e t e r r l i n e c j  b y  I  "

J l rg * | .  ( i - )  f f i >  ( i r )  a 'nd  ( i i i " )
l

t - e t  e  b e  a  q e n e r a t o r -  o f  E x t r {  l = , A )  .  C o n s i d e r  t h e  e x t e r i s i o n

d e . t e r n i n e d  b y  e :

( 1) 0 *-**y A --*s" E - *----sp F ----?>. 0

l l e ' a s s s r t '  t h a t  E ,  i s  f  r e e . I n d c e c i , F  b e i n g  r e f  I e x i v e  i t  i s  o f

h o m o l o g . i c a l  c l i n i e n s i o n  & l , h e n c e  E  i s  o f  h o r n o l o g i c a l  d i m e n s i - , o n $ 1 .

r t  s u f  f j - c e s  t o  p r o v e  t h a t  E x t l ( g , A ) = 0 ,  i  '

n p p l y i n g  H o r n (  .  , A )  t o  (  1 )  o n e  g e t s  a n  e x a c t  s e q u e n c e :

' o * *?  
F€ - - - - * - *e  t * -+  o  - -a * "  Ex t l - (F ,A ) -  . r r x t l (E ,A ) * -po  , :

'i

d  t t ) = e , l ' r e n c e  )  i s  s u r j e c t i v e . c o n s e q u e : r r t - l y  E x . t ' ( e , , A ) ; 0 . .  I ' h u s

w e  h a v e  a n  e x a c t  s e q u e n c e :  ' " '  , . . _ _ * . ' 1 . r , , 1 ' r  '

(2) O**-p A ----g---.>- A3-*-+* F ****+O :

S u l r ' i : o s e  u  i s  g i v e n  i : y  u ( I ) = ( o : ; ; 1 " r Z , u S ) .  P u t  I = A a i + A a r , + A a = .

A p n l y i n g  H o m (  " , A )  t o  t h e  e x a c t  . s u q { ! € f  c f  ( ? )  w e  d e r i v e  t h a t :

1
E x t * (  F , A )  * {  A / I
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E x t r ( F , A )  i s  a  n o n z e r o  A - m o c l u l e " o f  c J i m e n s i o n  O , h e n c p . , f  € ,  @

.  a n d  h t ( i ) = 3 ,  I t  f o l - I o w s  t h a t  
" I , r : , s 3  

i s  i i n  A - s e q r r e n c e .

A p p t y i n g  & n l ,  t o  t h e  e x a c t  s e q u e n c  e  { . 2 )  u r e  c J e c J u c e  t h h t
rl

c l i m , ,  F / ' $ q F = 3 .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  f  r q m  (  2 )  a n d  f  r o n  t h e  l ( o s z u I

o n , O r * *  a s s o c i a t e d  t o  * L , r 2 , r 3  i t  f  o 1 1 o i r y s  t h a t  v { e  h a r , r e  a n  .  e x a c tC

\  s e q u e n c e
t - \ :

- 
"'t-a__ fJ -- + F ..-*.9l 4r ***-$r I -:F O .

\.
, \

:  \  
l v e . n o t e  , f  o r  F u r t h e r  r e f  e r e n c e , t h a t  F  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e .  ,

\ z'  : ,  s u b r i l $ d . u l e  o f  A -  g e n e r a t e d  u , y  ( o , - 1 3 , u ? . ) , ( - o 3 , A , a 1 ) , ( - a z , a ' O ) .  -  ,

( i i ) ' E Q ' ( i ) .
? p

.  By  I . Jakayama 's  l - e rnma the re  i s  an  ep in ro r r :h i sm Ar  - - - .H -+  F* - -p  o

K e r  p  i s  a  r e f  l e x i v e  A - r n o d u l e  o f  r a n k  l , h e n c e  l ( e r  p . ? !  A : " . T h u s  w e

h a v e  a n  e x a c f  s e q u e n c e :

O -*p A, -*_-r- 43 - -* *-"."*p, F ----*--p 0. 
'r

' { :  
A n n i y i n g  l l o m ( . , A )  t o  t h i s  s e q L i p n c e  w e  s e e  t h a t  E x t l " ( F , A )  i s

q e n e r a t e d  b y  a  s  j - n g l e  e l e m e t t  "

-  t i . l  . i \ - ) f i ) , ,
\  r . r . . +  J  4  \

A p l l y i n o  H o n r (  . , A )  t o  t h e  e x a c t  $ e q u e n c e :
?'- 0 *-,;> F *----9, O"-.** I --;3. 0

w e  f i n d :
' t 2

E x t * ( F , A )  d -  E x t ' - ( r , A ) 4 -  A ' / T " ;  : , ' i r :
1

h e n c e  E x t ' l t , o )  i : ;  g e n e r a t e d  
? U  "  

s i n g l e  e l e m e n t .
1

C o i ' i c e r n i n g  t h e  I a s t  a s s e r t i o n  $ r e  o b s e r v e  t . h a t  I = A n n ( E x t * (  F , A )  )  )

h e n c e  F s J  F ' - - : *  I - - T ' .

C o n v e r s e l y ,  s u p t l o s e  I = I  I  T h e r e  3 a *  
e x a c t  s e q u e n c e s :

o -*-? F ---+ 43 *--P-l* t*-o' o, o -"-7 F '-*-p A3- .- ?'*r r -_> o
z ?

L e t  t f . : f t * - Z  n i  b e  a  m o r p h i s m  s u c h  t h a t  p ; r (  - p " A p p l y i n g

S n k  i i  t o l l o w s  t h a t  V  
i s  i s o m o r p h i s m " T h e r e f o r e  F t F ' .

I , l o w ,  l e l i t ' X  b e  a  n o n s i n g u l a r  3 -  f  o l d ,  Y  a  r a n k  2  r e f  l e x i v e

s h e a f  o r r  x ; ' s u p p o s e  g  v e r i f  1 e e  t l l e  c o n d i t i " o n :
'll 

a>/ -a rf
( * )  E > < . i r (  F ;  , A * )  i s  ( 9 * - m o c l u l e  q e n e r a t e c J  b y  a  s i n g l e  e l e m e n t ,
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o f  x
n1

U n .

P r o p o s i - t i o n  3 .  I n  t h e

s u r i s c i r e m e  o f  c o d i n e n s i o n

a b o v e  h y p o t h e s i s

2  s u c h  t h a t  Y r l

^ 1

f  o r  a l l  x 6  X , T h e n  n n ' : ( * r t ' t ( W ,  ( P x ) \ , ; , ' d e f  i n e s  a  c l o s e d  s u b p c h e m e

S s u f r p o r t e c J  b y  t h e  s i n g u l a r  s e t  o t  . S '  s u c h  t h a t  # . d i ( g , d * ) * , :

\Yc X7
, l e t \ " r : e  a  l . c , i .  c l . o s e c l

s = @ . $ u p p o s e :

( i )  H 2 ( x , S ' 1 = 3

(  i i )  c i c t  N . r !  v  f f i S "  n a s  a  g l o b a l  s e c t i c r n  r u a n i s h i n o  a t  f i , o  P O i t ^ t t .
r l / \

T h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  e x t e n s i o n : ,

vu i t h  E  rank  3 - - v€c : r r : r r -bund l ,e  on  X .The  Chern  c lasses  o f  E  a re

g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a e :

c t ( E ) = c t t  S  I

c r - (E )=c2 (S  ) *  [ v J

c l r {  r )  = (  c t (S  )  * " r (  x )  )  " f vJ ' - r a  f r  t t ?y ) - c= {S ' )  '

P t - o r : f  .  W e  h a v e  i s o m o r p h i s m s :

4l^f) t .N €f t *r g
efVfn \  JyUS, - ' f  /  * -  \ r

. a n d  a n  e x a c t  s e q u e n c e :

,& "d t  {Urus ,S)  d  ( r i e t  * " t *&Wle€* i (S* ,#

1 -

0 - - - " H ' ( x , 3 : ) - +

V ' J e  s t a r t  l , r i t h

Ext l  (  3  , , s *  S  )  * - . *  Ho(x ,S*# r (  S "uu ,  S ) )  -$ f (  x ,  S  )  :

e x t e n s i o n $ :

.o**yS. -- .*> Cl i  *-uJs,*---9 o,x€s

g i v e n  b y  P i - o p o s i t i o n  2 , a n d  w i t i r  a  s e c t i o n  c l f  d e t  n , . r . f  * #  
F

v a n i s h i n g  a t  n o  p o i - n t .  T h e s e  O n e s  c J e f  j . , n e  a n  e l e t n e n l  o f

u o ( x , * * f r ' ( $ n u o , F ) )  w h i c h  l i f  t s  t o  a n  e r e m e n t  e e E x t l ( 9 " U  s , F ) '

T h e ' e l e r n e n t  e  c 1 e t e r m i n e s  t h e  e x t e n s i o n  l { e  a r e  I o o [ < i n g  f  o r '
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