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r  .  : r ' i ' r
c u r v e s  o f  g e n u s  ) r  2 ,  r n  t h e  p r e s e n t  a p p r o a c h  w e  i n t  r o c j u c e  a

m e t h o c J  w o r l < i n g  f o r  g e n e r a r .  n  7 7  r  a n c !  r  7 .  L  a n d  w e  g i v e
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( u n d e r V e r y r e a s g n a b ] . e h 1 l p o t ' h a s j . s O n t h e g r o u n d c o n s t a n t

,
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( o , 2 )  T h e  m a i n  i d e a  o f  o u r  a p p r o a c h  i s  t o  b i - i n g  F u c h s

'  , 1
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' , i r 9 1 i n r i * , . r . g e  u 1 t s  ' o f  t h e  b a m e  k i n d .  r n  p a r t l c u l a r  o u r  c o n c e p t  ,  , . . , .

n f  .  ' l a J : g e b r a i c  e o l u t i o n "  i F ,  s t  i o n g e r  t h s t '  t h e  o n e  i n

.  2 )  A t .  l e a e t  f o r  t  r .  d e g . K L  >  2  1  K o J . c h i n '  s  C e l p f u  .  , , , , i :

t h e o r y  r e q u i r e s  a  c e r t a i n  n o f 0 ] a t i t y  h y p o t h e s i s  o n  t h e

e x t b r i s i o n s  K  c  L  (  c a 1 . 1 e c l  " s t  r o r S  n o r m a l i t y "  [ f  t ] p . 3 g 3 )  .

T h i s  h y p o t h e s i s  i s  v e r y  n a t u r a l ,  f o r  t h e  G a l o 1 $ - r h e o r e t i c

s e t t i n g r ' ' b u t : l s  v e r y  r e s t r i c t i v e  f r : o m  t h e  p o l n t  o f  v i e y , r

o f  o u r : , f . r r o b 1 e m .  T h e r e f o r e  K c l l c h i n , s  G a l o i s

w i t h  r r o  m o v a b l e  s i n J u l a r i t i e s . ( s e e  L t j , F t l  f o r  a  :
a

m b d e r n  a p p r o a c l " r  v i a  f o l i p t i o n  , t h e o l y ) , , r ;  o f l  t h e  c t h e r  , , ;  ,  . , i

e d  w i t h  s c m e

-1 t- -.! i- .t

7J , ,L lBJ o LleJ

a n d  l n  o u r

't

l

h a r n d  f i u c h s  e x t e n s i o n s  a r e  d e q p l . V . , F e l e ,

G a i - o i $ * t  h e o r e t  j - c  r e s u l t s  o f  r o J . e  h i n , "  f

t i d e  l v o u l d  I i k e  t o  m a k e  t w o  r e m a r , . k s :

, i , r  1 )  C l a s s i f i . e , a t i o n  t h e o r e m s  i n  l r S

L t * ]  p " 2 1 5  ( s e e  ( 6 . 3 ) ) "
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c f a ' s n i . f i c a t i o n  o f  F u c h s  e x t e r i $ i - o n s  m a y  b e  u s e c J  t o  d , e *
. . t  . ,  . . , : .

t)) .

( o  " 4 )  T o  i r r r , $ t  r a t e  t h e  r e s u l t s  o f  o u r  p a p e r  1 e t , s :.-l i.. i i'

+  
"  b r i e f l y  d i e c u s s  i n  w h o t .  f o l l o ' r s  s o m e  u r f  o u r  a n a l y t : c  . ,  , {  ! ,

c o r o l , l a r i e s .

' '  

" ' i i  
'

L . e t  * l , .  " . , w r  b e  c o o r d i n a t e s  o n  C a ( C = t h e  c o m p l e ) q , , ,

f i e L d ) . F o r a n y d o r n a i n  A - C ,  l e t  v t e r e f l )  b e t h e

d l f f e r e n t i a l  f l e l d  o f  m e r o m o r p h i c , f u n c t i o n s  o n  , f l  , , ,

t h e o r y  r . a n n o t  b e  a p p r i e d  t o  c r a . s s ' i f . i c a t i o n  o f  F u c h s  -  i

e x r e n s i o n $ .  i l n  t h e  o t h e r  h a n d ,  a s ' s u i g s e s r e d  b y  [ r u ]  
. .  : . ,

'' : t., l-t

i . ,  " .  l . .  i '  :

, - 1 ; ' ,w i t h  r J e r i v a t i o n s  d , =  ) , / ) * . -  I f
J  J '

main of  , ,4. a n d  1 f  w e  h a v e  d i f f e r e n t l a l  e x t e n s l o n s

C  c ,  K  c  L  c  t ' l e r ( A )  a n d  C  c  K x *  L t . :  M e r { , / * }

s u c h  t h a t  K  c  K x  a n d  L  c  L x  a r e  f . i n i t e  e x t e n _

s i o n s  t h e n  w e  s a y  t h a t  ' (  e  L  h a s  a  f  i n i t e  e m b e c J c l i n o

i n t o '  K x  c  L x .

L e t  K c . L  b e  a  d i f f e r e n t i a l  e x t e n s i . o n  o f  d i f _  , t i

f  e r e n t s . a l  s u b f  i e l - d s  o f  N e r ( 1 $ . ;  .  c a l l  i t  a  .  K o l c h i n  e x r e n _

t 4 x  i s  a  s u b d o -

s a ls t

o.f

h e  r e  e x is i o n  i f i  t

s u b d o m a i " n

a t t d c e ,  A c  C n  ( n = t r . d q g . K L ) i ,  
"

a n c f  f  u n c t  l o n s  A  A
/ ' l ' " ' n f ' n

,4.*
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t l e r ( . A  r ;  
s u c h  t h a t  " .  . ,

1 )  C n / n  i s  a n  a b e l i a n  v a r i e t y .

2 \ a n

{ . P r * o  f o r a t l i r J ) " .

3 )  L  i s  s e n s r a t e d  o v e n  K  ' b y  f r . r n c t i o n s  o f  t h e  f o r m . :  ;  :

A  A  \  . . . '  t )
l t l u . . , t p n )  t r y i t h  J -  a b e l i a n  f u n c t i o n s  w i t h  r e s , _  , i . r

, _ r  : r  ,  i . ,  j : , t . .

, .  A  / \ 'pec t  t o  n  (  i . e .  J -4 ;  p te r ( cn )  
r  

g@.^ l=  Q t * , 1  f  o r  a t l

a  e  A  a n d  w  €  c n  \ { n o t * *  r t  F I  ) .

( O . 5 )  S u p p o s e  n o w  K c  L  i s  a  F u c i r s . e x t e n s i o n
,  . t ; , . , . r  . . ; i  j r  ,  

_ 1 , ;  ,

'  o f  d i f f e r e n t i a J .  s u b f i e l d s  o f  x e r ( / ;  o f  f i n i t e  t r a n s *

c e n d e n c e  d e g r e e  o v e r  C .  L e t .  i t s T .  s  e 1 4  b e  t h e  t r a n s _
, . , i

c e n o e n c e  d e g r e e ,  t h e  K o d a l r a  c . i i r r r e n s i o n ,  t h e  i r r e g u l a r i t y

l .  S u p p o s e  n = l  a n d  . w  {  -  @  .  T h e n  , w  = A

d n d  K g  L  h a s  a  f l n i t e  e m b e c r c l i n g  t n t o  a  K o l c h i n- .  - . ' v

e x t e n s i o n  K x  c  L r (  s u c h  t h a t  L x = l ( x ( L ) .
.  i  

- ,

9t

, t n : u e  e x t e n s i o n s  w e r e  c o n s i r J € r e d  b y  K o r . c h i n  i n  [ t n J ,

t h e  ' A l b a n e s e  d i m e n s i o n  o f  K  c  L  ( s e e (  1 . 2 )  )  .

e r e  i s  t h e  e f f e c t  o f  r h e  c L a s s i f i c a t i o n . i n  [ r g ] :

.  a n d
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f ' !e  re  a  rs  o ,J  r  ana ly t  i c  resu l_  t  s  i

f  hqg:gg-,"3.  Suppooe n=? ancl  .n *  -  u .  Thsn

? 4 . s e  a n d  K c  t  h a s  a  f i n l t r *  e m b e d c l i n g  i n t o  a  K o l *

c h i n  e x t  e n s i o n  l < x c  L x  o

Thg-Ue.S* l .  $uppose n=3.  Thc 'n  K .c  L  has . -6  f  in i te

e m b e r i d i n g  i n t o  a  r ( o l . c h i n  e x t  e n s l o n  K x -  L x  p r o v i d e d

w e  a r e  i n  o n e  o f  t h e  f  o l l o r r j i n g  c a s e s  i  .

l )  " v l -  = O o

2 )  ? t  
. 7 t  

L  a n d  
' 6  ̂ '  +  3 .  . '  

' r " '  r  ' r  '

Thqq . rgm-* . .  $uppose  n  Z  I  and  , t -+  : rb  . .Then  c i  #  0 .

"  T h e p f  p p , . I " "  S u p p o s e  L  i s  ' t h e  f  i e r d  o f  r a t i o n a l  f  u n c . *

t l o n s  o f  a n  a h e r t a n  v e r i e t y  o v e r  K .  T h e n  K c  L  h a s  a

f i n i - t e  e m b e d d i n g  i n t o  a  K o l . c h i n  e x t e n s i o n  R x c .  L i l

s u c h  t h a t  L x = K x i L ) ,  
- . - _ _ * * . '  

.  " '

T h e o r e m s  1 - S  w i l l  b e  < J e d u c e d  i . n  ( 6 . A ) , ( S . 4 , ) , ( 9 . S ) .
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W e  w o u i d  , L i k e ,  t o  n o t  e  i  h a t  t  h e  c a s e  K _ C  l n  t  h e  a b o v e

t h e o r e m $  s h o u l . c J  b e  v i e w e d  a s .  t h e  t r i v i . a l  c a s e .

( C . 6 )  T h e  F J a p e F  l s  o r g a n i z e r j  a s  f  o l l o w s ,  I n  C h a p t e r  I
I

'  u ' ' e  c l s c u $ $  a  s e r i e s  o f  g e o m e t  r i  c  p r o p e r t i e s  o f  m o d e l s

'  o r '  d i f  f  e r e n t ' a l  e x t e n s i o n s  w h i c r ^ r  w : i . 1 , 1 , , b e ,  n e e d e d  i n  ,  t , i

n  o ' o n c e p t  i $  t h a t  o f  a . , : F . u c h s  m o d e l  (  1 . 5 )  .

c h a p t e r  r r  p J e  p r o v e  * ' m s , , c , l a s s i f i c a g , i o n  r e s u l t s  f s r

F u c h s  m o d q l s  w t r i c h  h a v e  , r j s a t i s f a c t o r y ! , , n i o c j u l i _ t h e o r s : t . j . c  . .  i

p r o p e  r t  t e s  .  f , l a i n  r e s u l t  s  a  r e  T h e o  Irems ,  ( , b  .10 )  , ( s  . I 1 )  ,  (  6  . 1 , ;  , , 0  .  i  :

r n  c h a p t e r  r r r  w e  u s e  r e s u l t s  p r o ' e d  i n  t h e , , f i r s t  t w e . ,  :

p t e r $  t o  p e r f o r m  c l a s s i ' f , l c a t i o n  o f  s m o o t h  p r o j e c , t i v e '

F u c h s  m o d e l s  o  f  c J i m e n s i o n  <  3 .  f * l a i n  r e s u l  t  s  a  r e  T h e e .

r e m s :  . ( 7 . 4 ) u ( e . 2 ) t ( 9 . 3 ) , ,

'  $ o m e  a p p e n d i . c e s . a r e  e l e o  i n c l . u d e d ;  t h e y  c o n f a i n  i d e a s  * , ,  - i l r ,

w h i c h  s h o u l d  b e  u s e f  u 1  f  o r  f  u r t h e r  d e v e r o p e m e n t s . r .  :  ,



€ Y d

C h a p t e r  I
: .  

" ] i  i l  i  :  . :  - :  , . i r j

J  , .  T h e  g e o n s t  r i c  $ * t  t  i n r l  "  F u c h s  m o c J e l  s  .

' " ,  
i  r . : . . . .

( I . i ) . | v e s | r a 1 1 y v o r k o V e r 9 i 1 a 1 g e b r a i c a 1 1 y c l o s e d

g r o u n d  f i e l d  c  C I f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o ,  A r l  r i n o s' :  i . :  |  : , i ,

a n d  n r o l p i " r i s m s  o f  r i n g s  w i l l  b e  o v e r  C l  s a m e  w t t h: t ' i . .  i  , :  r -  
- ,

s c h e m e s .  A l l  d e r i v a t i o n s  w i  L 1  b e  c - d e r i v a t i o n s ,  F l b r e

p r l r g u c t s  x > <  Y  w i t i  b e  E j e n o t e c j  h y  x x y s r , . , .' ;  r :  $ p s c ( c )  , i  , r  ,

D u e  t o  a p p : r l i c a f i - C I n s  v , ' e  _ h a v e  i n .  v l e w  a n c J  i n  o r d e r  t o. ; . . .

s r { p 1 i f y  t h e  e x p a o i t i o n  a n !  p r o c , f s  w e  e t r a l l  s u p p o s e

t h r o u g h o u t  t h e  F a p e r  t h a t  C  j ^ s  t h e  c o m f r . l e x  f i e l d ;

r n a n y  r e s u r t s  l i o l d  h o w e v e r  w i t r r o u t  t h i s  h y p o t h e s i s .

r f  x  i s  a  r e c r u c e d  i r r e c J u c l b l e  s c h e m e  w e , c i e n o t e  b y

R ( x )  i t s  f i e l d  o i  r a t i n n a r  f u n c t i o r r s .  r f  A  i s  a n

l n t e q r a l  d o m a i n ,  R ( A )  w i l t  d e n o t e  i t s  q u o t i e n t  f b l d .

( I . 2 )  I f  K  i s  a  f l l e c j  a n c t  R  i r s  a l g e b r a i c

c l o s u r r e ,  a  r ( - v a r l e t y  v  w i l ^ l  m e a n  a  K - e l g e b r a l c
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$ c h e r n e  V  s r r c h  t h a r  V  *  V  ) < _  S p e c ( j ? )  i s
t j pec  (  K  )

l r r o d r - r c i . h l e  r e d u c e d "  r  f  i . n  a d d i t i o n  v  i s  q u a $ i - p r o j e e *  ! , i

t i v e  w s  g h a l l "  s a y  v  i s  a  m c c i e r  o f  K c  L ' ,  w h e r e  , , i . ,  1

L * l + ( v ) .  A s  w e r i .  k n o l ' v n  a  f  i e l d  e x t e n s r o n  K  c  L  h a s  :

a  m o d e i  i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a n c ,  i

; ,.,?

n  =  t r . d e g . * l -

' ) / '  =  K s d a i r a  d i m e n s i o n  o f  a n y ,  s r n o o t h  p r o J  e c . t l v e  r n o *

d p l . i k y  o f  L e  R
K

q  = .  j " r r e g u J . e r i t y  c f  a n y  t i J  a s  a b c v e

c { *  d i m e n s i o n  o f  t h e  i r n a g e  o f , , W - > A I b ( l r / )  . , . , , 1 1  .  
, , : i

w i t h  W  a s  a b o v e  i  c A 7 ] r ; g t  l t r l 5 a n e s e  d i n r e n s i o n "

{ 1 ' " 3 )  T e r m l n o } o g y  o f  d i f f e r e n t i u l  r , r a i I , E d b r a  w i l l  b e . .

f  r ee l y  bo r rowecJ  f  rom f fZ ]  rC f r *E re r ;h -Fe . r  &  d f  f  f  e re "n r l a l

f i e l c '  K  w e . d e n o t e  b y  K o  f , h e i r . , 1 i e l d  o f  c o n $ t a n t , $ , , o f , , , " r < i . ,

B y  t h a  h y p o t h e s i s  m a d e  a t  ( 1 . r ) ' K # , . ' w , { . } l  a l w a y s  c o n r a l n  c .

K  i s  a l g e b r : a i c a r - r y  c r o s e d  i . n  L ;  i n  t h i s . c a $ e  L 6 R  . , -

, - s  a  f d . e L d  a n d  r v e  q s n  d e f i n e  i n v a r i a n r s  ^ r  4  r U r :

a s  f r 1 l o w $ :
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I t l e  e h a l l  s u p p o t s  t h r o u g h o u t  0 h a p t e r s  l  r I I  r I l I  t h a t  a l l

e 1 1  d i f  f  e r e n t i a l  f  i e l d s  u n d e r  c o r r s i . d e r a t i o n  (  e x c e p t  t h o s e

e x p l i l : . t ' e i y  w r i t  t e n  6 s  r ' l e , " 1 d  I  I  h a v e  f  i n i t  e  t  r a n $ c e n c J e n c e

d e g r e e  o v e r  C .  T h i s  i s  a  r r e l ' y  r e a s o n a b l e  h Y p o t h e s i s  f  o r

d e c r i b e  i n  '  A p f i e n ' d i x  A

i u n c t i c r n * t  h e o r e t  i ' c  a ' p p l i c a t  i o n s  i on  the  r . : t he r  hand  r , . , e  sh .n . l "1

w h i c h  $ c l m e t i m e s  p e r n r i t $ , . , , ,

t C I  t h e  c a s ' e j " '  t r , d e c . ^ K  (
U

a  m e t h o d

t o  r c c J u c e  t h e  c a $ e  t  r .  d e g . r . K  =  6 ?

I
\

\
mo r ie l

\

'f,'ro 
fit'

s e n b e

rnax ima . l  i deaL  o f

s t d . u e  f t e l d ;  l { e

f  $ 1 1 o w s  :

. 4 )  L e t  K c  L

V  ( s o  h e r e  t h e

d e  f  i n e

va c'

a n d
, P

(  s e e  a l s o

r t .  m  t h e. , ,  p

t h e  F 0 :

o f  V  a s .

b e  a  c { , i f f e r e n t i a i .  e x t e n s i 0 n  w i t h

w o r d  " ' r r i o c J b l "  i q  u s q d  j . r r  i t s  s e n $ e

a  3 . g e h

L,-]

r a i c  E e o m e t ' r y  (  1 . 2 )  a n d  n o t  i n .  i t q  d i f  f  e r e n t t a l

i .  F o r  a n y  ( n o t  n e c e s s a r i l y  c l o s e d )  p o i n t  p €  V

l e t  0  
' d e n o t e  t h e  l o c a l  r i n g  o f  v  a t ,

V r P

ilI n (  p )

[u]

I  / n ^
V r P  t /

s , u b s e t s

VF -:--\f--*.v p G
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f - , o t e  t h a t  f . o .  p  €  V n l  R (  p )  h a s  { r .  n f f t u r a , i  $ i , r u c t u r e  o f

d i f  f  e r e n t i a l  f  j . e 1 d  $ o  i t  r n a k e s  s e n $ e  t o . s p e a k  a b o u t

K = C  s e e  ( 2 . 9 )  b e l o w ,  .

(  1 . 5 )  
' I n  

n o t a t i o n s  a b o v e  ' w e  $ a y  t h a t  V  i s  a  , F u c h s

r n o d e l  i f  V . . = V  I  c l e a r l v  f o r  a i ' t y  V ^  V -  I s  a  F u c h s  m o d e l .  ,r - ) ' ) l -

I  
d i f  f  e r e n t  i a l  e x t e n s i o n  K  C  L  w i 1 l  b e  c a l l . e d  a  F u c h s  , ' , " 1  j  , : t  ,

. e X t e n s i o n i f i t h a s a s m o o t h p r o j e c t i V e F u c h s . l '

a t r J ]  iV r  = f  o e  u ,  t r r l u r o ) -  , u r , ,  r o r

C ( 1
V D  =  

i p C  
V *  d r ( m ' ) . :  n , p  f o r  a l l  i

c 1v c  = l o € \ i p i  ( F ( p ) ) o = 0  I  i ,

( n ( p )  ) o . .  t t o w  i t  i s  e l s y  t o . ,  s e e  
f  

h a t  V f  i s  Z a r i s k i  o p e n

i n  V  ( s e e  a l s o  [ s ] f - o r * u  3 ) "  T h r e  s t r u c t l , r e , o f  V p  a n c l  V 0  
I

i s  m u c h  m o r p  c o m p l i c a t e c J  (  s e e  L a l  [ . r J  I  .  r r l t e  (  p f  t h o u Q l ,  * *

w c n ' t  u e e  t h i s  f a c t )  t h a ' t  V O ,  i s  t h e  s u b i a c e n t  c e t  o f  s  :

r i n g e c l  s p a c e  w h i c h  1 s  t h e  b a s i c  o b 3 e c t  t h  " d l f f b , r e n t i . a l  a 1 -

t r y "  ( s e e l r o l i * j l ,  v , . , .  p l a y s  t h e n  t h e  r o l e  o f  ag e h r r a i c  g e o m e L ' y  \ s E s f * J L . . , r  , t  . c  f . + _ ,

" s e t  o f  r a t i o n a l  p o i r r t s  o f  . V O "  ( c o r , r p a r e  w i t h  ( 1 . 7 )  b e l o w ) .

F s r  a  g e o m e t r j . c  i n t e r p r e t a t i o n  o f  V n  a n d  V C  i n  c a s e  l
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i n o d e l .

l * t F \ - r ^

I r . r ] ] ' u u p p o c e  t h a t '  i n  { l _ " 4 } , ,  K

sub f  : r  e ld  o f  sons  i l r * "  tA  I  (  t h in  i s  w i ra r

i  f  we cLl\. /e,r ,  VF in ( . i . 6 , )  w l t h  a f  f  i n e  '  , ,

' $  m n y  b e : w r i t t e n  j .

i s i  a d i f f e r e n t i a l

i s  c a l l e d  i n .

f h e  " a r - t a l y t i c  c e s e ' . )  
"

t je' f  in e Vn t c t  b e  t h e  $ e t

o f  a 1 l  c l l f f e r e n t i a l e x t  e n s i o n s f l ! R ( p ) , -  - r >  t l e r i $  )

[ur]

as  $pec (x {v . r -  , yya \ /e )  ,w t - re re

: . : 1 1 '

w: . th  p  € .  u r ,  I  . a  subdoma i .n  o f  A ,  s * , i i r ,  t ha t  rhe

c o m p o . s e d  m a p  K  - )  R ( , p )  - _ ?  r v e r ( S  )  e q u a l s  t h e

n a t u r a l "  i . n d _ u s i o n  K  c .  H e r ( 1 f i , )  t e _  M e r (  g  l ,  F ; o t e , t h a r

vg does n". '

{  1 . 2 }  r { o w

i d e n t i f y  w i t h  a  s u b s e t  0 f  , , r / *

o p e n  s u b s e t s  V : .
,  e a c h  o f  t h e  V i

^  C *  or = t t ' l r . . . r F p i !  r s  a

d i f  f e r e n r i a l  p r r m e  l c J ' e a 1  . i l  t h e  r i n 6 [  o f  c J i f f e r e n r i a ]

p C I l . y n o m i a l s  ' , { v f  y * 1  ,  s o  t o  e a c h  v i .  t h e r e  i s

' a s s 0 c i ' a t e d  
a  s y s t e m  

_ $ i  
' f  d i . f f e r e n t l a l "  a l g e b r a i c  e -

q u a t i o n s  F 1 = F 2 * n - o = F M = 0  W i t r ^ r  c o e f f l c i e n t s  i n  K  a n r J

v  
' s a ' / '  

b e  v i e w e d  a s  o b t a i n e c i  h . y : . , r g 1 u e i n g , ,  . t h e s e  $ y s t e r n s .  ,

. ' $  '  .  T h i s  g l u e i n g  . p r o c e s s  i s  v e r y  c l a s s i c a r  a n d  i m p l i c d , t ; e l y .

' ' . e ' 0 n , t $ , i r i e  c r  i n  F u c h s ' e  " c 0 r . i d i t . d - , o n  a t  i n f  i n 1 t y , ,  
l r * J .  " I r r ,  : , ,

' i , :  I
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i s  i n m e r j i . a t e  t 6  s e e  t h a t  1 f  p  € ,  V i  t t , h e n  g . x v i . - r g  6 n

e l e m e n t  f  . r e ( p ) - , * )  f . , l e r ( S l  u t  V A '  : i s  e q u i v a l e n t  t o i  f , , ,  ,  , , .

g i v i l i g  6 n  " s r i a l y t i c  z e r o "  i n  K i t t ' s  $ e n s e  [ = t ]  p . 1 6 6  . r r  i ,

o f  t h e , s y $ t e t ' r  S i ,  T h t s : i n t & r p r d t a t i c i n , s h o r v s  i n  p a r -

t i c u J a r  t h a t  / n  i s  a l v u a y s  n e n - e $ p t y  ( u s e  R i t t ' s  r . , : r :  ,  : 1 , r i

t h e o r e m  r : f  z e r o e -  
[ r t ]  

p . 1 7 6  ) t i i  e  a l  s o  $ s e .  l , h a t  i t  i $

' i  
i m p o r t a n t  t o  k " n o w  t h e  s t , r u c t u r e  o f  t h e  e x t e n s i ' o n s  K  c

a ' \  
f ( n ( p ) )  s i n c e  t h e s e  e x t e n s i o n s  a r e  g e n e r a t e d  t r y  t h e . ' .  . i . ! , *

" f , o m p o n € i n t s "  o f  t h e  a n a l y t i c  s o l u t i o n s  o f  ! h e  s y s t e m s

$ i ,  A f  t e r  a 1 i .  w e  s e e  t h a t  c 1 e ' s c r i b i . n q  V A  m e a n s  l | i l 1 i ,  . . ,

f  a c t ' .  t o  " i n t e g f l a t e  t h e  s y s t e m s  S i " .  N o t e  t h a t  i n  t h e  i

, . , ' ' l E h g t r a c t c a 5 e . . ( i . * . w h e n l ( i s n o t . n e , c e s 5 a r i " l y a

c l i f f e r e n t i a i .  s u b f i e l d  o f  s o r n e  l " l e r ( , A l i  V C  s h o u l d  b e

v i e w e d  a s  t h e  s u b s t i t u t e  f o r  V ^ .
A

( 1 . 8 )  T h c  b i , r a t i o n a l  c l a s ' s i f i c a t i o n  p r o b l e m  Y , r e  a r e

. .' d e a t i n g  
w i t h  i n  p a p e t . t . * r  C * " " r l b e  

3 1 1  
F u c h s  e x t e n s i ^ o n s .

I t  w i l l  t u r r i ' f i j u t  t h s t  i t  i s  m o r e  c o n v e n i e n t  t o  t  r e a t o , * $ ' t s

b i r e , g u l a r :  a n a l o g :  c J e s c r i b e  a l l  s m o o t h  p r g i e c t i v e  F u c h s

mociUl$ i : ' . 'Hu r t  he rmo re 6 p s  : ' i ! .9+nf ' ryr t  e  re s  t  e  d by co n s  1 cJe ra t , to f i  s
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o f  a l g e b r a l c  d i " f  f  e r e n t i a r -  e q u a i i o n s  (  I _ 7 )  t o  c { e $ c r i b e

t h e  s e t s  V A ,  ( o r  V C )  f o r  s L i e h  m c l c J e l * ,  F i n a l t y r a r

w e  s h { r t 1  $ $ e i r i  c h a p t e r  r r r ,  t . - . '  0 b t a i . n  t h e  s t r u c t u r e

o f  V C  o n e  n e e c j s  t o  u n d e r s t * i l c l  t l r e  $ t  r u c t u r e  o f  W  
.. . ! r _ r . , \ .  

" " r - o  
p l  |  

0  
s

t o r  d i r T ' ( 1 . / )  <  d i m ( V ) . .

$ i s  a f  t e r  a l l  i t  w l r - 1  r r e  c o n v c n i e n t ,  j t , ,  m a k e  a  e l s - :

t e m a t i c  s t u C y  s f  t h e  g e o m e t r y  o f  V F  T V n o V C

( 1 ' 9 )  s o m e  I n o r e  n o t a t i . o n a l -  c o n v e n t i o n s .  F o r  a n y

s c h e m e  X  o v e r  a  s c h e m e  S  p u t  T u  , -  -  | , - J  ,  ( )  / f )  ,
^ /  i i '  

*  no- \  
r f i  

(  J l - .  .  . -  ,  U )=
r t  

L lX  X /S '  X
= s i r e a f  o f  U ^ - A o r i v a t i o n s  f  r o m  O  i n t o  i t s e S f  ,  F o n  , , , . , -  

, ,  
. :s x

.  a . n y  K - v a r i e t y  X  a n d  6 n y  K - r a t i o r - , a J .  p o i n t : ,  y  €  X "  . , , .  , :  . ,  ; . 1
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:  T o  s t a t e  t h e  f o l l o w r n g  p - r o p o s i t i s r r , r e c a l l - ,  t h 6 t
. : .

i f  f  : V  - - . '  r !  i s  a  p r o p e r  m o r p h i s r n  o f  K - v a r i e t i e s

( a s e u m e  f o r  c o n v e r i e n c e  K  a l g e b r a l c a r l y  c l o s e d )

' i n  } Y  w i l l  b e  c a l 1 e d  t h e  d l s c r i m i n a n t  o f  f  .  l ' { o t e  t h 6 t

( 3 . 7 )  P r o p g g i t j . o n .  L e t  t ( c  t  b e  a , . d n f  f , e r e n t i a l .

e x t e n s i o n  w i t h  s m o o t h  p r o j e c t i v e  T - G H }  n i o a e r  V . a n c J : .

' ; . K  a ! ^ g e . b r a i c a l l y  c l o s e d .  L e t  f  , V _ - > W  b "  ;  " '

a n d  i f  V ,  c  V  i s  t h e  o , p e n  s e . t  :  "  , w h b F e , . l  f  , i sI , .

- T - 1
l ' i a t (  L t O j O . 2 6 6 )  ,  r n J o = 1 y  A  f  ( V  \  V t ) ,  V o = f  

- 1 1 l v o )  
t h e n

\
. q *  s e t  D  o f  p o i n r s  y  €  * l  s u c h  t h a r  f - l t y l  i s

\ -\
' : ' l '  : ' :  

: -  . :

h o t  s r n o o . t h  i s  c l s s e d  i n  w o  
| t o J o  . z 7 s  .  T h e  c l o s r l d  s u b *

t .

s e t '  ( r ' J \ P J " ) u r b  o f  w  w h e r e  b  i s  t h e  c l o s . u r e  o f  D

. ; . -
t f  

Y  
a n d  l ' /  a r e  s m o o t h  t h e n  a n y  c o r n p o n e n t  o f  s J  \ w o

h a e  c o d i m e n s i o n  ) ,  z  i n  w  ( u s e .  l r o l p . a F 6  a n c r  2 7 6  ) .-  
L  r t '
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d o m i n a n t  m o r p h i s m  o f  p r o J e c r l v e  K - v a t i e t i e s .

1 )  r f  f *  C ^ . =  ( 9 . . .  t h e n  R ( r i r )  i s  a  d i f  f e r e n r i a i- ' " v  w
' .'' ':

s u h i  l e l d  o f
. ' : "  . :  .

2 )  r f  R ( r r { )  i s  a  d i f f e r e n r i * l  s u b f i e L c J  o f  L  a n d

! V  i s  a  F u c h s  m o d e r  t h e n  t h e ' g e n e r i c  p o r n t s  o f  t h e
r . ' 1 .  , - t  

, , ,  
. ; j f . "  

: .

c o d i m e n s i o n  o n e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  d i s c r i m i n a n t  o f  f
\  

' :  '  

i . . "

I e l o r r o  t  o  W . * .- i J

! ' l r ' : ' 1

P r o o f . l ) c o n s i c i e r  t h e  c a n o n i c a l  m o r p h i s m  f  x . . f L , , ' , ^ - + . f L  
. .  , ^ .vr/c v/c'

'  '  
i t  " '  , ' : , i .  ' .  '  .  ,  - r1

T a k i n g  t " { o m u ( * ,  U  )  u r e  g e t  a  m o r p h i s m' V

H9(rv lc)  - .1 
1"*v(  f  

xJZ 
w/cr0;=*o^\ i l ( , I2  w/ct r  *Ou)=Ho (rvr /c)

w h i c h  a l r e a d y  p r o v e s  I )  b y  t t - r e  r e m a r k  m a d e  a t  ( I . g ) .

L e t ' s  p r o v e  2 ) .  u s i n g  ( 2 . 6 )  * e  m a y  c o n s t r u c t  p r o - ' i  r  -

J e c t i v e  m o r p h i s m s  o f  C - v a r i e t l e s  F : X - - >  Z ,  H 3 Z - * - >  S ,

G : x . S + ' s  
' * i t ' f ,  

G = F . l . F  a n d  a n  e m b e c l d i n g  j : R ( S ) * > K

s u c h  t  h a t  :

'  
; :  f l i

-  a  )  ( G  r i  ) '  a n d ' ' ' ( H  , , J  )  a r e  d l f  f  e r e n t l a l  p r e s e n t a r i o n s

o f  v  ' a n d  
t / , /  r e s p e c t i ^ v e l \ y .  e r n d  j  i e  a l g e b r a i c ,

' u ] '  ' S l X r Z  
a r e  F u c h s  m o d e i . s "



: . ,  . , . .  --.  -. . . ,"-. ,r*:#;;.*#

i :  e )  x  x  $ p e c ( K )  - * - r  z  > 1 $ p b , a ( , K _ ) :  , i , i q i e n t i f  t e s  w i t h  t ; r { ,
5

d )  0  r * e  s n r o o t h  a n d  X  r $  a . n e  $ m o o t , h .  :  i

L e t  p  € " W  f r e  , a s  t n  z )  .  I f  i ; F i : € , W * 1 . n c  t h c n  w e  a r q  .  ,  i

d o n e  b y .  (  2 . 8 )  .  $ u p p o s e  p  . . -  t t i  t  a +r  (  \ Y r e g .  t . e t  ,  q  b e  t h e  , f f i , t 6 g s

o f  p  u n c f e r  t h e  p r o j e c t l . e n  l , i  - - - - - - : )  Z ; . :  t h e n  O  i s  . ,  :  . i
Z , Q

'  ' i  ; '  r e g u r a r "  L e t  y  b e  t h e  c l o s u r e  o f  q  i - n  z i  w e  h , , v e  " . i .

, .  y , , -  Z - ^^  +  /  S ince  t f r c  . s r s ,u  .E . , f , ,  po ih , r s  y  €  Z_ - -  abover e g  t  q '  - r e g

:  '  r  w h i c h  F  i s  n o t  f l a t  h a s , c o d j . m e n s l o n  2 t  Z . , i n  Z
r e q t  , '

{  :  t h e r - e  d x l s t ' s  a  z a r i s k i  o p & F } r  s u h s e  t  z n  c  2 . o , . ,  
' a t r o v e  

: , : , r  ;\, I ttg

' ' r i , i ; : : i i i , ,  :  : ' ,  w h i c h  F  h a e  i i b r e s  o f  p u r e  d j . i i r e n s i o n  d = d i m ( X ) * d j + f i . 1 ( , " f i ; ) , i , ; , , 1 i ; j r , t , i . i  r :

ancJ  suc  h  t  ha t  Zo  / \  y=Uo #  /  gnd Zo - - - - )$  i  s

1 ' "s rnooth  ( ,use  
F t ]  p  .z7z ' j ' , , ; . . ' ' . ,pu t  X+*F-1(zo  )  anc j  , l ,q t  * to<  xo

i ;:, b e  t h e  Z a r l s l < i  c l n s e d  s u b . q , e t  o f . l o l o s e d  p o i r r t s  x  6  X ^  ; , . , i
1.J

w h e r e -  t l " r e  t a n g e n t  m a p  T . . F : . T . . X  T . ,  _ r Z  i s  n o t  s u ; -  .
x  |  \ o  )

i e c t i v e  ( s i n c e  t h g  f i b r e s  h a v e  t h e  r i g h t  o i * u n * l o n i i t . h . i s  : i

i s  p r e c f , s , e l y  F h e  s e t  o f  a 1 l  x  €  X  w h i c h  a r e  s L n q r . r l a r  . . .

1,  p o i n t s  o f  t h e  s c h e m e - t h e o r e t l c  f  i b r e  r - r r ( x )  )  .  $ i n c e  r i : r ,  : r r 1 .  f i ; f

l ' . " '  v X . s p e c ' ( + n t p ) )  i s  n o t  s r n o o t h  i f  f o 1 1 0 w s  t h a r  x x  $ p e c . f j t t ( y ) )
!v 7

'  
I  A  6 : s , . - : - -  - a

. :  l e  n 'o f ' ' s rnoo th  hence  Yo  -  F (A ; ) .  S lnce  yo  ,has  Codr r r rp . r {e * ' i on

i
,  i : .  r ' . . '



o n s  i n  z o  a n . d  F { A o } # z o ,

j - r reo 'uc ib l .e  c0mponen t  .o f  
Ao ,

c l o s e d  s u b v a r i e r y

/
.  i s  e t a l e  a n d  f o r

'  : i . .

Y *  t h e  m o , r p h i s m
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Y o  i s  d a n i n a t e d  b y  s o m e

, '  .  r  ' : ' i ,  '

c a " l . 1  i t  A r . '  T h e r e  e x i s t sI -
'  

!  i . , - . -  : .

U  o f  A ,  s u c h  t h a tI

a n V  O o i n t  v  i r r  t h e  i m a e e. a

\,;  . * )  U  l " S  S m o o t h  A t  V  .

$ i n c e  J  i - s  a l g e b r a i c  i t  w i l t  b e  s u f  f  i " i " n t ( b y  ( 2 . . 4 ) , 3 )  ) ; " '  - * ;

t h a t  q  €  z n  h e n c e  ( b y  ( 2 . 9 )

. . ' ' .

)  t a

)  t h a t  i o r  a n y  c l o s e d  p o i r r t

a  l o c a l l y

.. ,j,.1_

u - ) Y
o

o f  U  - -  ' >

, .  . : .  , J . i ; 1

Y  a n d  t h e  f  i b i ' e  Y  o f  y  - - _ - >  S  t h r o u g h  . y  i s  s m o o t h
. , : : . , .1 . : :  ; : . : ,  , ; [  . i  . : ,

a t  y .  L e t  F - : X  j . . . r . . ^ _ - r  ,x  -  x  t h e  r n o r p h i s m  i n d u c e d  b y  F
a

a n d  U *  t h e  f  i h r r e  o f  U  t h r o u g h  x .

C l a i m  1 .  I m ( T . . F . . : T . . X'  X  X -  X ' X  ' y ^ X , f  * ' y r X .

I n d e e d  t y " o  t s  c o n t a i n e d  i . n  T m ( T o F *  )  b e c a u s e
. : -

U n  - - - ? Y x  i s  e ' t a l e , O n  t h e  o t . h e r  h a n c f  T . , y _  h a s  c o d i _
y ^

m e n s l o n  o n e  I  
r  ' ' -

n  , y a *  a n d  T * F *  l s  n o f  s u r j e c t i v e  ( x
. , ,  

! . : . j  . ,

b e i n g  s i n g u r a  r  o n  r - 1 r  (  x  )  )  h e r i c e  t  h e  c 1 a l m  f o 1 1 0 w s  "

x € U  w e  h a v e  ( T * F ) ( T * , . , . ) c T
.  ' . ' ' .  . : ; ,

1  
' 1 .

X x = G - ' C ( * . )  i s  a  s m o o t h  v a r i e t y  I

* r Y  w h e r e  y = F ( x ) .  N o wf

- l
Z * = H  - H t y )  

i s  s m o o t h  a t

t h e  v e c t o r  s p a c e s  L n v o l v e d
r , " ) { : 1 .

C l a i m  2 "  T . . X  E  T
X

'  '  ' ; j  j . ,

I n d e e d  c o m p u t i n g

*U *  Tnx^

d i m e n { r l o n s  o f
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w e  s e e  t h a t  i t  i s  s u f f i c l e n t  t o , $ h o r ^ r  d l m ( T * u ^ T n X * )  (  :

4  d i * ( Z x ) - I = t - 1  .  B u t  X f  w e  c , o r , j l d , f  l n d  l l n e a r l y  i n _  , . r  1 1  r , , i , i ,

d e p e n d e n t  v e c t o r s  * 1  o .  .  .  1 B t  i d  T x U  n  T x x x  t h e n

s i n c e  . T * F  i s  i n j e c t l v e  o n  T * u  w e  w o u l d  g e t  l t n e a r l y

l n d e p e n d e n t  v e c t o  r s  T * F  (  * i  )  
I  

1 ,  <  1  { . , t  i n s . i d e ,  T  r Z *  
: r

: s  : ,,, , i l : i  , iw h i c h  w l u r d  l m p l y  t h a t  T * F *  t s .  $ u r J e c t i v e ,  c o n t  r a d i c t i o n  e  , : i  ;

r r o o f  o f  t h e  p r o *
. ! '

p o s i t l o n .
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C h a n t e r  I I

4 ,  t " l o d e l s  w i t h  C * m o c j u l i  a n d  m o d e ] - s  d e f  i n e c l  o . V e i r  , C . :

! : { e  b e g l n  r r u i t h  s o m e  n o n - c , i  f  f  e r e n t  i a l  p r e l , i m i n a  r } e s  
,  , ,  , i

( 4 ' l )  L e t  f  ' x  _ - . - _ >  $  b e  a  :  p r o j e c t i v e  m o r p h r s r n  ; : .

o f  0 - v a r i e t i e s ,  F o r  a n y  c l o s e C  p o i n t  y € $ { C i  p u t  { , , " : *
1 a

= f  - 1 ( y )  
a n d  * r = { =  6  s ( c ) ;  * ,  a n d  X =  a r e  c - i s o m o r i , h i g  

l .

d i s 3 o i n r  u n i o n  o f  c - a r g e b r a i r  s c h e m e r  
[ z T  i .  f . o ] . r o w e

:  g i - r r c e ' r h e  f u n c r o r  V ,  f  n o . t h e r i a n  s - s c r r e m e s J  - +  
l s e t s  ]

V f  t )  * '  r s o m T ( *  t * r o  X . y x - T )  i s  r e r r r e d e n t e c r  b y  . a  c o u n t a b l e r , ,  1 , , ,  ,

b y C h e v a 1 1 e y . s c o n $ t r u c t 1 b i 1 i t y t h e o r . e m : t ; h . g , t $ o . l i e &

u n i o n  o f  a t  m o s t  c c i u n t a b r y  m a n y  r o c a l r y  c r o s e d  s u b s e t s  o f  $ .

t 4 . 2 )  f n  n o t a t i o n s  a b o v e  w e  s e y  t , h , a , t  6  m o r p h l . s n r  !  i , . : : r l

?  r s  = - ' - - - ) , M  w i t h  M  a  c - a r g e b r a l c  s p a c e  o f  f i n l t e  t y p e  ( s e e

t -  - I r

[ f S j ] i s  a  m o d u l t  m e p  f o r  f  $ f , , f o r  a L l  y € S ( C ] ,  q
/  \ -  v \ " 1 ,  

" Y

a  u n i o n  o f  a t ,  m , o * . t  c o u n t a b l y  m a n y  f i b r e s  o f  V .

N o t e  t h a t ' i f  T  * 7  g  1 s  a n y  m o r p h i s m  o f  C _ v a r l e t i e s

a n c i l f  X X T  i s a v a r r e t y t h e n  T * - + S _ + M  l s a n o _s

d u l i m a p f o r  X X T * . - - ) T .
i)
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( 4 . 3 )  L e t .  V  b e  a  s m o o t h  p r , n j e c . t i v e  K - v a r i e t y .  l r / e
\ .

.  m a l < e  t ' i o  c l e f  i n i t i o n s :

1 )  v l e  $ a y  V  h a s  C - m o d u l i , , S f  , i  t h e r e  e x i s t s  a  C _

p r e s e n t a t i o n  ( f r j )  o f  V  ( s e e ( A . g ) )  s u c h  t h a r  f  h a s ,  i

a  m o d u l i  r n a p  (  s e e  ( 4 . 2 ) )  .  
:

2 ' )  i i r e  s a y  v  l s ' d e f l n e d  o v e r  c  l f  v  l s  K - i s o m o r _

p h i c  t o  7 . X '  S p e c ( K )  
i o r  

s o f n e  s m o o t h  p r o j e c t i v e  c - v a r l c i t  y  z .

l v e  p r o v e  t h e  f  o i l o w i n g :

( 4 . - 4 )  T h p g r g m .  L e t  V  b e  a  s m o o t h  p r o j e c t  j . v e  K - V R r t a t y .  ,  .  i . r ,

o f  o n e  o f  t h , e  f  o l l o w i n g  t y n e s :

, ,  i  
.  

1 )  r i e t y  w i t h  a m p l e  c a n o n l c a l  s h e a  f  - r r O :  i  , r , r : i f

' ) \  .  - mz )  a  s u r f  a c e  w i t h  ? 4 , , - 2  a n d  (  |  t  ,  . {  h . ,  ^ r  ^ L ^ r  .*  
V / N  s P a n n e d  b Y  g l o b a l  '  ,
' a  ' -

b e c t i o n s ,  f o r  m  ) )  O .

'  
, ,  a  v a r l e t y  w i r h  e = o  a n d  x {  -  I  .

c l e q r l y ,  i f  v  i s  d e f i r r e d  o v e r  c  t h e n  V  , h a s  c - m o c r u l i .

I t  i s  a l s o  e a s y  t o  s e e  t h a t  i f  t r . d e o . C K = l  t h e n  a n y

s m o o t h  p r o j e c t i v e  K - v a r i e t y  h a s  C - m o d u l i .  .  .

:  A a  a  c o r o l l a r y  o f  t h e  w o r k  o f  F o p p  l t s l  a n d  M u m f  o r c ,  f z s  Jr - J L J



i f  i ' 4  c l r o o s e  ( f  o J )  s u c h  t h a . t  i n  a d d r t i o n  f  h a s  a

s e b t i o n .  $ h r i n k l n g ^  S  w e  m a y  $ u p i l r o s e  f  l s  s m o o t h  a n c l

f o r  
" n y  

y  e  S ( C ) r  X y  i s  o f  t y p e  i 1  f o r  i : I  t h i s  f s l -

r -'r
J . o w s  f  r o m  L B J  , p  r o p o b i t  i o n  4  . 6  . 7  i  i 1  L = 2  , 3  t  h i s  f  o l 1 o w s

f r o m  s e m i c o n t i n u i t y  t h e o r e r n  a n d  G r a u e r t  t h e o r e m  / f O l' L . -

.1 l . ' r'  - '+L '*

4 )  a n  a b e L : i . a n ' v a r i e t y .  .  '

5 )  &  h y p e r $ u r f a c e  i n  p r o J e c t i v e  s p d c e R y
l<

T h e n  V  h l "  C - m o d u l i

"  ' i F r o c f  .  Q o n s i d e r  f  i r s t  t h a t  : c a $ e  w h g n  ,  V  i n  o f  t f p e , :  , , ,

1 ,  X  €  i  < 4  a n d  t n k o  a  C - p r o s e n t a t i o n . , , t f  
' , J )  

I  f  : X  - i $ . , ,

p ; Z S B i  I f  i = 4  w e  g e t  m o r e  t h a n  t h a t  o  n a m e l , y  X * >  S

f  i x  ' a  p o  I a  r . i z b  t  i o n  o f  x / 5  ,  B y  t  h e  w o  r k  o f  P o p p  F n  ]

p p . 4 5 * 5 3  t h e r - e  e x i s t s  a  C * a l g e b r a l c  s p a c e  o f  f l ' h i t e

t y p e  M  w h i c h  i s  c o a r s e , , m c d u l ' 1  s p a c e  f o r  v a r - d e t i e s

o f  t y p e  i * 1  1 2 .  (  r e s p e c t i v e l y  f o r  p o l a r i z e d  v a r i e t i e s

o f  t y p e  . r * 3 l a )  i  o f  c o u r s e  w e  f  i x e d  a  H i l b e r t  p o l y n o m i a l

i n  c a s e s  L = l  , 3  , 4  a n d  w e  f  i x e d  i n v a  r i a n t  s  K z  a n d  L

i n  c a s e  1 = 2 .  T h e n  t h e  m o r p h i s m  $  - - - - t M  d e f i n e d

r - )
i s  & n '  a b e l i a n  s c h e m e  l 2 5 l n  . I ^ 2 4 , ,  I n  c a s e s  i = 3 . 4  I e t ' s
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b y  t h e  f  : r m l l y  f  .  i . s  a  m q d u l l  m a '  . : J i 1 .  t h q  $ e n s e  $ . f  (  + . ? )  ;

i n c l e e c  t h i s  i s  c l e a r  f  ' r  i - = r , 2 1  f  o r  r * 3  c 4  t h i s  f  o r r  o w e
. l

f r o m ' t h e  f a c t  t h a t  t r r e r e  a r e  a t  m o s t  c c u n t a b l y  m a n y

p o l a r i z a t i 0 n s  0 n  a  f i x e c J  s m o o t h  p r r o J e J t i v e  c - v a r * t y

. :
$ u p p o s e  n o w  V  i s  a  h y p e r $ u r f e c e  o f  d e g n e e  d  1 n

* N,  I p K  .  C a s e s  C = I  
, Z  a r e  t  r i v i a l .  T h e  . c a c e , .  .  d  )  N + l  f  o l l o u u s ;  . , , , , .  

, ,

f  r : o m  c a s e s  1 = . i .  1 3 .  S o  v r a  ; f i 6 t  s u p p o s e  3  <  d  = S { F j .  r l f

p r e $ e n t a t i o n  o i c  t h e  f  o r m  f  : X  - - - >  S  w i t h  S = S p e c ( A )  
I  A  C  K

a n d  x = P r o i  ( A t r J  /  $ ) )  t  w e  m n y '  a l s o ,  , s u , p ; : r o s e  f  s m o o r , h .  , , , . t i : , i ;

"  C o n s i d e r  t h e  c o m p o s e d  m o r p h i s m  y , S  H  - _ - >  M  w h e r e

$  - * - - 9  H  i s  t h e  n a t u r a l  m o r p h i s m  t C I  t f r e  ' p e n  s e t  t J  . 1

t zll 
' 

I
o f  |  ( V  (  r j )  I  o f  a l l  a m o c t h  h y p e r $ u . f  a c e s  i n  

N,  " 4 y \  
- , ,  r  v '  a J - r _  i > r r u u L n  n y p e r $ U r t a c e s  i n  

" t '  
o (  c l e g r e e  {

a n d  H  - . . - - - - >  H = H / F S L ( N )  1 s  t h e  q e o m e t r i c  q u o t i e n t  m a p

(  r t  e x i s t s  b . i  F u ] 0 .  z g )  .  r t  i s  e a $ y  r o  s e e  t h a r  V  ,  s  _ > J r . l

l ' s  a  m o d u l i  m a p  f n l  f  ( u s e  t h e  f a c t "  t h a t  t h e  a n t i - c a *

n o n i c a l .  b u n d l e  i s  a  m u l t i p r e  e f  t h e  n y p * . p l a n e  s e c r i o n )  :

{ 4 , 5 )  ! ' l e  w o u l d  l i k e  t c r  n o r t . e , , t h a t  o n e  c a n  p r o v e  , V

v = P r o i r r < [ r ]  / $ t )  )  T = ( T u o . . .  r T N )  t h e n  o n e  c a n  t a k e  a  c , -
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h a s , . , G - m o d u l i  f o r  v a r l o u s  o t h e r  ! y p e . $  o f .  v a r i u t l , * , $  V

s u c h  a s  :  d o u b l e  c o v e r i n g s  o f  p r o j , e c t l V e  g p a c e s ( u s e  d e - "  . ' , r  , ,  l

f o r m a t i o n  o f  t i : e  b r a n c h  l " o c u s )  "  i n t e r $ e c t i o n s  o f  t v 1 o
'  ' J

? [ l - ' " ' l
q u a d r i c s  i r r  f f , ' - r { ' r r  (  u s e  d e f  o r m a t i O n  O f  ' l n t e r m e C J r d t €

3 a c c b r i a n $  a n d  T o  r e l l i  f  o  r  s u c h ' v a . r i . e t  i e s  ) ,  c e l  t a i . n  r r l e d  v a r i e t i e o  ' .  I  .

(use c{e-{oni"rat ion o{ vectcr  bui"Cle S i  sec also 6g.s ))  )  a 's 'o.  
" '  

r  '  l

N o w  c o n e s  t h e  k e y  e r g u r n e n t  o f  , r { , 3 u f  
" p r ; r o a c h :  ,  : l i '

(  4 . 6 )  J h g g l q - T - .  L e t  K  c  L  b e  a  c l i f  f  e r e n t i - a 1  e x t e n s i o n. " . : ,

w i t h  $ m q o t h  p r o i e c t i v e  F u c h s  m o d e l  V  a n d  K  a l g e b r a i c a l l y

c l o s e d .  s u p p o s e  K o = C  a i r c J  V  h a s  c - m o d u t i '  T h e r r  Y  i s

d e f i n e d  o v e r  C .

r t i - o n  o f  V , s u c h  ;

t h a t  f  h e s  a  m o d u l i  m a p , .  l t i e  m a y  s u p p o s e  6 f  c o u r s e  t h a t "  , .  ' :

f r  l s  s m o o t h  a n d  h a s ' c o n n e c t e d  f i b r e s .  B y  ( 2 . 6 )  t  ( f ' , j ' )

i s  
' d o m i n a t e d  

b y  a  d i f  f  e r e n t i a l  C - p r : e s e n t a t l o n  ( f  r i  )  I
I

f  : X  - >  $  w i t h  X '  .  a n d  s  s m o o . t h  F u c i r $  m o d e i s .  8 y

- i -

( 1 , 2 1  ,  w 1 1 , 1  s t i l " l  i r a v e  a  m o d u l i  m a p  f ; : 5  - 2  M

M  a  C - a l g e h r r a i c  g p a c e  o f  f  i n i t  e  '  , t y p e  .

C l a i : n .  \ ' / e  m a y  s u p p o s e  * n  a C c J i r - i o n  t h a t  f - l  i s  a n  b f f i n *



- 4 3 -

s n o o t h  C - v a r l . e t y ,  S  l s  p , f  f  i n e  a n d  ?  : S . * > ; 4  i s  s m o o t h

a n d  d o m i n a n # ' t , . .

w i t h  N  a n  a . i g e h r a l c  s c h e m e  o v e r  c .  L c t  s ^  b e  a  c o n - .o '

n e c t e d  a i f  f  j - n e  s c h e m e  r r y h i c h  i s  a n  o , p e n  s u b s p a c e  o f  .  $ ) <  N

r - r M
l i O l  p . 2 5 ,  a r i d  o u t  X - = X  > <  S ^  T  h e n  $ ^ : - )  S  a n d  X  - - - - ) X  .  

'
L r o $ c ' o " o

I
& r e  e t a l e  h e n c e  X  a n r J  ,  $ ^  a r e  s m o o t i r  C _ v a i f i e t i e s  a n c f

.  O '  O  
v  . - w s t r  ' v L '  

i i

a r e  F u c h s  n r o c l e l e  b y ' ' ( 3 . 1 )  "  s l n e r p ,  K  i s  a l g e b r a i c a l l y

c ] . o s e d r t h p e m b e d d i n g J ' R ( $ ) - - - - > r c e X t e n d s t o a n e T f i -

b e c J c l l . n g  J o : t t ( $ o )

w i I - l  s t i l l -  b e  a  d i f  f  e r e n t i a l .  0 - p r e s e r t a t i o n . ,  F u ' r , t  h e r r n o " r e " " : , , : , . ,  , : .  . , , " .

t h e  n c r p h i s m  s o - _ t N  i s  a  m o c J u r i  m a p  f o r  f "  b e c a u s e

N - > f ' 4  h i l s  f l n i t e  f i b r e s "  $ o  r e p l a c i n g  f  b y  f _  a n e i
o

' : f ' J  b y  N  
" h , e  

r e d u c e d  o u r s e l v e s  t o  t l *  c a s e  w h e n  M  i s

, , a  c * a l g e b r a i c  s c h e m e .  N o w  t h e  c l a i m . f  o l 1 o w s  e a s i l y .

T w o  c a s e s  m a y  o c c u r ,

C a s e  1 )  M  i s . a  p o i n t .  . , .

L e t  g : U  - - >  $  b e  t h e  o b S e c r  r e p r e $ e n t l n g  t h e  ,  . , ,  I

-  r r t
f  u n c t o r  f  f  r o m  ( 4 . I )  i  U  +  \ . * _ - /  U ^  w i t h  1 , "  n  a l

'  n * l  
- n  - ' n  t ' - o " - ' "

r r r r1eecJ  by  F rJp .2 l  t he i ^e  i $  an  J r * t *  cove r i *g  N- :>M
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S : l e b f a i c  $ r h e m e s i .  $ i n c e  1 n  t h i s  c a $ b ' ' ' g J '  . i 5  g u r j e J t " ' t v e , ' c r r e '  ' "

g e t s  F v  B a l r e f  s  t h e o r e m  t h a t  t t l e r , e  i s ' a t  :  t r e a s t  s  c o m -  i r : : / j  ' : i  r '  " ' . r  '

. ' . p 0 n e n . t U n d o r n i n a t i n g s . C h o c - s e a n i n t , : g r a 1 s u b s c i r e m e

S o  r n  U ^  [ J s r r € r i c a l l y  f  i n i t e  o v e r  S .  I t  f  o I l - o w s  t h a t  i r
I N

' {  X . , = X X ^ S l  3  X ' X $ I  a n c l  s i n c e  R ( S ) - - . - )  K  e x t e n d s  t o  I  '  i ' 1 '
J $ r "

. r r r ' , - ' ,  a n  e n b e d d l n g  R ( $ r  )  . * >  . K  w e  c b ' t ,  t h a t  . V i  X  
X U O p " ( r )  

*  
"  . ' ]

s  I . ,  X  $ p e c ( K ) t  X ' , X S p e c ( K )  a n d  w e  a r e  d o n e r  1  " '
*  s . l  o

c a " u * r )  d i . m { F ' l )  >  1 ,

. / )' [ o n e i d e r  t h e  e x a c t  s e q u e n c e s  o f  ( 7 - m o d u l e s
s

a b
Tc,r*r

J / W  '  i r f  v

c d ' 1
f  o(Txlc) 

----> ,r/,  ----> R*f n(rxls)

R e p l a c i n g  $ :  b y  s o m e  Z a r i s k i  o p e n  s u b s e t  w e  m a y  s u p p o s e  ' , r i  ' . ]

.{1
t h a t  a l l  ( !  * n a d u | e *  a p p e a r i n g  a i ^ d , .  f  r e e  n  a l l  k e i " n e L ' s  ' " t

e n d  c o . k d r n e l s  o f  a , , b r c r d  a r e  f  r e e  a n d  t h a t  f *  a n d

* t f *  c o m , n . u r e  w i t h  b a s e  c h a n g e .  $ i p e c ( n ( y ) ! - - - + S  f c r  y € $ { C ) .

L a t  * /  b e  t h e  g e n e r i c  p o i n t  o f  $  a n d  t n t  , b g  , ' j  ) d " L
t .  L  U  L

Y
t h e  c o r r e s p o n d i n g , J T o r p h i s m s  o f  R ( $ ) i V e c t o r  s p a c e s .
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C l a l m "  k e r t d , L )  c  k s r ' ( U Z i . '  .

$uppo :5o  we  p rovec i  che  c l "a im.Then  t rec* tuse  S  and  X

n  r ,  ' :
a r e  F u c h e  m o c l e l s ,  d r  r .  . .  t  d ,  i n d u c e  v e c t o r -  f  i e l d s

t l  , " . . 1 V , .  €  t " t o ( $ t f u T x / c )  a n d  U 1 l . ' , . . , u r , €  H o ( $ r : r s l c ' l  , , , . , , .

L e t  t r , r l  f l g  u r o l  b e  t h e  c o r t ' e s p o n c J i n g  e l e m e n t s  i n

(  f  * ( T x r r g ) ) l  a n d  ( T s / c ) o l ,  T h e n  o T , ( , u r n l )  =  u r A

i ionce OT( ur t )  =0 hgnce .by ou r ,  cLalm nt (  , : .1) '=O con-

s e q u e n t l y  , i r n  €  t m ( a r )  1  i n  o t h e r  w o r c l s  
4  f  r  . . , )  f , ,^ L  L

v a n i s h o n R ( l - 1 } . B u t t h i s c o n t r a d i c t s t h e ' f . a c t t h a t K , = C .

$ o . t h e  p r o o f  w i l l  b e  c o r r c l - u d e d  i . f  w e  p . r o v e  t h e  . c l a i m  .

$ u p p o s e  o n  t h e  c o n t  r a r y  t h a t  t h e  c l a i r n  f a i l s .  r h e n  a f t e r

r e p l a c i n g  $  b y  s o n r e  o p e n  Z a r i s k i  s u b s e t  o f  i t  w e  m a y ,

f  i n d  a  l i n e  b u n d l *  Q  c  k e r (  d )  s u c h  t h a t  Q  / 1 k e r (  b ) , * O .

' r  T h e r e  e x i s t s  n  c l o e e d  p o i n t . y €  $ ( C )  s u c h  t h a t

( a 6 n ( y ) ) n k e r ( T u { : T , S - - : > , . r ( , ) M } = 6 . N o w a n y , 1 i n e

b u n d l e  i n  T o  r . .  i s  i n t e g r a b l " e  h e n c e  b y  F r o b e n r u s  l r e l o . a O oi ) / u  "  t _ -  J r

. . ' i t h e r e e x 1 s t s a c o m p 1 e x n e i g h b o u . r h o o d f o f y i n s

.  q h d  a  e m o o t h  a n a l y t i c  c l o s e d  s u t r s p a c e  A  o f  Y  o f  , , , ; . i : 1 l i

c f l i n e r ' n s i , o r r  o n e  s u c h  t h a t  y  €  A  a n c l  s u c h  t h a t  t h o  6 r | a -  | ' :



- 4 6 -

l y t i c  t a n g e n t  b u n d l e  t a  e q u a 1 . , s  t o  t h *  r e s t  r i c t i ' o n

. A

q  
l n  "  h t o w  f  o r  f i n y  z  e  a  t h e , l ( o c l a i . r a - $ p e n c e r  m a p

1

T - Az z .
i s  t l ' r e  z e r o  r n a P  b e c a u s e

Q  c  k e r ( c )  s c ,  b y  [ r o l  , o . z  t h e ' '  f  a m i l y  *  * u O  A  '  ,

1

i s  a n a l y t i c a l l y  t  r i v i a l . o  l n  p a r t  ' r . c , u l a r  A .  $ y =  Y - ' ( H u )

w i t l r  M . ,  c  M  e t  m o s t  c o u n t a b l e .  ( ' n  t h e  o t h e r  h a n d ,  f  r o m
v

t h e  w a y  w e  c h o s e  Y  r .  t h e  t i a n g e n t  m a p  t U A  * t  t . f  (  y ) F 1

i s  i n j e c t i v e  h e n c e  A  - - - +  M  i $ .  l o c a l l y  i n j e c t i v e  a r o u n d

y 1  i n  p a r t i c u l a r  f  f  a )  i s  u n c o u n t a b l o ,  c p n t . r a d i c t i o n i '  r ' 1 r

T h e  t f i e o r e m  i s  P r o v e d .

{ 4 . 7 )  R e m a r k .  I n  t h e  p r o o f  o f  ( 4 ' 6 ) ' r u e  u s e d  i n  a n

) f  i n i t i o n  ( &  ' ' 2 ' )e $ s e n t i a L  w a y  t h e  f a c t  t h a t '  f ' 1  f  r o ' m  d e

nr l  n

s  o f

p p  r o

( 4 ' 8 ) V { e c ] o s e t h i s $ e c t 1 o n b y s h o w i n g t h a t s m o o t h

p r o j e c t i v e  F u c h s  m o d e l s  c l e f i n e d  o v e r  C  m a y  b e  d e s c n $ U e d '  r '

i . n i a : , r e u i t e  s i m p l e  m a n n b r . L e t  , l ( c L  b e  a  d i f f e r e n t l a l r t r ' : ' : ' i

i s  a n

C o n s e

o u r  a

^ 1
d L

q u e

o f  o n ) - Y ' a n  a n a l . Y t i c  s P a c e .  ' ' r '

tr  - 1
F o n p  l Z * l  a r e  e s s e . n t i a l  1 n-  - !  r  

L  I

e b r a i c  s p a c e  a

t l y  t h e  r e s u l t

a c h .

a\

n

i [ : . n l )  t
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e x t e n $ i o n  ( K  b e i n g  a l g e b r a j . c a l l y  c l . o e e d )  w i t h  s m o o r h  p r o -

j e c t i v e  F u c h s  m o c J e l  v  d e f i n e d  o v e r  c .  F l x  a n  i s o m o r p h i s m

() ,o

. n

a ' } ' s o  a  b a s i s  f ,  A  n f  t h e  f l - r r e  , - t ^ r  e n D ^ a  . g ,f f l o . .  .  r 0 g  o f  t h e  C - v e c t o r  s p a c e  g o ( Z  
r t ' Z / C )

a n d  c o n $ i d e r  t h e  " s t r u c t u r e  c o n s t a n t s "  c *  n ,  €  c  d e f i n e d  b y
i J N  -

r _ n ' - g

_(x)  fo , ,g l . l  =  >- , "* ; r .dr .- 
k;T-

R e g a r d  R ( z )  a n d  K  e m b e d c i e d  i n  ; * R ( v )  v i a  t h e . p r : . o j B e , * ' ,

h 1 5t : i " o n s  F '  : v - )  z > < s p e c ( K )  - - ) z  a n d  p 2 : V  - - ' - 1 y ) < s p e c ( K ) - * >' r  Y 2 "

- - - 7  S p e c ( l < ) ,  N o w  w e  i r a v e

Ht'(v irvyc,) = Homo(J2u /c, 
gv,r * Homur niJ) z/c,@ol,o *7r, C) *

* Hom, tM utr,  0u8r' .)  S H'mol& *z. rol s

= (Ho(z fz. /c)8cK)€lr*,rc

( . w . e  u s e d  o f  c o u r s e  t h e  f  a c t  t h a t  J L - , ^  i s  l o c a l l v  f  r e e
e l v

r n !  H o  c o m r n u r e s  r r y i t h  , f , 1 a t  b a s b  c h a n g e ) .  c o n s e q u e n t l y  t h e r e

e x i s t s  a  u n i i q u e  m a t r i x  ( u r t ) r  
" J t €  

K )  I € . t  { . ,  I  { k € g

s u c h  t h a i :
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A s  a n  i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  o f t h e  c o m f i t u t a t i . o r r  o f

f o r  a l l  x € R ( Z )  a n i t  g f l  J .

{ ' u  
* *  g e t :

( x x )

( x x x )

C
d , X  =

J

g

>- "., 0. *
/  J K  K
k = 1

d J " p t

" ! ? * L  f  o r  a n

o
E_\__-l

a , t  +  / - '  A .  a
J K  /  , )  

- J q - p m
'  q , R * }

Co
v̂ " q * l *  

'  0 r f o r  a l l  J , P , F . .

(  s e e F'lo a n a l o g  c o m p u t a t i o n , . , |  .  C I e a r I y  (  
" r r .  

)
J R

d e p e n d e  o n  t h e  c h o i c e  o f  ( 3  a n c t  i l r r , . . 1 0 g .  C o n v e r s e l y ,

i f  o n e  i s  g i r r e n  a n  a l g e t r r a i c a l l y  c t r o s e d  c i f f f e r e n r j . a l ,  f i e l d

K  l  a  $ m o o t h  . p r o 3 e c t i v e  c - v a r i e t y .  z  a  b a s l  
"  

0 r , , .  .  t 0 q 1  , ,  o f

u Q t - ,  T  \  ^\ r t t Z / e , )  r  c o n E i r a n t n  * i J k  . s l t i s f y i n g  ( x )  a r i d . a  m a t r i x

,  
t .

( a j t ) l  
" j t G  

K  s a t i s f y i n g  ( x x { )  t h e n  o n e  c e . n . , c o n s t r u c r
' t : i  

'  
a ,  , ,

a  s m o o t h  p r o J e c t t v e  F u c h s  n r o d e l  V c l ) > 4 $ p e c ( K )  u s i r r g . f o r -

c l a e s l f i e a t i o n  o f

t  i v e  F u c h s  m o c l e l s  j . s  d o n e  o n c e  w e  l c n o w  t  h e y  a  r e

c ,  f e n c e  b y  T h e o r e m  ( 4 . 6 )  o n c e  w e ' k n o w  t h e y  h a v e  c - m o c J u l i .

$ o  t h e  f o 1 l o w i n g  ( n o n - d i . f f e r e n t i a l )  q u e s t i o n
- ' j

t a n t : , r j o e s  a n y  s m o o t h  p r o j e c t  j . v e  l ( - v a r i e t y  ( f <

m u l a e  ( * x ) .

( 4 . 9 )  T h e  c o n c l u s l o n  o f

l e a s t  1 n  t h e  " E b s t r a c t  c a g e "

. t h l s  $ e c t i o n  s h o u l d  b e  t h a t  a t
a

s m 6 o t h  p r o j e c -

d e f l n e d  o v e r

b e c o m e s  i m p i o r i
fi' "-"j

a l g e b r a i c a l . , L y ,

c l o s e d  a n d  c o n t a l n i n g  a s  u $ u a l  c )  h a v e  c - m o d u l i  ?  o u e  t o



n O t . e  t h a i  t h e r e  e x i s t  $ t  r u c t u r e  t h e o r e m $  f o r  v a r i e t i e $

V w i . c h l l o ( T v / r t * c ' [ ' ' l y l h i c h c o r l d b e h r o u g h t : n t o .

s e t t j - n g  o f  F u c h s  m o d e l s ,  p r o v i c l e d  o f  c o u r $ e . C - m o c J r r l i  e x i s t .

.  . , . , . . , . . . . , - - . ; , . - - - * * , , - j "
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t h e  c l i . * c u s s i o n  a t  ( 4 . 8 )  i t  w o u l d  b e  v e r y  i n t e r e $ t i n S  t o

l c n o w  t l ' , i s  a t  l e a s t  f s r  v a r i ' e t i e s  V  w i . t h  H o ( t ' r , ' ) ' O  t

/
,  5 "  C l a i r a t : t  m o d e l s  a t r c l  P o i . n c a r e  m o c i e l * '

( 5 . 1 )  L e t  l {  c .  L  b e  a  d i f  f  e r e r l t i a l  e x t e n s i o n  w l t h

l <  a l g e b r " a l c a l l y  c l o s e d  a n d  v , r i t h  s n o o t h  p r c i e c t i v e  F u c h s

m o C e I  V

1 )  $ a y  t h a t  v  i . s  a  c L a i r a u t  m o d e l  i f  t h e r e  e x i $ t s

w i t h  Z  a  s m o o t h

p r o J e c t i v e  C - v a r i e t y  s u c h  t h a t  (  r e g a r d i n g  R ( Z )  e r n b e d d e d  t n

/'l

t -  v i a  ( 5  a s  i n  ( 4 . 8 ) )  w e  h a v e  . T { z l G t u '
I

Z )  S a y  t h a t  V  i s  a  F c r j . n c a r J  r n o c j e l  i f  t h e r e  e x i s t s
' ) ' . t : i : l  

:  :  t  : r : i r  : . .  i .  l  r ' :

a  K * i s o m o r p h l s m  { 3  r V  : - >  Z  X $ p e c ( t < )  r q j - t h  Z  a n  a b e l i a n  C - v a r i e t y
I
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T ' s r m i . n ' J " c g y  a b o v e  i s  i n s p i r e r J  f  r o m  k * J  s e e  ( s . 3 )  b e r " o w , . "  , . , ;

c l . a i r n u r  a n d  p o i n c a . J  n . , o d e r s  w i l l ,  p r a y  a n  i m p o r t o n t  r o i e

1 n  c i a s s i f i c a t i c n f  b y  t h g  v e ' r \ r ,  i J e f j . n i t i o n  t h e y  a r e  d e f i ; i e c J

o v e r  c ,  h e n c e  c l a s s i f  i e c i  i *  i 4 , g ) ,  w e  s h a r l  s a y '  t h a t  a

c ' i f f e r e n t ] . a 1 e X t e n $ l " o n K € L i s a C . . ! . a j . i . a u . i o n i n " u , { 7

e x t e n $ i o *  i f  . ' , ^ t  h a s  a  c l a i r a u t  ( p o i n " * . J )  m e , d e l ;  w e  a l s o  . , ,

$ a y  L  i s  C l a i r a u t  ( F o i n " n r { 1  o v e r  t < .

i 5 . 2 )  N o r a r i o n s  h e l n g  a s  i n  ( 4 . 8 )  w e  h a v e :

1 )  V  1 s  a  C l a i r a u r  m o d e . l  i f  a n d  o n J . y  i f  ^ e i r h e r  H u ( v l i f y T K ) = 0

*  { o r ' , a : u ; r a 6 } e p  }  , J t o = c  f o r  a l l  J o k . N o r e .  o n  t h e  o t h e r .  h a n d

t h a t  r y o i v . t u 7 o ) = o  p r o v i c l e c j  v  j . s - o f  o n e  o { ,  t h e  f o } r o w i n g

t y p e s :  a  . , 3 l - j . e t y  w i t h  a m p l e  c o n : o r i i c a l  b u , - r c j l e ,  a  m i n l m a l
.  

t .

s u r f a c e  o f  g e n e r a l  t y p e ,  a  v a n , i . e t v  w i t h  r - i = O  a n d  % * _ a ,

a  h y p e r s u r f  a c e  ' n  p r o J  e c t i v e  s p a c e ,  o f  d e g r e e  )  3  a n c J  c J i -

m e r r s i o n  >  
" i t h i s  

f o l l o w s  f  r o m  [ a S ] n n  4 Z  a n d  5 l  a n c j  f  r o m  .

a l l  p 1 J 1 k .  ,  i . . .

( 5 . 3 )  I n  t h e  c a s e  i t * r - = l  ( F l = t r , . d e g . O L )  c o n c e n t o  o f

c l a i r a u t  a n d  p o i n c a  r 6  e o t e n s i o n s . w & r e  l n t r o c l u c e < J . 1 n  
b u J .

r- 
-l

.  f l6J  
Lemma 14.2

,  2 ) I f  V  i s a p o i n . c a r d ' m c j d e l t h e r  C  C'  % u J k  *  d J " p k  f o r



Tqq" ....; .u-1,_d -

- 5 1 -

0 u r  C l a i r a u t  a n i J . p o i n c a r J0X { rt riS i.:CIln'b .dO. n;O t

l = r = 1  t o  H a t { i u C a , s ,  a l t h o u g h  t h e y  a r e , v e r v

f { s t e  
" t f r * t  

i f  r (  c  L  i s  a  d l f  f  ; r e n t i a l  i , x t e n s i o n  t h e n  r

rer juce,  f  o ' r  
,

c I o 9 e  t o  t h e r n .
.,1h

:  J }  I f

C l a i  r . a u t  I n

2 j

t  h e n .  i t

M a t s u d a ' s  g e n s e .

I f  K s  : L  .  i s  p o i n * * r J b . u r _  n o t  C l a i r a u r

i s  p o i n o a r e /  i n  M a  t  s u d a ,  s  $ e n $ e  .

K  €  l _  i s  C l a l  r a u t  i n ;  o u  r  s e n s t st hen  1 t  i s  & iu l so

1 n  o u r  s e n s , e

R ( P ) * K '

a n c l  i s  d e f i n e d  o v e r  C

\ j  r y  z  ) < $ p e c ( x )  t h e n

'| ,'

{ 5 . 4 )  R e m a r k s .  l }  I f  V i g  a  C I a i r a u t , n r o d . e l  r h e n  V C

1 s  i . n f i n i t e , d f i d  c o n s i s t s i o n J . y  o f  ; K - r a t i o n a r  
p o l n t s .  r n d e e d  L f  ,

P " r ' v o  Z > < : $ p e c ( r < )  - - 2 2  i s  t h e  p r o j e c t i o n  t h e n  f  o . r  a r ' . y : , [ * p o i r t
't

V  €  Z t  p l i ( V )  c o n s i s r s  o f  a  K _ p a : i . n t , . b e l. o n g i n g  t o  V C .  F . u r t h e r _

m o r e  " r " o r  p  €  v c r  R ( p ) * K ( ( R ( p ) ) s )  s o

.  2 )  I f  V  a n  a b e l i a n  l ( - y 6 r i e t y

t h e n  i t  i s  a  p o i n c a  , {  * o c J e 1 .  I n d e e d  i f

t 6  s . e e  t h a t  Z  i s a n  a b e , n i a n  C - v a r i e t y  o n e  c a n . u s e  e i t h e r

p ' r 2 4  0 r  t h e  f a c t  t h a t  a n y  p r o J e c t l v e  c o m p l e x  m a n i f o l d

t  r i v l a l  c a n o n l c a l  b u n c J l e  a n d  i  r r e q u l e i f  t y  e q u 6 l  t r :  r h e

d i m e n s l o . n . , , { n u $ t  b e  6 f l  : 6 b e l i a n t h e  l a t t e r  f a c t . i s  a

) .

f.l
w i t  h

v (

F:

v a r i e t

c o r o l l a r y  o f  t h e  c l a s s i f i c a r i o n  i n
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3 )  l J o t a r i o r r r  b e i n g  a $  i n  ( F . l i r r )  . o t e  r h a t  i r  c l o e s

n o t  f o l . . l  o y { r h a t  f o r  a l l  j . s o m o r p h l e i n  r y ) t V  - - ^ ) Z ; / . _ $ p e c ( t < )

L
t h e .  e m b u d d i . n g  o f  f t ( z )  i n  L  v i e  r y  i s  c o n r a i n e d  i n  L  :

; " .  
L  

- o

(  s e e  ( S . 6 ) ) .

i J e r e  i s "  t h e  m a r i n  r e s u J . t  o f  t i , ! i $  s e c t i o n :
'  : . -  . :

( 5 . 5 )  J f r e - q ; - g n "  L e t  K c .  L  b e  a  r j l f  f e r e n t i a r  e x r e n s i o n

f

w i t h  P o i n c e r e  m o a e l  V .
t ,

1 )  v  i s  a  c l . a i r a u t  r n * c . q l  i f  t n d  b n l y  i f  v n  c o n t n j . n s

a  K * r a t i o n a l  p o . t r n t .  : : :  , ,

2 )  I  f  L o = C  t  h e n  V n  c * . r . r s i s t  s  o n l y  o f  t h e  g e n e r ; c  .

p o i n t  o f  V .

3 )  T h e r e  e x i s t s  a  c j i f f e r e n r i a l .  e x t e n s i o n  l ( x  o f  K
I

I

s u c h  t h a t  V  > <  $ p e c ( K o )  i s  a  C L a i r a u r  m o d e l .
s p e c  (  t <  )

s e f o r e  g i v i n g  t h e  p r o o f  w e  w o u J - d  r i r c e  t o  n s t e  t h a t

s t a t e m e n t  2 )  a b o v e  w i l L  b e  u s e d  i ; n  a n  e s $ e n t  i a l  w a y

i n c h a p t e r  r r r ;  t h t s  s t a t e m e n t  c o m b l n e d  w i t h  p r o p o s i t j . o n

( 3 ' 7 )  r r n  d i s c r i r n i n a n t s  w i l l  g i v e  r v e r y  r o u g h l y  s p e a k i n g T



t h e ' " s m o o t h i r e s s  o f  t h e , A l b a n e s e  m a $ . r l  o f  t r

N o t e  a l s o  t h a t  s t a t e r n e n t  3  )  a b o v e  w a $  p , r

t r 2

n = r = 1 i  o u r  m e t h s d  l s  m o r e  c o n c e p . t u a l .

; '  ( i 5 . 6 )  L e t ' s  p r o v e  ( s " 5 ) , r )  B v , u h *  g e n e r . a r  r e m a r k  ( s . 4 ) i r t ) ,  , . , ,

w e  o n l y  h a v e  t o  p r o v e  t h a t  v  i s  a  c l a l r a u t  m o c i e l  p r o v i d e c J  ,  , . . i : { r , , r ,

t h e r e ' . , e x i s t s  s  K * r a t i o n a l  p o i n t  i n  V o .  L e t  p  b e  s u c h  a

p o i r , r .  L e t  [ \  r V
l -  r - - \ " /

( 5 . 1 ) , 2 1  , w 1 1 1 . r  Z  a , n . , , a i r € l i a i n  \ r a , ; i , s t y ,  f i x  a  b a s i , 0 r , r , r 4

n {  u a l z  ' ro r  F i - ( z t i z y c )  a n d  l e t  ( * J u )  h , e . t h e  m * r r i x  a s s o e . l a . e d  t o

A  A  .  . , r 0  6 ^  i ^  t A  o \ . , , - ,  ' , \
f : )  r s r ' r ; ; o u n  a s  i ' r 1 l  ( 4 . s ) . ' t l s i n g  ( 2 " 7 )  w e  m a y  f i n c l  a  s m o o t h  ,  , , : r , . :

a f  f  l n e  c - l ' a r l e t y  s  ?  a n  a l g e b - r a i c  e x t e n s i o , n  R ( $ )  c  K  a n d  : i : r

ar .  secdion t :$ -*----z z x.  $ of  the projecf  ion p2, i ;z )< S -*-+ S

s u c h  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  h o l c l :

. r u c h s  m u r i e l

r - Y
e d  i n  L 2 3 J  f o r

1 )  I f  t , . ; f J i , c ; ( K )  -  >  Z  X $ p e c ( r < )  i s  t h e  m o r p h i s m' t \

d e d u c e r J  f  r o m  t  t h e n  t h e  i m a g e  o f  t k .  e q u a l s  p .
K  

-  r '

2 )  T h e  e l e n e n r s ,  a i k  b e l o n g  r o  a o ( O  ) ,
. g $
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3 )  R ( $ )  i s  a  d i f f e r e n t i a l  e u b f i " e l d  o f  K  a n d  S

'  i s  a  F u c h ;  m o d e l  "

B y  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n s  R ( e > < $ )  i . q  a  d i f f e r e n t i a l

s r r b f  i e l C  o f  L  a n d  Z  > <  $  i s  a  F u c h s  m o d e l  .  F l o w  c o n . s i d s r

t  h e  S - m o  r f r h i s m

w h e r e  f = 1 r 7 < t  a n d  g = a X l ,  w i . t h  a : Z X ,  . Z * - - - } , 4 - , , , u ! h f i , , ,  , : . : ; , , . , -

a d d i t i o n  m a p  f o r  t h e  g r o u p  l a w  o n  
' 2 .  

N o t e  t h a t  f o r  a n y
:

y  6  s ( c )  t h e  i n d u c e d  m o r p h i s m  Y r z z * l v ]  - ,  z x f V J  t "

p r e c i s e l y  t h e  a u t o m 6 r p h i s . m  ' f r ( x  ) = x  +  n 1 (  t ( V )  )  w h e r e

p 1  : Z  X  5  - - - +  Z  i s '  t h o  n a t u r a l  p r o J e c t i s n .  I n  p a f  t i c u l a r

Y  l s  a n  i s o m o r p h i s m  a n d  l e t  V  l t e  l n v e r s e .  D e n r : t e  h y l  r . 1 , , , ;

, Y /  t h e  c o m p o s e d  m o r p h l s m
v



Xp r  u  r a k e s  t h e  s a m e  v a l u e  a t  a n y  p o i n t  o , f  { o (  X  S  h e n c e, J -  . . . ,  r _ - . , ,  r  
t  J . , _

'  c l a i m .  n l * ( R ( z ) )  . 1 s  c o n t a i n e d  i n  t h e  f  i e l d  o f  c o f . r s ;(/

t * n t s  c f  L = R ( V ) ,

' ' ' ' l 

"'i. tf n d e e d r f o r a n y  u { R ( Z )  a n c l  a n y  x € Z  t h e f u n c t , { b n

h e n c e  , l r " p l u  t a k e s  t h e  s a m e  v a l u e  a t  a n y  p o i n t  o f

t ( s )  *  x  ( h e r e  z  a c t $ . o n  z ' x  g  b y  t r a n s l a t i o n s  v i a

t h e  f i r s t  f a c t o r i .  $ i n c e  p  €  v o  i t  f o I l o w s  t h a t  t h e  q e -

n e r i c  p o i n t  o  i  r ( $ )  i n  Z  X "  S  b e l o n g s  r o  ( Z  > <  $ ) D  .  :

h e n c e  b y  ( 2 . 9 ) , C ) , t q S ;  ̂i s  a n  i n t e 0 r a l  s u b v a r i e t y  f o r

O o
d r  r .  . . .  ,  J ; .  l . l o w  b y  t h e  s p e c i a l  f  o r m  o f  c J e r i v a t l o n s

(  n , n  )  i n  ( . g J  a n , J  s i n c e  g r ,  .  .  .  ,  
g n  a  r e  Z - i n v a  r i a n t  2

w e  s e e  t h a t  t h e  v e c t o r  f i e l d s  o n  Z ' - g  c o r r e s p o n d i n g

C (
t o  O I r .  .  .  n  d ' ,  a r e  l n v a r i a n t  u n c j e r  t h e  a c t  { o n  o f  Z
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.  
a f o r  a l l  x €  Z  2---y----*-- _-

o n  Z  > <  f ]  a n d  c o n s e e u e n t l . y  t  ( . $ )  +  x  w i L l  b e  i n t e f i r a i

o u b v a r l e r i " * s  f o n  E r . . . ,  { . . r n  p a r r j c u r . a r  b y  ( z , g J r z }

s o  t l r e  c l " a " i r n  i s  p r o v e d .

I ' i o W  c o n s i  d e  r  t  h e  i s o m 0  r p h . i s m

f , t * X r T r ) * 0  f o r e l t  J  h e n c *  4 t * i r l = o  f o r a t l  JJ . I  I  J  L

a
l K

w h e r e  { , ,  i s  n a t u r a l  } y  i n d u c e d  b y  f  " r n u n  i f  w e  b m l : e c l

o
l r e  g e t  h r y  o i " r r  c J  a i m  r h a t  J . ' * = O  f  o r  i  6  R { Z )  a n d  a l . 1  J

J

f t
f  ,  v *-T----> z x-Spec(K) 2  Z .  x  $ p e c { K }

R ( z  )  i n  R ( v )  = L  v i s  v  - f  . ,  Z  X  $ p * c {  K  }  - >  z

a n d  w e  a r e  d a n e .

( 5 . g  )  L e t ' s  p r o v e  (  5 . 5 )  , 2 )  ,  t r i e  s h a l r  p r o c e e c l  b y  i n d u c t i o n

o n . t h e  c i d i m e n $ i o r r  o f  p o i r r l s h V 0 "  t r i e  p r o v e  f i r s t  t h a t  i f  ^

L o = C  t h e n  v n  c a n n o t  c o n t a i n  a n y  p o i n t  p  o f  c o d i m e n s i o n  o n e .
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r n d e e d  i f  V n  r v o u L d  c o n t b i n  u u c h  a  p * i n t  p  t h e '  l e t

Y  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r i m e  d l v i $ s r . o i l  v  a n c l  l e t  B

h e  t h g  c - C I m p o n e n t

r A\
l (er (  / \n :V - -* - - ) .V)

r-' 'l

F6l bve have a nro

d i v i s o r  H  0 n  b T

f i b r e s ,  b y  ( 3 . 7 )  , 1 )  R ( r ' J )  i s  a  d i f  f e r e n r : . a r  s u b f i e r d  o f  L

a n C  W  r s  a  F u c h s  m o d e l  . F u r t h e r m o r e  ( f { ( W } } o * C  a r r r c l ' b y

( 2 . 4 )  n 2 )  t h e  g e n e r l c  p o i n t  o f  H  b e ln r  o r  H  D e t o n g s  t o _  t * D .  $ o  w e

m e y r e c J u c e 0 u r s e 1 v e s t o t h e c a s e w h e n Y i t s e ] . f i s a m p 1 e '

r - e t  $  b e  a n  a , f  f  { n e  g m o o t  h  c - v a r i e t y .  s L r c h  t h a t  R ( s  }

i s  a  d i f f e r e n r i a l  s u b f i e l d  o f  K  o v e r  w h i c h  K  l s  a l g e _

b r a i c  a r r d  s u c h  t i r a t  S  i s  a  F u c h s  m o c l e l  a n d  &  + r ,  €  H o  (  O  )j K  _  
s

w h e r e  (  a  . .  )  i s  t h e  r n a t  r i x  s $ s o c i a t e d  a $  r n  ( 4 . g )  t o  s o f f i e'  
J K

i s o m o r p h i s m  v  - z - 7  7  X i l p e c ( K )  a n c J  t o  a  b a s i e  o f  H " ( z  , T z / c ) .

f i e  m a y '  c h o o s e  s  s u c h  t h a t  i n  a d c J i t i o n  t  h e r e  e x i $ t s  a  (  f  l a t  )

r e l a t i v e . L y .  a m p l e  ( o v e r  s )  c l j . v i s o r  X  o n  z  > < s  s u c h  t h e t

t h e  p r o ; i e c t i o n  x - - > s  g i v e s  a  c - p r e s e n t a t l o n  o f  y  .  r f

c l i m ( z ) = $  t h e r e  e x i s a  * l ) . . , ) X e  € z  e u c h  t h a t  a f t e r  r e p r a c i n g

o f  t h e  u n i . t y  c f  t h e  a l q e b r a i c  q r o u p

' \ l^.' -i
w h e r e  A o ( a ) = L U  1 v " * v ! r  y u = y + a .  B y

r p h i s m  f : V  +  V / B = W  a n d  a n  a m p l e

s u c h  t h a t  f x l " . [ = X $ i n c e  f  h a s  c o n n e c t e d

a '
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$  t r y  $ o m e  o p e n  Z a l r i e k i  $ u b s e t  o f  t t  r  s \ / e r y  i r r e d u c l b i e

'  c o r n p o n e n t  T i  o f  T = ( X  *  * l  ) A { x  *  x Z ) r r . . . . . r \ ( X  *  
" g )

d o m i n a t e s  a n d  1 s  S e l n e r i c a l l y  f  j - n 1 , t e  o v e r  S ;  n o t e  t h a t  b y

, /
a i n p l e n e s s  ,  T  $  f  . F i o w  e x a c t i y  a s  l n  (  5 . 6 )  X  L s  a n  i n t c g r a l

O ^
s u b v a r i e t y  o f  z > < s  f o r  O r r . . " t ' d r  a n d .  x  *  * J  w i l l

s t i l l  b e  i n t e g r a l  s u b v a r i e t i e s .  B y  ( 2 " 3 ) 0 3 )  t h e  g e n e r i c

p o i n t s  o f  T f  b e l o n g  t o  ( 7 .  X  $ ) 0 "  T h i s  t m m e d j . a t e l y  i m p l i e s

b y  ( 2 , 4 i  f  3 )  t l ' r a t  V n  c o . n t a i n . s  . c . 1 o s e c J  p o i n t s ,  c o n t r a d i c -

t l n g  ( 5 . 5 ) , f ) .' )

N o w  l e t ' s  r n a k e  t h e  i n c l u c t i " o n , s t e p "  $ u p p o s e  * * ' k n o l {  V 0  ,

d o e s  n o t  c o n t a i n ' p o i n t s  o f  c o d l m e n s l o n  k * 1  ' a n d  s u p r o r ; e  . ,

V r ,  c o n t a j . n e a p C I i n t  p  , o f  c o c l i m e n s i o n  k > Z . L e t  $ , b e
u

a g a i n  a  s m a o t h  C - v a r i e t y r  R ' { g i c  K  a J . g l e b r a l c ,  S  &  F u c h s '

m o d e l  t  * J l .  e i  F i o r  
% r .  

$ u p p o s e  i n  a c l c i i t i e n  t h a t  w e  c h o s e .  $

s u c h  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  i r r e d u c i b l e  r . e d u c e d  c l o s e c l  s u b s c l J r e n r e

X  i n  7  K S  d a n r i n a t i n g  $  a n d  s u c h  t h a t  ( x  * s  l R ( S ) c K ) .

g i V e $  { i  e - p r e s e n t a t i o n  o f  Y ,  T h e r e  e x i s t s  a n  i r r e c j u c i b l e  , i ; ; . , i . ; 1 ;

c L l r v e  B  i n  z  s u c l r  t h e t .  i f  x x  s  \ - - /  t x  *  b )  t h e n

b € B

d i m ( x o ) = d i m ( x ) + 1  ( h e r e  a g a l n  . 7 .  .  a c t s  o n  z  > <  $  v i a  t h o  f  l r s t



, f r'
{ ' 1
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f  a c t o r .  N o l + r  s i n c e  F  = \ . - * - /  ( o ^ .  _  ̂ .  *  b )  r s  a  p r o p e r
b g  g  s r n g '

c l o s e c i  s u b s e t  o f  X x  w e  ' g e r  
t h a r  f  o r  e n y  x  €  x x \  f

t h e r e  e x i s t s  b € ^ B  s u c h  t h a t  x  €  X _ - - ^  +  b  = i X  +  b Jr e g  - ,  r e g

f ' l o  c o n c ] . u r J e  b y  { 2 . g ) , 1 - )  t h e t  t h s , q s n e r i c  p o i n t  s f  X x

b e l o n g s  t o  t Z  > / - S ) n .  B y  ( 2 . 4 )  l I )  F $ e i n  r { e  w i l _ t  f  i n * j

a  p o l n t  o f  c o c l i : r i e n s l o n  k - 1  i n  v D ,  c c n t  r = e r J i c t t o n  .  .

( 5 . 8 )  L e t ' s  p r o v e  ( b " S ) r I ) .  T l k e  s i r n i r l y  K x  r o  U *

t h e  a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  L .  T h e n  V X .  $ p e c ( i < x )  *  \ . , s
S p e c { l < )

' I

v * i 1 1  s t l l " l  b e  a  r ' s i n c a r a  $ o c i e l ; b u t  v I  v r i r r  c o n t a l n  a
I  L t

x
l ( " - - r a t i o n a l  p o i n t  a n d  w e  c o n c l u d e  b y  ( 5 . F ) , 1 ) .

c o v B r i n s s .

. . $ d e c 1 o s e t h i s s e c t i a n b } , $ | ] m m a r i e 1 n g t ' v h a t W e k n o r r u u p

t o  n o i l '  a h o u t .  d e s s i f  i c a t l o n  o f  F u c h s  s n r o o t h  p r o j e c t t v e  ,  ,  ,
. i

m o d e l , s  i n  t h e  " a b s t r a c t  c a $ e "  .  T h e o r e m s  b e l o w  m a y  b e

( 5 . 9 )  O n e  c a n  g i v e  e a s i e r  a l . t e r n a t i v e  p r o o f s  f o r

) , e )  i n  c n s e s  d i r n ( V ) = 1  .  a n d  t l i r n ( V ; * a  ( s e e  ( T  ̂ 3 )

( S . 6 ) ) .  T h e  i d e a  i s  t o  u $ e  F r o p o s i r i o n  ( 3 . A )  . o r p V c l i c  
.
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d e r J u c e o  k r y  s i m p l y  p u t t l n t  , t c g t - " t l ' r e r  ( 3 . 6 )  r i A . 4 ) t  ( 4 . 6 )  r

( 5 . 1 0 )  T h e o r e m .  L e t  l <  c  L  ,  j r e  a  d i f  f  e r e n t t a l ' e x t e n s i " s n

w i t h  K  a l g e h r a i c a l - 1 y  q l , o s e c l  a n d  w i t h .  s m o o t h  n r o j e c t i v e

F u c l i s  m o d e l  V .  u € t  K o = C .

f  )  $ u p p o a e  V  i s  o f  o n e  o f  t h e  f  o l l o w i n g  , f  y p e s :  a  v a -

r i e t y  w i t h  a m p l . e  c a n s n l c a l '  b u n d , l e ,  a  m i n i m a , l .  s u r f  a c e  o f  i

g e n e r a l  t y p ? l  a  v a r i e t y  w i t h  e = O  a n d  > < - * * 4  t  a  h y p * r $ u r f a , c , s

o f  d i r n e n s j - n n  } 2 . a n d  c l e g r e . e , ) 2 3  i n  p r o j e c t i v ' e ' s ' r l a c e ,  T h e n  . , . . i

V  i s  a  C l n i r a u t  m o d e l  i  i n  p a r t i c L r l a r  V C  c o n p i . s t s  o n l y

o f  K - r a t i o r r a l  p o i n t s .

2 )  S u p p o s e  V  i s  a n  a b e l i a n  l ( * v a  r i e t y .  T h e n  V  1 g  a

e r

( 5 . I i )  T h e o r c m .  $ u p p o s e  K c  I  i s ' a  r l i f f e r e n t i a l

e x t e n s l o n  w i t h  m o d e l  a  s i m p l e  a b e l i a n  v a r i e t y .  $ u p p o s e  i r , .  i r : i

K  i " . $  a J  g e h r a i c a l . l y  c l o s e d ,  l ( ^ = C  a n d  t h e  g r C I u p  o f  c l l , t f  e -
t o

r e n t l a l .  l { - a u t o m o r p h i s m s  o f  L  i e  l n f  i r r i t e . .  T h e n  K  c  L ,  i

f r c l n c a . d  * o d e l  ;  i n  p a r

2{
w h e r e  7  i s  t h e  g e n

V

t i c u l q r  i f  L u * C  t h e n  V * = V C -  \ f U l

i c  p o l n t  o f  V .



I ' i r - r tc . '  that  (  t ; r , ;sp l  i  j . r i  f  i : r 'ns: i :  j - r : i r . r  ; :bcut  V i : )  c i : rso f1  : : [ . : : I

{ n = [ r " d c ; g , , r L )  i - i i  ( 5 " ' ] i - ; )  w , , i  ! ; r . i " r v E s e l  i n  i , * J  n p , . / , 7  * n d  l t . i .

p , ? p e t  
[ , = j  "  [ : c r  i ] r j  T i ' r * t r * n  { 5 . 1 - 1 ,  ! o . r i : : ( ;  ; : r o v e i l  h y  l { o - i c h i n

r- ' r  
h, i [  1,"70 ) .[ . * . ]  

( s r t  n l s , j

--s.1 *

/
i$  i !  f : r ' *  i l ' t f ; i l  r ' *  { ; ; . i i :  i ;ns  j_ch  

"

b y  i ' i a t o u r i i ' . r  s r i r j  i . j : i . i r t i " l l o i < ; i ,  . t r i d  l : r ; *  r t *  i - o c t ' r r  j ^ *  p o i r ; o r u r J , *

6 ,  I ' l ' i , *  a r r n l ' : , t  j - { . )  c f ; l s r :  "  i ( r : t c h : " r i  e x t  { r n : l  j - . : l i s  
"

r n  i : i ,  i L $  g e r : ' i i " r : i " r  r , ^ J e  i n e . i l . . e  t h r  c i . r , ; i r . ; i l t L o i - r  i i c . f l r * e n  r e S H l . t $

o h f : n i n i : c i  j . r ' l  ' i i i , r :  i r i - c t r a c t  c f i $ e  ( . r i , c i 5 " l . i j ) )  i r r i c l  t f r E :  i : n e r l y t i e

d j . * c u f ; s i n n  f  r - c r r  t l r r : :  I r r l : r c : C r r c t i o t " l  o i  * * e  n l s n  { l . f . : ;  1  "' r  / '

i 6 . l )  J . i : q . S " l " j , * .  [ - e t  K  b e ' :  a  d j f  f { i r e n t i * l  s u b f i e l i

, J \

0 f  t ' t c  r (# !  )  , ,  l (  c :  1 , "  a  d i . f  f  e r r : n t  j . e r l  e r , : i t en$  j . o r ]  w i t l i  smoo t [ " r

p l -o j r : : s l  , r . r " r i ;  l : : uC l i s  nc ; r Jc l .  V  6 r r cJ  f  : k {p )  *_ . . - -_ )  f . l e r (S )  a r , ,
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e l e m e n t  o f  V A .  L . c t  V = V > ( ^
$ p e c ( K )

1 )  $ u p p o s e  V  1 s  u f  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n q  r y p e s ;

a "  v a r i e t f ' w l t h  a n p l e  c a n o n i c a l ' b t i n d l e ,  a  m j " r r i m a l  s u r f a c e

t  ' . '  o f  g e n e r a l -  t ' y p e r t ' ' a .  v a r i e t y  w i r h  Q = O  a n d  , u . * e  
, , ,  a  h y p e i , i , r , , : ,  I  * : : i

s u r f a c e  n f ' '  d i m e n l t l o n  v i g ,  a n d  c l e g r e ' e  >  s ' : . ,  i n . . p r o j e c t j - v e

space .  Tneh t the  e i< t 'ens ion  r<  c  f  (  n (  p )  )  i . ' $  f  in i te  .

. i  o r  F . * - - -  |  r .z )  S u p ; : o s e  V  i s  a n  a b e l i a n  K _ v a  r i e t y .  T h e n

K  c  f ( n ( p ) )  h a s  a  f i n i t e  e m b e d d i n g  i n t o  a  K o l c h i n  e x -

x 5
t e n s i o n  K ^ C  L *  s u c h  t h a t  r  x - r x / r  \L  _ r \  

\ L / .

( 6 . 2 )  N o t e  r h a t  T h e o r e m  ( 6 . 1 )  i m m e c r i a t e l y  i m p l i e s.  
t  . j

T h e o r e m s  I , 4 r 5  f  r o m  t h e  I n t  r o d l r c t i o n .  T o  p r o v e  T h e o r e m  F ,

u ? g  t h e  f a c t  t h a r  i f  v  i s  a  F u c h s  m o d e i  b i r a t i o n a l l y
i . . :

i s o m o r p h i e  t o  a n  a b e l . i a n  K * v a r i e t y  A  t h e n  t h e  r a t i o n e l

$,m a p  V  - - - - >  E = A X  $ p e c ( R )  '  m u s t ' b e  e v d G h e r e  d e f  i n e c f
S p e c ( K )

r - l

L 2 O J  O . Z O i  h e n c e  h y  ( 3 . 7 )  r f  )  f i  i s  a  F u c h s  m o d e l  a n d  b y

,  i  .  ( 2 . 4 )  r l )  A  w i l . l  b e ' a  F u c h s  m o d e l ) "  T h e o r e m  ( 6 . r )  r ' r i r l

a p p l y  t o  A .
. : i l  : ; r , .  , f ,  r " r , ,

i .r r

( 6 . 3 )  I f  o n e  l o o k s  a t  V  i n  T h e o r e m  ( 6 . 1 )  . a s  o b t a l n e d
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b y  g l u e i n g  ( I . 7 )  a l g e b r a i c  d i f  f  e r e n t i a l  $ y s t e r n s  S i r  L

F i l = . . . = F .  = Q  t h r e n  ( 6 . 1 ) r 1 )  s q y s  t h a t  a n y  m e r o m o r p h l c  .
,  , r , i

- '  
s o l u t  i o n ' o f  a n y  s , y s t e m  S i  h a s  i . $ r : f f  c o m p o n e n t  s  a l g e b r a i c

r  .  o v e r  t h e  c i f  f  e r e n t i a l -  f  i e l d  c ( u r  l .  " .  t a ; { )  w h e , r e  t h e . , .  ' ,

" i ' u  
a r e  ' a 1 1  c o e f  f  i c i e n t $  a p p e a r i n g  i n  t : h e  . U i j ' " .  T h i , g ,  c o t l -

c e p t  o f  d l g e b r a i c i t > 7 . a t , : s o l u t i o n s  i s . . q ' I g a f l y  m u c h  s t r c l n g e r  . r : i  .

!- 
'l

t l r a n  t h q  o n e  1 n  
L I 2 l  e . 2 1 5 . , , O n  t h . e  u t h e r  h a n d  r e s u l t s  o f  F a i . n -

I r ^ . l

l evd -ma l rnqu is t  t ype  L tzJ  nn  .232 -24@+,  do  no t  r su t f  f  i ce  to  p rove

o u r  a l g e b r a f c i t y  r e s u l t s .  O n e  o f  t h e  m a i , n  F , a : h n l g , , . , , y h i g [ , n , m q k e

t h e  m e t h o d ' f n  l t t l  f a i l  i n ' o u r = . . p r o b 1 e , m  ; ! s  t h e  f o l . l o w i n g .  L e . t i , ,  : : , ,  !q J  i

( f  r j ) t  f  : X  - - - ) S  b e  a  c l i f . f e r e n t i a l  C - p r e s e n , t a t i o n  o f  a  F r , r c h s

m o d e l  V i  f u  m r c y  i s u p p Q s e , . " ! . h a ! i . , , , f  o r  a n y  x  € :  X  t h e  d i m e n o l o n ;  o f  ;  !:

o n
C d t ( x ) + . , . + Q J . ( x )  c  T * X  i s  c o t r $ t . a n t  e q u a l .  t o  t o  (  r .  '  s o

n ( '
: :  i  g e t  i n  t h i s ,  r , ! ' a y  a  f o l i a t i o n ' f  c . T X / C " , . ! $ e  m a y  s u p p o s e  C  r . s  , i i . ,

r . l. ' ,  , , 1 ' u . '  t r a n s v e r s e t o  f  
F n ] 0 . 2 a 6 ,  

B u t ' i t w i l . l g e n e r a l l y ' h a p p e n  . . . ,  . : " 5 . 1 p . 1 i
; . . .

* .
t h a t  c l i m ( $ )  >  a i m ( f  )  s o  t h e  t h e o r y  i n  [ r z J w i r r  n o t  a p -

:
' . i ] "  r : : i ; { , '  , :  p } y  (  t h e  s i m p l e s t  e x a m p l e  i s  p r - o V i d e d  b y  e q u a t i o n s  F ( Y t Y ' ) , = 0  a r } , i :  g r . e .

r- '1

w i t h  F  C  c ( ' ?  r V ) L . o o . f  J  w h e r e  Y r f i e m e r ( c )  a r e  a l g e b r a * * a 9 . { . V

I n d e p e ; n d e n : t " ;  t a k e  f o r  1 n $ t a n c e  ? ( w ) = w  a n d  f ( " ) = e x p , ( u , i ) : I ' , .

f  n  p a r t i c u l a r  i f  r = I  '  ' i " : ,



t h e o r y  i n  l t t l  a p p l - i o s  o n 1 y ,  1 f  t r i * a f u . . ^ K = 1 .  B u t .  i r r r h J . s  ,L  J  "  
- - "  t  r  L r

' j r , '  c a s e  c - m o d u l i  a l w a y s  e x i s t  ( 4 . 3 )  
: C I i  b y , . { , 4 . 6 )  s m o o t h  . ,  , . ; ,  . r , . .  

.

:"  (4=(l \ ,  . .  .  n ' ,  P
I  ' l  r r - - ' t | g ) t  t j  b e i n g  a b e l i a n  f u n c t l o n s '  a n c i "  ' ; , ,  ; i . , r ,

'  p r o i e c t i . v e  F u c h s  m o d e J , s  o v e r  l (  { t < ^ = C )  a r e  a l u r a y s , J e , ,  , , , . . ,' O - * " ' " ' / - " u -

*  .  { i n e d  o v e r  C  h e n c e  c o m p l e t e l y  c l a s s i f  i , e ; d  ( 4 . g ) .  , . . . .  j  : .

-  , '  :  F i n a l l y  ( 6 . 4 )  
, z )  s a y s  t h a t  a r - r ' y  m e r o i n o r p h i . e , .  e o r u t i o n  , . i  ,  , , : ; , _ , ,

{  ' 1 ' ; . , i i :  o f  t h e  c o r r e s p o n d , i n g  s y s t e m s  m a y , b € , ,  w r i t . t , E ; n *  a $  . u / y  
I
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a n d  w e  a r e  d o n e .

( 6 . 5 1  a " t ' s  p r o v e  ( 6 . r )  f ) .  a y  ( s . t o )  f )  v  i s  a  p e n i r , r r -

" ^ r {  
m c r . C e . L . . , ; g u p p o s e  V  i s  R - i s o m o r p h i c  t o  z X s p e c . ( i ? )

where  , '2 . ,  i .d ;g  ' some aber iaR, , , ' .o -va , r iD ty  
i  z=ggy6 

,  n  6  :1 ,a t t  i ce
I

1 n  c g .  L e t  z ^ . - - - . z  l - r
.  r  

, i t . . .  ) = g  b e  h o l o m o r p h i c  g l o b a l  c o o n d i n a t e g

,i; ji rt:|::iir

. w h e r e  h r o t n  u  e r n d  v  h a v e  t h e  f  o r m  V r ? p l + . .  " . +  V * ? * t p l

. , . r  ! ,  " , ,  Y i r A f S l A * u  b e i n g  a l g e l b r a i c  o v e ;  K .

r - . 1 . " ; : 1  1 , ; '  ( 6 . 4 ) " ' L . e t " s  p r o v e  i o . t ) r r ) .  c L e a r l y  L g  R  w i l l  b e

a  d i f , f e r e n t i a l  e x t e n s i o n  o f .  K  w r t h  F u c . h s  m . d e r  v .  B y  ; , . ,

t 2 ' L ) ,  ( K ) o = c .  B y  ( 5 . 1 o )  r l )  ( v ) c  c o n s i s i : s  o f  c r o s e d  r : j , . n ;  -

p o i n t s  h e n c e  b y  r c r a l r d n i .  V C  c o n s i s t s  o , f  c l o s e d  p o i n r s
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be ing  a  p  r+ rne

. Let Xrr.  ,  A- a'  J ' \ ' ,  , . q  ' s :

u ^ @ I  v i a  h .
tl

t

t-t r  z  r l r  '  r  I' q k  - - * L ' 1 1 . . .  ) , N J

k  s r ^  I  d q  < N .
I

we ge' t

r , ; *1n '  t v i '  :  e {< . tPnd ln$

'-
J  s  c L u l  r ' ' ? i r Y n ] r  J

r1 r ins * lJ,

a g e $  o f  , .  a j ; .  a n d

r e  e x i e t  p o l y n o m i a l s

' l ? ' " ' t u l r , l )  f o r  l " s

and  (  xxx  )  f . n  (o  
:7 ) ,

\

^ - . .  1 - .  - 1 ,F f r i q e  A = C L T l t . . .  
l r g J l

i d e a L  l n  t h e  p o l y n o m i a

€  M e r (  6 * t  b e  i h e  i m

g i n c e  ' d ,  t o )  c  a  r h e
K '

s u c h  t h a t  0 . ,  =  p  . (- k - q  ' q k '

A p p l y i . n g  h  t o  ( x x )

o n  .  6 9  a n d  f ;  l C g  - - - - )  Z "  t h e  c a n o n i c a l ^  p r q J e c t i o n ,  , . .  i . i i ; i r ;

s u c h  t h a r '  i f  0 r r . . .  r g g  i s  a  b a s i s  o f  s o ( z  f  z 7 c )  a s ;  ,

f o r  a l l  J  a n d

e l l  u  6  R  ( z )  .  r , j o w  l e t  ( a . * "  )  b e  t h e  m a t  r l x  c j e f  l n e d  i n;  '  . J K ' ,  -  "

( 4 . 8 ) .  T h o r e  e x i s t s  6  f  i n i t e  e x t e n s i o n  K x .  o f  K l  K x c , i {

s u c h  t h a t  v x * v X  , . . . s p e c ( t < { )  , "  : K l . r s o m o r p h i c  t o .  -
.  

'  ' r " $ p e c ( K )  i i  l  r : r

Z  !  S p e c ( t < x )  a n c !  s u c h  t h a t  a 1 l- r ; ;  , .  
-  

" J k  
b e l o n g . - t o  K x .

:  L e t  p n €  , V :  b e  a n y  p o l n t  l y i n g  o v e r  p  €  V  a n d  t a k e  l f  c
1 :

= $ p e c ( A )  c  z  b e  a n  o p e n  s u b s , e t  s u e  h  t h a t  p . x €  u  x s p e c ( , K n ) .''

B y  
\ , ( 2 . 4 )  r 5 )  r h e r e  e x j " s r . $  a  d l f  f  e r e n t i a l  e x r e n s l o n

h ; R ( 5 i , * *  , ,  M e r t S * l . f  : R ( p )  - >  M e r ( B ) . .

)xr* /J*0.  )c tpk/awJ

bLr/a", , .  Z_ dJrPqr (, .* i6'1., t  r  f  n)
k . 1
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f  o r  4 1  "  j  l p  r k  n Q .  F u r t h e r m o r e  w e  h a v e -

r ( P f e . . . r P 6 ) = o  f o r  a l L  F €  J

t h e  h o l . o m o r p h i e  p o i n c a ' r J  l e m m a  & l o  . 4 4 8  t h o r e  e x l s t  r

ubdoma in  6 " "  o f  E^  and  f  un , c r  l ons  f  , . r .  .  .  s f g  €  :

M e r ( O * * )  s u c h  t h a t  e ) i \ , n / A w r = d j t  f o r  a l t  J , k .

o s e  * " = ( * i  r . . ,  r * f , )  e  8 * *  s u c h  t h a t  a l l  f i t *  a n d  * q

h o l o m o r p h i c  a r o u n d  w o , S i n c e  y o = (  f r ( * o )  1 . .  .  r  f r u ( * o )  )

a  C - p o i n t  o f  t J  c .  S p e " ( c  F f  r . : r T N l  )  . r a r e  * r y  * r i t e  '  '  ' .

( * " ) * u q ( y o )  f o r  a l l  q .  T a k e  x o  €  g 9  s u c h  t h a t  J t ( * n ) = y o

\

{ e f i n e  . n ) j  \ , , . ,  r g * , . 6 1  M e r ( S 4 * } , : ' , , h y , , t h s  f o r m u l a . , : r , ;
,  ( t  

t  I  
L r Y  

v

i s

'*o

a n d

frY

a 6

€

C h o

a r e

w h e  r e

a l I

tc(*)  =

f o r

( * ) - f r ( *o ) * . i  r :  .  . ,  fn { * ) fo ( *u) . * ; )?,,,P,

c o n s r  r u g t  i o n  ,  
L o (  " , o  )  =  f  o (  

* u  )= u

t o  s e e  t h a t

. B y

e a s y

q"J) '

i t  i s

e
- l

+ l  
d r kPqk  (  n l t t ' "  t lN )

k = 1

s  l n d u c t  l , r e l y  t h a t  t  h e  T a y l o r

a n d  , 1 ,  a r o u n d  ' w o  c o i n c l d e  ^  h e n c e,, q

)ry o/)* t =

o b t  a l n

a
, q

a n d

f o r  a l l  J r Q .  O n e

e x p a n s i o n s  o f  
l A
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r-

ln
L q

i s

l - . 0  ' X  \
l i ' .  \  I

) = h r  \F e t e d

C= ,t,
, r l

g e n e

, :  N , n w , . f  h e  d l f  f  e r e n t i a l

t r y ,  
Z r r . . . r ? *

e x t , 3 n  I  i O n

a n C , .  , h ( n { , p n }

h ( R ( p * ) ) .

) i  !
u ) ( n ( n ( p )

i , r ; r . * , : ( 6 . 6 ) " C , o _ r o I l . q f y .  S u p p o s e  t ( c  L  i s  a  d i f  f e r e n t ; , . F 1

has a f in l te.extenl is l ,6r:  ,  f i ' ;q+::* . ,  ; r i

s o  w e  a r e  d o n e ,

T h e  f o L l s w i n g

T h e s r e m s .  2 . , . s f l d  3

i n  C h a p t e r  f I I .

a  m o d e l  V . , $ u p p o s e  L 6 )

w h l c h  . i s  P o i n c a  r J  o , r * r .

coro l la ry  w i l l  be ,use : fu1  to  r - { ,  : ' : ; r  \ ,p ' ; : i

. \

i n  t h e  I n t r o d u c t ' i . o n  f  r s m : , , t h e  r r  s u - i  , g

K
t<

R

I  . "  . , . : i

' ' l

\91 
' :  

. :  .  i l

\

\

\\ ,
\ l

v,.": '' "l l1 .1:"i'.'-

.  T h e n  l (  g .  L

b e d d i n q  l n t o  a K o l c h i n  e x t e n s i o n  y . x c

-

V

ir.'

h a s  a  f i * i t r ; .  r , f , r r [ l n -

L*i .

P r o o f .  L e t  W e ' z X , g p e c ( j { )  b e  a  p o , i n n * . u ' m o d * , l !!tr

a

y e l d s  a  r a t i o n a l  r n  r [ : i

z X  S p e e ( . { )  ,  - - - > ,  V = v ; .  , ^ , $ p e c ( R )  o v e r  R .  T h i s  n i a p

. .  i , r w i 1 1  b e  i n d u c e d  b y  a  r a t i o n a l  m a p  W I . = Z  > (  S p e c ( K f  ) ,  - - . r V I *

= V X  S p e c ( K f )  o v e r  K l  w h e r e  K t  i s  s o m e  f i , r i t e , i :
S p e c ( K )

e x t e n s i o n  o f  K  c o n t a i n e d  i n  i t "  .  L e t  o  c  | r y l  b e  t h e  o p e n : , , ,

M e r (  A  , r a d n . r t j . , f t g



- 6 8 .

Z a r i s i < i  s u h s e i :  r i  n a r " e  t h e  l - a t t e r  n t n p  i s  o r f  i n e d .  A p p  L y t n g

'  ( 2 . 4 ) 1 5 )  r o  r i r r  m o r p h i s m  D * * V - " d , V , w e  $ e t  t h a t  t h e
I

i n c l . u s i o n  L  - . _ * . )  v i e r ( , f i  )  e x t e r r r i s  t o  s  c i f  f  e r e n t i a l

e x t e n s i o n  l - { ( f , j -  )  , . - _ 7  1 a  ,  A  .  / 1  - , A  } J r , r t ,  a n n . l.  r ,  e r ( d f ) , , 4 r . - 4 .  i { c , w  a p p l y  ( 6 " 1 ) r z )

t o  t h e  m o d e l  W t  a



' A s  
w e . a l r e a d y , r e m a r k e d . ,  F u c l r s  e x t e n s i o n s  o f  ,  t  r i i n s c e n d e n c e

r - r
d e g r e e  o n e  w e r e  c l a s s i f  i e d  i n  E  J  

j . n  t h e  o r r r l n a r y  c a s e  (  i . e .

r = l ) . , T h e  c a s e  F = 1  o f  t h e  f o l 1 o v ; i n g  t h e o r e m  1 s  e s s e n t l a l L y

r 1'  
c o n t a i n e d : 1 n  I Z S J ;  t n e  g e n e r a l  c a s e  r 7 , L  f . o l " 1 o w s .  j - n r m e d i e t e l y
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C h a p t e r  I I I

7  .  C l a s s l f i c a t i o n :  L l u r v e s ,

f  r o m  T h e o  r s m  (  5  . 1 0  )  .

\

w i t h  F u c h s  m o d e l  V  a  s r n O o t h ' i p F O i e c t i v e  c u r v e  o f  g e n u s  g .  :

$ u p p o s e  k l  i s  a l g e b r a i c a l i y  c l  o s e r j  a n d  K o = C  ;  T h e n  V  i s

d e f i n e d ' o v e r  C .  M o r e  p r e c i s e l y  ,  f o r  9 = L  V  i . s  a  P o i n c a r J

m o c f e l  a n d  f  o r  g  7 z  2  i t  i s  a  C - l a i r a u t  r n o d e l .

T h e o r e r n .  L e t  l (  q  L '  b e  a  d i f  f  e r - e n t l a l  e x t e n s i b n  * . i
)

\

t 7  . L

r - ?

( V  . 2 )  u ' J e  w o u l d  l i k e  t o  n o t q  t h a t  i n  l a S  { ,  n o  h y p o t h e s i s
L .  J {

- -+-.<nf

i s  m a d e  o n  t h e  g r o u n d  ' f  i e l c l  C .  V / e  a r e  , a t j l e



r i e t  j  e s  d v e n  , a n y  g r o r " r r r r J . r ;  f  i e l d  F U ] .

-va -

l ' c o  g e R c r a l l z e  o L r r -  a r g u m e n t $ ' t o  o b t a i n  r e s u l t s  a l s o  f  o r  & f ! . : , : , .  , - i ' , ,

b i t r a r y  g r o u n c i  f i e l d s , r ' i n  t h . e  c a $ e  o f  c u r v e d  a . n c l  a b e l i a h

v a r i e t i e s ; ,  o n e  h a s  t o  m a k e  u s e  o f  m o c J u l i  f  o r .  s u c h  v a -
I

( 7 . 3 )  I f  V  i s  a s  i n  T h e o r e m  ( 7 , 1 )  a n d  g = 1  i r  f o j - -
'

l o w s  f  r o m  ( 5 . 5 ) , { ) t f , a t  V  i s  a  C i a i r a u t  m o d e l ' ! f  a n d  o n l y
,  j  

. . ,

i f  V f  {  o r  e q u i r . ' a l  t i n t l y  V C  )  c o n t a i n s  a  c l . o s e d  p o i n t .  W e
. i ,  , . . 1 : r . . 1 : : :  i - .  t i : . 1

w o u l - d  l i k e  t o  p r o v s  h e r e  r l i ? d c t l y  a - w e a k e r  s t a t e n n e n t  (  i t

' i s , , ] t 5 " 5 ) ? 2 )  f o r  c J i r n e n s l o n  o n e )  n a m e l y  t h a " t ,  V n  c a n n o t  ' .  , .

c o n t e j ' i n  c l o . s e a  p o i n t $  p r o v i d e d  L o r C .  W e  s h a l l  u s e  ( 7 , I )

' ' I  "

w l r i c h  i r r  i t s  t u r n  i s  i n d e p e . n ' d e . n t  o , f  ( 5 . 5 ) .  S u p p o s e  i n d e e r J .

t h e r e  e x i s t $  a  c - l - o s e d  p o i n t  p  g  V O .  T n k e  a n  J t * t *  d c . r u b l e

c o v e r i n g  f  : V x - - - ) V  o f  v .  B y  (  3 . 1 )  o  v x  l s  . a  F u c h s

m o d e l  a n d  o f  c o u r s e  i s  a n  e l l i p t i c  c u r v e .  I f  t * (  p ) = p l n p A .

. t h e n  b y  ( ? , 4 ) r 3 )  p l  t p z A v , ; .  $ i n c e  p l c o ( v x )  
. i s  r J l v i s i b t e

t h e r e  e x i . s r $  x  e  R i c ( v x )  s u c h  t h a r f t r * ,pe €18' l  .  Let  .

w=spec t 0 OY,-I I  --  -> vx 6ethe ior 'n-: i*  co*v.ering of vx ra-

m i f i e d .  a l o n q  p 1 * p Z "  B y  ( 3 . 2 )  r  f l , ' .  i s  a  s m o o t h  p r o j e c t i v e  F u c h s

m o d e l  .  B u t  g ( V / ) = 2  h e n c e  b y  ( 7 . 1 )  .  t I J  t s  C l a i r a u t ,  h e n c e



W C  c o n s l s r  s

c o n t a i n  t  h e

o f  c l o s e c l  p o i n t  s  .

g e n e r i c  p o i n t  o f

B y  ( 2 . 4 ) e , l )  V *  c a n n 0 t

V  ,  c o n  t  r a  c l i .  c t  i n g  L o = C

* n d , . * *  a  r e  c l o n e  "

w i t h  F u c h s  m o d e l . : '  V

a l g a b r a i c a l l y  c l - c e e d

S q  b y  ( 7 . 1 )

K - r a t i o n a l0  1 r .

p o i n t  s o f  P ]

F r n

, 3 )

( 5 . 5

L
0. :

f  r o m

* P 3

D

w

F 2

rit,
t f

) )

+

.  S y  t 3 , 2 )  W  i s  a  F u c h s  n r o d e l

w 1 1 l -  c o n t a l n  K - r a t i o n a l  p o l n t s
: .i 

-..

i s  a  C l a i r a u t  m o d e l .  B u t

Q  )  c o n t  r a d i c t  i o n  .  T h e  s t a t e m e R t
l '  |  ' ' :

( 2 , 8 )  e n d  ( 2 " 4 )  
f  3 )  "  T h e  c a $ e

h r e  &  d i f  f  e r e n t  i - a l  e x t  e n s i o n

a  p r C I j  e c t  l v e  c u  r v e  i  S u p p o s e  K  i s

a n d  [ - ^ = C .  i l ' r e n  E = g ( V n 9 t ) , = { 1  a n c Jo

1 )  r f  g = o r  ( v n o t ) n  h a s  a t  m o s t l ( - r a t i o n a l .  n o i " h t s , '

I n  
' p a r t i c u l a r :  

i f  m : V n o L - > V  i s  t h e  n o r m a l i z a t i o n  m o r p h . i s m

t i r e n  m - 1 f v ^ : ^ , , ) " h a s  e t  m o b t  2  K ; F o t i o r r a l  p o i n t s l :.  s 1 . n g ,

( 7  " 4 ' t  
' f r o g a s t D i o l .  

1 - * t  K  c  L

P r o o f ' .  s y  ( 2 , 3 )  f )  V n o r  i s  a  F u c h s  . m o d e l .

s u p p o s e  v n o r = 5 > 1  .  r f  t , 1  c o n t a j - n s  3

P 1 1 P 2 2 P 3  t h e n  c o n s i d e r  t h e  c y c l i c  3 * f o l d  c o v e r l n g

I
Y/  - - - - )  i l F * ram i f i eC  a t

o f  g e d u s  o n e .  B y  { 2 . 4 )
. ' ,

h e n c e  b V  ( 7 : 3 )  ( c r  b y

t h i s  a g a l r r  l m p 1 e s  t h a t

" '
a b o u  t  ! '  f  o l  l o w ss t _ n g



,  . , l l O f  .  r r ,  -  r  |  .w h e n  V " - '  i s  a n  e l . l i p t i c  , c u r v e  m a y  b e  t  r e a t e d  i n  t h e  $ e m e

w a y .

( 7 . 5 )  t { e  w o r . i l d  l i k e  t o  r e n a r k ' t h a t  t h e  c a s e  l ( = C  l s

a g a l n  t r j , v i a l  i n  ( 7 . 4 ) , . r  r n d e e d  i f  . . K = c , . ( , 7 . 4 ) , 1 )  r e d u c e s

t o  t h e  o b v i o u s  f  a c t  t h a t  a  g l a b a l  \ r e c t o , r r  f t  e l d  o n  I p I

w h i c h  v a n i s h e s  a t  t h r e e  p s i n t e  m u s t  b e  l c i e n t i . c a 1 l y  z e r s , ,

; ; '  i . . :

.  l s ,  a  p r o J e c t i v e  F u c h s  m o d e l  V .  T h e n S t . O )  t h e r e  w l l l  e x i s t . r '  , . i

I ,  S u r f a c e e .

'  ( B . l )  L e t  K c  L  b e  a  d f f f e r e n t l a l  e x t e n s j o n  w i t h  K

a l g e b r a l c a 1 L y  c l o e e d  a n d  n = t  r .  d e g , o L = ?  a n d  s u p p o s e  t h e r e

a l s o  a  s m o o t h  p r o i e c t i y e , F u c h s  m o d e l  
" :  

a n d  h e n c e  b y  ( 2 . 3 . ) 1 1 )

a n y  m i n i m a l  m o  d e l  " V ^  d o m i n a t  e c l  b y  V x  w i l  l  b e  a  F u c h s  m o d e l  .  :  i
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( S " 2 )  T j t p o , t S { , .  L e t  K c  . l *  b e  a  - d i f  f  e r e n t i a l . e x t e r i s l o n ,  f  . i ,  . ,

w i t h  l = u c . h s  m c C e l  V  a  s m o o t h  p r o J e c t i v e  m i n i m a l  s u r f  a c e , n r l i , . . ,  1 . , ' : . j

$ u p p o s e  K  1 s  a l g e t r r a i c a l . l y  c . ' i . o s e d  a n d  K o = C .  T . h e n .  V

r s  d e f  i n e c i  o v e r  C .  M s r e  . p r e c i s e l y  V  i s  K - i s o m o r p h i c

t o  7 - ) /  - $ r , e c ( t < )  w h e r e  e l t h e r  
" ' , . .

1 )  Z  m i n i m a l  m o c J e l ' o f  r : a t i o n a , l - , e . u r f a c e  o r  l

'l

2 J  Z  l s  a  P * - b u n d l e  o v e r  a n  e L l i p t i c  c u r v e - . q r

,  3 )  Z  i s  e n  a b e l i a n  s u r f a c e  o r

4 )  z  i s  a  b i e l l i p t i c  s u r r f  a c e .

W e  , o h a l 1  i ' e f  e r  t o  t h e  t y p e s  a b o v d  a : s . t y p e s  L ) , 2 )  , 3 ) , 4 ) . .

\
\
( g . g )  I ' J o t e  t h a t  b y  ( 4 . S ) .  o u r :  c l a s s t r f i c a f i o n  1 s  c o m p l e t b l

t .

4,
i . t  d e p e n d s  c n ) - y  t h e  " s t r u c t u r e , c o n s t a n t $ "  o f  t h e  L l e  a l g u : b r a

. , O r -  r  .H " ( z r T z / C )  l n  e a c h  o f  t h e  f o u r -  c a 6 e s .  O f  c o u r s . e  l n  e a s e  3 )

V  l s  a  P o  j - n c a r 6  m o d e t  a n d  J  r r  c a $ e  a )  ,  V  h a c  a  f  i . n i t e

f r g * /

e t a l e  c o v e r i n g  V ^ - - )  V  w i t h  V ^  a  F o i n c a r - e  " m o d e L .

( 8 , 4 )  C o r o l l a r y .  { S u p p o s e  K c  L  1 e . a .  F u c f r s e x t e n s i o n

o f  t r a n s c e n d e n c e  d e g r e e  n = 2  s i 1 " l r r i i . K  a l g . e b n a i c a l l y  c l o s e d
-*_-__q_t

L  = C  a n d  w * - e .  T h e n  t -  h a s  a  f i n i t e  e x t e n s i o n  L x  w h i c h
o

I
i e  F ' o i n c a r e  o v e r  K .
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N o t e  t h a t  ( 8 . 4 )  a n d  ( 6 . 6 )  i m m e d l a t e l y  i n p l y  T h e o r e m ' 2

f r o m  t h e  I n t  r o d u c t i o n .

( , 8 . 5 )  l - e t ' s  p r s v e  T h e o r e m  ( g " 2 ) .  B y  c 1 a s s i f i c a t i o n

'  o f  s u r f a c e s  n l  ( t h e  c o m p r e , x  c a s e  s u f f l c e s  b e c a u s e  Kr.- J

i s  a l g e b r a J . c . a i i y  c l o s e d  a n c l  o f  f  i n i t e  t  1 6 n s c e n . d e n c e  c l e g r e e  ' i . , r ,  i

. o v e i C h e n c e K i s a b s t r a c t 1 y i s o m o r p h i c t o C ) . e r i c j . , .

a p p l y i n g  T h e o r e m  ( 5 . 1 O )  r 1 )  w e  g e t  t h a t  V  n u s t  h e  o f  ; o n i e .
)

o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e s :

e  )  r a t  i o n a l

I :, . :,: ; ..,:.,i ..;:.-' .,..1 ' - ,. i
'l

b )  a  l P * - b u n d L e  o v e r  a  c u r v e  B  o f  g e n u s  g ( , 8 ) = q ( V )  >  1 .

c  )  a b e l i a n

d)  e l l ip t ic  us i th  q(V)  > I  r *nd nt |  - rarbut ,  not"  aLe ' l iZn.  ,

.  I n  c a s e  a )  w e  a r e  d o n e  b e c a u s e , m i n i m a L  m o d e l s  o f

. .
r a t i o n a l  s u r f a c c s  | t l  p . 7 g  a r e  d e f i n e d  o v e r  r a t l o n a l s .

L - J

$ u p p o s e  w e  a r e  i n  c a s e  b )  .  B y  ( 3 . 7  ) . r l  )  R ( B )  i s  ;  c J i , f  f  e -

r e n t i a l . e u b f i e l d  o f  L  a n d  S  i s  a  F u c h s  
j  

m o d e l .  S l n c e

i

( R ( B )  ) o  c .  L o = c  w e  g e t  b y  ( 7 r l )  t h , a t  B  i s  a  P o i n c a r e /

m o d e l  ̂  s c ,  B = E  > <  $ p e c ( l < )  I  E  a n  e l l . l p t i c  c u r v e  o v e r  C .
1  , 7



; . -  v ; rF t  6* l  where  e"  j . s  a  rd :hk  z  , ' ro rmar : .zer r

v e c t o r  b u n d l e  o n  B  F O ] O  3 7 3 .  B v  A t y i a h ' s  c J . a s s i f i c a r i o n

r- .-l

l I O i p . 3 7 7  t w o  s i t u a t i o n s  m a ) , c c c u r .  T h e  f d - . r : s t  i s  w h e n
L  J '

a W

E *  i s  j . n d e c o r , t p o , s a b l e  a n d  t h e r g : : 6 r ^ , € ,  e x a c t l y  t w o  r u l e d . .

n V
f P (  C ' ' ) ;  b y , , t l r e  e x p l i c i t  c n n s r : F u c r i o n

-'t

O ) V  " 3 7 7  o n e  s , e e s  t i r a t  l b o t h  , n f  t h e s r

s u r f a c e s :  p f :  t h e  : f o , r r n

o  i  t  h e s e  s u  r f a c e s

a r e  d e f i n e d  o v e r

o u r  c a $ e  t h e y  a r e
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s a n e  f  i e l d  a s  t h e  b a s e  c u r v e  S ; . ,  i n

c le f  i ned  oV€F . * , , . , r 0 : ' r ' ,The  gecond  case  i s  v "hsn

F
t h e

i '  , i ' : ' '  i , ,

'.''" €o= 0**&o whe re &'n''€. ri t: 1 s1:; .tug (Je K) = d 4 
'o . The

g i v i n g  o f  & o  i s  e q u i v a l e . n t ; ,  t o  t h e  g i v i r r g  o f  e  m o r p h i s m

f  : spec ( l < ) - ,  - - >  P=P ic$7a  Fu ] ' r . 23 .  Le t v
A<-

v e r s a , l ,  s h e a f  o n  ' F " X E ,  l e t  S

o T ' ' t h e  c l o s u r e  o f  t f  ( s p e ' C ( t ( 1 )

6  P i c ( $ > < F )  t h , t  r e s t r i c t l . o r , n , r  o f  : . r S P  ' t o  $ ) < E "  C o n s i d e r . i '

, 1 "  n o t L r r s ]  p r o i e c t i o n  f , l I P (

t  he  embedd ing  j  :  R (  S . )  _ ->  K  ,  T i ren ,

rO
(_/

5
eff-s) -*----rs and

>(e
( f  r i )  i s  a  e - p r e s e n t a t ' i C I , n

w e  c i e i m  t h a t  t h e  i d e n t i t y  r p p p ' S ' - - - ? S  i " e  a

f o r  f  ( 4 . 2 ) .  I n d e e c l  1 f  w e  h . a v e  a n  a h r s t r a c t

v(  O @K. ,1  o  w(  e  a f l r )  w i th
E I E

t hen  i t .  i s  an  ea$y 'exe rc i . f f f i ,

h e  .  a  s m o o t h

1 n ar rd  l e t  & ,P  .a

o p e n  s u b o c h e m e

. P

o f  .  V  a n c i

m o d u l i  m a p .

isomo.  rph  i  sm

iii:

. "

1 . . . .des (f,r ;  =r , ,

:-des (Xr) < CI e i t h e r
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X ,UY Y  t X - ro r1 2

a n d  b y  ( 4 " 6 )

I n  c a s e

C o n s e q u e n t l y  V

i s  de f  i ned  ove r l  - rC i  $C I  c ,ase

w e  c o n c l u d e  h r y  { , 5 . 1 O ) , r 2 } .

$ u p 6 r o e e  w e  a  r e  i n  c a $ e  d )  ,

h e s ,  C * r t i o C u l i

b  )  t s  d o n e  ,  ' . ,

c )

C la  i .m  . '  The  re

e l l i p t i c  c u r v e

-  I n d e e d  t a k e

e x i s t s  a  m o r p h i s a l , h : V -- - ->,G ontO an

c .
(,

G  s u c h  t h a t  n * 4 , . =
V

a n  e l l i p t i c  .  f  i b r a t  j . o n  f  3 !  - 1 8  
"  A s

i n  c a s e  b )  o n e  s e e s  t h e t  E ( B )  < ! .  B y  L t l  p . I F o  I  :  :  . .

g ( B )  *  q - ( V )  <  g ( B ) + I .  N o w  i f  g ( B ) ' = l  w e ,  t a k e  h = f  r  G e B  I

a n d  t h e  c l a i m  f o l l o w s .  I

m"a! .tak'e h 'V -----> G

t h e  A l b & r 1 e s e  m a p .  V  - : - - )  A l b ( V )

9 ( G ) = r  w i l l  f o l " l o w  a . s  i n  c a s e

f  g ( E } * C I  w e i < h a r z e  , q { V ) . 1  , , , . & , n d " i w e

t o  b e  t h e  S t e i n  f a c t o r L z a t i o n  o f

( o n c e  a g a i n  t h e  f a c t  t h a t

b )  v i a  ( 7 . 1 ) , ) .  '

l ' l o w  w e  c l a i m  t h a t '  h  h a s  s i r o o t h  f  i b r e s ,  r n d e e d  b y

( 3 . 7 ) , 1 )  R ( C )  j . s  a  d i f ' f e r b n t ' i a . I  s u k r f i e l d  o f I  L  a n c J  G

1 s  a  F u c h s  . m o d e l  l r e n c e  a  p o i r r  
" ^ r &  

m o d q l  b y  ( 7 . 1 ) .  F u r t h e r -
J

.  r . l

m o r e  
'  

( R ( G )  )  ̂  c  L ^ = C .  N o y r  i f  6 - t ( y )  i s  c i . n g u l - a r  f  o r.  ' . o  o  \ t l

c L o s e d  p o i . n t  y  €  G ,  i r  f  o l l o w s  b y  ( S . z )  ) Z )  t h a t  y

g o d  t h i a  c e n r r a d i c t s  ( S . s ) r Z I  ( s e e  a l s o  ( Z , I ) ) .  N o w

.$ornq

= - D

i f

l s  s m o o t h  i t  f o l l o w s  f r o m  [ t ] 0 . 9 9  t h a t  V mu s t hav" en e't'{f s



coverinS vhich is afrnduct'of curves" By fa-l)',(3.7),.t) ancl 77.1)'these cotv€s,6'.,1',.ell;ytic s,

V i s  b i e l r i p t t c .  $ o  b y  [ t ] 0 . 1 1 3  r h e r e  e x i s t ' " i t r p t i c  , c u r v e s

'  B r r " 1  o r e r  r  a n d a f i n i t e g t o u , p  F c - B l ( K J a c t t n g f r e e l y  , , ' . . ' i ' ,

o n  B i X . B ,  s u c h  t h a t  v y 1 e r X b ,  l / r .  B y  ( . 3 . L )  B r X B , .  : ,

i s  a . F u c . h s  m o d e l  s o  b y  ( 5 , 7 )  , l ) '  a n d  ( 7 . 1 )  b i = E l t > . i S p e c ( K )

- w i t h  E t  e l l t p t r (  c u r v e s  o v e r  C .  :  
'  

L

C l a l m .  T f i e  a c t i o n  o f  . F  . o n

a c t ; i - o n  r r f  F  c r  E ,  X  E - .  ,
J - 1

B1X B . - r  , r . t s r . , i nduced  by  an  ' . .  . . , , . ,  - L : : ;
I C -

I n d e e d b y . t h e B a g n e r a - D e F r a n c h j . s 1 i s t t ' l ' . t 1 3 , . F , . . . h a : o

a '
. t .

g e n e r a t o ; r s  w h o s e  a c t i o n  i s  e i t h e r

\: , '1 
: ,r,,: 

_ .. ".t ,- 
.a ,:

' ' :  ( b 1 r b 2 )

- , i  ( b 1  1 b 2 )  * - - >  ( b r . / r o * , ( b 2 ) )

c u l a  r  
[ l  i  6 '  E i ( C )  .  F u r t h e r m o r e  s t n . c e  t h e  c a r d i n a l s  o f  A u t o ( E i )

" l C  
A u t o ( B i )  a r e  e q u a l  ( t h e y  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  J - l n v a , r i a n t

' r  - r .
l f O l p . 3 2 i )  i t  f o l l o w s  t h a t  a n y  a u t o m o r p h i s m  i n  A u t ^ ( B *  )  i s
L  J  o r  j ' - '

'  i n d u c e d r , b y  € o m e  ; , . S u t o m o r p h d b r n ,  t n , . " A u t " ( E r )  .  T h e  c l a i r n  ' , ' f o l l o w s .

w i t h  
F r e  

B I ( l ( |  r f  , €  a z ( K )  r  u u e  A u t u ( B e l .  l t t o *  i f  w e  t ' h $ n k

E ,  ( c )  a s  e m b e d d e d  i n  s = .  r K )  i r  i s  w e l L  k n o w n  t h a t  E i ( c )1 '  L .

c o n t a i n s  a l l  p c i n t s  o f  f i n l t q  o r d e r  o f  B i ( K ) ,  1 n  p a r t i -
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B y  t h e  c l a i r n  a b c v e  v = (  ( E t X  E i l / r i  X s p e c ( K )  a n c J  c a s e  d )

i s  a l s o  d o n e .  T h e  t h e o r e r n , i s  p r o v q * d , .

a n d , . T h e o r e m  ( 8 . ? ) r , , t , q i ' p r o v e  ( 5 . 5 . ) . r ? )  f o r  d i m ( V 1 = a .  t  g t  , . , : .

' N  - ' b e  a  s m o o t h , p r : o j e c t i v e  F u c h s  m o d e l "  v r h : - s h  i s  a n  a b e l i a n , . . r ; r , : , : .

s u t ' f  a . c e .  a n d  s u p p o s e  ( K ( V )  ) o = C ,  V r ' e  H a n t  t c  s h o w  t h a t  t h e r . e

i s  n o  i r l e c f u c i h l e  c u r v e  o n  v  w h o s e  g e n e r - i c  p o i n t  b e l o n g s

t o  v D .  r n d e e d  i f  Y  i . w a s * . s L r e 4 l  . a  * s u r v e ,  c o n s i d e r  f  i r s t  a

f  i n : - t e , ' l . e1a le  cove r ing  f  :Vx ' - * -+  v  .  s * r ch , ' , t . hap  f  
xy  

e  l kz  l  ' . . i

f , 6 l r i ' , , s o r n e ,  X , €  P i c ( V * )  ( s u c h  a n  f  , . n a y  b e  t c o n s t r u c t e d  a s

t  i '  f i 6 } ]gv i r i s ' :  r  ake  Vx*V  I  f  =mu1 t  i p l i ca t  j . on  by  21  .  t hen  by  POJ

p p , .  8 6  a d d , ' 9 , 2  ,  f  * O  
i s '  a l . g e b r a i c a l ^ 1 v  e q u i v a l e n u  , t , g  4 , y  s c  a

b y  t h e  f a c t  t h a t  F i c o { V * )

a  F u c h s  r n o d e l  a n d , $ y  t ? " 4 i i r 3 )  a l l  i r r e d r . i -

o f  f  x Y  
* h a v e  t h e j . r  g e n e r i c .  p o ' j - n t s  i n  V ; " .

d o u b l e  c o v e r r n g  o f  V x  a ' o n s i ' r r r c t e c J  w i t h

we  m6Y conc lude

B y  ( 3 . 1 )  V ^  i s

c j - b l e  c o m p o n e n t s

L e t  V '  b e  t t r e

t g  d i v i s i b l e )  .  . i  1 - . i r : i , , , i

t h e  h e l p  o f

p o n e n t  s  ,  V '

and fxY.  s ince  , f#T-_Ed;  no  mul t ip le  ccm-

o n L y  i s o l a t e c J  s i i n * g u l a r i t i e s ,  h e n c e  i t  i sh a s
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n o r r i a l  a n c l  c o n n e c t e d .  B y  ( 3 . e J r ' " ' . '  i $  a  F u c h s  r i o d e L .  r l y

( 3 . 4 )  t h e r e  j - s  n  b i r a t i o r r a l  m o r p h i s m  W  -  - >  V ,  w i t h

! ' {  a  s n o o t h  p r o J e c t i v e  F u c h s  r n c c i e } .  l l l n c e  w  d o m i - n e t e s

g v
V - ' ,  q ( f ' J )  > q ( v ^ ' ) = 2  h e n c e  b y  o u r  c l a s s i f i c a t i o n  r n  ( S . ? )

' : ,  ' r . '  : .  , :

t h e  m i n l m a l  m o d e l L  w r i n  o f  $ r t ,  r v h i c h  w i l l  s t t l l  d o m i n a t e
;:r ll ' ,: . 

;.1. :

O u ,  i s  a n  a b e l i a n  v a r i e t y .  F l e n c e  t h e  m c r p h l s m  W * * ^ € V x
. . m t n

I
m u s t  b e  e t r i l e ,  w h i c h  c l e a r l " y  c o n t  r a c J i c t s  t h e  f  a c t  r h a t

i .  . ,  f . i l i r i '

v '  - 7  y x  i $  a  r a m i f  i e d  c t o u b l e  c o v e r i n , ! /  s o  w e  a r e  c o n e .

t 8 . 7 )  P f o J o s - i t _ l o n .  $ u p p o s e  V  i s  a s  i n  ( 8 . 2 )

1 )  I f  V  i s  o f  t y p e  2 )  r 3 |  t { i  t h e n  V n  d o e s  n o t

c o n t a i n  c l o s e d  p u i n t s .  
:

2 )  I f  V  i s  o f  t y p e  3 )  t 4 ) ,  V n  d o e s  n o t  c o n t a i n  c o -
,  t .  . 1 , .  " . : 1 . .  1 , ,  

. l

d i m e r r s i o n  o n e  p c i n t s .

3 )  I f  V  i s  o f  t y p e  2 )  a n d  Y ,  l s  a n  i ' r r e d u c j " b l e  c u r v e

o n  V  '  w h o s e  g e n e r i c  p o i n t  l i e s  j . n  V , . . ,  t  h e n  Y  l s  a  s m o o t  h

e l l i p t i c  c u r v e  t

P r o o f  .  , i . r  I f  V  i s  o f  t y p e  2 j  l e t  f  : V - - - ) S  b e  r h e

I
r u ) . 1 1 n g  w i ' t i " r  B  a n  e 1 L 1 p t i c  c u r v e  ( B  w t l l  b e  t h e n  a  p o l n c a r e i
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m o d e l . ) .  f i o l v  i f  V O  c o n t a l n s  a  c l o s e d  p o i n t ,  s o  w i l l  c { t

B O  ( 2 , 4 ) , ? ) .  B L r t  ( R ( B ) ) c = C  a n C  t h i s  c o n r r a d l c t s  ( S . 5 ) r I ) .

r f  p  i s  a  c o d i m e n s i o n  o n e  p o i n t  i n  v . ,  a n d  y  i s  t h e
U

c o r r e s l , : o n d i n g  d i v i s o r r  t h e n  t h p  $ a m e  a r g u r n { ; n t  a s  a b o v e
. r = 1  '

s h o r r r g t h a t Y c a n n o t b e a f i b r e o f ' . f , h e n c e Y d o m i n a t e s B " ,

f { o w  b y  (  2 " 3 )  t a )  t  
Y  i s .  p a ' F u c h s  m o d e } .  o f  R ( y ) .  r t  i e  e 6 s y

t o  s e e  t h a t  R ( B )  i s  a  c i i f f e r e n t i a i  s u b f i e r d  o f  R ( y )  h e r r c e

b y  { 2 ' . 1 )  ( R ( Y ) ) o * C .  N o w  b y  ( 7 . 4 }  Y  r i l u s t  b e  a  s m o o t h  e I -  ,  ,

l i p t  i c  c r . l  r ve  .

' 5 u p p e } s e n o w V i s o f t y p e 3 ) l a : ) , a n d 1 e t y f r _ - . 2 f . '
\

\ r ,
l r e  a \  f  i n i t e  d t a l e  c o v e r i n g  ; " w i t h . r .  . v x ,  r  a  i F o d n ' " * r u '  m o d e r  ( g  " l )  ,  . .  i

\  i . . . : , i , . . j - :  
*  

i .  I  
' , . : .  '  

! . .

A n y  p o l n t  o f  v o  )  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  g e n e r i c  p o i n t  c r f  v ,

y e L d s  b y  ( 2 . 4 )  1 3 )  a  p o i n t  o f  V ;  w h i c h  i s  d i f f e r e n t  f r o m

t h e  g e n e r i e  p o i n t  o f  V x .  $ i n c . e  b y  ( p , ; l )  ( R ( V T )  ) o * C  r A r e

c o n c l u d e  b ; ' ( 5 . 5 ) r 2 )  t h a t  t h e  p r o p o s i t i o n  h o l d s  a l s o  f a r , :
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a r e  c l o s e d  s u b s c h e m e s  r : fB y  s e ' p a r a t e d n e s s  u  Z :  t Z '  \ Z '

,^xF u t  $ ^ = p l t Z ' / 1 2 ' . ' f \ 2 " '  )

t h e  f  o 1 1 o l ' * i n g  d e s c r i p t i o n ;

w e  f  i x  a n  a  r b i t  r a  r y  ; : : o i n t

I n ' d b r v n * t o  e a r t h  t e r m s  $ x  h a s

f  o r  . e a c h  f  i b r e  F  o f  F  _ _ - >  $

x  €  F  a n d  c o n s l d e r  t h e  A l b a n e s e

. m a p  K , a
n

f  o r " w h i c h  K (  * ) * o :  c o n s i d e r  t h e  o - c y c i e  | r * i  
=  F  ' T  T

i = 1

L e t  u l  r .  . .  r ^  o r ' €  
A I b ( F ) '  b e  t h e ' s o l g ! . l g n s  . n ' f  t h e  e q u a t i o n

n
<___-_r 2a

n 8 =  Z _ - f * ( x n  )  ,  
w h e r e  g * c l i m { F ) " ? n d  f  o r  a n y  i = l  r . .  o o * o

i = 1
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n  r ,29
1 *<- =.*-l

p u t  y * . * f l * ( o . ) , l ' h e  c o r r i s p o n o s r r c e  , /  x -  a /  ) , . ,
J  

' x  
J '  

'  Z - * ^ - - t  I  ' / _ * - _ _ t ' . :

i * I  j  = 1
\  - !  - - . - - . - - r  ,  -  , - l - - ,  - ! -  . -  ^  E  . , . 4  r - . - ! r - - - -  ^ X ,w i l . l  n o t  c l * p e n c {  o n  t h e  c h o i c e  o f  x  {  F  "  F u r t h e r m o r e  S ^

'  ^ 2 9
t t

i s  s p r e a c J  o u t  b y  t h e  c y c l e s  = > -  y . '  s s  F  i ^ u n s  t h r d u r ; h
1 - - s J
j ' 1

a l l  f l b r e s u f  P . * . . . * ) $ .  F i e  c o n c l r . r d e  t h a t  $ x  j . s  f i . n i t *  a n d

/ *
e t a 1 e o V e r . , ' $ . | , l q : w P X $ X - - > $ X . i e a p - : r i n c i . p a 1 h c l m o g e .

c.

t  r '  ' - ^ i t (  ' ^ Xn o u s  s p a c e  o v e r  t h ' e ' p r o j e c t i v e  a b e l j . a r r  s c h e m e  o x ^ s ^ + ) $ ^
i)

-  r - .  ' X  -  ^ F .a r i d  h a s  
?  

$ e c t i o n  f r e n c e  i b .  : i s  i s o m o r n h l c  t o  A  ) {  $  - - * - >  $
s

. -1

|  2 4  |  p  . 1 2 0  a n d  w e  a  r e  c l o n e  .
L _  J . '

i n *  n a i n  r e s u l t  o f  t h l s  s e c t i o n  i n  t h e  f o l t C I w i n g :
' ' . '

( 9 " 3 )  i I S g " t g S . .  L e t  K c ,  L  b e  a  c J i f f e . r e n t i a l  e x t e n s i o n '

w i t h  s m C I o t f i  p r o j e c t i v e  F u c f r s  n o d e l  V  6 f  d i m e n s i o n  3  a n d

l ( o r l a i . r ' a  c J i r r e r i r $ i o n  x { V ) - f  - e .  S u p p o s e  l (  i s  a J . g e b . r " ' i c a 1 1 - y  c l c s e e ' r L o - C

a n o  $ u p p C I s e  t h e r e  e x i s t s  a  n o r p h i . s m  f  ' V - _ >  U d  . o n t o  a  p r o j e c -

t i v e  t { - v a r i e t y  W  w i t h  1 s  d i m , ( | J v ) < 2  a n d  
" 4 ( V , l } 4 - * .  

T h e n

L  * : *  a  f  i n i t e  e x t a n s i o n  L i l  w h i c h ' i s  F o i . i r c a r J  * r r * "  K .

:,

t .  , r . , \  4  t  .  - , ,'  P r o o t .  L e t ' $  e x a m i n e  f i r s t  t h e  c a s e  d i i i ( v " l ) = 2 .  T a k i n g

S . t e j . n  f n c t c r i z a t l o n  w e  m a y  s u F p o s e  t h a t  f * O * 0 2  a r i d* v w

l
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t * l ( y ) , ,  y  6 t # .  { r e c a n n o t  h a v e  g * C I  b * c a u s e  o f  I i t 6 l < a , s

.  - t  r  - r
c j i m ( W ) + v t - ( f  - ' ( V ) )  

l a S J n . I O .  v / e  e t . s o

! V  i " s  n o  r m a l  "  L e t

i n e c l u a J - 1 . t 1 r  r c  ( V )  <

c f rnnc)  t  heve ;1  7t  2  ;

p r o j e c t i \ n e  c u r v e  o f

b e  t h e  E e n u s  r : f  t f r *  g e n e r i c . f i b r e  _

i ndeed  v  X  $pec (TT f ry )
VJ

g e n u  s  7 7  2 i  i t  w i l l -  b e

w i l . l  b e  a  $ n o o t h

a  . F u c h s  m o d e l  o  f

i t s  f u n c t i e n  f i e l r i

q  C l a i r r . r u t  r n o d e J . .  $ u t t h i s  y e l d s  a  c $ n t r a d i c t i , s r l  b e c a u s e

i s  a l ' g e b r a l c  o v e r  L  h e n c e  b y  ( Z . l ) I
a

= C .  $ o  w e  c o n c l u d e

b e

t-

$ o  t h e r e  e x i s t . s  a  f i n i t e  J t a l e  m o r n h i s m

A i s  a n  a b e l i a n  s u r f a c e  ( a n d  e v e n

L  6 v e r

( 5 . 5 )  r 2 I  { o r  a } t e r n a r i v e } y  b y

d i s c r i n r l n a n t  o f c o n s i . s t s

R f ' r y  h e n c e  b y  ( 7 . I )  i r  w l t l

' . t  :

e lA ---> 'W rvhe re
'  I . i : : .  

1

a  F o i n c a r 6  m o d e l ) ,  B y

t h a t  g = 1 .  N ' . l o w  b v  ( 3 . 2  )  R ( W )  i s  a  d i f  f  s r e n r l a l  s u b f  j _ e l d  o f

L  a n d  W  l s  6  F u e h ' s  m o d e l F y  { 8 . 8 )  a n d  { 8 . 2 )  
' . ' f  f s  . s n r o o t h

m l n l m a l  o f  t y p e  ' s )  o r  a )  1 n  t h e  t e r m l r r o l o g y  s f  g e c t i o n  g . .

,  u :  j  , 2 )  a n d

d u c e  t h a t  t h e

( 8 . 6 ) )  w e  d e -

o f  a  f i n i t e  s e t

o i  c l . o s b d  p o i n t s

'l

p r o 0 f  . P u t  i - r  * s - ' ( , $ )' - L

i s  t  h e  k e y  p o i " n t  o f  t h e  p r e s e n t

f  r : v , try

e l l i p t l c  c u r : v e s  s o  t h e

t h i s

T h e n

i s  a  s m 0 o t h . m o r p h i * r n  w i t h  f  i b r e s

m o r p h i s r *  , u ,  -  o l b * -  Z o .  , , , * s  ,
I '  ' . 1 b i J e c t i v e  h e n c e  a n  i s r : m o r p h i . s m .
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N o w  l (  i . s  a b s t r a c t l y  j - s o m o r p h i c  t c j  t h q , c ' o n r p l e x  f i e l d  a f t f j

v r i e  s h a l l  c h o o s e  a  s t r u c t u r e  o f  c o r n p l - e x  f i e l c l  o n  K ;  t h e

a n a L y t ' l u  a r g u m e n t s  w e ' & r e  g o i n g  t 0  u s e  i n  t h e  s e q u e l  r e f e ' 1  1

t 0 .  t h i s  c o m p l e x  s t  r u c t u r e  o n  1 4  l  w h i c h  o f  c o u r s ' ' i  h a s  n 0  |  '

, c o n n e c t j " c n r , v j " t h t h e s t r u c t u r e o f c c l m p 1 e x f { e 1 d e x i s t j " n g o l l : .

t h e  s u b f  i e l d  l ( " = C  o f  K ;  B y  ( 9 , 2 i  t h e r e  e x i $ t s  a '  f  i n i t e  ,  ;  r ' : : i  : -

/ -
e e t '  F i '  w i t h  F t  *  F ?  *  A  a n c l  a n  o t a L e  , f  i . n i t e  m o r p h i e m

A ,  - )  A r = A  \  F ,  s u c h  t h a t  V 3 * V l  O o  O U  i s  a  p r o J e c t i ' " ' e  
: s b e -s  L ,  r  L  

A l  
r

'  
I i a n  s c h e m e  o v e r  A g .  C h o o s e  a n  i n t e g e r  n  )  3  i  t h e r e  e x  j " s t s  ' . ' :

11
( u e e  * n :  a r g u m e n t  i n  L r J q . l O C I i  

a  f t n i t e  J t u f *  c o v e r l n g  , ,  , : i "  : '

t h e  f  a m t l . r /  V o = V =  X  A 4toO - ->  AS  such  tha t  t he  tam iJ . ) /  '  
o  s .  a  4  

-_ - ' : - /  o t4

- t '3

h a s ' a  l . e v e l  n  e t r u c t u r e ( L t * ] p . 1 3 1 ) .  C o n s e q u e r \ t l y  V A - * . - ' ) A a  i

i s  t h e  p u l }  b a c k  o f  t h *  u n i v e r s a l  f a m i l y  U r r n  - - - - ) ' * t r n

o f p r 1 n c i p a I 1 y p o 1 a r 1 z e d a b e 1 i a n s c h e m e . s o f d i m e n g i . o n j " w i t h

l e v e r  n  $ t  r u c t u r  e (  t r r ]  p . 1 3 4  o t  [ z s J  ) v r a  ,  
s o m e  m o r p h i s m

A 4  - t * r r n .  W e  c l a l n  t h e r e  e x i s t u , " f i . a b e l i n n  K - v a r i e t y  B

a n . c i  a  f  i + r l t e  s e t  F o c ' B  s u c h , t h A t  u o = t a F + .  I n d e e d l  A 4 - 7 f i r * '

' /

* A , \  F 2  i " S  
a '  f  i n i t e  6 t a l e  m o r p h i s m  a n c j  s i n c e  F g  h a s  c o d i m e n s i o n

/
Z  t n " ' ' A f  

* " i l " , u  c s t e g o r y  F E t ' ( A )  . o f  f  l n l t e  d t a l e  c o v e r i n g s  o f

A  i s  e q u t v a l e n t  t 0  t h e  c o r r e s p o n c l l n g  e a t $ g s r y  F E t ( n r F t )



p+] nn .  4?-43 bi i t  on

o f  a n  a b e l . i a n  v e r i e t y

t h e . n a p  h : B \

c 0 e r s r  m o d u l i

flr .!
p Y  e - -

/
t h e  o t h e r  h a r i d  a n y  e t a l e  c o v e r i n g

i " s . a n  . a b e l i e n ' v a r i e t y .  N c w  l o o k  a t

' . . .  - - ,  , : - * - . . .  + . .+ .^e .u* - : l

tr' 4

o f

* t  
,n  

*1  
u r ' ,

a b e l i a n  v a  r i e t , i e s ' ; , o f

w h e  n e  M ,  a
L , L

d i m e n s i o n  l .

l s  t h e

$ i n c  e

b y  H a r t o g $ '  l h e o r e m  h

M ,  ,  l d e r r t i f l e s  w i t h  t h e  c o m p l e x  1 1 n e
r  q l

( v L a  t h e  J - i n v a r i a n t  )
)

e x t  e n d $  t o  a l l "  o f  B  h e n c e  i t  l E r

c 0 n $ t a n t .  c c n s e q u e n t l y  t h e  f t a p  A a _ - >  M ,  w i l i ' a l s o  b er  r r ;

F  f o r  s o m e  e l l i p t i c
$ p e c ( K )

r n s r J e l  b y  ( 3 , 1 )  a n c l '

c o n s t a n t  I  h e n c e  V  4 o  ( B  \  F 4 )  X

a  s r n o o t  h  p r c  j  e c t  i v e  .  F u c h s  m o d e l  w h i c h  a g d * i n

c u r v e  E .  S u t  V o  1 o  a  - F u c h s

X = B  X .  H  t  h e n  X  \ -  V ,  h a  s  c o  d i m e r i s f  o n  2
4

$pec (  t<  )

e o . b y  ( 2 . 3 ) r 1 )  X  i s  e  F L r c ' h s  m o c l e l .  B y  ( S . 1 0 )  X

' s o  
b y  ( 7 . 1 )  V *  i s  a .  P o i n c a 1 6  m c l c J e l .  N o w

1 f

l "n

l s  a  t r o i n *

c & r e  n l s d e i .  . a n c J  t h e  t h e e r e m  i n ' p r o v e d  i n  t h e  c a s a  d i m { l f C ) * 2 " .

. L e t ' s , g o n s i d e r  n o w . t h e  c a . s e  d i m ( f l ) = 1 .  A g a i n  t : a  $ t e i n

f  a c t c r i . z a t l o n  w e  m a y  $ u p p o s e  f  * C u =  4 * -  
a n d  ' w  * i $  &  s n r o a t h

c u r v e *  A s  a b o v e  w  w i l . I  b e  a  F u c h s  m o c j e i  w l t h  ( R ( l { ) ) " = C

v X $pec(ff i iT) is

I  i t  a k a '  s

W

h y

i n e q r - r a l i t y  m u s t  b e  n o n * r u l e d  a n d ' n ' e n r e - - b y * ' ( 2 . 1 )  a n d  ( B ' 2 )

t h e  g e n e r i c  f  j . h r e  o f  V  - >  W  " l q 6 s  * . r r e g u l a r i t y  |  " B r p t " ' [

a n c l  K o c i a i r a  d i m e n g l o n  u  e r o ,  . ! ' l e n c e  a l l  f  r h r e s  o f  V  - - * z  w
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wt i l  have  l .  4  q  <  3 .  a r rd  ?L  =C 
"  L * :  h  lV  *__ )  p ' *  r  i - l-/'\r. rrv/iir

b e  t h e  V r / - m o r F r h i s m  f r o m  ( 9 . i ) .  f f  q * t r .  P  i s  a  s m o o t h/

c o m p l e t e  $ u r f  a c e ,  h e n c e  a  p r o , * ' i , , e c . t i v e  s u r f  a c e  a n d  c J . e a r I y

v L  ( P \ *  - *  
i  $ c ,  ! + e  m a y  c o n c l u n e  b y  t h e  f  j - r s t  p * r t  . s f  t h e , . :

p r o o f  .  L , e t ' s  s u p p o s e  c { * 2 "  I n  t h i s . c a s e , r , , V , - - * > P  i $

b i r a t i o r " r a l , , s o h y ( 3 ' 7 ) r 1 ) p i s s F , u c t ' r s m o c e 1 , N o w e X a c t ] - y

:  
* s , , i F r  t f u  f i r s t  p a r t . o f  t h e a  F l r o o f  w e  m a y  u s e  ( . g , . 2 )  t o  f i n c J

a n  { t r l -  f i n i t e  m a p  W K * _ * ) W  . , s u , a h  t h a t  p f f r * p X  y + x  i s
w

.l4

a  p r C I j e c t i v e  a b e l - i a n  s c h e m e  o v e r  g v { .  c a r : r } r i . n q . . a  l e r . r e i , ; p

s t r u c t u r e  
)  n  7 r  3 .  C h o o s e  e r i y , p C I I a r i z a t i o n  o f  t h e  f  a m i l y  ,  ;  . :

p x - - - ) u d x  a n d  l e t -  d a  h r e  i t s  c J e g r e e  L t n ] o " s s . , T h e n

p x  - ' 2  1 y x  i s  t h e  p u l l b a c l <  o f  . t h e  u n i v e r ' s a l  f  a m i L y  "

U ?  Az r u o , f l  / . t 0 2 n

w i t h  p o l . a  r L z a t i o n  o f  d e g r e e  c l 2  a n c l  l . e v e l  n  s t r u c t u r e

( l r g l p , L 3 4 )  v l a  $ o m e  m o r p h i s m  C : s r x - * > M " . {  n .  t r l e ' c L a i " m  '  ' , . :  , i- L  J , '  t  c r c l r n '

t  i s  c o n . s t a n t i  i t  w i ^ L l .  b e  s u f ' f i c l e n t  t C I  s e e  t h a t  a l l

, . , , ,  , ; .  . f i b r e s  o f  p x - 7  l , y x  a r e  i s o r n o f p h i . c ,  B u t  j u s t  l o c l k  a t  
:  

r : , i - . ' i f

t l i e . p e r l o d  m a p , '  ( | S U J 0 . 1 1 3 ) :  i t  w i l l  b e  a  h o l . o m o r p h i c ' : : ,  ' :

l{

m e r p " , f  r o n t ' . t t r e  u n i v e r s a l  c o v e r i n g , t : f  ! v "  ( w h i c h  i s  t h e .  c o m p ] . e x l '
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a f _ f  i n e  l i i c )  t o  t h e  s i e g e l  h a l f  s p a c e , o f  
' g e n u s  

a ( w h i c h  t e

I  b o . u n c j . e d  c J e m a i n ) .  [ - l e n c e  t h e  p e r i o d  m a r )  i s  c o n $ t a n t  a n d  w e

c o n s t . r n c e  o f  €  i . m p l i e s  t h a t  p n * .  ! T *  x  s .  f  o i ^  $ o m a
s p e c ( K )

t  6 l b e l i a n  s t r r f a c e  F  o v e r  K ,  h e n c e  F x  i s  a n  a b e l i e n  t h r e e ;

' "  . .  i  :  f  o l d  w h i c h  b y  ( 3 . ' 1 )  l s  a  F u c h s  m i : d e l , . N o w  , , u e  a r e  d o n e  o y  (  b . l . O  ) ' r Z ) . . . " ,

( 9 . 4 )  C o r o . t " 1 a r y .  L e t  K  d ,  L  b e  a  d i f  f  e r e n t i a l  e x t e r r s i b n***T**

' '  '  ' ,  ' , " '  . ' w i t h  $ F l s o t h  p r o  j  e c t i v e  F u c l r s  m o d e l  v  o f  d i m e n s i a n  r .  s u p -  
' :

i  t l c s e  K  i s  a l - g e l r a i c a l . l y  c i o s e c J  ^  L  ̂ = C  a n c J  o n e  c f  :  t h e  i|  - -  - * u - -  
,  

- o

f  c r l l o w i n g  c o n d i t i o n s  h o l C s :

1 )  ? 4  ( V ) = A

2 )  w ( v ) > 1  a n c l  o < ( v ) * 3 "

T h e n  L  h a s  a  f  : i  i r i . t e  e x t b n s i c n  l ' ; h i c h .  i e  F : o i n  
" ^ r u ' o v e r  

K .

F r o . o f .  I f  a ( V ) = 0  w e a r e d o n e b y  ( 5 . 1 O ) r 1 ) . I f  a ( V ) ) r 1

c o n s i c i c r  t h e  A l b a n e $ e  m a p  f  : V  - _ - - >  A = A i b ( V )  a n " J  p u t  W = f  ( V ) .

I  f  l "  <  d : . m ( : t ' * )  <  2  w e  a r e  d o n e  b y  T h e o r e m  (  9 . 3 )  b e c a u s e  a n

a h r e l i a n  v a r i e t y  c a n n o t  c o n t a i . n  r a t i o n a l -  ( s i n g u l a r )  c u r v e s  $ o

w t ( v t ) * - * .  r f  ' x . ( v ) = o  t h e n  a  t h e o n e m  o f  U e n o  l i s J p . o

c o n c l u c J e  b y " T o r o l l i  f o r  a b e l i a n  v a r i e t i e - "  f ? g l p " ) . 1 5 "  T h 6 , " , ,
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$ f t y $  t h a t  f  ! G  $ u r j e r c t i . r r s  a n r i  { r  h : r r ' ; r t i * r r * l  r i ) ; i p  i f  Q - . i ,
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l l i r e o r c r n  L  : L i - r  t i r e  " : n t r a t l u c t l . c n .

. { Q " 6 }  
- i t r e  

6 : r n b , l . e n  o {  r . r e t - e r r r r . i , n j . n g  e r 1 l .  s n o o t t r  p r i : j e c t i . . r e

i j u r r I ' r  i : ;  r ' r i o c i f t l ' . ;  o f  t J : . r n e r r s i o n  3  v t i t h  " i / t  r : - - 4 : { ,  s h c ,  u l c J  l - r , . :  c : : ; - . r : r

t l - i c n  t h c  c . i . ; i s s i f i c i : : t i c : n  * f  a l . t  t f ' r r - * e * f l l . d *  v v i t h  . r 4 z - - ( ) o .  n

T ' r :  i i l r , i $ t r - ' r t *  t f i j - $ ,  $ u p r l o s e  V  i s , :  a  F u * l . l r  m { , c J e L  ; : r r t J  . i : i i ; i t

( ; : . 7 )  i r n r . l  t 8 . t . O 1  , 1 1  t i - r e  d i f , c r  j . n  j , n ; r n r  f l ' f l  t h e  p r $ j e c ; i l o n

V  * * *> f i rA  mur4 ; -  [ i a i v6  c ie r : r c r . ,  : { 3  { i ; r ' r r l  cann r :1 .  be i  a ;  sm$o th

c u b i c ) "  $ o  b } ,  f - l t r n "  . a l - ' l  u n r i  3 3 4  t h e  j . i ' r i : e r ' i " , r e c J i * r i : e  J a c c h i a n

r : f  V  i s  t r i . v : i * 1
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A p p e n c i N  A  "  I n f  i n i t e  t  r a n s c e n L j o n c e  d e . g r e e  o v e r  c .

: t h r o u g l r c u t  C h a p t e r s  I  , I I  t I I I  w e  s u p p o e e d  (  s e e  (  l . L  )  ,  {  I " ' r e )  )

t h a t  I  . .

a )

b )

g = t h e  c o m p l e x  f i e L d .

A l l  d t f  f e r s n t i a l f i e l c l s  u n d c r  c o n $ f , . d e r a t i o n  ( e x c e p t i '

h a v e  f i n l t e  t r a n s c e n d e n c e  d e g i - e e

f r i l i

.  A -
t l tos 'e" Gq1:t 'he f  orm mer(f f  )  )

o v s r  G .

T h e o . s e .  a s s u m p t i o n s  a r e  q u i t e  r e a $ o n a i : r 1 e  i n

\

c a t i o h i s :  f o r  i n s t a n c e  i f

\ , i

a ' d i f  f  e r e n t ' i a l  s u b f  i e l d  o f

a n a l y t i c "  a P P l i -

t t l } l  g e n e r a t e d  o v e r  C  ( a q "  a

f y  c o n d i t f i r i n  b )  e i b o v e  i f  a n d  o . n t y  i t  e t

t  i a l -  t  r a n s c e n c J e n t a l  f  u n c t  i o n  1 n  N e  r ( " {  1

t h e r e  a r e  P l e n t Y

. n
i n ' t ' t e r ( . F t  ) ,  h u t

a L g e t r r a l c  d i f f e r e n t i 6 I  e q u a t i o n s

a s  q u l t e  P a t h o l o g J - c a l

o f  d l f  f e r e n t i f i l ] y r ' : t r a n s c e f i d e n t a l  f u n c t i o n s

f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  i n t e g r a t i o n  o f '

theees  g ,hPr r *d  be  v lewed

[j tl p .1r,? .

A

r - 1  a n c J ,  , f 1 - : e . : , , , S  '  i $  a  d o m a i n ,  t h e n

c o n t a { n i n g  O  a n d ' f i n i -

c i f f e r e n t i a r  f i e l d i . w i l l  s a t j  c -

( : o n t  a i n s  t q o  d i  f  f  o  F € r l -

Of coul" ,spJ

1 . .

mer( , {  I
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"  

l i c v w  d e f  t n i t i o n s  i r o m - s e c t i o n  l "  m a k t  $ e n g e  w l t h o u t  t h e  h y p Q ;  ' i : t ; 1 { : . i  .

.  1 \

t h e s i s ' b J  a n d  o n e  e x p e c t s  t h a t  a I l ' o u r  r e s u l t s  h o l d  w i t h c i u t , " '  " " :

'  t h i - t , , h y p u t h e s i s .  l 4 o r e c v e r  t h e r c  a r e  n a n ) ,  p a r t , i a l  r e e u l t s

' !

w h o s e  p r o o f  s  d o  n o t  u s e  h y n o t h e s . l s  b )  . E u t  u n f  o r t u n 6 t e l y  t h e  , '

p r o o f  o f  t h e  " k e y  p o i n t "  ( 4 . 6 )  c l r r e s  u s e  i t ;  i n c J e e d  w e  u s e d

i n  a n  e s s e n t : . s 1  r ' i r a y  L e m m a ( 2 . 6 )  w h i c h  i s  . i l ' , b v i o u s l y  f a l s e  . ' ,  i ; t t . i

i f  K  i s  n o t  s u p p o s e d  o f  f  i n i t e  t  r . a n s c e n o ' e n c e  c i ' e g r e e  o v e r -  C .

$ o  - r , ' r . [ a t  c a n  b e  r e c a p t u r e c l  i f  $ / e  d o  n o t  m a k e  t h e  h y p o t h e s i s  b ) t

$ u r p r l s i n g l y  e n o u g h  )  w e  a r e  , a t r 1 g ' t o  ' i - e c a p t u r e  t h e  " k e y

t o  r e c a p - t u r e  i t  i - n  " l e s s '  d i f f e r . e n t i . a l 1 1 , ,  t r a n s c e n d e n t a l " c a s e s ' ) ,

o u r  m e r h o d  w i r r  b e  t o  r e d u c e  t h e  c a s e  r * ( y i , .  " .  e y n )  t o

t h e  c a s e  t r . d e g . r K  (  a o  , ,  t h e  w a y  w e  d n  i t  g o m e w h a t  r e m i n d s

. o f  t h e  r e d u c t i o n  f r o m  c h a r a l b t e r i s t i c  z e r o  r o  c h a r a c t e r i s t i c

p  7 0  i n ,  a l g e b r a i c  g e o m e t r y .  H e r e  1 5  * 1 i p : - . l r e s u l t :

4 . 6 ) , i f l  t h e  " m o s t  d l f f e r e n t i a l i y  t r a ' h s c e n d e n t a l "  c a s e . l l
a . ,

. t \
h e n  * = a ( y , t - . . ) y '  r  w L l e r ^ e  y i r " . . r Y N  a r e  d i f  f e ;

i n d e t e r m l n a t e "  [ f Z ] p . . - 6 9  ( a l t h o u g h  u r e  a r e  n o t ,  a i b l e

poir\ t  " :

\

name 1 !

r e n t  ! a ]
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r , r  be;  ng\ ^ o . r - l  - . -

d i f  f  e r e n t i a l  i r r d e t e r m i n a t e s  a r . 1 d  l e t  K  { c :  L  b e  a  d i f  f  e r e , n -  ,

t i a 1 , ' e x t e n s i o n  w l t h , s m o o t h  p r o J e c t l v e  F u c h s  m o c i e l  V . - $ u p . -  i

p o s e  . V  : - h a s  C - m o t j u l l .  T h e n  V = V {  S p e c ( R )  i s  d e * '
sPec (  t<  )

f  i n e c t  o v e r  C .

^  ( A . 2 . )  L s m . m a .  L e t  K  b e  a s  i . n  t h e  T h e o , r e m .  T h . a : n  f o r

a n y  f  i n i t e  . s e t  u r  r .  " . 1 u ^  €  K  t h e r e  e x i s t s  a  p r i m e  d i . - f . t  1

( - l
f  e r e n t i a l  i ' d e a }  i n  t l r ,  r .  " .  r r s  t  

s u c h  t h a t  t

^ l -  . . - 1  - . '1 )  P "n  C  Lu l  t .  .  .  Ju$  J  
- - .  r 1 . r ' "  , '  1

,  : i "  2 ) " ' l , { + ' R ( t l u r . r , ,  .  .  , u  J t f )  h a s  f  i n i t e  t  r a n s c e n c l e n c e  d e g r e e

.  o v e r - "  C  a n d  l l * = C  .  
'  . ,  ,  i : , ,

( A . 3 )  L e t ' s  p r o v e r  t h ' d  t h e o r e m  a s s u m f  n g  t h e  L e m m a  h o l d s ;

w e  s h a l l  p r o v e  . 1 r :  f  a c ' t  m o r e ,  n a m e l y  t h a t  t h e  T h e o r e m  h o l d s

-  ) '  ?  t  - r  i ^  r L ^ - - ! -

f o r  a n y  f i e l d  K  f o r  w h i c h  t h e  L e m m a  h o l d s .  T h e r e f o r e  l t

w o l r l d  b e  v e r y  c o ' n V e n i e n t  t o  d l s p o s e  o f  t n e  L e m m a  a b o v e ' '

f o n  a n y  d r f f e r e n t i a l  f l e l d  K  c o n t a i n i n g  C .

L e t  ( f  r J )  b e  a  C - p r e s e n t . a t i o n  o f  V ,  f  l X - * . - ) 9 0  J : R ( s ) - > K

s u c h  t h a t  f  h a s  a  m o . c J u I i  m a p .  V ' , r e  m a y  $ u p p o s e  9 * $ p e c ( A )



i . .  :  . . . .  . " .  i i d i r ;&-J

t

o = r b l 1 . . . 1 * r l .  f / e  c r a i m . ; t h a t  t h e r e ' e x i . 3 t  a l r . . .  ? o n  €  K

.  s u c . l .  t h a t  i f  B = C I * 1 0 . . .  r X m  r a I , r  .  "  r * n  1 ,  a n d  i f  . * * = * > ( _ $ p e c ( B ) ,
S

t h e n  f o r  a n y  q  € . X g we have' | t i ,  A_ t c O.. f or
X g  l Q  X g  r Q

a 1 l .  j ;  n o t e  t h a t c c ' L  b y  f  L a t n e s $  o . f  .  f  .  ' T g  p r C I v e

t h e  c l a i m r  c o v e r  x  w i t h  a f f i n e  q p e n  s e t s  s p e c ( R i )  a n c J

u s e  t h e  f a c t  t h a t  r s i n c e  v  i s  a  F u c h s , m s d 6 l ,  y v e  h a v e

a
.  ) r ( R . .  € ) - K ) -  R i  6 ? - K  ( s r e  q l s o  . { , 2 , ; 6 ) ) .  t ; o w  b y  t h e  L e i n m a  ( t . . A ;

J + A * A

" l  r . . , r 6 n  t h e r e  e x i s t s  a  p r i m e  d i f  f  e -

r e n t i a l  j . d e a i  p  i n  B  s u c h  t h a t  p r r A = O ,  R ( B / p . )  h b , s

f  i n i t e  a r " n s c e n d e n c e  d e g r e e  o v e F  C  a n d  , ( R (  B / F )  ) u = C .  B y - :

( , 2 . v )  R t B l p )  i s  f i n i t e 3 . y , E e n e r a t e d  a s  f i e L d  e x t e n s i o n . . ,

, s n o o t h  F u c h s ,

over  c .  Le t  T  be  - " ; " *n * r - "7 *  -  R (B /p )  e  uch  ,nu*  T

i s . a n  C I p e n  s u b s c h e m e  i n  $ o e c ( B / p )  ( s u c h  a  T  , e x i $ t s  f o r

v e r y  s i m p l e  r e a s o n s  a n d  m a y  b e  c h o o s e h - o f  t h e  f o r n r  s p e c ( ( n / p ) U )

B r q

- 9 9 *

b  €  B i  w e  l e a v e  t h i s  t o  t h e  r e a d e r ) .  p u t * r = *  * U t .  $ l n c b :

P r \ A = O , r  T - , - > 9  i s  c l o m l n a n t  i  f  u r t h ' e r m o r e  X T  - - _ r , i l  i s  s m o o t h

' r . i , r  .  , p r o J o c t i v e  a n d  h a s  a  n o c l u l i  m a p .  F l n a l l y ' n o t e  t h a t  s i r r c e  , '  , i ! ! . { :

X - r = X . , X  T ^  t h e  d e r i v a t i o n s  i n  t h e  l o c a l  r l n q s  o f  X ^.  l  L r  r  ub p e c ( H )

i n d u c e  d e r i v a t i o n s  i n  t h e  l " o c a 1 .  r l n g s  o f  X - .  r n a k i n q  R { X * . 1 ,  ,
l ,  r  \  I '



- l"oo- ,

a  d l f f e r e n t i a r  e x t e n s i o n  o f  R ( T ) ' $ t ( B / p i  s u c h  t h a t  X t

i s  a  F u c h s  m o d e l .  N o w w = X r X  S p e c ( R T I )  i s  a  s m o o t h
T

p r o J e c , t i v e  F u c h s  m o d e l  o f  i t s  f u n c t i o n  f  l e l d ^  X *  - - * )  T
) l

b e i n g  a G p r e s e n t a t i o n  o f  ! ' / .  $ o  ' w ,  h a s  c : f i o d u 1 i .  F u r t h e r m o r e

$ o  w e  r n a y ,  e p p l y  (  4 . 6  )  t o  W  a n d" b y  ( 2 . 1 )  ( R ' ( T T ) u = c

i  i  I  concLude t f ia t  l td fZ  XSpec(R"m)  ev 'e r  : :1 f fT ' )  fo r  son i *

,  s m o o t h  p , i ' o j e c t i v e  c - v a r i e t y  " 2 .  B y  r e p 1 6 s e n t a b i l i t y  o f  t h e

t  u n c t o r  s '  - * >  r s o m  ( x  x  $ '  n  Z  x s '  )  w e  e a s i l y  g e t:  !  
-  

- ,  
t  

A  ,  
-  

ts ,  s
t h a t  t h e r e  i s  a  f i n i t e  e x , t e n q i e * ,  : | {  o f  

' R ( $ )  
e u ' c h  t h a t-  \ - ,

L

.  X  X  t 9 p , 9 . p ( M )  s  Z . ' * $ p e c ( F l )  o v e r  F l  i  h e n c e  b e c a u s e '  F t  e m b e 6 "  .  , , i ;
S \  ,

\ .
_ \

i n  . K i  w e  g e t  V ; X X  $ p e c ( r < ) =  Z x , S p e c ( [ )  a s  d e s i r e c i .' 5

.  ( A . 4 )  L e t ' s  p r o v e  t h e  L e m m a .  V { e  p r o c e e d  i n  t w o  s t e p s . ,

$ t e p  I ,  P u t  Q * C I t ,  o ,  .  .  , r y 1 q J  a n d  f  o r  a n y . - , , '  i n t e g e r  k  , , . ,  i : ,

^ F e a l  e s r  - ' l
p u t  B k = C L d I - . . b . ' y j  i  O s * i =  k - 1 u ,  l F  j s u . l  .  t r J e  s h a l l  c o n $ t r u c t .

d i f f e r e n t i a l  p r i m e  i d e a l s  P k  i n  B  s u c h  t h a t .  p n r r B n  = O  I

R ( B / P k )  h a s  f i n i t e . t r a n s c e n d e n c e  d e g r e e  b v e ' i - '  C  a n c j

( R ( B / P t < ) ) o = C .  T o  c o n s t r u c t  s u c h , .  P k ; + ^ 3 - - e - f i o o s e  f  i r s t  a n  : - n t e g e r

m  )  k l r l - l ,  c h o o s e  a  p r i m e  i n r t e g e ' i ,  i r l , >  A m r * l ,  l u a  t - €  C '  b e
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c 3 r  , . Q .
5 ; t . . i r t v J  v r i t h  0 < a j _ s p * I  ,  1 f  i ( N .

S t e p  ? , .  i i e t : G t l o n s  b e i n g  a $  ! n  ( A ; 2 )  a n d  3 s  i n  S t e p  I t

t h l e r e  e x i s t s  a  n o n z e r o  e l e n r e n t  .  b  6  t i  . s u c h  t h a t

c  1  - t - . - 1 1
t l - r f  r . . . ' u u ! .  t s L b - l  .  o n e  r a n  f , i n d  a i r  i n t e g e r  ' k  >  L "  '  '

s u c h  t h a t  u G  8 t  a n c l  c F r r . . . t u J c , B k ' t o - t ] .  N o r n

s ince FtABk=o v1e have n 
f  

*o  so "F-L8[ t - t ]  is  a  '  ; : ' ; ,
;

p r i m e , j r f f e r e n r i a r  i c j e a i  i n  
" [ t - t J .  

F u t  F = c . f r 1 , . . , " - 1  r - \ P t  B [ t - 1 .

We have  .  t , l  < ,  R (B /Pk )  hence  l d . .  has  f  i n i . t ' e  t ' f anscenc lence

d e g r e e  o v e r  C  a n d  H o = C .  F i n a l l Y l  P ( - \ C F r r . ' ? . , .  l u " l - '  
1

r  r ' I  ! -  - r '1
c PkB Lb-'J^ "o [-u-lJ =o . 1 ,  i  ,

o  r e m  (  A . 1 )  p l u s  , T h e o , r e m  ( 4  . 4  )  a n d  t  h e  " d i s -

c u s s : o n  a t  (  4  . B  )  i m p l y  t  h a t  s m s o t  h  p . r o i  e c t  i v e  F u c h s  r n o r j e l s

/'  
.  

. i ' , '  " : ' ,  ' '  V  o v e r  r < = C ( f  l ,  . .  
) Y N )  

* . *  c l a s s i f  i " e d  , p . r o v i d e d V  l s  o f ' ,  r , . ,  ; . . "

o n e  o f  t h e  t y P e s  l i s t e d  i n  ( 4 . 4 ' )  .
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A o p e n d i x  B ,  T h e  d i v i u o r  y  \  V F .

l { e r - e  w e  w o r k  a g a i n  u n d e r  i h e  e $ s u m p t i o n , m a c e . , a t  ( 1 , 3 )

a b o i . r t  t h e  f  r n i t e  t  r a n s c e n c j e n c e  d e g r e e  o v e r  C ,

f / e  s h a l l  p r o v e  t h a t  v  \  v . ,  e r r j o y s  a  r e n a r k a b l e

n o n - n e g a t  i c i t y  p r o p e  r t y  :

( s . 1 , i  k s " r c g - '  L e t  K . = L  b ' e  a  d i f f e r e n t i a l  e x t e n s i o n

w i t h  s m o o t h  p r J : i e c t i v e  r n o i e t  v  o f  d i m e n s i o n  ) z  z  a n d

K  a l g e b r a i c a l l y  c r o s e c f  .  L e t  E  b e  t h e  r e c j u c e d  c J i v i s o r

w h c i s e  s u p p o r t  i s  v  \ v F  (  s e e  (  e . p )  )  a n d  s u p p o s e  f r  i s

i r r e d u c i h l e  s m o o t h  a n d  n o n - z e r o .  T h e n  t h e  c o n o r r n a l  b u n ^ d l e

- 1
N E  .  c a n n o t  b e  a m p l e  o n  e  u n r e s s  t h e  f o l r o w i n g  h a p p e n s l

:

t  he  re  ex . is t  a  smsot  h  p ro : iec t  i ve  F ' , . rc l rs .  moder  l td  .  s f  K  a ,  L

a n d  a  c l o s e d  p o i n t  .  p €  w  \ w r . ,  s u c h  t h a t  v  , , i s  t h e  b l o w i n gU

u p . s f  l i f  a t -  p  a n d  
' E  

i s  t h . e  e x c e p t i c n a l ,  l . o c u s .  i .

P r o o f  .  B y  ( 2 , 5 )  a n d  ( ? . 6 )  * e  m a y  c h o o s e  a  d i f f e r e n t i a , l .

. c : p r e s e n t a t i o r r  ( f  r i )  o f  v ,  r : x - - ) s  w i r h  s  s  s m o n r h



- l o4 -

F u c h s  m o d e l  o ' [ '  c c .  R ( s ) , ,  j  a l g e h r a i c i  a n f l  f  s m o o t h .t . ,

P u t  Y = X  \ X , ;  b y  t Z . S )  l f  )  y  h a *  p u r s ' c o d i m e n e i o n  I

i n  X ,  C o n s i C e r  t h e  e x a c t  s e q u e n c e s :  ,

'  { 1 }  O  -> f  
* (Tx , r s6N*y )  , * - ->  f  * (Tx l c  8N*y }  - t  t *1 ,  @i " ; {F {m. * }

{ 2 )  . o  - - > f * ( T x l c ) _ - > f * ( T x , r c ( m y ; } ' - : >  f * ( T x , r c & N r y )  ,  ,  - " -

w h e r e  w e  i d e n t : . f y  t h e  c a r t i e r  d i v i s o r  m y  w i t h  t h e  s u b -

s c h e m e  o f  x  v v l t l r  i c j e a r  s h e a  t  ( 0  ( - m y ) .  L e t  
L  b e  t h d r '  .  i

X

g e n e r i c  p o i n t  a t  S  a n c j  p u r  ' ^ * r * ^ X - S p e c ( R ( S ) | ;  y o l  a :  .
( . $ [

. = Y ' x , , $ p * c ( R ( s ) )  a n d '  g i v - >  x -  t h e  c a n o n i c a l  p r o j e c t i o n .
S L

[ , l s i n g  ( 2 . 4 )  
l 1 ]  

i . t  i - s  e a s y " t o  s d e  t h a t  g * y o t  = [  a s  C a r -  : j
L

*oi '$* i  *?_, ,

l  . . 1  , : ' : , ?

(  f * i T . a r r g E l , l m y )  ) K  =  H o ( T v , / t <  @ N * E )  a n d

N o w  t h e  s N a c t  s e q u e n c e s  ( k  >  l )

" f - i e t , r , - { i v i s o r s . r "  F c r  a n y  0  - * o d u 1 e .  M  . ' w r l t e

B Y  f  l a t n e s s  o f  S p e c ( f  )  . - - _ >  S  w e  g e t
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- 1
a n d  a m F i l * n e s s  o f  N *  s h o w  t h a t  H t ( N , n E ) = o .  t h v v e  c a s e s

E

( T } N : { , 1 } )

m a y  o c c u  i -  :

C a s e  1 .  t u r * J t )  i s  c 1 i f f e . r e n t  f r o m  b o t h

t -/')

a n c i  ( t r t  ^  U  . ,  ( 2 )  )  .'  r P *
f - )

Then b ,y  a  t i reorem o f  l ' ' Jah l  
L r -J  

(whrch  is

g r e c l i e n t  a f  t h e  p r e $ e n t  p r o o f  )  v v e  h a v e  F { p ( T

f  o r  a n y  k  7 z  !  i  
b u t  t h i s  i m p l i e s ,  u s i n G  t l ' , u

j  . :  ' : : ,

f t ; '

.  ,  .  =,r, , ,  , l r  l

q u  e n  c e

/n
{.v i;

IH

a i n  1

k
. "  ) = O
i:

r r J  se

: ?  r !
L  t _ t

ElK

$ t a

e m

6)N

n d a

Ou-_ rNE-oo  
:  :

u  
/  : '

t h a t  H o ( T , ,  r , , E l ' J -  ) = O  f  o r  a n y  k  ) .  ! .  L j s i - n g  (  3 )  w e  c r e t  b y  '  i
I  V / K *  h '

'  ' '  '  
, .  i  

'  :

, ,  induc t  ion  t  ha t  t " to  (  Tv , r r@ N*r  )  =o  "  Now'  by  t  he  sequences

( 1 )  a n d  ( 2 )  $ e  g e t  t h a t  f  o r  a n y  n  V  L  " ! q , e  h a v e

( 5 )  ' ' { f o 1 " x / d ) I , =  ( f * ( r x , r c ( * v ) ) ) , 1  i  l n i : r

O C n
s i n c e  ) ,  n . . .  n  ) , -  €  * o ( x \ Y  f  x . t e ) =  Y  

H o ( x  { x y c ( * Y )  )  w e

C Ag e r  b y .  ( 5 )  t h a t  d r , , ' . . . 1 J r  € H o ( r \ r r ) .  w h i c h  c I e a I y  i m -

p l i e s  . V = V F  ?  
s o n t  r a d r c t i o n :

-1 . t /l
C a s e  2 .  (  E  r N E  )  = (  F t  I  U _ t l ? ) ,  .

- '|.t) r

i n , ' . ! , h i s  c a s e ,  b y  A r t i n '  s  l r v v ' o r k '  o n  c o n t r a c t i o n s  V ' ' m a y
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b e  o b t a i n e d  a s  t h e  b l o w i n g  u p  s f . ,  a ' p r o  j e c t l v e  n o r n r a ]

s u r f  a c e  a t  s o f i e  o r d i n $ r y  c J o u b l e  p o i n t : , p ,  B y  ( Z . S )  , L )

! v  w i L l  b e  a  r u c h s '  m o d e l  a n d  o y  (  Z . g )  p  €  \ 4 / D .  $ o  b y , .  , : , . , i :  l

(  3 . 3 )  V  m u s t  b e  a  F u c h s  n r o c l e i  ,  c o n t  r a c J i c t i o n .

/{}
t-/

IP

I n  t h i s  c a s e  o n e  k n o w s ,  a f  t e i ,  r K o d a i r . a ,  t h a t  V  i s  : i "

t l *  b l o r r v i n g  u p  o f  a  s m o c t h  p r o j e c t i v e  v a r l e t y  w . r a t  s o m e

p o i n t .  V i e  c o n c l - u c J e  a g a l n  b y  ( 2 . 2 , )  l 1 )  a r r d  ( S . S ) .

( 8 . 2 )  T h e  p r o o f  a b o v e  i n v o l v e d ' t w o ,  d i , f  f  e r e i r t  a r c i u m e n f  s : .  , ,

! " l a h 1 ' s , t h g o r e m  o n  o n e  n u " c  a n d  A r t i n  c o n t r a c t i o n  p l u s  ( a . g . )

a n d . ( 3 . 3 ) , o n  t h e  o t h e r .  r t  w a u l d  b e  i n t e r e s t i n g  t ' o  e x t e n d

t h e s e  a r g u m e n t s  t o  c o v e r  a l s o  t h e  c a s e  w h e n  E  i s  n o ?  n e -

c e s s a r l l y  s m o o  i h  o r  i r r e c J u c i b l e .  ,

, , , ,  ( 8 " 3 ) . I f  K C  L  i s  a  d i f  f e r e n t i a l  e x t e n s i o n  a n d  V

i s  a  n o r m a l  m o c j e l  o n e  c & n  d e f i n e  i n  a  n a t u r a l  w a y  m u l t 1 -

p l i c j - t i e s  a s s o c i a t e d  t o  t h e  l r r e d u c i b l " e  c o m p o n e n t s  o f

V  \ V r r ,  a n c J  g e t  i n  t h i s  r i n y . a  ( n o t  n e c e s $ a r i l y  r e r i u c e d )  
'

r ' ,  .

c a e e  s .  i E , r { ; 1 1 = ( F N , , N ( 1 ) ) "



! 1 e i 1  d i v i s o r

c a n  d o  t h i s

n = r = 1 ) .  I f
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d e f i n e

w h e r e  v -  i s  t h e  v a l u a t i o n  o n  L  c o r r e $ p o n d i n g  t o  pp

a n d  t h e n  w e  p u t

VE = Z"'fuil

T h e  w h o l e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e s e ' n t  p a p e r  m a y  b e

a d a p t e d  t o  q u a s i p r o J e c t i v e  ( f n s t e a d  o f  p r o j e c r i v e )  F u o h s

m o d e l - s  V .  R e s u l t s  w i I l  c l r a n g e  a c c o r r . d i r i g l y ,  i n v o l v i n g  . t h e

d i l r l s . o r  V E  w h e r e  V  i s  a  p r o j  e c t i v e  c o m p a c t i f  i c a t i o n

o f  V .  A  k e y  r o l e  w i . l l  b e  p l a y e d  t h e n  b y  t h e  K - v e c t o r

a s

V f  0 n  V ' ' w h o s e  s u p p o r t  l s  V \ V F . O n e

f o l l o w s l  ( s e e  a l s o  p s ] n . e S  f o r ,  t h e  c a s o

i s  a  c o c J i m e n s l o n .  I  p o i n t  i n  V  \  V F  w e

, , \

of f o  =  * u o f - r o ( { . f  ; , . L < J { r ,  x e

n p  s  u u p  l o ,  l i o l

s p a c e
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w h l c h  l v j l r  b e  a  " d e f o r m a t i o n  t h e o i e t i c ' i n e a a u r e . l  o f  V " - ,

T h e  r e s u r t s  o n e  c a n  o b t a i n  w i r r  b e  c r o s e ,  f o  t h e  r e s u r - t s

i i r  t ' h e  c a s e  w h e n  v  i s  p r o j e c t i v e ,  p r o v ' d e d  t h e  c J i m e n s r - b h ,  r

o f  t h e  . q b o v e  \ z e c t o r  s p a c e  i s  s m a l I  I  t h i s  w i l l  h a p p e '  1 f

V f  1 s  n o t  t o o  " p o s i t i v e , , "  O n  t h e  o t h e r  h a n d  t h e  n o r a l  o f

T h e o r e m  ( 8 . 1 )  i s  t h a t  v E  c a n r ! o t  b e  t o c " n 8 g a t i v e , . ,

'  T o  i l l u s t r a t e  w h a t  w e  s a i d ,  w e  g i v e  a ,  c ' r - s t r r a r y  c f

a n a l y t i c  n a t u r e ,  l n  t h e  s i i n p , l e s t  c a s e  , ,  t h e  c a s e  o f  c u r v e $ :  -

( g - + )  r h q o r e J m , .  L g t  K c  L  b e  a  d i f f e r e n t i a l  e x r e n s i o n  \  ,

o f  d i f f e r e n t i a l  s u b f i e l d s  o f  f l e r ( u { . ; w i t h  s m c o t h  p r o J e c -

t i v e  m o d e t  v  n f  d i m e n s i - o n  1  a n c  g e n u s  g l , , i , s u p p o s e  t h a t

f l d
{  e -

h e r e  i s  a  f i n i t e  e m b e d d i n g  o f

)  s u c h  t h a t  L x  i s  g e n e r a t e

f o r m  ? t  C -v  \  f  
- r ) . .  r { \ * )  w i t h

e  v a  r i a b l e  l t
s  6 n d  

{ t t r .  .  ,  r )

lr

, r | 3 ,  €  r<n  f  o r  a l l  i  ) 3 ,

K < L

d  o v e r

e * d e g i v E )  I  Z g - 2 .  T h e n  t

i n t o  K x <  L x c  N e r ( f l n

K t (  b y  f u n c t i o n $  o f  t h e

h o l o m o r p h i c  f u n c t i o n s  o f

6"  Mer ( , r {x " } ,  .A  
* * * ,Ao,
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A p p e n d i x  C .  H o d e l - s  w l t h  i n f i n i t e s l n i a l  T o r e l " l 1  p r o p e r t y .

t s  o f  P o p p  E n ]
. :

_\
t o \ p ] . . o v e  t n a t  s 0 m e  c l a s s e s  o f  F r r c h $  m o c i e l s  a r e  d e f  i n e d  , g v e F  C u

I n  t  h i s  , l p p e n d i x  w e  s h o n r  h o w  C I n e  c a n  U G e  a n  a  r g u m e h t  o , f ,

r e e u l t

o f  F u c h s

t h e  a s s u m p ! i o n (  1 . 3

iJ.v

e 9

e b r a i c

c l a s s

r k  u n d

a 1 g

n e w

V i e h v r e g  ( w h i . c h  h a s  b e h i n d  i t  a  d e e p

r 1
o f  S o m m e s e ) l * 3 5 j  . o  p r o v e  t h a t  s o m e

m o d e l s  a r e  d e f  l n e d  o v e r  C ,  V r l e  s t i l t W O E F

:

( c . l  )

m e n s i o n  n  ( n o  d i f f e r e n t i q l  s t r u c t u r e  t s  a s s u m e d ) .  S f e  f ' a y

V  h a s  t i r e  i n f i n i t e s i m a l  1 " o r e l l , 1  p r o p e r t y  1 f  t h e  c u p * p r o -

d u c t  m a p

Hl(v  f  v /x )  ->Homo(He(v ,G l r * )  ,Hr (v ,O l i l , ,

i s  i n j  e c t  i v e  .

I t  i s  w e l l  k n o w n  a n d  q u i t e  9 & e a r  t h p , t . , v a r i e t l e s  w i t h

t r l v i a l  c a n o n i c a l  b u n d l e  s a t i s f y ,  t h e  a b o v e  p r o p e r t y '  M a n y

o t l r e r  c l a s s e s  o f  v a r j - e t l e s  w e r , e  p r : o v e d  t 0  s a t i s f y  t h t s



t- 
-1

p r o p e r t , l  L Z 9 J p . l l b  h t i t  t h e  a r g . a  o f  v a r i o t i e s  ' s a t i e f  y i n g

* 1 1 0  *

i t  s e e n $  r n u c h  s m s l l e r  t h a n  t i r a t  o f  v a r i e t i e s  w i t h  C - n i c c j u l " i '

H e r e i  l s  o u r  r e s u l t :

t C . 2 )  T I S , ? f . * , " g " .  L e t  l ( c  L  b e  a  d i f  f  e r e n t i a l  e x t e n s i o n

u r i t h  s m o o t h  F , r o j e c t i v e  F u c h s  m o c l e l  V  '  S u p n o e e  K  i s  a 1 *

g e t r r a i c a t l y  c l o s e d  a n d  K u = c  '  $ u p p o ' s e  f  u r t h e r r n o r e  t h a t

h a s  t h e  i n f  i n i t e s  j . m a l  T o r e l l i  R r o p e r t y .  T h e i r  v  i s  d e f  i n e d

o v e r  C .

-  t - t

p r o ' o f  .  C h o r : s e  a  d i f  f  e r e n t i a l  C - p r e s e n t a t i o n  ( f  t i )  o f

V a s i n ( 4 . 6 ) t f ; X - 7 $ . $ e i n j . c o r r t i n u i t y t h e u r e f f a n c l_ _ ,  1

G r a u e ' r ' t , s  t h e c r e m  f , t u l O . 2 B B  e a s l 1 y  i m p i ' y  t h a t  t h e r ' e  i s

Z a r i s k i  o p e n  $ e t  S o c  S  s u c h  t h a t  f o r  a n y  y €  S '  t h e
o'l

f i b r e X . , * f : } ( . i ) h a s t h e i n f i n i t e s i n t a 1 T g r e l 1 i 6 ] r o p e r t y .' ; :  
.  Y

. B y  [ t u ] p . 5 7 4  
t h e r e  e x i s t s  u n  6 t a l e  m o r p h i s m ? / : U

ta  d o m i n a n t  m o r p h i s m  f : U

U X  X  i s  L J * i s o m o r p h l c  t o  U X F  a n d  f o r  u € U l  i n

s 7 "
.  * 1  .

T , , u  w e  h a v e  T r ( r * ' ( o - ( u ) ) ) = f l - o ( k e r ( f  o ( r ) )  
w h e r e

u u
. . '

o  . : T  . S  - >  H i ( X ,  T  )  I s  t h e  l ( o d a i r a -
Y s r ( u )  " r r ( u )  ' r ( u )  ' ' X a ' ( , ) / o



- " 1  l . I -

$ p e n c c r  f T i 6 r n  {  l r r : r *  7 -  a n c J  F  a r e  a l c r : * r n i c  s c h e m t :  $ )  "

R U t  n O v . J  t J f i , j  O i i n  - i . . r n m i t a t e  t h e  r t . i r $ ; O I l j  n t l  f  r O m  t h e  p f O O f

C I f  ( 4 " 6 i  { r , v i t h  z  : l n s t e a d  o . F  i ' i }  e r n c l  t h c  o f o r . r f  o f  ( c . 2 )

m a y  b c  r : c l r ' l c - : u c c . r j  v l ' i t h c u t  f i n y  p r c i ) l c f f i '

( c  
" , i )  

T l r e  c , r e r n  ( c . 2 )  v r c , u l . c !  n c t  h r i v e  L : e  e n  s u f  f  i c i e  n t

t c ]  p r c r v a  t f r e  c ; 1 . ; ; s s i f  i c a i i o n  . ' . e r - f i u - l t s  i . n  C i r a p t e r S  I I  t ' - i r  i T I ;

L r t

i i l s

! l enl t l  C x

i n C e e r i  *

f i n i t r ; s i

t i r n f n ) t *  t h r :  " i n *

e r ; ; L  , t y p e  :

/ -
il 4; '/$' iii {, i f: f

f a c e s  c f

n t e r e x * f i l F . l J e s  s i - *

I  T a F e l f i "  f n r  : i



f 1 (

I t  I  A " E e a u r i i i l e .  s u r f a c e s  a i . g d b r l q u e s  c o m r r l e x e s ,  s r s t # i * q . u , q , ' ,
1..  J .

- a

l 2 l  / . . \ , " ; : J e ; J u v i 1 1 c ,  V a : r i e t e s  c j e  F r y m  e t  j a c o b i e n n e s  i n t e r m e *L J ,

' . ?
i 4 l  A , B u i u m ,  f i i t t  s c h e m e s  a n e i  t o r s i o n r . t h e r : r . y ,  p a c l f i c
L J

i U l  R , G e r a r c !  ,  A " $ e c ,  F e u i l l e L a o e $  d e  p a r n l e v e ' ,  B u l . I ,  $ o c
L )  '

r- 
'l

[ t ]  A . G i o t h e n d i e c k  o  F o n d e r n e n t s  d e  1 a  g { o ^ * t r i e  a f  g J h , r i q u , e o  .  . ;

* t 1 2 *

B j " b l i : o g r i r p h y

5 4 (  1 9 7 $ )  , 5 i o c , t 4 a t l r  " F  r s n c E  "

' r "  l i r ' * t i l ' i , ' t ' n :C t rass i f  i ca t !o ,n  o , f  A lgeb , ra i c  6nd -A ,n -a l y , t i c  l ' 1e ,n i . t .

f  o l d s ,  B i r l < h * u s e i '  1 q B 3  , ,  I - 2 6 ,

J  ;F1a t  H.  98. (  198? )  ,  28L-293 .

f  5 l  A . B u i u r n o  C l e s s  g r C I u p s  a n d  d i f f e r e n t i a l  f u n c , q , i c n  f i e l c t s ,
L )

t  o  a p p * *  r  i n  i  u A l - ! e b r a  ,

M a t h  r F r a n c e ,  l C I O (  I 9 7 2 )  , 4 7 * v A  * :

S e m .  B o u r b a k i  1 S 5 7 - 1 q 6 2 .

r- 
-J

l  B  t  A . G r o t h e n d i e c k ,  J . D i e u d o n n €  1 ' , . E l " e m e n t s  d e  g e o m e t r i e  e 1 . *L J

g e b r i q u e ,  1 I I ,  f i u b l "  l ' 1 s t h ,  : i j E $

C i a  j , f  e s ,  A n n  o ' $ c i e n t  . E c  * . [ ' i o r m . S u p ,  1 O ( , , 1 9 7 7 )  , 3 0 9 - 3 9 1  .

r- 'l
l l l  ; t r . . B e a u v i 1 1 e ,  S o n e  r e m a r k s  o n  t c J h l e r  r n a n i f o l r l s  w i t h
L J



l g 1  P . G r i f f i t i r s ,  J . t { a r r i . s ,  [ ' F i n " r p f u *  o f  a l g e b r a i c  $ e o m e l : r y ,
L J
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