
INSTITLJTUL
DE

MATEMATICA

TNSTITUTUL NATTONAL
PENTRU CREATIE

frrNTrFrcA ;r rruurcA

t $ $ i l  0 2 5 0  3 6 3 8

KILLING DIVISOR CLASSEg BY ALGIIB'RAISATION ^:" '" ' ' :

by

Alexandru BUIUM

PREP1RINT SARIES IN MATHEMATICS

N o , 5 / 1 9 8 4

BUCURE$Tl





KIL.I , ING DIVr$On CLASSllg i ly ALGnRI{A,ISATTON

by

Al-exanclru I3UIU}"1 
*)

_._ --_::ir

* )  T t re  Nat ionaT ln ,s t i t .u te  6o tL  ScLent i .d ie  and Te.ehn ica t  Cneat i .on ,
D e p a n t m e n t  o  d  i , l a t h . e n t a - t i e , s ,  , B d , P a " e i i  2 2 0  , 7 9  6 2 2  B u c h a , L e s t , R o m a n i

'v'ur ,,1'- 
')-, 'J'- '- ' '





ec l

V . -
t :-t l :

o  :  i . . i -

e

I

,  m0 re prec isg\  :

. c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  i s o l a t e d  s i n g u *

a n  a 1 - g e b r a i s a t i o n  ( X  r o )  s u c h  t h a t

a l y t i c

a  s q u m

u l a r t t

l n e

p o i n  t

re-,1
a n  a l

n o  r m a l

s u  r f  a c

r a  i  s a -

w e  w i l

B y  s i n o ' l r l a r i t y  w e  m e a n  a n y  o e r m  ( f f  o o )  
-  o f  a n

s p a c e ;  t h r o u q h o u t  t h i s  p a p e r  a J , 1 .  ' s i n g u l a r i t i e s  a r e
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t i o n  ( X  l o )  w i t h  c l . ( x ) = o .  r n  f  t  o f  t h i s  p a p e r
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o n  g  n r , r d u l i . ,  r ' v h e r e  g  i s  t h e  l e n u s  o f  t h e  c u r v e .  o n

t h e  o t h r : r  h a n c t  i r y  ( )  t h * . , r e r n  o f  G r c t h e n c i i e c k p ] o n q  h a s

C I (  O x  ^ ) = 0 '  f  * , '  a n y  c o r n r l l e t e  i n t e r s e c r - i o n  i s o l a t e c J  s i n -'  f r s a '  -  " '

g u l a r i t y  (  3  , c )  o f  c J i m e n s i o n  >  A .  T l : i s  t c g e r h e r  w i t h

o u r  c o r n l l a r y  I  i n r p )  1 e s  t h a i  a n y  c c r n n . ! - e t e  i n t e r s e c t i o n

i s o l a t c c . i  s l n g u " l . ' a r i t y  o f  r J i m e n r i o n  . r r -  4  l r a s  a n  a ' 1 g e b r - n 1 _

s a t i r , n  i X r 0 )  s u c f r  t h r * t  C l ( X ) * O ,

"  f  Z  ! , . . , *  t r l k e  a  c l c s e r  l o o l <  , : l t  t h e  c r o u p  C l ( X )  a p _

p e a . r i n g  i n  c c r c ; l . J . a r y  I  i n  t t r e  z - d i , ; r - r e n s i . o n a l  c a s e .  ! ! e  f  i r s t
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Y  v r i ' t l i  f l n i t . : l y  c e n e r a t e c t  c l a s s  g r c r ' i p  c 1 ( ' f )  t w o , : : ! e c o m -

1 " ' r o s i t i o n s  o f  c 1 ( y J / t o r s i . o '  i n t o  f i n i t e  s e t s

C 1 ( Y  ) / t o r s i o n  =  \  . ,  \= V l ' r = V F . t
d

t r y h e r e  r o u g h l y  $ p e n l < i n g  t h e  s r , u  a r . ,  t h e  s e t $  o f  c l a s s e s

o f  f i x e d  l e n g t l r  ; r  w i t h  r e s p e c t  t o  s o m e  c a n o n i c a ]  e u c l i -

d i a n  m e t r i c  a n d  t h e  F d ' *  a r e  $ e t s  o f  c l a s s e s  o f  c u r V e s  I
o f  f i x e d  d e g r e e = d  ( s e e  f z  f o r  t h e  p r e c i s e  d e f i n i t i o n s ) .

F o r  a n y  r  a n d  c J  v \ r e  c a n  f o r m  t h e  s u m s

W e  w l 1 1  p r o v e  t h a t  t h e s e  s u m s  c a n  b e  k i l l e c { 1  W h l c h  m a y  b e ,  i , " ;

l n t e r p r e t e d  a s  f i  $ y m m e t r y  p r o p e r t y  o f  C L i ,

c C I R o t L A R Y  z .  o n e  c a n  c h o o s e  x  i n  c o , f o l l a r y  I  a n d . :
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T h e  m e t  i r o d  o f  p r o o f  o f  t  h e  a h o v e  * ; t a t e m e n t  $  1 s  t o

" ' m o v e "  i n s r c i e  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  l i n e a r  s u b s p r a c e s  c o n *

t a i n e d  i n  t h e  c o n t a c r  o r h : i t  o f  t h e  s i n g u x a r i t y  a n d  t o

c o n $ i d e r  t t r e  m o n o c l r o m y  p r o t J u c e d  b y  t f r i s  m o v e m e n t .

w e  a r e  l n c j e b i e c J  t C I  t . k o f J . a r  f o r  h r s  1 e t t u r .  [ + J w h i c h

w a s  t h e  $ t a r t i n g  p o i n t  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n

I .  K r l - l i n g  m o d u l i  "

F o r  s n y  a l g e h r a i c ,  v a r i e t - y x , , ' , ,  1 e t  h P o ( X  i  d e n o t e  t h e

l " l o d g e  n u n r b e "  t ' t p o ( X )  w h e r s  
' X  

i s  $ o m e  s m . s o t h  p r o j e c t i v e

m o d e l  o f  t h e  f  u n c t i o n  f  l e l c J "  o f  X  i  s i n c , € ' : .  h p o  $ r e  b i r ^ a -

t i o n a l  i n v a r i a n t s  o f  s n o o t h  p r o j e c t i v e  v a r i e t i e $ ,  t h e  d e *

f i n i t i o n  a b o v e  i s  c o r r e c t .  F l e  w j . . l . r  p r o v e  t h e  f o l . j o w i n e :

T H E O R f ; t . 1 "  A , n y  c o m p . l . e t e  i n & r $ e c t i o n  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t y

r o )  h a s  a n  a l g e b r a i s a t i o n  ( X r o )  w i t h  h p o ( X ) = O  f o r

p  {  d i m ( x ) - 1 .

R E M A R K .  r f  x  i s  a  n o r m a l  a l g e h  r a i a  v a r i e t y  t h e n
l n

h * " ( X ) = o  i f  f  c 1 { x )  r s  f  i n i t e l y  g e n e r a t e d .  r n c l e e d ,  c 1 ( x }  o

4  c 1 ( u )  w h e r e  u  i s  a  Z a r i s k i  o p e n  s u b i $ e t i , , o f  a .  s m o o t h

p r o j e c t i v e  v a r i e t y  X .  N o w  f , 1 o ( X . ) = r O  i f f  p , i c o ( X ) * O t  h e n c e

( b v  t h e  t r e r ^ o n - s e v e r i  t h e o r e m )  i f  f  ' . * d i l j  i s  f  i n i t e r y  g e -

n e r a t e d  a n c J  w e  a r e  d o n e .  r n  p d n t * o u l a r  c o r o l l a r y  L . . , f  r o m .  "

f  o  f  o l l o w s  f  r o m  t  h e  a h o v e  T h e o r € n . ;

U
r c v a i n i s h ,
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T h e  r e s t  a f  t h f  s  f  i s  c j e v o t e d  t c )  t h e  p r o o f  o i '  t l r e  T h e o r e r n .

T h e  k e y  p o i n t  w i . l I  b e  e r  , . z e r j . a t i o n  o n  ; r n  a t e L l m e n t  f r o r n  [ 1  J .

L e t ' s  f i x  s o F e  n o t a t l o n s  "  F u t  t  =  d F  I r  ,  . .  r t n l  =  p o l y n o m i a l

r " i n g  i n  r i  v * i r . i a b J . e s  ,  C I  =  C { r ,  o .  .  .  e t n }  =  c o n v e r g e n f  p o w e r

$ e r i , e s  n i n g  i r r  n  v a r i a b l e s .  T h e  s e t  o f  g e r m s  o f  a n a l y t i c

f n a p s  f  C n  r o )  - - - +  { $  v , , i i l .  b e  i d e r r t i f  i e c i  w i t h  ( 9 u  .  T l r e

c o n t s c t  g r o u p  I S J  " " t i n g  c l n  0 '  w i l l  b e  C e n o t e c 1  b y  K .

f . i o ! ' r  f  o r  6 n y  f  i n i t e i y  c i i m e n s i o n a l  " !  i . n r i a r  s u b s p a c e  L

o f  t r A + . . , + t , . , A  L e t  d t  b e  t l r e  . l a x i m u m  o f  t h e  c l e g r e e s

o f  t h e  p a l y n r : m i a l s  i n  L .  a r r d  c o n $ i e J e r  t h *  i n j e c t l v e

C  - l i n e a r  m s p  e : L ; )  n F o ]  c j e f i n e c f  
' b y  

e ( F )  =
d r  

b v -

=  r o t o ( t : i . / t e , . , , , t n / r o 1 .  t " - e r  F l  b e  r h e  p r o j e c t i v e  s p a c e

a $ s o c i a t e d  t o  f l { t - ) .  c 1 t , a r l y  F l  i s  a  t j . n e a r  s u b s y s t e m o f

I  O * , , (  d r )  I  v n h e r e  g , n = F : r o J ( A  F o l  )  .  c a t t  ,  L  * '  1 * r g e  t i n e a r
ff'" 

L

s p a c e . i , f  i t i l r e  $ e t - ' t h e o r e t l c  b a s e  l o c u s  o f  t h e  l i n e e ! ^  s y s r e m

F l  c c ' n s i s t ' s  o n l y .  e f  t i r e  p o i n t  o = ( 1 : o : . . . ' : o )  a n e J  i f  t h e

a s s o c i a t e d  r a t  j  o n a l  m a r l  R r : F n  - ^  - - >  F L  i s  g s n e r l c a r l  y

f t  n i t e * t 0 - 0 n e  -

T o  p r o v e  t h c  T h e o r e m  n o t e  t h a t  A f r o x  O / ( f t r . . . r f u )

n r h e r e  (  f  
I ,  .  .  . . r f  

" )  
€  O s  i s  s o m e  f  i n l t e l y  c i e t e i ^ n i n e d  q e r m

F - 1

L g J .  s o  t h e  T h e o r e n r  w i ] l , b e , p r o v e c l  i f  r { e  p r o v e  t h e  f o t l c w i n g

l e m m a s :

L : H t ' 1 t ' 1 A  1 .  I  f  
_ f  €  O u  i s r  a  f  i . n r t e l y  d e t e r n f n e d  g e r m

t h e n  t h e r e  e x i s * u " *  I a r g e  ] i : n e a r  s p a c e  L  s u c h  t h a t

t K t ) . . t - "  c o n t a l n . s  a n  o p e n  Z a r i s k i  s u b s e t . o f  L s "

L S f " l t ' l A  2 ,  I f  L  i s  a  l a r g e  l l n e a r  s p a c e  t h e n  t h e r e

e x i s t s  a n  o p e n  Z a r i s k l  s u b s e t  U  o f  L s  s u c h  t h a t
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h a v e

f o r  a n y  ( f t r . . . r f s )  €  u ,

f o r  1 E  p  g  n . : $ - 1 .

h p t ' { $ p e c ( A / (  f  I  r . . .  r f  s )  )  ) , * o

P r o o f  o f  l e m m a  L .  i - e t  m  b e  t h e  a e t e r n : i r i a f  i o n  o r d e r

, s f  f  .  f J e  m e y  $ u p ' J l o s e  t h a t  t h e  c o m p o n e n t s  o f  f  a r e  F o -  r , : i

l y n o m d ; ' * l s  o f  d e g r e e  - € .  m .  L e t  l . i  b e  8 n  l n t e g e r  7  m + l  ,

l e t  
' L l  

b e  t h e  l i n e a r  s p a c e  s p a n g d , b y  f L r . . . r f s  a n d  L ?

a '  1 j - n e a r  s p a c e  o f  h o m o g e n o u s  p o 1 - y n o m i a l s  o f  d e g r e e  N  s u c h

n - :  v

t h a t  t h e  c o r r e s p o n c l l n g  m a p  I P n - 1

e v e r y w h e r e  c J e f  i n e r J  a n c !  f  i n i t e - t o - o n e  (  f  o r  l n s t a n c e  l e t  L z

b e  s p a n e c i  b y  a l  o  .  .  .  , a X  )  .  F ' u t  L * L 1 s  L 2 .  r t  i s  e a s y  t o

c h e c k  t h a t  L  i s  a  l a r g e  l i n e a r  s p a c e  i  o n  t h e  o t h e r  h a n $ r 1

i f  $ J  d e n o t e s  t f , e  c o m p o s i t i o n  o f  c a n o n i c a l  m a p s

. a  : {

. s  s  s
L" * LI *--*_-> A Lt

* - r ( o )  c l e a i l y  l i e s  J . n s i c J e

t h e n " t h e  c o m p l e m e n t  l n  L s  o f

J { r .

F tn

V

I
s l

I
IP

P r o o f  a f  l e m m a  2 .  B y

a  d i a q r a m

. . .r .  : .  i
w h e r e  g  i s

smoot  h and ' ,  h

By  [3e r t iR :1 , *  s

open  Za r i . s , k l

H i r o n a k a ' s  r e s o l u t l o n  t h e r e  e x i s t s

. \
. : - - - - - - ?

a  b i r ' - a t i o n a l  F r o i e c t i v e  m o r p h i s m ,  V  1 s  o i . . : . . .

i s  e v e r y w h e r e  d e f i n e d .  F u t  X =nx05L(  1 )

t h e o . * *  f  ? t  p . 3 3 ]  t . h e r e  e x i s t s  a  n o n - e m p t y

s u b s e t  D  o f  ( P l ) *  s u c h  t h s t  f o r  a n Y

C I  t h e  s c h e m e - t h e o r e t i c  i n t e r s e c t i o n( * t  r .  .  .  i H s )  €
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s  s  , , - \  n -11 * r )
t = 1

, i s s m o o t h a n c i c c n n e c t e c l ' L e t U b e t h e i l r e i m c q e o f 0

u n d e r  t h e  p r o i e c t i o n  1 - 3 *  - > ( I 3 L ) s  a n d  l e t  f l r . . ' r f s €

€ t . b e t h e p o l . y n o m i a l s - c o r r e S p o i r c l i n g t o } 1 1 1 . : . r H s . T h e n

$  t s  a  s m o o t , i r  p r ' 6 i e c t i \ , ' e  m o d e t r  o f  t h e  f , u n c t i o r t  f i e l d  o f

a r hp,:, ( [i ] *o {o,,t,s p e c  ( n / t t l r . . .  r f e ) ) .  L e t ' s  p r o v e  t h

I  5  p  €  n - s - l .  t ] i e  h a v e  a n  ? x a c t  $ e q u e n c e

, o l u  ,O i  - )  HP(s  , 0 , r )  ->n t : " t ( v r r )

'  
w h e r e  J  i s  t h e  i d e a l  s h e a f  o f  S  c ' n  V  '  $ i n c e  5 P o 1 V 1 =

,  o o ,  * .  1 ' l  ts n '  i l l -  l * o  f o r  p /  L  w e  o n l ' y  h a v e  t o  p r o v e  t h a t

- - 1  .  A eo  
l { Q ( V r J l * g  f b r  q  < n - s .  F ' 1 1 , t  e * ( ^ & " t ) ' * u i  w e  h a v e ' ! h e  9 1 a c t '

K o s z u l  c c m ; r l e x

].
"  $ i n c e  A <  t t a r e  c J i r e c t  s u m s  o f  n e g a t i v e  p o w e r s  o f  &

w e  h a v e  b y  t h e  G r a u e r t - R i e n e n s c h n q j ^ d e r  v a n S ^ s h i n g  t h e o r e m  f 4 l

. , i a "
t h a t  i { q ( v ,  n  E ) = o  f  o r  a n y  i = l  r . .  r r i  g n c '  Q = o ' r ' "  , n - l '

D e c o n : p o s i n g  t h e  K o s z u l  c o m n l e x  i n t o  s h o r t  e x d c t  s e q u e n c e s

a n c l  a p p l y i n g  i n C r : c t i o n  v i e  g e t  H q ( y . r J  l * O  f  o r  q  <  n - s

a n d  w e  a r e  d o n e .

2 .  l ( i 1 J - i n g  f r d . j * l

. f

n
I n  t h i s  {  w e  s u p p o s e\,

g6fr-gral:;orrsfrrc t ion$ .

d im  3 ,  =2 .  { t r f e  beg in  w i th  some " ' * , , , 1 ' } i : . r



- 7 -

r*__\-_J
a ''  

F i r s t  w e  ! 1 , i 1 1  s h o w  t h a t  f o r  a n \ y '  n o e m a l "  a l g e b r a i c  s u r f a c e

Y  w h o s e  c l a s s  c r o u p  C 1 ( Y )  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  i  t h e r e

' e x i s t $  
a " c a n o n i c f f l " ' p o s j - t i v e  d e f  i n i t e  Q  - b i l . i n e a r  f o r r n .
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s r o u p  i . s  f  i n l t e t y  s e n e r o t ; e d  w e  h a v e  a  c a n o n i c a r  d e c o m p o -
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f  €  U  a n c J  a  r c f l r e s e n t  a t  i c n
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t o  t h e  e n b e d d i n g  X  c  S p e c ( A )  t h e n  '  . ' r r i

1 .  F , t  i s  g l o b a l l y  i n v a r i a n t  u n d e r  f , f  t o .  o l y  d  V  , L . , ,
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T h i s  t o g e t h e r  w i t h  t h e  a h o v e  p r o f l l ; s i t i o n  S i v e $  t h e  v a n l -
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L 3  l p  " 3 3  J  a g e r i n ,  1 3  l s  s n i o o t h  c o n n e c t e t j  "  L e t  b : Y l  * - - - - +  V

b e  t  h e  b l o v ; i n r r  r / 0  o  f V  a )  o n g l  B  a n c j  I  e t  F  b e  t  h e  a X -
V

c e p t i b n s f  l o c L r s  o f  b "  T h e  r e t i o r r a l  m a p  V  - r F p

L i f  t s  t h e n  t o  n  r n r i r p h i s m  f V  - _ - t  # U ,  L e t  ) €  F , p  b e

a  g c r i e r i c  p o f " n t  o f  X ' u ,  (  i n  l ' l c i L ' s  s e n s e )  o v e r  t ' h e  c o m m o n

f  1 e 1 d  o f  d e f  i r r i . t i o n  o f  o u r  v a r i e t i e $  e n C  r n o r p h i s n r s ,  w r l t e
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, z t )  ) , ? )  .

t  i f '  
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a n y  5 r - L n v a r i 6 n t  e l e m e n t  i . s  ? r t * i n v a r j a n t .  r n c l e e d  f l u t
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b y  a n  j . r l e d u c i b l " e  c u r v e  , r " r o l l o w s  t h a t  

* i c t ( E i j ) = c l ( E u * )
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\  T o  s e e  t h a I  t h e  F r J ' u  a r e  g J " o ! : a ]  J . y  i n v a r i a n t  t a l < e

a r r  l r r e d t r c l F : l c  c u r v e  f i  o n  Y  o f  c l e g r e e  d  a n c l . L e t  , :

C I l  h r e t  1 t s  p r o i l l r  t r a r , , o i i . , r *  o n  S ;  \ n r e  h . q v e  ( q o H . D 1  ) = t 1 .
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