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W I T H  I S O L A T E D  S I N G U L A R I T I E S

b y  A L E X A N D R U  D I M C A

Let  V be a complex p-r " .q j - -e j ._ t_ iyg complete in tersect ion having only

i s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s  a t  t h e  p o i n t s  a .  f o r  i = 1 , . . . , k .

I n  t h i s  p a p e r  w e  i n v e s t i g a t e  t o  w h a t  e x t e n t  t h e  i n l g g l g l  h o n r o l o g Y

a n d  t h e  c o h o m o l o g y  a i g e b r a  o f  V  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  l o c a l  i n f o r m a t i o n

a s s o c i a t e d  t o  t h e  s i n g u l a r i t i e s  ( V , a , ) .  T h e  r e l e v a n t  l o c a l  , p r o p e r t i e s  o f

t h e  s i n g u l a r i t i e s  ( V , a i )  t u . n  o u t  t o  b e  c o n t a i n e d  i n  t h e i r  M i l n o r  l a t t i c e s

1 . .
I

l n  t h e  f i r s t  s e c t i o n  w e  r e c a l  I  s o m e  f a c t s  o n  t h e  h o m o l o g y  o f  a

s m o o t h  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n .  T h e  o n l y  n e w  r e s u l t  h e r e  i s  m a y b e  t h e  o b s e r -

v a t i o n  t h a t  t h e  m i d d l e  h o m o l o g y  g r o u p  o f  s u c h  a  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n

( r e o a r d e d  a s  a  l a t t i c e  w i t h  t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m )  c o n t a i n s  i n  a  n a t u r a l

w a v  a  r e d u c e d  M i l n o r  l a t t i c e  G L l R a d  L  ( s e e  ( 1 . 4 ) ,  ( 1 . 5 )  ) .

I n  t h e  n e x t  s e c t  i o n  w e  f J r o v e  t h e  m a  i n  r e s u  I t  o f  t h e  p a p e r  ( ' f  h e o *

r e m  2 . 1 )  w h i c h  s a y s  t h a t  t h e  h o m o l o g y  o f  V  i s  d e t e r m i n e d  b y  a  m o r p h i s m  o f

I  a t t  i  c e s

C 9 , , :  L .  @  @  L , . . _ - + L
l v  I  K

m o r e  p r e c i s e l y ,  b y  i t s  k e r n e l  a n d  c o k e r n e l .  ( W e  d e n o t e  b y  @  o r t h o g o n a l

d  i  r e c t  s u m s .  )

I n  f a c t ,  t h e  s o u r c e  a n d  t h e  t a r g e t  l a t t i c e s  d e p e n d  o n l y  o n  t h e

i n f o r m a t i o n  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s ,  t h e  d i m e n s i o n  a n d  t h e  m u l t i -

e  o f  V .  T h e  q l o b a l  u n k n o w n  i n f o r m a t i o n  o n  w h i c h  t h e  h o m o l o g y  o f  V  c i e p e n d s

t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o n  V )  i s  c o n t a i n e d  i n  t n u  a p p l i c a t i o n

l o c a l

deg re

( e .  g .

fv i t s e l f .

T h e  t h  i  r d  s e c t  !  c n i s  a r l t h m e t i c  i n  n a t u r e .  A s s u m i n g  t h e  l a t t i a e s



I n  p a r t i  c u l a r '  w e  c o m p u t e

h y p e r s u r f a c e  s i m p l e  s i n g u l a r i t i e s  A *

w e  a r e  a b l e  t o  p r o v e  t h a t  T ( V ) = O  i n  a

L i  n o n d e g e n e r a t e ,  w e  s h o w  t h a t  t h e  t o r s i o n  p a r t  T ( V )  o f  t h e  h o r n o l o g y  o f  V

b e l o n g s  t o  a  f i n i t e  s e t  o f  q r o u p s  w h i c h  i s  c o m p u t a b l e  e n t i r e l y  i n  t e r m s  o f

t h e  l a t t i c e s  L i ,  u s i n g  t h e  f o r m a l i s m  o f  d i s c r i m i n a n t  ( b i l i n g a r )  f o r m s  a s s o -

c i  a t e d  t o  l a t t  i  c e s

t h e  d i  s c r i m i n a n t  f o r m s  a s s o c i a t e d  t o  t h e

,  D *  a n d  E r .  U s i n g  t h e s e  c o m p u t a t i o n s ,

T h e  r e s u l t s  i r r  t h i s  s e c t i o n

l o t  o f  c o n c r e t e  s  i  t u a t i  o n s .

were  wo  rked  ou t  . ! o  i  n t  l y  w  i  t h  my  s  tuden  t

A .  N e m e t h y

'  
I n  t h e  f o r t h  s e c t i o n  w e  c o m p u t e  t h e  h o m o l o g v  o f  t w o  c l a s s e s  o f  v a -

r i e t i e s :  t h e  c u b i c  s u r f a c e s  i n  p 3  a n d  s o m e  ? - m - d i m e n s i o n a l  c o m p l e t e  i n t e r s e c -

t i o n s  o f  t w o  q u a d r i c s .  l n  t h e s e  f a v o u r a b l e  c a s e s  t h e  a r i t h m e t i c  o f  t h e  l a t t i -

c e s  L .  a n d  f  d e t o r m i n e s  c o m o l e t e l y  t h e  a p p l i c a t i o n  f f * , '- i

I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w e  c o n s i d e r  t w o  c . o m p l e t e .  i n t e r s e c t i o n s  V o  a n d

V ,  w i t h  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s  a t  t h e  p o i n t s  a .  s u c h  t h a t  t h e  5 i n g u l a r i t i e s

( V . " . )  a n d  ( V . , a , )  a r e  i s o m o r p h i c  f o r  i = ' i  , . . . , k .  \ d e  q i v e  i n  t h i s  s i t , u a t i o n
O '  I  t ' - i '  

r  " -  - '  
I

a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  s u c h  t h a t  V o  a n d  V ,  h a v e  t h e  s a m e  h o m o l o g y  ( P r o n o s i t i o n

5 . 1 ) .  A l s o  w e  s h o w  h o v r  t h i s  r e s u l t  c a n  b e  u s e d  t o  r e l a t e  t h e  m o r p h i s m s  f f u  t o
l v

t h e  a d j a c e n c y  o f  s i n g u l a r i t i e s .  T h i s  d e v i c e  i s  b a s i c  w h e n  t h e  l a t t i c e s  L t  a n d

T  g i v e  t o o  l i t t i e  i n f o r m a t i o n  o n  , ( U ,  a s  f o r  i n s t a n c e  i n  t h e  s i m p l e  c a s e

o f  a n  o d d - d i m e n s i o n a l  A , - s i n g u l a r i t y .

l n  t h e  f i n a l .  s e c t i o n  w e  p o i n t  o u t  h o w  t h e  m o r p h i s m  C f U  d e t e r m i n e s
l v

t h e  c o h o m o l o g y  a l q e b r a  o f  V  w i t h  c o e f f i c i e n t s  i n  a n  u n i t a r y  r i n g '  T h i s  p r o -

v i d e s  u s  w i t h  a  f i n e r  t o o l  f o r  s h o w i n q  t h e  n o n - h o m o t o p y  e o u i v a l e n c e  o f  s o m e

v a r i e t i e s  ( s e e  ( 6 . : ) ) .  C o n v e r s e l y ,  i n  t h e  c a s e  o f  s u r f a c e s ,  t h i s  r e s u l t  c o m -

b i n e d  w i t h  W h i t e h e a d  c l a s s i f i c a t i o n  o f  s l m p l y  c o n n e c t e d  4 * d i m e n s i o n a l  C ! J - c o m -

p l e x e s ,  c a n  b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  c e r t a i n  s u r f a c e s  a r e  h o m o t o p y  e q u i v a l e n t

( s e e  ( 6 . 4 ) ,  ( 6 . 5 ) ) .  i

-lB3qqffi
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I .  THE HOMOLOGY OF SMOOTH COMPLE 'TE  INTERSECTIONS

l n  t h i s  s e c t i o n  w e  r e c a i  I  s o m e  f a c t s  c o n c e r n i n g  t h e  ( i n t e g r a l )

h o m o l o g y  g r o u p s  H i ( v )  o f  a  s m r : o t h  c o m p r e t e  i n t e r s e c t i o n  v  c  f e n + p  w i t h

d i m . V = n  a n d  m u l t i d e g r e e  ( d 1 , . , . , 0 0 ) .

I t  i s  w e l l  k n o w n .  t h a t  H , ( V ) = H i ( C p n )  e x . " p t  f o r  H n ( V )  w h i c h  i s  a

f  r e e  g r o u p  o f  r a n k  b n ( V )  ,  c o m p u t a b l e  
' i n  

t e r m s  o f  d , , . . . , d p  [ t r ] .

l f  P l = . . . = P O = O  a r e  t h e  h o m o q e n e o u s  e q u a t i o n s  o f  V ,  t h e n  t h e r e  i s

a  n a t u r a l  s l - b u n d l e  p : K - > V ,  w h e r e  K = f x e f  n + P n l ; 1 * 1 = 1  
,  R , ( x ) = . . . = l o ( * ) = O ) .

w e  c a l l  p  t h e  M i l n o r  s l - b u r r d l e  o f  t h e  v a r i e t y  V  a n d  n o t e  t h a t  i t

g i v e s  a  G y s i n  s e q u e n c e  i n  h o m o l o g y

p -  u i
( t . t )  . . . ? n ,  ( r )  J  n , ( v )  ' n  H i _ z ( v )  - - r H , _ , ( r ) - - ' . . .

F o r  n  o d d ,  u n + l  i s  m u l t i p l i c a t i o n  b y  d = d l .  " . . d o = d e g  V .  F o r  n  e v e n ,

t h e  s a m e  i s  t r u e  f o r  u n o u n + 2 .

T a k e  n o w  a  h y p e r p l a n e  H  i n  f R n + P  s u c h  t h a t  W = V  f l  H  i s  s n o o t h  a n c l  l e t

u s  d e n o t e  b y  N  a  t u b u l a r  n e i g h b o r h o o d  o f  W  i n  V .  l t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e

a s s o c i a t e d  S l -  h l n d l e  0 N * + \ . /  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  H i l n o r  S l - b u n d l e  o f  t h e  v a -

r i e t y  \ , 1  ( u s e  t h e  e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  S l - b u n d l e s a n d  c o m p l e x  I  i r r e  b u n d l e s ) .

N e x t  w e  p r o v e  t h e  f o l  l o w i n g  b a s i c  r e s u l t .

L e m m a  1 , 2 .  T h e  a f f  i n e  v a r i e t y  u = V : w  i s  h o m e o m o r p h i c  t o  t h e  M i l n o r

f  i b e r  o f  t h e  s i n g u l a r i t y  ( X , o ) = ( c o n e  o v e r  \ ^ / ,  v e r t e x ) .

P r o o . l .  A s s u m e  t h a t  x o = O  i s  a n  e q u a t i o n  f o r  t h e  h y p e r p l a n e  H .  T h e n

U  c  g n + P  i s  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  f  ,  
( X ) = 0  f o r  i = 1 , . .  . , p ,  w h e r e  X = ( x , , . . . , r , . , * p ) ,

f i ( x ) = r , ( l , X ) = Q i ( x ) + q i ( l )  w i t h  Q i  a  n o m o g e n e o u s  p o l y n o r i " l  o f  d e g r e e  d ,  a n d  Q f

a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  <  d i .

N o t e  t h a t  Q . , = . . . = Q p = 0  a r e  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  s i n g u l a r i t y  ( X , o )  .

Nex t  t ake  u=x - . r ' l  f o r  a  rea l  number  r  and  deno te
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I t  f o l l o w s  t h a t  u r n B e .  + "  u [ 1 8 r , .  ,  w h e r e  B e = { y € C n n p ; l v l < e }  a n o

m  i s  m u l t i p l i c a t i o n  b y  r .  W e  h a v e  a l s o  y e U .  i f  a n d  o n l y  i f

n l - t  \  ^  /  \  ^ ! t  \  
" c l '

\ r i  \ y / = Q i  ( V )  *  a i  ( r y )  . p  t  =  0  f o r  i = l 0 . . . , p .

F o r ' r  b i g  e n o u g h ,  t h e  e q u a t i o n  Q f - 0  i s  n o t h i n g  e l s e  b u t  a  s m a l l

d e f o r m a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  Q i = 0 .

I t  f o l l o u t s  t h a t  U r O  B ,  i s  t h e  M i l n o r  f  i b e r  o f  t h e  i s o i a t e d  s i n g u -

l a r i t y  o f  c o r n p l e t e  i n t e i - s e c t i o n  ( X , o )  [ , 9 ] .

0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  f o r  a n y  a l g e b r a i c  ( p o s s i b l y  s i n g u l a r )  s e t  z . C N ,

i t  i s  k n o w n  t h a t  z n B r  i s  h o m e o m o r p h i c  t o  z  f o r  r  b i g  e n o u o h .  g

1 ' h q  M a y e r - V i e t o r i s  s e q u e n c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c o v e r  V = U  u N  c o n -

t a  i n s  t h e  r n o r n h  i s m

j = ( j  
i , j 2 _ ) z H n ( u  n N ) . ' * H n ( u )  +  n n ( n )

a n d  w e  w a n t  t o  i n t e r p r e t  t h e  c o m p o n e n t s  j i  o f  t h i s  m o r p h i s m  a f t e r  w e  r q p l a c e

u f l N  b y  ? N * K / =  t h e  t o t a l  s p a c e  o f  t h e  H i l n o r  s l - b u n d l e  o f  | { ,  u  b y  X =  t h e

H i l n o r  f  i b e r  o f  ( X , o )  a n d  N  b y  t h e  v a r i e t y  r , / .

t r d e  d e n o t e  b y  L  t h e  1 4 i l n o r  l a t t i c e  ( U n ( l )  ,  (  ,  ) )  w h e r e  t h e  i n t e r s e c -

t i o n  f o r m  (  ,  )  i s  s y m t e t r i c  f o r  n  e v e n  a n d  s k e w  -  s y m m e t r i c  f o r  n  o d d .  F o r

a n y  s u c h  l a t t i c e  L ,  w e  d e n o t e  b y  R a d  L  t h e  s u b l a t t i c e  { x e l ;  
( x , y ) = 0  f o r  a n y

y € L ]  a n d  c a l l  t h e  q u o t i e n t  I = L / R a d  L  w i t h  t h e  i n d u c e d  b i l  i n i a r  f o r m  t h e  r e d u -

c g d  M i l n o r  l a t t i c e  o f  t h e  s i n g u l a r i ' t y  ( X , o ) .

l , / i t h  t h e s e  n o t a t i o n s ,  j ,  c a n  b e  i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  n a t u r a l  i n c l u -

s  i o n

l ln (K'  )  = Rad L *-+ L

a n d  j 2  c a n  b e  r e a d  o f f  t h e  c o r r e s p o n c l i n g  C y s i n  e x a c t  s e q u e n c e  ( t . t ) .

u , -  = [ v € C n o P ;  f , ( r y ) * o  f o r  i = 1 , . . . , p ] .
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We ge t  t hus  the  exac t  sequence

_ p
( 1 .  3 )  0  * > L  +  H ^  ( w )  ' +  H -  ( v ) * >  H  ,  ( K r )  

' t o  
H  .  ( t , l )n  n '  n - l ' -  " n - 1 " ' ,

C o r o l l a r y  1 . 4

d e n o t e s  t h e

i n t e r s e c t i o n  f o r m ,  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  r e d u c e d  H i l n s r  l a t t i c e  f  .  I n  p a r t i c t _ l _

l a r ,  L  i s  u n i m o d u l a r .

P  r o o . f  .  I n  t h  i  s  c a s e  H n  ( l / ) = 0  =  k e r  p *  ,  a s  c a n  b e  s e e n  f  r o m  t h e  c o r  r e s .

p o n d i n g  e x a c t  s e q u e n c e  ( i . l ) .  n

N o t e  t h a t  b y  r e c e n t  w o r k  o f  C h m u t o v  l e l ,  t h e  f a c t  t h a t  a n  o d t ] - d i m e n .

s i o n a l  h y p e r s u r f a c e  s i n g u l a r i t y  h a s  u n i m o d u l a r  r e d u c e d  1 4 i ' l n o r  l a t t i c e  h a s  i n -

t e r e s t i n g  c o n s e q u e n c e s  o n  t h e  m o n o d r o m y  g r o u p .

'  F o r  n  e v e n ,  l e t  h  € H n ( V )  b e  t h e  c l a s s  o f  t h e  c y c l e  c o r r e s p o n d i n g

t o  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  V  w i t h  a  g e n e r i c  ( p  *  
i )  

-  p l a n e .  A l t e r n a t i v e l y ,

h = u n * r ( 9 )  w h e r e  g  i s  t h e  c a n o n i c a l  g e n e r a t o r  o f  H n + 2 ( V ) .  
.

T h e n  i t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  < h , h ) = 6  u n 6  l e t  u s  d e n o t e  h r  t h e  o r : t h o -

g o n a l  c o m p l e m e n t  o f  h  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n t e r s e c t i o n .  f o r m  ( ,  )

Co.ro l la . r I  .1  .5 .

t ^ / i t h  t h e  n o t a t i o n s . a b o v e ,  t h e r e  i s  a  l a t t i c e  i s o m o r p h i s m  f  r y h r .

l r o o f .  f { h e n  n  i s  e v e n ,  i n  t h e  e x a c t  s e q u e n c e  ( t . l )  o n e  h a s  t l n ( w ) = / ,

ker p =7/a7.
' f i  - '  i -

T h e  i n c l u s i o n  \ ^ / c V  g i v e s  a n  i d e n t i f  i c a t i o n  s ( H n ( W )  ) = 7 . h .  T h e  a e o m e -

t r i c  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c y c l e  h  s h o w s  t h a t  s ( i )  c h . t .  A  s i m p l e  c o m p u t a t i o n  p r o -

v e s  t h a t  t h e  i a t t  i c e  f h + h t  h " ,  i n d e x  a  i n  H n  ( V )  a n d  h e n c e  .  ( I ) = h t .  
. i l

I ' J o t e  t h a t  t h e  o b v  i o u s  c o n s e q u e n c e s  o f  ( l  . 5 )  t h a t  h  
I  

i s  a n  e v e n  I  a t -

t i c e  t i n d  t h a t  a n y  c y c l e  c € h r c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a r r  e m b e d d e d  s p h e r e  S n c V  h a v e

b e e n  p r o v e c i  b y  c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  m e a n s  i n  [ f S J  ( 2 .  l )



. - a -

.  0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i t  f o l l o w s , f r o m  ( 1 . 5 )  t h a t  s i g n  f =  s i g n  V - 1 ,

r k L =  b n ( v ) - t  a n d  t h e s e  r e l a t i o n s  c a n  b e . u s e d  t o  g e t  u p p e r  b o u n d s  f o r  t h e  n u m -

b e r  o f  s i n g u l a r i t i e s  w h i c h  m a y  o c c u r  o n  a  c o m p l e t e  i n t e r s e c t l o n  o f  g i v e n  d i -

m e n s i o n  a n d  m u i t i a e c l r e e  l , 7 . l .-  L J

2 '  -cl t lPLErE' lNrEl l fcr l !N!.w1It1 Is0LATED s INGULAR tr tES

e  a s s u m e  f r o m  n o w  o n  t h a t  V  i s  a  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  i n  f e n + P

w i t h  d i m  V  =  n ,  m u l t i d e q r e e  ( 0 t , . . . , 0 0 )  a n d  h a v i n g  o n l y  i s o l a t e d  s i n o u l a r i t i e s

a t  t h e  p o i n t s  a .  f o r  i = 1 , . . . , k .  r f  H  i s  a  h y p e r p r a n e  s u c h  t h a t  \ d = V 0 i i  i s  s m o o t h ,

w e  d e n o r e  g g a i n  b y  ( X , o )  t h e  s i n g u l a r i t y  d e f i n e d  b y  t h e  c o n e  o v e r  \ 1 .

T h e n ,  e x a c t l y  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  ( r . r ) ,  o l u  c a n  s h o w  t h a t  u = V r l /

i s  h o m e o m o r p h i c  t o  a  s i n g u i a r  f  i b e r  i n  a  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r i t y  ( x , . o )  ,

a r b i t r a r y  c l o . s e  t o  t h e  s p e c i a l  f  i b e r  X .

. B y  a  r e s u l t  i n . t h e  n e w  b o o k  o f  L o o i j e n g a  [ t t ]  ( 7 . i 3 ) ,  w e  d e d u c e

t h a t  U  h a s  t h e  h o m o t o p y  t y p e  o f . a  b o u q u e t  o f  n - s p h e r e s  a n d  t h e r e  i s  a  n a t u ? a l

exac t  sequence

I t r
0 - + L l  @  . . .  @  L k  - - +  L - - r H n ( u ) - - - . " 0

w h e r e  L .  ( r e s p . L )  i s  t h e  M i l n o r  l a t t i c e  o f  t h e  s i n g u l a r i t y  ( V , a i )  t o r

i = 1 , . . . , k  ( r e s p .  ( X , o ) )  a n d  t h e  i n c l u s i o n  i U  r e s p e c t s  t h e  i n t e r s e c t i o n  f o r m s

i . e .  i t  i s  a  m o r p h i s m  o f  l a t t i c e s .

L e t  N  b e  a  t u b u l a r  n e i g h b o u r h o o d  o f  t /  i 1  v r f a r , . . .  , a u ] .  T h e  M a y e r -

V i e t o r i s  s e q u e n c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c o v e r  V = U u N  c o n t a i n s  t h e  m o r p h i s m

j - ( j  
,  ,  

j2 )  t  Hn (u  n  N)  - -+Hn (u)  +  un  (N)  .

A s  i n  t h e  s m o o t h  c a s e  t r e a t e d  i n  s e c t i o n  l ,  w e  c a ' n  i d e n t i f y  U A N r ? l t

w i t h  t h e  t o t a l  s p a c e  K /  o f  t h e  M i i n o r  S l - b u n d l e  o f  W  a n d  t h e n  t h e  c o m p o n e n t

j 2 = p *  :  H n  ( K /  )  * H n  ( n ) = n n  ( w )



, o n r . l i n g  s e q u e n c e  ( f  . f  ) .can  be  read  o f f  f r on r  t he  co r resp

The other  compon,3nt  j  , ,  corresponds to  the compos i  t  ion

i - i n  ( K d  ) = R a c l  L c * r ,  L  *  H n  ( U ) = L /  i m i V

I n  p a r l i c u l a r ,  j . ,  l r a s  t h e  s a m e  k e r n e l  a n d  c o k e r n e l  a s  t f r e  m o r p h i s m

f u  a e f i n e d  b y  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  i n c l u s i o n  i u  w i t f i  t h e  n a t u r a l  p r o j e c t i o n

L - + f  = l , / R a d  L .  T h e  a d v a n t a g e  o f  r e p l a c i n g  t h e  m o r p h i s m  j  
I  b v  

Y v  
i s  t h a r  t h e

l a t t e r  i s  a  m o r p h i s m  o f  l a t t i c e s .

\ { e  c a n  s t a t e  n o t i v  o u r  m a i n  r e s u l t .

T h e o r e m  2 . 1 .

(  i )  r i i  ( v ) = H i  ( C p ' t )  l g f  i l n ,  n + l

(  i  i )  H n  ( v ) = H n  ( C p n ) + c o k e r  
f u

Hn+ j (V)=Hn+-l (Cpn) + kerfv, y!:Ig "*" *{glo--l=_111g_:t *r-gLg-1
g  roups .

P r o _ g l .  T h e  p o i n t  ( i )  i s  c l e a r  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  U  i s  a  b o u q u e t  o f

n - s p h e r e s  a n d  f  r o r n  t h e  G y s  i n  s e q L r e n c e  ( f  .  f  )  a p p l  i e d  t o  W .

T h e  5 e c o n d  p a r t  ( i i )  r n u s t  b e  p r o v e d  s e p a r a t e l y  f o r  n  o d d  a n d  f o r

n  e v e n . l . / e  g i V e  t h e  d e t a i l s  o n l y  f r : r  t h e  c a s e  n  e v e n ,  w h l c f r  i s  s l i g h t l y  m o r e

d e l  i c a t e  t h a n  t h e  o t h e r  c a s e .

A s s  u m i n g  n  e v e n ,  o n e  h a s  H n + 1  ( h l ) = 0  a n d  t h e  M a y e r * V i e t o r i s  s e q u e n c e

a b o v e  g i v e s  H n + l  ( V ) = k e r  j  a n d  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

( 2 . 2 )  0  - r c o k e r  j  - j . * H n ( v ) * H , , - , ( r , )  - - L  u n - , ( w )

Now,  j r=0  and  hence  ke r  j  =  ke r  j . ,  =  ke r  YV ,  *h i ch  p roves  the  second

p a r t  o f  ( i i ) .

Moreove r ,  coke r  j =coke ,  
fV  *  Hn  (W)  and  ke ,  p *= f /a f  .

T h e r e  i s  a  n a t u r a l  S l - b u n d l e  q : K - - + V  c o n s t r u c t e d  a s  i n  s e c t i o n  I  a n c l

b y  a  r e s u l t  o f  H a m m  [ '  , ]  K  i s  ( n - l )  -  c o n n e c t e c i .  l f  a = i F b ,  w h e r e  i : v c f , P n + p  a n d



-  t t *  
:

b 6 H z ( C p n + P )  i s  t h e  s t a n d a r d  g e n e r a t o r ,  t h e n  t h e  n r o r p h i s m  u * : H * ( V )  - + [ 1 r - r - ( V )

w h i c S  o c c u r s  i n  t h e  G y s i n  s e q u e n c e  o f  q  i s  p r e c i s e l y  t h e  c e p - p r o d u c t  w i t h  a .

I n  p a r t i c u ' l  a r ,  f r o m

u = u
H n ( v )  * ! - *  H n - z ( v ) = Z - + H n - ' ( K )  = Q

i t  f o l  l o w s  t h a t  t h e r e  i s  a n  e l e m e n t  f r o e  H n  ( V )  s u c h  t h a t  u  ( h " ) = l  .  l J e  d e d u c e  t h a t

H n ( V ) = k e r  u  + 1 h o .

L e t  g e H n  ( \ / )  b e  a  g e n e r a t o r  a n d  h = i r [ S )  w h e r e  i o : W  c V .  T h e n ,  b y  c o m -

p a r i n g  t h e  G y s i n  s e q u e n c e s  f o r  l d  a n d  V ,  i t  f o l l o w s  t h a t  u  ( h ) = t a  a n d  h e n c e

h = ! d h ^ + h  t  f o r  s o m e  h t 6 k e r  u .
o

0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i t  i s  c i e a r  t h a t  s ( c o k e t f V )  i s  c o n t a i n e d  i n

k e r  u  a n d  h e n c e

i m s c k e r  u  + 7  h

B u t  t h e s e  t w o  i n c l u s i o n s  m u s t  b e  e q u a i i t i e s  s i n c e  t h e  i n d e x  o f  k e r  u  + f n  i n

H n ( V )  i s  e q u a l  t o  d ,  w h i c h  i s  t h e  i n d e x  o f  i m S  i n  H n ( V )  t y  ( Z . Z ) .  
I

A s  t r i v i a l  c o n s e q u e n c e s  o f  t h e  T h e o r e m  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g

C _ o r o l l a r y  2 . 3

( i )  H ^ , . , ( v )  i s  t o r s i o n  f r e e
t t r  I

- r l  t - 1( i  i )  I ( v )7 ( vo )+  
( -  l ) " - '  

, i o$v ,a , )
'  ^ ,

wnere  L  oenores  the  Eu le r -Po inca16  cha rac te r - i s t i c .  V  i s  a  smoo ! !_ -qgP- l *e - !9 .

i n t e r s e c t i o n  w i t h  t h e  s a m e  d i m e n s i o n  a n d  m u l t i d - u - q , 1 ^ 9 - 1 9 u , V  
" 1 { p t ( V , a i ) = r k l ' =

= t h e  M i l n o r  n u m b e r  o f  t h e  s i n g u l : f i " l : _ y  ( v , a , ) .

T h e  d i f f i c u l t y  i n  a p p l y i n g  T h e o r e m  ( 2 . 1 )  i n  c o n c r e t e  c a s e s  c o n s i s t s

i n  t h e  f a c t  t h a t  o n e  d o e s  n o t  k n o w  h o w  t o  i d e n t i f y  t h e  e m b e d d i n g  i U  s t a r t i n q ,

l e t ' s  s a y ,  f r o n t  t h e  e q u a t i o n s  o f  V .  T h e  r e s t  o f  t h e  p a p e r  f s  d e v o t e d  t o  v a r i o u s

d e v i c e s  t o  c i r c u m v e n t  t h i s  d i f f i c u l t y



- 9 "

Remark  2  "4

T h e  r e d u c e d  l " l i l n o r  l a t t i c e f  i s  t h e  s a m e  f o r  a l l  t h e  c o m p i e t e  i n -

t e r s e c t i o n s  V  o f  g i v e n  d i m e n s  i o n  u n a  r n u l t i d e q r e e  ( a n d  f o r  a l  I  c h o i c e s  o F  a

s m o o t h  h y p e r p l a n e  s e c t i o n  I n / )  b y  l - 4 ,  c o n s t a n t  d e f o r m a t i o n s  a r q u r n e n t s .  S o m e t i m e s ,

t  f  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n q  ( 1 . 4 )  a n d  ( 1 . 5 ) .

3 .  S  I N G U L A R  I T  S  \ d  I T H  N O N D E G E N [ R A T E  M  I  L N O R  L A T T  I C E S

F i  r s t  w e  r e c a l  I  s o m e  b a s i c  d e f i n i t i o n s  c o n c e r n i n g  l a t t i c e s .  B y  a

l - a " t t i . c e  ( M ,  (  ,  ) )  w e  m e a n  b  f  i n i t e l y  g e n e r a t e d '  f  r e e  a b e l i a n  g r o u p  M  t o q e t h e r

w i t h  a  b i l i n e a r  f o r m  (  ,  )  o n  M  w h i c h  i s  e i t h e r

( i )  s y m m e r r i c  a n d  e v e n  i . e .  ( x , * ) = 0  ( m o d  2 )  f o r  a n y  x e H ,  o r

( i i )  s k e w  -  s y m m e t r i c .

I / e  c a l l  t h e  l a t t i c e  M  n o n d e g e n e r a t e  i f  R a c l  M = 0 .  l n  t h i s  c a s e  t h e

n a t u r a l  h o m o m o r p h i  s m  o f  q r o u p s

- * M l = H o m  ( y , 7 ) ,  i M  ( x )  =  ( x ,  .  )

i s  a n  e m b e d d i n g  a n d  t h e  d i s . c r i _ m i n . a . n t  g l o - g p -

f i n i  t e  g r o u p  c o k e r  i M .

D ( M )  o f  M  i s  b y  d e f i n i t i o n  t h e

T h e  n a t u r a l  n u m b e r  d e t  M  e q u a l  t o  t h e  o r d e r  o f  t h e  g r o u p  D ( M )  i s  a n

i m p o r t a n t  n u m e r i c a l  i n v a r i a n t  o f  t h e  l a t t i c e  M .

I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  l a t t i c e  M  i s  c a l  I e d  u n j J g j l u l a r .  i f  d e t  M = l .  l f  M

i s  a  s u b l a t t i c e  o f  a n o t h e r  l a t t i c e  N  s u c h  t h a t  r k  M =  r k  N  ( e q u i v a l e n t l y ,  t h e
- f ' l  .

i n d e x  I l t : t l J  i s  f i n i t e )  r h e n  o n e  h a s  t h e  e q u a l i t y

( 1 .  r  ) a e t  M  = [ N  t  * ] '  d e t  N .

Now we come back

p r e v  i  o u s  s e c t  i  o n )  .

i t :  M

t o  o u r  m a i n  p r o b l e m  ( a n d  t o  t h e  n o t a t i o n s  f r o m  t h e



-  l 0  -

L e m m a  3 . 2

( i )  l f  t h e  H i  l n o r  l a t t i c e s  o f  a l  I  t h e s i n g u l a rp *o i .n t s  a ,€V a r e  n o n -

. i "qggl* i?!_?r th_"-n Hn*, (v)=Hnn.,

-  L - " P ( v , a , ) .
i = l , k l  

I

( C P n )  a n d  t h e  r a n k i s  b  ( V ) = b  ( v  ) -n '  n '  o '
o f  H  ( v )

t l

( i i )  l f  t h e  l { i l n o r  l a t t i c e s  o f  a i l  t h e s i n q u l a r  p o i n t s a r e  u n i -a . e v

roduIif ,*_tl"T _l.1_:!-1tl:":l Hn (v) i:"_I_Ij:.:*gfyll

P r g o f '  T h i s  r e s u r t  c a n  b e . e a s i r y  d e r i v e d  e i t h e r  f r o m  ( z . r )  o r  u s i n g

t h e  s i m p l e  o b s e r v a t i o n  t h a t  V  i s  a  Q - h o m o l o g y  ( r e s p .  a  / - h o m o l o g y )  m a n i ' f o l d  i n

c a s e  ( i )  ( r e s p '  i n  c a s e  ( i i ) ) .  T h e n  t l r e  P o i n c a r d  d u a l i t y  o v e r  Q  ( r u s p  . o v e r  f )
a n d  t h e  f o r m u l a  f o r  

X ( V )  i n  ( 2 . ,  q i v e  t h e  r e s u l t .

E r q m p I e s . . i . , 3

l f  n = d i m  V  i s  e v e n ,  t h e n  t h e  M i l n o r  i a t t i c e s  o f  t h e  s i m p l e  h y p e r -

s u r f a c e  s i n g u l a r i t i e s  A r ,  D m ,  E 6 ,  E ,  a n d  E ,  a r e  n o n d e g e n e r a t e .  r { o r e  p r e c i s e r y :

d e t  A * = m + 1 r  d e t  D r = 4 ,  d e t  E r = 9 - m  a n d  h e n c e ,  i n  p a r t i c u l a r ,  E B  i s  u n i m o d u r a r .

( N o t e  t h a t  w e  u s e  t h e  s a m e  s y m b o l  f o r  a  s i n g u l a r i t y  a n d  i t s  M i l n o r  l a t t i c e ! ) .

T h e s e  a n d  m a n y  o t h e r  e x a m p l e s  o f  e v e n - d i m e n s i o n a i  h y p e r s u r f a c e  s  ! n g u l a r i  t  ! e s

r v i t h  n o n d e g e n e r a t e  M i r n o r  I a t t i c e s  c a n  b e  f o u n d  i n  E b e r i n q  p a p e r  I g ] .

I n  o d d  d i m e n s i o n s ,  w e  c a n  u s e  t h e  s t a b i  I  i z a t i o n  o f  s i n g u l a r i t i e s

( i ' e '  a c l d i t i o n  o f  a  s q u a r e  t o  t h e  c l e f  i n i n g  e q u a t i o n  o f  a  h y p e r s u r f a c e  s i n g u l a -

r i t y )  a n d  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  c o r r e s p o n d i n q  i n t e r s e c t i o n  m a t r i c e s  [ , 0 ]
t o  s h o w  t h a t  t h e  l a t t i . u s  A 2 m ,  E 5  a n d  E U  a r e  u n i m o d u l a r ,  w h i l e  t h e  l a t t i c e s

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  o t h e r  s i m p l e  h y p e r s u r f a c e  s i n q u l a r i t i e s  a r e  d e g e n e r a t e .

T h e  f i r s t  e x a m p l e s  i n  t h i s  r a n q e  o f  d i m e n s i o n s  o f  n o n d e q e n e r a t e  l a t -

t i c e s  w h i c h  a r e  n o t  u n i m o d u l a r  a r e  t h o s e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s i n q u l a r i t i e s

t  /  , , \t O , O ,  
r ( p , q ,  r  o d d )  

" n d  Q k ,  i ( i  e v e n )  w h i c h  h a v e  d e t  ' l - O , q , r = d e t  
O O , , = t  I e  ] .

F u t h e r  e x a m p l e s  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  p a p e r s  o f , B r i e s k o r n  I l l  u " a
r ' 1

Hamm Ll 2 I.

l {e  assume f  rom now on

( V , a i  )  h a v e  n o n d e g e n e r a t e  M i  l n o r

i n  t h i s  s e c t i o n  t h a t  a l  I

I  a t t  i  c e s  L ,  .  T h e n  t h e  m o

t h e  s i n g

rnh i sm fu

u l a r i t i e s

i s  a n



* l t

embedd ing  and

g roup

the  on l y  unknown

T ( V )  =  T o r s  H n ( V )  .

l d e  s h o w  n o w  t h a t  t h e  l a t t i c e s  L .
I

on  the  g roup  T (V)  .

T h e  a r i t h m e t i c  p r o b l e m  i s

t i c e  M ,  t o  d e s c r i b e  t h e  s e t  o f  f i n i t e

pa r t  o f  t he  homo logy  o f  .V  i s t h e  f i n i t e  t o r s i o n

p u t  s t r o n g  a r i t h m e t i c  r e s t r i c t i o n s

t h e  f o l  l o w i n g :

g  r o u p s

g i v e n  a  n o n d e r t e n e r a t e  l a t -

T (M) (*= t l o r s

I t  i s  a  s i m p l e  o b s e r v a t i o n  t h a t  i n  t h i s
l '

c e s  N  w i t h  r k N = r k M .

U s i n g  t h i s  f a c t  a n d  t h e  f o r m u l a  ( 3 .  t )  w e

r e s u  l  t .

w e  c a n  t a k e  o n l y  s u p r a l a t t i -

g e t  t h e  f o l l o w i n g s i m p l e ,  b u t  u s e f u l

Co re I I a r*v 3-. 4-r.

_ l l e e r ( m ) ,  t h e n

o f  F .  M o r e o v e r ,  i f  w e  a r e  i n s y m m e t r i c  c a s e  a n d  s i g n  ( n ) l O  ( m o d  8 ) ,  t h e n
,,

l r  l laet  m.

P r o . o l .  S i n c e  l f l  = [ n f  , M l  ,  t h e  f  i r s t  a s s e r t i o n  i s  c l e a r .  T h e  s e c o n d

lows  f  rom the  f  ac t  t ha t  an  even  symmet r  i c  I  a t t  i ce  N  w i  t h  s  i gn  ( f , { ) f  O

c a n n o t  b e  u n i m o d u l a r  h l l .  n
T J I J

T o  d e s c r i b e  m o r e  a c c u r a t e l y  t h e  s e t  T ( n )  w e  c a n  u s e  t h e  b i l i n e a r

d i s c r i m i n a n t  f o r m  o f  M ,  w h i c h  w e  d e f i n e  n o w .  T h e  b i l i n e a r  f o r m  o n  M  c a n  b e

e x t e n d e d  i n  a  n a t u r a l  w a y  t o  a  b i l i n i a r  f o r m  M l X f " f  l - q  a n d  t h i s  i n d u c e s  a  b i l  i -

n g a r  f o r m  U : O ( I ' , 1 ) X O ( n ) * Q / l  w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  b i l  i n e a r  d i E c r , i m i n a n t  f o r m  o f

( H / n ) ;  u  i s  a  s u p r a l a t t i c e  o f  M .  i . e .  M c N ] .

d i v i d e s  d e t  M ,  w h e r e d e n o t e s  t h e  o r d e r

d e t i n i t i o n

lrl'
t h e

lrl

p a r t  f o l

(mod 8)

n [a].
t f

t hen  the re  i  s

N

q

i s  b  s u p r a l a t t i c e  o f  M  s r - r c h

n a t u r a l  i n c l u s i o n  o f  f ( N )  i n

t h a t  F ( t l ) = n / U  i s  a  f i n i t e  s r o u p ,

D  ( M )  a s  a n  i  s o t  r o p  i  c  s u b q r o u p



I
i . e "  b I  F ( N ) x F ( N ) = 0 .  H o r e o v e r ,  t h i s  c o r r e s p o n d e n c e  d e f i n e s  a  b i j e c t i o n  b e t w e e n

s u p r a l a t t i c e s  N  o f  M  w i t r r  r ( r u )  f i n i t e  a n d  i s o t r o p i c  s u b g r o u p s  i n  D ( M )  [ A ]

( t  .  t r .  t r )  .  H e n c e  T  ( M )  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  s e t  o f  i s o t r o p i c  s u b s r o u p s  i n  o  ( M )  a n d

c a n  b e  c o m p u t e d  i f  t h e  b i l i n e a r  d i s c r i m i n a n t  f o r m  o f  M  i s  k n o w n .  A n d  t h i s

d i s c r i m i n a n t  f o r m  c a n  b e  c o m p u t e d  i n  m o s t  o f  t h e  c a s e s  u s i n g  t h e  o b v i o u s  f a c t

D ( M l  @  t 4 r ) = D ( m , )  o  D ( M 2 ) .

I n  t h e  s k e w * s y m m e t r i c  c a s e ,  o f f y  n o n d e g e n e r a t e  l a t t i c e  l , t  i s  a n

o r t h o g o n a l  d i r e c t  s u m  o f  e i e m e n t a r y  l a t t i c e s  t r . , = Z ( e 1 , e 2 )  w i t h  ( e , , e i ) = 0  a n c l

( e , , e r ) = d .  D i r e c t , c o m p u t a r i o n s  s h o w  t h a t  D ( M d ) =  Q t a z t 2  a r i d  b ( ( 5 1 , 6 . , ) ,

t ?  , ^  \ \  |  r  ,  r , - 1 ^ r a
\ a , b r ) ) = ( a l b r - a r b r ) d e ' Q / / .  I n  p a r t i c u l a r ,  i t  f o l l o w s  t h a t  T ( t " t ) = O  i f  a n d  o n l y

i f  H  i s  u n i m o d u l a r .

l n  t h e  s y m m e t r i c  c a s e  t h e  r e s u l t s  a r e  m u c h  m o r e  i n t e r e s t i n g .  T h e

b i l i n  a r  d i s c r i m i n a n t  f o r m . b  o f  a n  e v e n  l a t t i c e  M  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c o r r e s -

p o n d i r r g  q u a d r a t i c  f o r m  q : D ( M ) - r  8 / 2 ' l  ,  q ( x + M ) = ( ^ , * )  + 2 f  a n d  t h e  i s o t r o p i c  s u b -

g r o u p s  F  c D ( M )  a r e  t h e  s u b g r o u p s  F  f o r  w h i c h  q l F = 0 .

I n  t h e  n e x t  r e s u l t s  w e  d e t e r m i n e  t h e  q u a d r a t i c  f o r m s  c o r r e s o o n d i n q

t o  t h e  s i n E u l a r i t i e s  A * ,  D ,  a n d  E *  a n d  g i v e  s o m e  d i r e c t  c o n s e q u e n c e s .

T h e  p r o o f s  c o n s i s t  o f  s i m p l e  b u t  t e d i o u s  c o m p u t a t i o n s  i n v o l v i n g

t h e  c o r r e s p o n d i n q  i n t e r s e c t i o n  f c r m s  a n d  a r e  n o t  q i v e n  h e r e .

Pr-opg;it io.n 3-..5_.

( i  ) *?_ lA* )  = f /  (n+1)Z  and  q  ( i )= - ' (m+ t  ) - t

A s  a n  e x a m p l e ,  f o r  1 . < m . < 2 0  t h e  o n i y  n o n t r i v i a l  s e t s  T ( A m )  a r e  t h e

f o l  l o w i n g

l-sr,o-:.1-!-r-9.!-- L, 6

( i )  F o r  m  e v e n , .  D ( D m )  = ( 7 / 2 2 ) 2  a n . i  t h e  o e n e i ' a t o r s  u 1 r u 2  o f  D ( D , n )  c a n

( i i )  r ( A * )  = l Z ( " 2 ;  e l m + l  a n d  m ( m r t ) e - 2  i s  a n  e v e n  i n t e q e r ) .

T  (A7 )= t  (A r  
s )= {o  , 7 t27 \

r  (As)  =T (Ar  
7 )  

=  
[o , l t  tZ l ,



be  chosen  such  th*  q ( u , ) = - 1

-  1 3  _

/ \ t

f ld .  q  (u r )  =q  (u ,+ur )=0 ,6 / \ , 1  , l  / 2  acco rd  i  ng  ro  the

c a s e s  m : 0 , 2 , 4 , 6  ( m o d  8 )  .

( i i )  F o r  n r  o d d ,  D ( D*)=7/41 ana q ( i ) = l t t r ,  s / 4 ,  3 / 4 ,  t / \  a c c o r . d i n g

t o  t h e  c a s e s '  n = |  , 3 , 5 , 7  ( r n o d  B ) .

I n  p a r t i c u l a r ,  T ( n m : o  ( m o d  8 )  a n d  r ( n * ) = [ o ]

o t h e r w  i  s e .

,n )= io ,zrzz  ] io

P rop"os i t- i .on 3..7.

( i )  o( re  )  =Zt tZ j$  q  ( i )=zn

(i  i  )  o (e ,)  =ZtzZ ang q 6)=t /z
( i i i )  t r ( E u ) = o

rn p3r t j :y ] :1 ,  r  (Em)=lo] .

T h e s e  r e s u l t s  g i v e  o b v i o u s l y  i n f o r m a t i o n  o n  T ( V )  w h e n  t h e  e v e n - d i -

m e n s i o n a l  v a r i e t y  v  h a s  p r e c i s e l y  o n e  s i n q u l a r  p o i n t  o f  t y p e  A r n  ( r e s p . D ,  o r

U r )  a n d  s o m e  o t h e r  s i n g u l a r ! t i e s  w i t h  u n i m o d u l a r  M i l n o r  l a t t i c e s .  T h e s e  u n i -

m o d u l a r  l a t t i c e s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s i n g u l a r i t i e s  w i  l l  n o t  b e  m e n t i o n e d  a t

a l l  i n  w h a t  f o l l o w s ,  s i n c e  t h e i r  p r e s e n c e  . d o  n o t  a f f e c t  t h e  g r o u p  T  ( V ) a s

f o l l o w s  f r o m  ( 2 . 1 ) "  B u t  w e  c a n  a l s o  h a n d l e  w i t h  t h e s e  t e c h n i q u e s  t h e  c a s e  o f

s e v e r a l  s i n g u l a r i t i e s ,  a s  i s  s h o w n  i n  t h e  n e x t  t w o  e x a m p l e s .

Exjr,qple .3.. B

A s s u m e  t h a t  v  h a s  p  s i n g u l a r i t i e s  o f  t y p e  A 1  ,  Q  S i n g u r a r i t i e s  o f

t y p e  D -  ( f o r  v a r i o u s  e v e n  i n t e g e r s  m i )  a n d  r
"'i ".__-:**.*.J_*.._-_-.

o f  t y p e  E r .s i n g u l a r i t i e s

Then  T  ( v )= ( / / i l )S ,  where  2S .qp+2q+r .  Moreove r ,' i f  p  n f r i  +  7 r # 0  ( m o d  B ) ,  t h e

i n e q u a l i t y  a b o v e  i s  s t r i c t .

P.loof . Let l" l  be rhe

D (M) = ( l /2D '  
,  rvhe re t=p+lq+ r .

c€ ,  i t  f o l  l ows  tha t  F= (Z  /ZZ)s  .

p A ,  @ r E ,  @  D -  @  . .  .
'  t  , ' , 1

s u b g r o u p  F c D ( M )  i s

( r . A ) .  g '

D Then
mq

7/27 -r . . tor '  spa-

I  a t t  i  c e

S  i  n c e  a n y

Then  use

o
o



*  t t  -

Ixgelg-:.:2

l f  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o n  V  a r e  d e s c r i b e d  b y  a  s y m b o l  i n  t h e  f o l l o -

w i n g  I  i s t ,  t h e n  T  ( V ) = 0 :

2 A l ,  3 A 1 ,  A t A 3 ,  A 2 A 3 '  2 A 1 A 2 '  2 A 2 A 1

t p g f r .  L e t  u s  t r e a t  f o r  e x a m p l e  t h e ' c a s e  A t A 3 .  F i r s t  n o t e  t h a t  w e

c a n n o t  u s e  o n l y  ( 1 . + 1  t o  q e r  t h e  r e s u l t !  u s i n g  ( 3 . i l  w e  f i n d  o u t  t h a t

D(A1A3)  =T rL *4 t r ^o  q ( i , 8 )  =  -  
+  ^ ,  -  

l  o r .A  s imp te  ve r i f  i ca t i on  shows  t ha t
, A  A .  A  N

q ( a , b ) = 0  i n  Q / 2 L  i f  a n d  o n l y  i f  a = b = 0 .  l - i e n c e  t h e  o n l y  i s o t r o p i c  s u b q r o u p  i n

D ( A r A a )  i s  t h e  t r i v i a l  g r o u p
t t

4. Iwo ero{rlnr.c r,xnuplrs

I n  t h i s  s e c t i o n  w e  s h o w  t h a t  T h e o r e m  ( Z . l )  c a n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e

e x a c t l y  t h e  ( n o n t r i v i a l )  t o r s i o n  q r o u p  T ( V )  f o r  t h e ,  c u b . i c  s u r f a c e s  i n  f R 3  a n a

f o r  s o m e  t y p e s  o f  c o r n p l e t e  i n t e r s e c t i o n s  o f  t w o  q u a d r i c s .

)
T h e  s i n g u l a r i t i e s  w h i c h  m a y  o c c u r  o n  a  c u b i c  s u r f a c e  V c f f )  ( w i t h

i s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s )  a r e  t h L  f o l l o w i n g  P - ]

A1 ,  2A1  ,  3A1 ,  
5 t  

o r ,  , oz ,  
2 ,  

A1Az ,  A tA3 ,  A iA4  ,

A l A 5 ;  Z A J Z ,  2 A f 3 ; Z A r A , i  A 3 ,  A 4 , A 5 ;  D 4 ,  D 5 ;  E 6 .

A l l  t h e  g r o u p s  o f  s i n g u l a r i t i e s  i n  t h i s  l i s t ,  e x c e p t  t h e  f o u r  u n c l e r l i n e d  o n e s ,

c a n  g i v e  n o  t o r s i o n  b y  t h e ' r e s u l t s  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  T h e  n e x t  o r o p o s i -

t i o n  s h o w s  t h a t  t h e s e  f o u r  c a s e s  g i v e  i n d e e d  n o n t r i v i a l  t o r s i o n  i n  h o m o l o g y .

P r o p - o s i L j s n  4 . . ] - .  T h e  h o m o l o g y  o f  a  c u b i c  s u r f a c e  V c f e 3  w i t f r  i s o l a -

t e d  s i n g u l a r i t i e s  h a s  n o  t o r s i o n ,  e x c e p t  t h e  f o l  l o w i n q  c a s e s .

S i n g u l a r i t i e s  o n  V

!A r

3Az

T  ( V ) = T o r s  H "  ( V )
L "

. L t zz

7nZ



-" I r-: .-

A ,  A '
r )

2A lAg

R e m a  r k  4 .  2 .  T h e  h o r n o l o q v  o f  s o m e

7  t t 7
L I  " L

7tz:1

P r o o f .  W e g i v e  t h e  d e t a i l s  o n l y  f o r  t h e  c a s e  4 A , ,  t h e  o t h e r  c a s e s

b e i n g  s i m i  l a r .

T h e  r e d u c e d  l " l i l n o r  l a t t i . u  t  i s  i n  t h i s  s i t u a t i o n  E 5 .  W e  p r o v e

t h a t  a n  e m b e C d i n g  
f  

: 4 n ' , * + f 5  i s  u n i c l u e  u p  t o  a n  a u t o m o r p h i s r n  u  o f  t h e  I a t t i c e

t r  A  + s ^ +  I t n  - V ( +  r  
t  )  '

t 5 .  Assume tha t  ' r n . ,= l \ r  
I  r -4  )  r v i t h  f  1= -2 ,  ( t , f r }=o  ro r  i # i  and  tha t  E5=

= Z ( " 1  
" 5 )  

* i t h  t h e  p r o c l u c t s  g i v e n  b y  t h e  u s u a l  D ; r n k i n  d i a g r a m  i n  r . r h i c h

" 1 , . . . , e 5  
s t a y  i n  a  I  i n e  a n d  e U  i s  b e l o w  e ,  [ 2 J  .  S i n c e  t h e  \ { e ; r l  g r o L ] p  n u t  i E 5 )

i s  t r a n s i t i v e  o n  t h e  s e !  o f  v e c t o r s  v  w i t h  v 2 = - 2 ,  w e  c e n  t a k e  f ( f . , ) = * G .  l t

f o l l o w s  t h a t  Z  ( t , f  
3 , f  4 )  i s  e m b e d d e d  i n  e r l  ,  t h e  o r t h o g o n a l  c o m p l e m e n t  o f  e a .

I
A  b a s i s  f o ,  

" ;  
i s  g i v e n  b y  t h e  v e c t o r s  e 2 , . 1 , 6 3 , u 5 , " 4  w l r e r e

€ r = Z e r + e r + e 4 + e 5  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  D y n k i n  d i a q r a r r  i s  o r e c i s e l y  A r .  U s i n g " t h e

e x p l i c i t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l a t t i c e  ( o r  l o o t  s y s t e m )  A U  a n d  o f  i t s  s y m m e t r i e s

l ^  |

f z J '  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  e m b e d d i n g  
Y t l O i . + A 5  

i n d u c e d  b y  
T  

i s  e Q u i v a l e n t  u D  r o

a n  a u t o m o r p h i s m  [ e A u t ( n r )  w i t h  t h e  o b v i o u s  e m b e d d i n g  f  , * . 2 ,  f  
3 * 6 3 ,  

f 4 * +  e 4 .

M o r e o v e r ,  E  e x t e n d s  t o  a n  u q A u t ( E . )  s i n c e  i l  i s  a  c o m p o s i t i o n  o f  r e -

f  I  e x  i  o n s  a n d  u  ( e 5 ) = e 5 .

T h i s  g i v e s  u s  T o r s  ( c o k e r as requ i  red .  
fJ

s i n q u l a r  c r " r b i c  s u r f a c e s  h a v e  b e e n

d e t e r m i n e d  b y  B a r t h e l  a n d  K a u p  ( s e e  p p . 1 3 5 , 2 7 5 - 2 7 6  i n  f f ] )  u s i n q  c o m p l e r e l y

d i f f e r e n t  m e t h o d s  ( " . g .  C e s i n g u l a r i s a t i o n s  a n d  l o c a l  h o m p l o g y  s h e a v e s ) .

N o w  w e  c o n s i d e r  t w o  c l a s s e s  o f  c o m o l e t e  i n t e r s e c t i o n s  V  o f  t w o  o u a -

d r i c s  i n  f P ' " ' - ' .

l ^

P r o p o s l t r o n  r + . J .

k = ! , 1  , 2 , , . .  r m + j :  t h e n  o n  t h e  v a r i e t y  V  t h e r e  a r e  2 k  s i n g u l a r  p o i n i s  o f

a sinsur-ar qo-j1t -or ty-p.g Az{m-k) *z t*?! k4yr. !o_qegy**I!ul=CZ_.121:1;
f o r  k > , 2  a n d  i s  t r i v i a l  f o r  k = 0 , 1 .

( i i )  l f  t h e  S e q r e  s y m b c lggrlesp?l'c ! ng tq V. jj-

Y)=7/27

< t' J

a n d

-i-

1

?h-r )
type A

? ,
1 1 1  1 \



vt h e n  o n  t h e  v a r i e t y t h e r e  a  r e  2 k  s  i  r i g u  l a  r  p o i n t s  o f ! f=_Ar T1_1_: l "qular

L9"1t-Tl "irq: Dz ( m- rc ) + 3 I i l l .:l-y::: t"' g:. Dr=Ar ) .  Moreover  T(V)  * (7 tz71k

[99[, rhe

o n  o I  /  q u a d r t c s

c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  S e g r e  s y m b o l

V  a n d  t h e  t y p e  o f  t h e  s i n g u l a r i t i e s

o f a

o n V

c o m p l  e t e  i  n t e r -

i s  e x p l a i n e d  i ns e c t  i

f, +1.
T h e  r e d u c e d  M i l n o r  i a t t i c e  L  i s  i n  t h i s  s i t u a t i o n  D 2 r * 3  t t

a n d  t t r e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  t o r s i o n  g r o u p  T ( V )  g o e s  e s s e n t i a l l y  a s  t h e

o f  ( 4 . ' l ) ,  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  o b s e r v a t i o n .

A s s u m e  t h a t  t h e  l a t t i " "  D 2 r * 3  i s  t h e  l a t t i c e  7 ( " 1 , . . . , e 2 n + 3 )  w i t h

t h e  c o r r e s p o n d i n g  D y n k i n  d i a g r a m  h a v i n q  . 2 , e 3 , . . . , e 2 m + 3  i n  a  l i n e  a n d  e ,  s i t t i n g
I

u n d e r  e '  T h e n  n o t e  t h a t  e f  i s  t h e  o r t h o s o n a l  d i r e c t  s u m  o f  f e ,  a n d  7 ( \ ,  
" 4 , . . .

\ ,; , , , e , m + 3 ) w h e r e  
% = t : 3 * " 1 + e , + e 4 .  

M o r e o v e r ,  t h i s  l a s t  l a t t i c e  i s  o b v i o u s l y

D Z m + l  ( r e c a l l  t h a t  D r = A r ) .  T h i s  f a c t  a l i o w s  o n e t o p r o v e  ( 4 . 3 )  b y  i n d u c t i o n  o n

k . n

T h e  i n t e r e s t e d  r e a d e r  c a n  c h e c k  t h a t  s i r n i l a r  a r g u m e n t s  g i v e  t h e  l i o -

m o l o g y  o f  s o m e  o t h e r  t y p e s  o f  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n s  o f  t w o  q u a d r i c s .  T h e  s i m -

p l e s t  c a s e  w h i c h  c a n n o t  b e  d e c i d e d  w i t h  t h e s e  m e t h o d s  i s  t h e  c a s e  o f  a  4 - f o l d

( m * 2 )  w i t h  / l  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  t y p e  A ' .

5 ,  DEFORMAT IONS OF COHPLETF"  INTERSEC'T  IONS

F i r s t  w e  p r o v e  a  t e c h n i c a l  r e s u l t  w h i c h  g i v e s  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n

f o r  t h e  i n c l u s i o n  o f  M i l n o r  l a t t i c e s  i U : L ,  @  . . .  @  L k ; - ' L  t o  b e  i r r d g p e n d e n t  o f

V  i n  t h e  f o l  l o w i n g  s e n s e

C o n s i d e r  t w o  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n s  V o , V l C f R n + P  o f  t h e  s a m e  d i m e n -

s i o n  n  a n d  m u l t i d e g r e e  ( d 1 , . . . , 0 0 ) . .

t i e s  a t  t h e

M o r e o v e r ,  a s s u m e  t h a t  V o  a n d  V . ,  h a v e  i s o m o i r r h  i c  i s o i a t e d  s i n q u l a r i -

p o i n t s  
" 1 , . . . , a ,  

a n d  ( p o s s i b l y )  s o m e  o t h e r  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s .

L e t  u s  d e n o t e  b y  i o  ( r e s p .  i 1 )  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  t h e  i n c l u s i o n  i V
o

d e f  i n e d  i n  s e c t  i o n  2  t o  t h e  d  i  r e c t  s u m  o f  t h e  f ' l i  l n o r  I  a t t  i c e s  c o r r e s -

t h e  s i n g u l a r i t i e s  a ' , , . . . , a m .

41, [ 'ul
p r-oof

( r e s p . t U , )

pond i  ng to
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I t  i s  n a t u r a l  t o  a s k  w h e n  i ^ = i ,  ( u n d e r  s o m e  .  i d e n t i f i c a t i o n
o l

o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  M i  l n o r  l a t t i c e s ) .

Cons  i  de r  t he  vec to r  spaces  o f  po l  ynomi  a  I  s

-  ( -  , -  -  \  ^  -  6 rF = t f = ( f  t , . .  . , t o ) ;  f  i  €  C [ ^ o , .  . , " n * p J  i s  h o m o . g e n e o u s

o f  d e g r e e  d .  f o r  i = l , . . . , p  j
( ,

, = [ n = ( g 1 ,  . , s o ) ; g i € C [ " ' , . . .  , ^ n o p l ,  d e g  g i ( d i  f o r

1 = 1 r . . .  r p 3

a n d  t h e  n a t u r a l  i s o m o r p h i s m  h : F + G

h ( f )  = f ( 1 ,  x , , . . . . x .  ) .l '  '  n + D '

\ ^ / e  c a n  b h o o s e  t h e  c o o r d  i n a t e s  o n  f P n + P  s u c h  t h a t  H  n  V r  a r e  s m o o t h  f o r  t = 0 ,  1
L

w h e r e  H  i s  t h e  h y p e r p l a n e  x o = O .  L e t  F o C F  b e  t h e  Z a r i s k i  o p e n  s e t  c o r r e s p o n d i n g

t o  t h e  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n s  W  s u c h  t h a t  H f l l . /  i s  s m o o t h .  T h e n  a  s y s t e m  o f

e q u a t i o n s  f o r  V a  g i v e s  a  p o i n t  f  ' € F o  ( t = 0 , 1 ) .

L e t  s ,  b e  t h e  o r d e r  o f  K - d e t e r m i n a c y  o f  t h e  s i n g u l a r i t y  ( V o , a , )

r  - ' l

[ 8 ]  f o r  i = 1 , . . . , m  a n d  c o n s i d e r  t h e  p r o d u c t  o f  j e t  s p a c e s

J  =  J t t " , n * o , p ) x  . . . * J u t ( n + p , p )

a n d  l e t  S  c J  c l e n o t e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o d u c t  o f  K - o r b i t s .

T h e r e  i s  a  I  i n e a r  m a p  
Y  

t F  i J  g i v e n  b y  t h e  c o m D o s i t i o n  o f  h  w i  t h

t h e  m a p  G * r J  w h i c h  a s s o c i a t e s  t o  a  p o l y n o m i a l  m a p  g  i t s  s i - j e t  a t  t h e  p o i n t

5 i  f o r  i = l , . . . , f f i .  H e r e  w e  a s s u m e  t h a t  a , = ( t , e , )  f o r :  i = I , , . . , m .

W i t h  t h e s e  n o t a t i o n s ,  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g

P r.gp.os i t i"on 5. 1 .

[ .h::: l:T::l i  br " :?: y (F)n s i '  _il '-d_,.,1f:_:Pl io=i I .

P roof

S i n c e  V r  i s  a  l i n e a r  m a p ,  i t  f o l  l o w s  t h a t  F , - V ' l  ( , o ( o ) n  S )  i s  i r r e *



c i b i e .  H e n c e  t h e  o p e n  Z a r ' i s k i  s e t  F n ,  =  F 0  f t F ,  i s  c o n n e c t e ' l . T a ( e  a  p a t h  f t g  F O t

f o r  t  e [ 0 ,  r ] ,  j o i n i n g  t h e  t w o  p o i n t s  f 0  a n d  f  
l .

T h e  c o m p i e t e  i n t e r s e c t i o n  V , '  c o r r e s p o n d i n q  t o  t h e  e q u a t i o n  f t = 0  h a s

o n l y  i s o l a t e d  s i r r q u l a r i t i e s  ( s i n c e  V a f i  H  i s  s m o o t h ! )  a n d  i t s  s i n g u i a r i t y  a t  t h e

p o i n t  a .  i s  i s r : m o r p h i c  t o  ( V O , a , )  f o r  i = 1 , . . . . , m

T o  t h i s  v a r i e t y  V a  c o r r e s p o n c i s  a n  e m b e d d i n c r  o f  l a t t i c e s  i t ,  d e f i n e d

s i n r i  l a r l y  t o  i O  a n d  i l .

I n  t h i s  w a y  w e  g e t  a  c o ! t i _ ! u , o _ g e  f a m i l y  o f  e m b e d d i n g s  a n d  s i n c e  t h e

o f  a l i  h o m o m o r p h i s m  b e t w e e n  t w o  l a t t i c e s  i s  c o u n t a b l e ,  w e  m u s t  h a v e  i a = i 0

r l
a n y  r € 1 0 , 1 i . i l

LI

4-*rsrK*LL
H e r e  a r e  t r ^ / o  s i m p l e  c a s e s  w h e n  t h e  c o n d i t i o n  i n  ( S . 1 )  i s  f u l f i i l e d .

( i )  l f  t h e  m u l t i d e c l r e e  ( d t , . . . , 0 n )  i s  b i g  e n o u g h  c o m p a r e d  t o  t h e

/
d e t e i - m i n a c y  o r d e r s  ( t r , . . . , t , n )  ,  t h e n  t h e  m a p  

Y  
i t  s u r j e c t i v e ,  S i n c e  S  i s  a

s m o o t h  c o n n e c t e d  s u b m a n i { ' o l d  i n  J ,  i t  f o l l o w s  t h a t  f : ( F ) / J  
S = S  i s  i r r e d u c i b l e .

F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  h y p e r s u r f a c e  c a s e  ( p = 1 . }  i t  i s  e n o u n l r  t o  h a v e

set

f o r

\"\
dt l ,  .L - -  

(s '+ ' t  I  -  i
l = l r m

( i i )  A s s u m e  t h a t  w e  a r e  i n  t h e  h y p e r s u r f a c e  c a s e . a n d  t h a t  t h e  s i n g u -

l a r i t i e s  ( V o , a , )  a r e  a l l  o f  t Y P e  A ' .

T h e n  s  i s  a  Z a r i s k i  o p e n  s u b s e t  o f  a  v e c t o r  s D a c e  i n  J '

i s  t r u e  f o r  r p ( f ) n S  a n d  h e n c e  t h i s  l a s t  s e t  i s  i r r e d u c i b l e .
I

N o w  w e  p r e s e n t  r w o  a p p l  i c a t  i o n s  o f  ( S .  t  )  .  T l r e  f  i  r s t  o n e  i s  a  d i  r e c t

c o n s e q u e n c e  o f  T h e o r e m  ( 2 . 1 ) .  W i t h  t h e  n o t a t i o n s  a b o v e '  a s s u m e  t h a t  a l l  t h e

s i n g u l a r i t i e s  o n  V o  a n d  V . ,  d i f  f e r e n t  f  r o m  t h e  p o i n t s  a l ' . . .  , a *  h a v e  u n i m o d u l a r

M i l n o r  i a t t i c e s .  l f  t h e  c o n d . i t i o n  i n  ( S . i )  i s  f u l f i l i e d ,  t h e n  i t  f o l l o w s  e a -

s i l y  t h a t  V o  a n d  V . ,  h a v e  t h e  s a m e  B e t t i * t r u m b e r  b n * , ,  a n d  t h e  s a m e  t o r s i o n  p a r t

T ( V o ) = T ( V t ) .  i , l o r e o v e r ,  n o t e  t h a t  i n s t e a c j  o f  s t a r t i n q  w i t h  t h e  s e t  o f  p o i n t s

E 1 r . . . r d *  w e  c a n  s t a r t  w i t h  t w o  s e t s  o f  n o i n t s  
" . , , . ' . , " *  

( s i n g u l a r  p o i n t s

' o n  
V o )  a n d  b 1 , . . ; , b *  ( s i n g u l a r  p o l r r t s  o n  V r )  w h i c h  a r e  p r o - i e c t i v e i y  e q u i v a l e n t

t h e  s a m e



-  1 9  _

i  .  e .  t he re  i s  an  au to rno rph  i sm u .  o f  f pn+P

T h e  s e c o n d  a p p l i c a t i o n  i s  m o r e

a d j a c e n c y  o f  s i n q u l a r i t i e s  [ f e l , o  o b t a i n- L - [

p r e s e n c e  o f  s i n g u l a r i t i e s  w i t h  d e q e n e r a t e

s u c h  t h a t  u ( a ,  ) = 6 .  f o r  i = l  . .  .  .  . m .' l ' .  
|  

' -  - ,

s u b t l e  a n d  c o m b i n e s  ( S .  t )  a n d  t h e

i n f o r m a t i o n  o n  t h e  h o m o l o g y  i n  t h e

l - 1 i  I  n o r  I a t t  i c e s  "  T h  i s  m e t h o d  w i  I  I h o -

c o m e  c l e a r  f r o m  t h e  f o l  l o w i n g  t w o  e x a m p l e s .

Et lmp le  2 . -1 . ,  Assu r rne  tha t  t he  odd  d imens iona l  comp le te  i n te rsec t  i on

V  h a s  a  s i n g u l a r  p o i n t  a n  o f  t v p e  A , ,  a n d  t h a t  a l l  t h e  o t h e r  s i n q u l a r  o o i n t s  o f
y -  - + - . ! . - 1  4 .  . . - . * - - * . * - - - * . . * * . *  

| - - " * - - . " : " * - . * * l . _ - - , " . . . - . - - - * - * - . - * - - * - *

V  ( i f  a n y )  h a v e  u n i m o d u l a r  M i  l n o r  l a t t i c e s .

T h e n :

e x c e p t  t h e  c a s e  w h e n  V  i s  a  h y p e r s u r f a c e  o f  d e q r e e  Z ,

when  ke r

( i )  ke r  f  v -a ,
a  - - 7
l u  

-  t - '

( i  i )  :?*_:Yvi s  t o r s i o n  f r e e .

PJoo f .  When  V ' i s  a  hype rsu r face  o f  deq ree  2 ,  one  has  L=*0  anc1  hence

e v e r y t h i n g  i s  c l e a r .

Assume now tha t  v  i s  a  hype rsu r face  o f  deg  ree  d>y3 .  Then ,  by  ( r . r )

e s s e n t  i a  I  l y ,  k e r  
f  u  " n o  

T o r s  c o k e ,  
f  v  " r e  

t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  h y o e r s u r f a c e  W

w i t h  a f f i n e  e q u a t i o n

d ,  . l  2  2  ?^i*. . . +x"*., +t{1 ^i+. . .*%* t xn'+ t +pxl = Q

I n d e e d ,  f o r  a  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  t h e  c o n s t a n t s q , ,  F  t h e  h y p e r s u r f a c e'  t ' |

l ^ /  h a s  o n l y  o n e  s i n g u l a r  p o i n t  ( 1 : 0 , . . . , 0 )  w h i c h  i s  o f  t y p e  A , .

0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  w e  t a k e  { . , = 0  w e  c a n  a r r a n q e  t h a t  W  a c q u i r e s

a  s i n g l e  A t  s i n g u l a r i t y .  T h i s  s h o w s  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  i r : A . , - + L  f a c t o r i z e s  a s

a  c o m p o s i t i o n  4 1 - A r - + L .  S i n c e  A ,  i s  u n i m o d u i a r ,  i t  f o l l o w s  t h a t  i t s  i m a q e

i n  f  i s  a  d i r e c t  s u m m a n d  a n d  t h i s  e n d s  t h e  p r o o f  i n  t h i s  c a s e .

T h e  c a s e  o f  c o m p l e t l  i n t e r s e c t i o n s  c a n  b e  t r e a t e d  s i m i l a r l y  ( s e e

[ ,eJ,  (z.re)) .  I
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A s s u m e  t h a t  o n  t h e  n - d i m e n s i o n a l  ( n > 3  o d d )  h y p e r s u r f a c e  V  o f  d e g r e e

a 2 O ( S ) ,  t h e  s i n g u l a r i t i e s  c o r r e s p o n d  t o  o n e  o f  t h e  f o l  l o w i n g  s y m b o l s

S  2 A ,  A . A .  A .  A -  D r .  D '
r r ) ) 2 l i  )

d(s )  3  7  \  6  3  t+

Then ker  cP, ,  -  Tors coke r  cP, ,  =0
- *_ "_ - -__*  l v  , v

P r o o f  . .  T h e  v a l u e  o f  d ( S )  i s  c o m p u t e d  b y  t h e  f o r m u l a  i n  ( S . z . i )

s o  t h a t  w e  m a y  a p p l y  P r o p o s i t  i o n  ( 5 . ' l )

Hence  i t  i s  enough  to  compu te  ke r  c ( *  and  To rscoke r f f ,  where  W i s

a n y  h y p e r s u r f a c e  b f  d e g r e e  d  w i t h  t h e  s i n g u l a r i t i e s  p r e s c r i b e d  b y  o n e  o f  t h e

symbo l  s  S .

N o t e  t h a t  t h e  ( a f f i n e )  e q u a t i o n

C l . { ^ ? t ?

" ; * .  
.  .+x" * {C (x , '  , x2 ,x r )+A4x i+ .  .  .+y 'n+1* l * t=0

w h e r e  C  i s  a  g e n e r i c  c u b i c  f o r m  a n d  t h e  c o n s t a n t s  l .  a r e  c h o s e n  c o n v e n i e n t l y
9 t

,  d e f i n e s  a  h y p e r s u r f a c e  W o  w i t h  a  s i n g l e  s i n g u l a r i t y  o f  t y p e  8 5 .

A  s t u d y  o f  t h e  v e r s a l  d e f o r m a t i o n  o f  ! U [ U ]  s h o w s  t h a t  t h e  s i n g u l a r i -

&

t y  t 6  d e f o r m s  t o  t h e  s i n g u l a r i t y  E 5  w h i c h  i n  t u r n s  d e f o r m s  t o  a n y  o f  t h e  s y m -

b o l s  S  i n  t h e  l i s t  a b o v e  ( i . e .  f o r  a n y  s u c h  s y m b o l  S  t h e r e  i s  a  f i b e r  i n  t h e

v e r s a l  d e f o r m a t i o n  o f  E 6  w h o s e  s i n c t u l a r i t i e s  a r e  e x a c t l y  t h o s e  p r e s c r i b e d  b y  S ) .

M o r e o v e r ,  a l l  t h e s e  d e f o r m a t i o n s  c a n  b e  p e r f o r m e d  u s i n g  o n l y  m o n o -

r n i a l s  o f  d e g r e e . ( 3 .

I t  f c , l  l o w s  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m o r p h i s m s  f , U  f a c t o r i z e  t h r o u g h  t h e

u n i m o d u l a r  l a t t i c e  E 5  a n d  t h i  s  g i v e s  t h e  g e s u l  t .  
n

R e m a r k  5 . 5 .

W e  h a v e  s a i d  n o t h i n q  a b o v e  a b o u t  t h e  c a s e  o f  c u r v e s  ( i . e .  w h e n
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d i m  V = l ) :  l f  V  i s  i r r e d u c i b l e ,  i t s  h o m o t o p y  t y p e  c a n  b e  e a s i l y  o b t a i n e d  l ' r o m

kt

i t s  n o r m a l  i z a t i o n  V , ( t h e  s i n q u l a r i t i e s  o f  V  c o r r e s p o n d i n q  e s s e n t i a l l y  t o  t h e

a\r.
i d e n t i f  i c a t i o n  o f  s e m e  p o i n t s  i n  V ) .  \ n / e  c a n  s a f e l y  l e a v e  t h e  d e t a i l s .  f o n  t h e

r a z d a  r

6 ,  T h e  c o h o m o l o g y  a i q e b r a  a n d  a p p l  i c a t i o n s

L e t  R  b e  a  c o m m u t a t i v e  u n i t a r y  r i n g ,  A s s u m i n g  t h e  i n t e g r a l  h o m o -

l o q y  H . , . ( V )  o f  . o u r  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  V  k n o w n ,  t h e  a d d i t i v e . s t r L i c t u r e  o f
* '

H x ( V , R )  f o l  l o w s  a t  o n c e  b y  t h e  U n i v e r s a l  C o e f f i c i e n t  T h e o r e m ,

A s  t o  t l r e  c u p - p r o d u c t ,  t h e  o n  l y  d  i  f  f  i c u  I  t  p o i n t  i s  t o  i d e n t  i f  y

t h e  p a i r i n g  i n d u c e d  b y  i t  o n  t h e  m i d d l e  c o h o m o l o g y  g r o u p

a( : t tn (v, R) x Hn (v, R) -*-+* H2n (v , R) =R

L e t  U  b e  a  r e g u l a r  n e i q h b o r h o o d  o f  V  i n  f R n + P  ( s u c h  t h a t  V  i s

a  d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  U ) .  L e t  V  d e n o t e  a  s m o o t h  c c m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  o f

t h e  s a m e , d i m e n s i o n  a n d  m u i t i d e q r e e  a s  V ,  w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  U .  T h e  n a t u -

r a l  m o r p h i  s m
e

r
j : V c U  \  V

g  i  ves  a  homomorph  i  sm a t  homo l  ogy  I  eve  I

u s i n g  ( 1 . 4 ) ,  ( 1 . 5 )  a n d  ( 2 ' 1 )  w e  s e e  t h a t  v i a  t h i s  h o r n o m o r o h i s m

w e  c a n  i d e r i t i f y  H n ( v , n )  w i t h  H n ( v , n ) / I ,  w h e r e

I= l  (v )= i *  Cf , ,  € )  n  c .  H^  (v )  € l  R=H^ (v ,  R)
l v  n  n

N o t e  t h a t  t h e  P o i n c a 1 6  i s o m o r p h i s m

o:  Hn (V ,n)  * ' * *  Hom {Hn (V ,R) ,  R)=Hn (V,  R)

i s  g i v e n  b y  D ( u ) =  ( r , ' )  ,  w h e r e  (  ,

M o r e o v e r ,  D  i s  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  p a i r i n g s  o n  b h e  s o u r c e  a r t d  t h e  t a r g e t

( i n t e r s e c t i o n  f o r m  a n d  c u p - p r o d u c t ) .
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T h e  a b o v e  d e s c r i p t i o n  o f  H n ( t l , R )  a n d  t h e  e q u a l i t y  H n ( V , R 1 =  l '  , , ,

= H o m  ( H n ( V , R ) , R )  s h o w s  t h a t  w e  c a n  i d e n t i f y  l - l n ( V , R )  r ' ? i t h

{  "e Hn (V,  n)  '  u t l=o }  .

T h u s  w e  q e t  t h e  f o l l o w i n q .

Lees:lilgli -l
T h e  p a i r i n g  S  i s  i s o m o r p h i c  w i t h  t h e  p a i r i n g  i n d u c e d  b y  t h e  i n -

te rsec t  i  on  fo rm (  ,

I n  p a r t i c u l a r ,  H n ( V ) = H n ( V , Z )  i s  t o r s i o n  f r e e  a n d  h e n c e  i s  a  l a t t i c e

a s  d e f i n e d  i n  s e c t i o n  3

S o m e  i n f o r m a t i o n  o n  t h i s  l a t t i c e  c a n  b e  e a s i l y  d e r i v e d  f r o m  ( 5 . t ; ,

u s i n g  s o m d  g e n e r a l  f a c t s  o n  l a t t i c e s :

C o r o l  l a r v  5 . 2 ,

( i )  l l :h"  l .a l t ice  ( I ,  ( : ) l ] )  l1  nona19: : : : " , " r  t5 i  1 ' (v )  is
a l  s o  n o n c l e g e n e r a t e ,  a n d

?

de t  Hn , (v )=de t  l . i r ( v ) f -2

( i i )  l f  m o r e o v e r  n  i s  e v e n ,  t h e n

s i g n  H n ( V ) = s i g n  V - s i q n  I  .

W h e n  t h e  M ! l n o r  l a t t i c e s  L .  a r e  n o n d e g e n e r a t e ,  t h e n  l = 1 1  @ . . . @

FF f-r
S  L t  a n d  h e n c e  d e t  [ = [  l O e t  L .  a n d  s i g n  l = L s i g n  1 . .

I n  s o m e  s i m p l e  c a s e s  ( " . g .  t h o s e  o f  s e c t i o n  4 ,  o r  w h e n  T ( V ) = 0

a n d  o n e  h a s  u n i q u e n e s s  r e s u ' l t s  ,  . .  - ,  . ,  ;  a s  i n  E x a m p l e  ( 6 . 4 )

b e l o w )  t h e  P r o p o s i t i o n  5 . {  d e t e r m i n e s  e f f e c t i v e l y  t h e  l a t t i c e  H n ( v ) .

A s  a n  a p p l i c a t i o n ,  w e  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  o f  d e c i d i n q  i f  c e r -

t a i n  v a r i e t i e s  a r e  o r  n o t  h o m o t o p y  e q u i v a l c n t .

E x a m p l e  6 . 3 .  C o n s i d e r  t h e  c o m o l e t e  i n t e r s e c t i o n s  V ,  ,  V ,  a n d  V .
t L )

( o f  t h e  e v e n  d i m e n s i o n  n  a n d  s a m e  m u l t i d e q r e e )  h a v i n g  t h e  f o l l o w i n g  t y o e
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:

" t : i n g u t a r i t i e s ,  
3 A '  A l a z : n d  r " : p : " . : " : ] r  o l "  T h e n  t h e  v a r i e t i e s  v .  h a v e

t h e  s a n e  h o m o l o g y  a r r d  e v e n  t h e  s a m e  r e a l  c o h o m o l o C y  a l g e b r a s .  B u t  t h e s e

v a r i e t i e s  h a v e  d i s t i n c t  i n t e q r a l  c o h o m o l o q y  a l g e b r a s ,  a s  f o l  l o w $ f r o m  t h e

t a b l e  ( u s e  ( 5 . 2 . i ) )

l":"*V .
I

a e t  H n  ( v ,  )

i  s  no t  homotopy e q u i v a l e n t  t o  V ,

r ,
t

f o r  i #  j .

kg l j s :q : i '  ! - e t  
X t  and  X ,  be  comp le le  i n te r l ec t i ons .o f  even  d imen- -

_ : i o n  I  1 n d  
s a m e  m y l t i d e S l e e ,  h a v i n q  b o t h  t h e  s a m e  t y p e  o f  s i n g u l " t - i t ] : t '  n : * : -

l v  3 4 .  ( o r  A . A ^  ;  o r  A , ) .  T h e n  X . ,  a n d  X ,  h a v e  t h e  s a m e  i n t e g r a l  c o h o m o l o g Y
' ,  ' " 1  ' l  

/ _  
-  j  l

_ : . ] . n "0 . " " :  \  ] f  
moreove r  n=2 ,_ .  * l  t t  homotopy  equ iva len t '

to  x2

L I .gg [ .  F i  r s t  no te  tha t  r  (X . , )= t  (X r )  =0  by  the  resu  I  t s  i n  sec t  i on  4

a n d  h e n c e  t h e  i n c l u s i o n s  I ( x , ) c H n ( i i )  a . "  p r i m i t i v e '

B y  P r o p o s i t i o n  6 . 1 ,  t h e  d i s c r i m i n a n t  f o r m  o f  t h e  l a t t i c e

H . = H n ( X , )  i s  e q u a l  t o  t h e  d i s c r i m i n a n t  f o r m  ( 0 , - O )  o f  t h e  l a t t i c e  I ( X ; )
I I

w i t h  r e v e r s e d  s i g n  t f f Z l ,  1 . 6 . 2 ) .  T h e  l a t t i c e s  H ,  a r e  e v e n  i f f  d = d e g  X ir "  . t , J ,  r
. r  ' l

i s  e v e n . B y  N i k u l i n  u n i q u e n e s s  r e s u l t s  ( L t t J ,  1 . 1 3 . 3  a n d  1 . 1 6 . 1 0 ) ,  t h e

l a t t i c e s  H .  a r e  i s o m o r P h i c  i f :

a )  H i  a r e  i n d e f i n i t e

b )  E i t h e r  d  i s  e v e n  a n d  r k  H . ) , 1  ( D ) + 2 ,  o r  d  i s  o d d  a n d

r k  l l , 7  I  ( D ) + 3 ,  w h e r e  I  ( D )  d e n o t e s  t h e  m i n i m a l  n u m b e r  o f  g e n e r a t o r s  o f  D .

T h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  f u l f i l i e d  i n  m o s t  o f  t h e  c a s e s ,  t h e  e x c e p t i o n s  b e i n g

c o v e r e d  i n  s e c t i o n  4 .
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W h e n  n = 2  a n d  s i n c e  t h e r e  i s  n o  t o r s i o n '  V / h i

t h e  h o m o t o p y  c l a s s i f i c a t i o n  o f  4 - c o m p l e x e s  ( t o  b e  f o u n d

C h a p .  2  t o g e t h e r  w i t h  m a n y  e x a m p i e s )  c a n  b e  e a s i l y  a p P l

tehead Theorem on

f o r  i n s t a n c e  t t  [ , 1

ied.  
i l

^ ?

E x a m p l e  6 . 5 .  L e t  \ / .  b e  a  c u b i c  s u r f a c e  i n  f R )  w i t h  a  s i n g l e  E ,
#ffi |

s i n g . u l a r i t Y .  L e t  V ,  b e  t h e pro jec t i u "  . on "  ove r  t het h e  t w i s t e d  c u b i c  c u r v e  C
-  

^ 1  ' )

C  i s  t h e  i m a q e  o f  t h e  V e r o n e s e '  e m b e d d i n g  v r : f , f  
' * *  

f , R ' )

T h e n  V .  a n d  V ^  a r e  h o m o t o p y  e q u i v a l e n t
I L

P r o o f . B v t h e W h i t e h e a d T h e o r e m m e n t i o n e d a b o v e , i t i s e n o u g h

t o  s h o w  t h a t  V . ,  a n d  V ,  h a v e l t h e  s a m e  i n t e q r a l  ( t o r s i o n  f  r e e )  c o h o m o l o g y

a I  g e b r a .  T h e  c o h o m o I o g y

a l g e b r a  f o r  V ,  i s  c o m P u t e d

V 1  i s  e a s  i  l Y  d e r i v e d  f  r ; o m

i n  I t  J  ,  p g . 7 2 ,  w h i l e ' t h e  c o h o m o l o g y .  a l q e b r a  f o r

( e . t ) .  
X

I t  i s  i n t e r e s t i n q  t o  n o t e  t h a t  V ,  a n d  V ,  a r e  n o t  h o m e o m o r p h i c

( c o m p a r e  t h e  l o c a l  f u n d a m e n t a l  g r o u p s  a t  t h d  s i n g u l a r  p o i n t s ! )

.  S i m i l a r l y ,  t h e  p r o j e c t i v e  c o n e  o v e r  t h e  i m a g e  o f  t h e  V e r o n e s e

e m h r e d d i n g  v 4  , .  C p 1 * - +  f n a  a n a  a  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  o f  t w o  q u a d r i c s  i n

I ,

f , e a  w i t h  a  s i n g l e  D *  s i n g u l a r i t y  a r e  h o m o t o p y  e q u i v a l e n ' t
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