
INSTITUTUL
DE

MATEMATICA

TNSTTTUTUL NATIONAL
PENTRU CREATIE

$rrNTrFtcA ;t rrHrutcA

r $$ r {  025C I  36  38

DUALITY FOR SI{EAVBS CATEGORIES

by

C d t d l i n  I O N I T A

PREPRTNT SI]RIES IN MATIIEMATICS

N o "  1  6 / 1 9 8 5

:

BUCUREfTI





\

>x
a-\

;\ vs
\

I t v" ' f

l . ) ! i ; ,  I  i . .  ' f n r , i  +  \
L ! , ( r  L  r - r - r - l i  :  . i .  \ r l  I  I  \  4 !

Ft-b:t tLottq i935

: : ' { . ; " i . y i : L . C ' r i i l i , : . 1 ' : . j "  i i , : . l t i - l ' L l i i t ,  i . - ; i : : } ' . , i ,  i . l i : t h g * , . j 1 ' i C $ . j I - 1 ,  i i i l l A i f _ i - t .

L r r r l . * i ; t ) ; i a l  . . r i i i : , : : i  ) . i . . : : , I  i . . : - i , : l ; : r : r i i ; ? i ,  f l c , . , : i i l : i , : . ]





D u a I i " t v  f o r  $ f r e a v e s  C a t o r ; o r i e s
. - - , 4 - -  @

I n t r o E l u c t '  j - o n .  I n  t f r i : s  P s p e r  w s  d e s c r i b e  t h e  d u a l  o f  a  G l r a t ' r t :

- G r o t h e n c l i . e  c k  t o p o s  b y  r n e a n s  o f  u n i f  o r m  a l g e l " i r a s  '  V J e  d o  n o t  r e a c h
:

l r e r e  t h e  y v h r : 1 e  g c n e r a l 5 " t y  o f  t h e  c a t e { o r i e s  
" { "  

f o r . l v h i . c h  t h e

d u a l i t y  t h e o r e n  r € $ p e c t i v e l y  t h e  m e t h o r J  a p n l i e s  t o "  A s  i m m e d i a t e

c . r n i * e q u e n c e s  $ t o n e  d u a l i t y ,  U i : e r s t  t { u a } i t y  a n d  L i n t o t l  d u a l l t y

t h e o r e n s  a i e  c ' b t a i n e t J  r

T h i s  s t u c l y  s e n v e s ,  i n  m y  o p i n i c n  t  r l l o r e  a s  a n  e x a , m p l e  t : f  a

m e t h o r J  t o  o h t a i n  . J u a l i t i e s  t ' y  s  o f  i . n j e c t i v e  c o g o n * 6 r a t o r s ,

A s  a  r l u a l . i t y  t l r e o r y  i t '  u n i f  i e s  t h e  S t o n o  c l u a l i t y  a n d  G a h r i e i -

R o $ s - U b e r s t  C u a J . i t y  t l r e o r i e * .  1 t  a l s o ' $ t a r t $  a  c t e s i r e d  c l u a l i t y

' n . " ; : " : ' : , , : . : : l : " : : : . : : ' : : : . . : : i ;  * j : : ' . ' : ,s  
i  s ,ha,  f . r  anv

G : - r a u c l - { ; r o t i r e n c l i e c k  t c } p o s  %  t l r e r e  e x i s t s  a n  a } " g e b r a i c  c s t e ! o r y

H #  o v e r  a  f  i . n l t a r y  e l g e b r a i c  t h e o r y  f f i  s u . c h  t h a t  * " S u  i s

e q u i v a l e n t  t o  a  c a t s $ o r y  . F s  o f  s e $ a r a t e d . : n c J  c o n n l s t e  u n i f n r r , r

f f i  - o l c e b r a r ) .

I F t  o r t j e r  t o  C c s c r i . b e  6 s  w e  n e e d  t h e  f o J - l a w L r r E  d e f  i n i t i o n $ l

r ) a . L j n i f c r r r i i H - a l g l e b r a i A . , t t ) i s a n a 1 g e b r a A e r r d o r r y e d l v ! . t h *

a  u n  j - f  o r n i i r y  ( L A l , f t S l  i  t " t  s u * l r  t h a t  a l - I  o p e r n t l o n s  a r e  u n i f  o r n

c o n t  j . n u o r " t s  m a p s  i n  t n e  g r r - o c l L r c t  u n i f  o r m i t y ;  a  c - L l n  j " f  o r m  f l  - * , 1 ' g e  b r i l

i s  a  L r n i f  c l r m  f f .  - a l c e b r a  , s h i c h  h a s  a  f  u n t i a r r ; t e n t e r i  5 ' ; / $ t F . ; m  o i

e n r o L r r a g e $  c o n $ i s : j - n a  n f  c o n g r u e n c e s .  I f  g  i s  t h e  t r i \ / i a - I  t l - i e c r * ' . , '

.  t l - r e n  d =  $ I J  ; t n *  w E  c a l t  c - u n i f  o r m  * * i u  t r E - u n . i " f  c r m  $ p 6 c e *  {  t h j - *

c i s t j - n c t i o n  f r o m  t l ' i a  * o n ' t r i v j " a . l -  a l . g e [ ' r a i . c  $ a $ e  n i L i f i t  b e  d o n o  s i . n c e

a.

].
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n o t  & f t t  " p o v 1 ' r J . ' f  o r r n ' '  a l ! i € b r ' &  e p i .  " e  "  t h e  c a r r i e r  e c t

5 t r ' f r C C  A n c  a , L 1  0 p e r ; i t i . c n s  . - i r e  u r r i f c r r n  c o i i t i n u C I u s

i s  a  p - u n i . f o r m

i " n  t h e  n r o t - l u c t

u n t f  o r t n l . t y " *  j  s  a  c - L , n i f  o r m  a J . q e b r m  )

2 )  a  c * s t ' r L r ( : t u r r . ]  f t  o n  f f , * , i s g i u  "  
f u n c i o r

f  c r r  r ' , , h i c l r  t : l i c  c ! i ac ram

ql* r$
*L- ****-T;t.*ll:.:jlll"*&* 

Ll...:*{_g-gl

f r e e t h e  u n i f o r r n i t v

c o n f i u t e s " l r .  c * u n i - f  o r n r  f f i - " J  g e l - , r a  o v e r  f  j . s  a  c * u f i i f  o r m  f l * o f u n b r e

( { r , U , )  s o  t h a r t  f o r  e a c h  I ' i n i t e } y  ! e n e r a t e d  f r c e  a J g n h r a  L .  a 1 }

a i Q * b r a  l l r o i - l r h i c i ; l r  L  * , - g a l  r r r . e  u r r i f  o r m  c o n t i n u c u s  m a . , $  f  r c r n  t r t l )
t c  { A , f f . J "  f u t s  r J e n , : t : s  t f r e  c a t e s o r ^ y  o f - a 1 l  c - u n i f o r r . r  f l * r l g e b r a s

o v t l r  R  a n c J  u n i f n r m . c o n t i n u o u n  a . l g e k r r a  m o r D h j _ s m s  b e t w e e n  t h e m ,

3)  rc r  n  c - ' s r  rucrure  $"s  cn  & l *%#,  g* " ,sg  denores  t i :e
c a t o p o r y  a f  s l J ^  d : . . s c r . e t e  u n i f o r n  S f ; , _ a l _ S e D r a s  w h l c l i  a r n  i n  J . " o S .

/ t  cohe 'enr  ob jecr  rs f  f i *a- t r3  is  an ob jecr  A of  Di*  fs  n , f r i_cr r  i_$
' f  f i r r j . t . e  t y p e  j - r r  

u 3 g * S  a n d  * o  r h a t  t h e  c o * i l r r r e n c e  o r , a n y  a r ^
q e h r a  i n o r i J h - { . s r n  t i * s ' A  l s  o f  f  i n i - t e  t y p n  i n  n ! s  f " s  F r o v i d e d  B  i s

o f  f  i r r i t c  t y ; : e  i n  n i . . :  f * S
@'e;4{ &

r l  e n t o u . , , . I #  ( n . , t L )  i s
s n y  ; . t J " g i e i : r ' a j . c  c o n s i " r i $ n c e  { i . e "  e q u i v a l e n c e  r e l a t i c n  c o m p f i t j . b l *

' r i t l " r  t h e  a " l c e h r - a i c  s t r u ; t r . " r r e )  o n  A  s o  t h n t  t e - t L  ; r n { i  A , 1 r u  j s  a

c . h e r o n t  o b j e c t  i r r  g * * _ J : 3  .  A  s p e c J . ; l  c o n { j r u L i r l c e  o n  ( A , * L L )  j s

i l r r y  a l g e [ : r a j .  c  c a n g r L i e n c s  R  c ] f l  A  w h i c l r  i s  a n  i n t € r " $ s c t 1 o f i  c f  s n e *

c i . e i . l .  c r l t o u r e , l r e s  3 r r O  . t . / . *  i s  a  c t - i l : r . r . { , r . t t  n i r i e c t  c f  p i - ' s , f . g

$)  a  $sp i r re r t * c i  ; : nd  , r rnp - ! "e te  c *u r . i l f  n r r " : :  f f * cJ .ge i r ra  1 ; i , 1 ,L  )  w l i c { .1

i r r  g " *a t t  j . s  a  s i r " ' j ^ c l  r : t - : j ss i  , r f  gsS  i f  e , i cn  sp :ec i ; i L  c$nd l ru r : l r i c r l

i i  { i r l , i : r : 1 . : , r }  s r t r r J r i - r i Jo  f l r i d  t - t r *  f ; l : : i 5 . ) , y  n i ; 1J . , i , .  nucc i . : ; " t .  r i l t * r . i r i : i f i i ?$

q*
&

#

,L l)

a l g r e b r a f o r g e t
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o f  ( A , t t " )  r e p r e s e n t s  a  b a r g , f  o r :  r E & .

t : i n a ) . 1 y  #  l s  t t t e  c a t e g c l r y  o f  a i L  ' s t r i c t  o h j e c t s  o f

&.?. s

v€ ry

c a n

( ,  c -s t ruc tu re  $ "  on  S ' / f r "#  (Theoremr o r  

- " : : ' : : : : ,  - "  o n  t h e  a b o v e  t h e o r e m  a r e  i n  o r r J e r :

'  { " a n r 0

( a )  t l - , e  c a t e g o r y  o f  S t o n e  s p a c e * { l { f l J } ,  i s  t s o m o ' ^ p h i c  t o  t i r e

c a t e E a r y  O f  a I l  c 0 { T } p a c t  p * u r l i f  c r r n r  s p A c e s .  F I o m  t h l " s  p c r : L n t  o f  v J ' e w

$ e f r a r a t e d  ( t . . l a r : * c l o r f f  i  a n d  c o m p l e t e  p - u n i f o r m  s p C I c e s  i i r #  a  n a t u r a i

g e n e r a l j - S a t i o n  o f  $ . t o n e  s p a c e s ;  t o p o l o c t : - c a l t y  e  p * u n ' i f  c ' r n ' r  $ p a c e

( s e p a r a t e c i  a n c J  c o n p l e t e )  i s  t i k e  a  g t o n e  s p a c e  t o r  $ o $ l e a n  s p a c e

t q T  )  n i n u s  q u a s i - c o r n P a c i t Y .  i
A v d

( b ) j - f w e r e p l a c e t l - r e f i n i t a r Y . r a n k o f t t r e a l g e b r e l . c t h e c l r y

f f i  by  a  c_o , " l ven ien t  g r .€ ) f t (e r  ran !<  t l ' l en  a l "L  r . " rn i f 6p rn t t i e rg  i r r vo l v t l c

a i . e  i i s c r e t e ;  c o t l s e q L | e n t l \ ,  ! v e  . , J e 1  a  t r & f t j c u ] . a l r  c a $ e  b f  l . . j . n t r r n

c o * t r o v a r i a n t  r c ; p r e $ e n t a t j ' o n  t t r e o r e m  [ 4 S i .  O n  t h r s  l i n e

p r o v e $  a  r o p o l - o g i c a l  c o m p l e n s n t  o f  [ 4 S ]  f . o m  w t r i c h  b ' y

t i r e  r a n t < ' { r ' }  c t : t a i n  t h e  a r i C i n a l  L i ' n t n n  t h e o r e m '

{  c  }  { :  V r j r y  g e n e r : a l  c ( ) n s e q u e i - | c e  o f  o u r  t h e  o r e r i i  i $  t l " r a t  f  o r

i 3 r - r y  c a t e g o r Y s r l r i - c h  i $  y r e 1 1 ,  e m l r e c i d d t l  i n  . a  G i . r a u t l * i i r o t h e * c i i ' e c k

t o p c $ u t l i e  c J u a J .  o f  r { .  c a n  b e  r e a } i s e c l : o s  a  c r ' } t e E o r y  o t  u i r i f a r n t

a J - g e i : r a o  $ v e r  e  f  l n i t a r y  t h ( r o r y .  Y h i s  I e a c J e  t c r  t t  d u a l i t y  t h € f i r y

o f  f  i n l t e l " y  p r e  s e n t a b l e  c a t e ! , o r  j " e s  '

n y  c C I m t . : i r r i n g  t h c  i - r l e a s  o f  ( f f )  a n c l  ( c ) r  a ' d u a l i t y  t F i e s r e m

l i  k e  t h *  l s h r i l  c l u a l i t 5 r  t h e o p e m  o r l  a l g e b r a i c  c a t e f l $ i " : l ' e s

h + :  o i : t a i n e d  "

( ( l  )
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' I l r e  
t e r i : r i n o l o E y  u s e e l  : i s  t h a f  o f  [ ( j , [ 1 F J .  i ' . l e  p o 5 . n t  o u t  t l r a t  I , r e  c J e n c > t e

t h n  c a t . l o n i . c a l  f ' r o j c c t i o n $  ( i n j s c t r o n " * )  o f  a  p r o r i u c t  { c o p r o c l u c t )  h y

t t { ' .  ( r e s l .  ? . T ,  f - o r  a  f a r r i l y  l t r , A . - * - " '  4 1  .  t l f r : / i ' - - b A i l  , i )  
t h e  m o r *

] . i

J r f r i s n  f  : l l n r - * . A  { r * s p .  f  : / r - - * + " S I n , , .  I  u n " l q r - i e l . y  d e f  i n e d  b y  f E : . = f  i  ( r e q 1 :
L . L

t t f  , , " f  -  )  f  o r  r s l L  i . ,  i . s  d e n o t e r l  h ' y  [ * r J r .  ( r e s i - r "  4 f  ; i {  ) . h : L : " h A  i r e s r : i '
i .  1 . "  . ) -  r -  

+

l r : t l * & { ) )  j " s  i r n  t ? { . l l , a l . i : z e r  ( f l c ' e q t . l a 1 " i . z * r )  c l f ' a  p r a i r  A r e : : ' * ; : , T * t *  j ' f  ;

( e )  { , h * 6 h  { r ' e r * p "  1 ' , 1 * l r i . ; )  a r r c !  1 * }  a  n l o r t r : r ! ^ ' i s r e  u : X - * A  t t - e $ p . u : S - * S *  X )

f a c : t o r s  i h r $ L i q h  t 1  p r o v i c l e c J  f u * r ' l u  { r " e s p ,  u { r = u c r ) .  A  m o n o  ( e i p i )  r e  r s -

r : i l ] . a r -  i t  i t  i s  r n  e q u a . l . j . . y - e r  ( c o { i i l u a . l - i r . e r }  o f  a  s u i t a b l e  5 . r a i r  o f  n i o r -

r?h l .$ r * t i  ,  ! 1 ie  * r re l I  $ f r r iC I t  imes  r i eno i *  a  f f iOno  t  rAgu la r  ep i  )  b ' /  e *p '  p rW)  ,

l n  f ) r ' e$ f ^ i * ) i , i v ( : ) r . - l  o r  snea r / i l i i  c i r i eqo r ie *  t t ' I I  n iono$  ancJ  ep i s  a re  t ' e i 0u la r -

- L r " r  n n  i ] t r $ e L r r a i . c  f ' ' a t e i ? o r y  r e c ; u l a r -  e p j ^ m O f p h i ' s m s  a r e  e x e r ; t l y  t h e  s u r ' *

j e c t i . n n s .  A  $ r i l . f ' l r , r r 1  o f  m o r p t r i s n i *  i s  l c e r n e l  p n l r  ( c o i t e r r l e l  p a i r ]

t l t '  $  t 1 l c ] t " t ) i " l . t $ f l I  i :  i ' r  f l 1 , * ' f l v  { r ' * r - l p r "  L i f l * ' " r f  j  i . s  ' 3  pu l .Lbac l<  ( f ' us ' l - rnu t ) '  J i

l1 ::x' : ;S::: : ;1,:y.rr iE; a i ir ' ' t - ;r+.1 ;:air '  ,- ' f  f  3/ i*+'$ t i- tg'n t i ' ie sui:ob.j*ct of 
"qT:f l6q, \  r ! i . e  ? " 6 ? - - 4 F . r i e  

'

t l e f r r r e c J  h y  t i r e  r r ' r O n o n e l t . t r ; h 5 - s n r  4 u " ' . 2 ] ' f t * * s l A  A  1 S  C A J . l e d  t ! r e  C o n g r U e n C e

at 1, ,  A cofi i , l f  tJf;f tc4 cl i ' l  A i* er sui;Obj e ct r" i  ***l*p" ATT"\ $t f iT-?;\ so that

1 -  ' !

t S [ . r , r y l , r i  i $  a  k e r n o l  n a i r  o f  a  s u i t a i ? J - € ]  m c r r n h j " s m  c i e f  i n o r j  r i n  A ' I f  i t :

, ; . , ,  -  ; - ; -  f  : A - * 1 p * t 3  i s  a  c o e  q u a l . i z e r  c t  { u t r . , % r  1  t h e n  t ' l r e  q u o t i e * r t

l ,  . - L ^ - !  L . ,  
F  '

s t i j * c . t _  c t  A  c ie f i nec i  ! : y  f  r s  de r io tec i  b , y  A / i t  a r r r i  { i : i ^ - * s * l i /R  i s  c * l }ec l

l h n  * r j i t O 1 l i . , c r a l .  f l r O j e c t ' j . o n  o f  n  o n t o  i . t s  r e c l u l a r  Q u O t i e t t t  A ' , , / R '  T n

f r r e $ h e a r r r * s  c a t c l c ) r i c s  o r  a - i . p e  h r o i c  e  [ 1 i : e q s t ' i . e s  c o n { J r u o n c e s ' e r r e  e q u i - -

v n l , * n * e  r e t l e t i o l s  c c l n r i t a t i b l e  r , ' l i . t l i  t h e  s t r u c t u r e  6 r r t J  r e r ; u t r " * r  q u o t i c n t s

t ) , { - f t  t r r *  sc * t€ ;  o f  coge  t s  r *nc lowcc l  ' s i t i r  t h r ' :  i r " i f l r . l ced  s t ruc tu re :  "  A  sF i ( i u€ i l " -

r { :  t : " , : : : - : - -H:41r1 - -*J- -+** ,J  is  a  l -e f  t  i r ' l - r1hf  )  + . .xerc ' i  ser l t l ' )no iJ  i { '  {u , t ' } i l *
. : . l t r

a  k e r t r e l  p i . r i . r  o f  f  ( r 0 $ p .  f  1 $  a  c c l e q t t . - l J . 1 z e : r  o f  { u r v J  ) ; r i ' u  $ e q u o n c e r

i s  $ i r * r t  * x ; t c t  s e ( i u c n c c  i f  i t  i u '  [ L r - , t l i  - 1 . d f t  a n t i  r i L l i " i t  t " : x a c t '  A  $ e q u e n -

f n
oc  * - * - ' - - - ! , v * " , t ,===== i? . . i p ,T  i . s  a  . l - e f  t  ( r i 1h t )  r ' l xac t  se r l i " r cnce  i f  f  i i ;  { rn

l r

e  { , i * * } i z s ! " ,  o f  { g , n  } - { . * , , "  "  { t ,  n 1  t u  a  c o k c r n e }  p a  j . r  a t  f  )  ;  i l r e  s e q L r e n c e

i s  d  $ i * i o f  t  e x a c t  $ c q L l e i l c e  i f  j . t  i r l  ! : c ; t l r  ' 1 ' e f  t  ; * n c l  r l q f i t  t i x e t c t  '

{'
; \  i : 1 r t i r i , l 6 t a t i v c . - .  c l i a g l r a r n  , a ,  * - : - l r l  j . r ,  ( , : r  c i * f  i n t : s )  i )  { * 1 0 { l c l u {  l i ; r * r '  d e -

\, !,', r s i l r
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s o m p o s i t i o n  o f  f  i f  q  i s

t  h e  s u r f r c b J  e c t  ( C ,  q  )  o f  *
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